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Kurzfassung

Die Arbeit beschaftigt sich mit der Erstellung einer objekt-orientierten Software-

Bibliothek fir Non-Uniform Rational B-Splines (NURBS).

Die erstellte Bibliothek bildet die Grundlage eines Geometriemodells, welches in Zukunft
als Basis eines Finite-Elemente Modells zur Untersuchung des Schwingungsverhalten einer

Stator-Wicklung von Synchrongeneratoren dienen soll. Die Software-Bibliothek wurde in

MATLAB implementiert.

Um fiir verschiedene Geometrievarianten eine moglichst tibersichtliche und leicht zu war-
tende Basis fiir die Modellbildung zu erstellen, ist eine objekt-orientierte Bibliothek fiir
Computer Aided Geometric Design (CAGD) Voraussetzung. Fir die mathematische Be-
schreibung dieser Objekte haben sich NURBS als Standard etabliert. Daher ist ein Daten-

austausch zwischen der erstellten Bibliothek und einer CAD-Software einfach realisierbar.

Die Software-Bibliothek gliedert sich in eine Klasse B-Spline Basisfunktionen zur nume-
rischen Auswertung der Basisfunktionen und deren Ableitungen, in eine Klasse NURBS
zur numerischen Berechnung des Tensorproduktes aus den Matrizen der Basisfunktionen
und dem Array der Kontrollstruktur. Weiters wurde eine Super-Klasse zur grafischen Be-
schreibung von Fldchen implementiert. Von dieser wurde eine weitere Super-Klasse fiir
Drehflichen abgeleitet und davon wiederum Spezialisierungen fiir technisch bedeutsame

Drehflachen.



Abstract

This master thesis deals with the creation of an object-oriented software library for Non-

Uniform Rational B-Splines (NURBS).

The constructed library forms the basis of a geometry model, which in future will be
the foundation of a finite element model for investigating the vibration behavior of a
stator winding of synchronous generators. The software library has been implemented in

MATLAB.

To develop a clear and easy to maintain base of modelling different geometry variants, an
object-oriented library for Computer Aided Geometric Design (CAGD) is required. For the
mathematical description of these objects, NURBS have become a standard. Therefore, a

data exchange between the created library and a CAD software is simple to realize.

The software library contains a class B-spline basis functions for the numerical computa-
tion of the basic functions and their derivatives, and a class NURBS for the computation
of the tensor product of the matrices of the basic functions and the array of the control
structure. In addition, a superclass for the graphical description of surfaces has been im-
plemented. From this superclass, another one for surfaces of revolution has been derived

and from this again some specializations for important technical surfaces of revolution.
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Kapitel 1

Grundlagen

1.1 B-Spline Basisfunktionen

In Kapitel 1.1 werden grundlegende Eigenschaften und Definitionen von B-Spline Basis-
funktionen beschrieben. Es werden die Begriffe Knotenvektor und Basisfunktionen defi-
niert und das Zusammenspiel dieser Elemente gezeigt. Weiters wird auf die Ableitungen
der B-Spline Basisfunktionen eingegangen. Die Herleitungen und weitere Ausfithrungen
der nachfolgend angefiithrten Definitionen und Eigenschaften von B-Spline Basisfunktio-

nen findet man z.B. in [4, Kap.2].

1.1.1 Definition der B-Spline Basisfunktionen

Fiir die Definition der B-Spline Basisfunktionen bendttigt man einen sogenannten Knoten-

vektor U.
Definition 1.1 Knoten und Knotenvektor

Ein Knotenvektor U ist eine Folge uy, ..., u,, reeller Zahlen (u; € R) mit vy < w3 <

+ < Uy, In weiterer Folge wird dafir die Schreibweise U = {uo,...,u,;} verwendet.
Die Elemente u; des Knotenvektors werden Knoten genannt. Aufeinanderfolgende Knoten
spannen ein halboffenes Teilintervall [u;, u; 1) auf, welches Knotenintervall bzw. i-tes Kno-
tenintervall genannt wird. Benachbarte Knoten konnen auch zusammenfallen: u; = ;1.

Es gibt Knotenvektoren mit dquidistanter Unterteilung (uniform) und mit nicht dqui-
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distanter Unterteilung (nicht uniform). In Tab. 1.1 sind Beispiele von Knotenvektoren

dargestellt.
Mehrfachbelegung am Rand keine Mehrfachbelegung am Rand
uniform U=[0,0,0,1,2,3,4,5,6,7,7,7] U=[3,4,5,6,7,8,9,10,11]
U=[0,0,0.25,0.5,0.75,1,1,1] U=[-6,-4,-2,0,2,4]

nicht uniform | U=[0,0,0,1.3,2.4,3.8,4.1,6.1,7,7,7] | U=[0,0.3,1,1.5,2.8,3,4.2,6.1,6.5,7.5,8]

U=(0,0,0.3,0.5,0.9,1,1,1] U=(0,1,3.5,5.5,6,6.2,7]

Tabelle 1.1: Uniforme und nicht uniforme bzw. mehrfachbelegte und nicht mehrfachbe-

legte Knotenvektoren

Definition 1.2 B-Spline Basisfunktionen

Gegeben sei eine natiirliche Zahl p und ein Knotenvektor U = {uy, ..., u,}. Dann sind

fir i =p,...,m —p — 1 die B-Spline Basisfunktionen N;, wie folgt definiert:

o Falls p = 0:
1 wenn U < U< Ujiqq
Nio(u) = (1.1)
0 sonst
e Falls p > 0:
U — Uy Uitpt1 — U
Niy(u) = — N; p_1(u) + ———— N; 1 1,-1(u 1.2
(1) = L Nt () 4 PP N (1) (1.2

Eigenschaften 1.1 B-Spline Basisfunktionen

o N;o(u) ist eine Stufenfunktion mit N;o(u) = 1 falls u € [u;, u;11), tberall sonst gilt
Ni,O (U) = 0.
 Die B-Spline Basisfunktion N; ,(u) vom Grad p > 0 ist eine Linearkombination von

zwei B-Spline Basisfunktionen vom Grad p — 1.

e Die rekursiven Berechnung der Basisfunktion kann in einem Dreieckschema veran-

schaulicht werden:
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No,o

No 1
N1 No2

Ny No3
Nag Nio

Ny Nis
N3 Nao

N3
Ny

Abbildung 1.1: Dreieckschema fiir die rekursive Berechnung der Basisfunktionen.

o Im Knotenintervall [u;,u;41) sind hochstens die p + 1 Basisfunktionen

Ni_pp(u), ..., N;p(u) von null verschieden.

« Fir ein beliebiges Knotenintervall gilt die sogenannte ‘partition of unity"

> Njp(u) =1 fiir alle u € [u;, uigq). [4], [2]
Jj=i—p

In Abb. 1.2 sind die Graphen von B-Spline Basisfunktionen mit dem Knotenvektor U =
[0,0,0,0,0.2,0.4,0.6,0.8,1, 1,1, 1] fur die Grade p = 0, 1, 2 und 3 dargestellt.

Die Abb. 1.3 zeigt die Graphen von B-Spline Basisfunktionen zu den Graden p = 0, 1, 2,
3. Der linken Seite liegt der Knotenvektor U = [0,0,0,0.2,0.4,0.6,0.8, 1,1, 1] zugrunde,
wahrend rechts der Knotenvektor U = [0,0,0,0.1,0.3,0.3,0.5,1, 1, 1] ist.
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Abbildung 1.2: B-Spline Basisfunktionen zu den Graden p = 0, 1, 2, 3.
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Abbildung 1.3: B-Spline Basisfunktionen mit periodischem (links) und nicht periodi-
schem (rechts) Knotenvektor zu den Graden p = 1, 2, 3.

1.1.2 Ableitungen der B-Spline Basisfunktionen

Ableitungen von B-Spline Basisfunktionen koénnen als Linearkombination von B-Spline
Basisfunktionen eines niedrigeren Grades wie in Gl. 1.3 gezeigt, dargestellt werden. Wenn

1=0,...,mund p > 1 gegeben ist, lautet die Ableitung der Basisfunktion:

Nip(u) = —L— N,y 1 (u) — P

— N,o 1,1 (u 1.3
Ujtp — Uy Ujtp+1 — Uit1 +10-1(1) (1.3)

Die k-ten Ableitungen der B-Spline Basisfunktionen vom Grad p kénnen geméafl GI. 1.4
als Linearkombination der (k—1)-ten Ableitungen der B-Spline Basisfunktionen vom Grad

p — 1 ausgedriickt werden.
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Weiters ist zu beachten, dass fur k > p stets NZ-{’;) (u) = 0 gilt. [4, S.591f]

N'(kfl) N(k*l)
NZ(;) (u) =p ( 7,p—1 (U,) o Z+1,P—1(U’) (14>

Uigp — Us Uitp+1 — Ui

In Abb. 1.4 und Abb. 1.5 sind die Graphen der Ableitungen der B-Spline Basisfunktionen
und der dazugehorigen Basisfunktionen dargestellt. Die Abb. 1.4 hat den Knotenvektor
U =[0,0,0,0,2,4,6,8,8,8,8] und den Grad p = 3. In Abb. 1.5 ist der Knotenvektor mit
U =[0,0,0,0,2,4,4,6,6,6,8,8,8,8] und der Grad mit p = 3 definiert. Man beachte, dass

einige der Knoten mehrfach belegt sind.

y
. N{,g N 3
Nysz Ny Ny
Nojs |
Ny3 Nsgz /f’fﬁ —
// 1 h
/)]
// i N(/),g Né,:&
0 6 8 0 2 4 6 8

Abbildung 1.4: Basisfunktionen (links) und ihre Ableitungen (rechts); Knotenvektor
U =10,0,0,0,2,4,6,8,8,8,8]; Grad p =3

0 2 4 6 8
Abbildung 1.5: Basisfunktionen (links) und ihre Ableitungen (rechts); Knotenvektor
U =1(0,0,0,0,2,4,4,6,6,6,8,8,8,8]; Grad p = 3.
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1.2 Gewohnliche B-Splines

Das Kapitel 1.2 zeigt die Definitionen von gewohnlichen B-Spline Kurven und B-Spline
Flachen. Es werden die Funktionen zur Berechnung der B-Splines sowie deren wichtigs-
ten Eigenschaften erldutert. Die Herleitungen und weitere Ausfiihrungen der nachfolgend
angefiithrten Definitionen und Eigenschaften von gewo6hnlichen B-Splines findet man z.B.

in [4, Kap. 3].

1.2.1 Gewohnliche B-Spline Kurven

Um B-Spline Kurven definieren zu kénnen, ist es notwendig zu dem zuvor beschriebenen
Knotenvektor U und dem Grad p der Kurve zusatzlich, ein Kontrollpolygon Py, ..., P,

vorzugeben. Die Punkte P; sind entweder aus R? oder aus R®.
Definition 1.3 B-Spline Kurve

Gegeben sei eine natiirliche Zahl p, ein Knotenvektor U = {uy, ..., u,, } und ein Kontroll-

polygon Py, ..., P, wobei m =n + p+ 1 gelte. Dann ist durch

n

C(u) = > _Ni,(u) Py, U € [Up, Upt1] (1.5)
i=0
eine B-Spline Kurve vom Grad p zum Kontrollpolygon Py, ..., P, und zum Knotenvektor

U definiert. Hierbei sind die B-Spline Basisfunktionen vom Grad p, geméafl Definition
1.1, S. 1. Die Herleitung der nachfolgend angefiihrten Eigenschaften von B-Spline Kurven
findet man z. B. in [4, S. 81 ff].

Eigenschaften 1.2 B-Spline Kurve

o Wird fiir den Knotenvektor speziell ug = -+ = u, = a,up—p = -+ = Up, = b ge-
wéhlt, fallt der Anfangspunkt C(a) der B-Spline Kurve mit dem ersten Punkt Py des
Kontrollpolygons zusammen, und der Endpunkt C(b) fallt mit dem letzten Punkt
P,, des Kontrollpolygons zusammen. Auflerdem ist die Gerade PoP; die Tangente

von C(u) in Py. In diesem Fall sieht der Knotenvektor wie folgt aus:

U={a...,a,upt1,..., Up—p-1,b,...,b} (1.6)
N~—— ——

p+1 p+1
In weiterer Folge werden ausschliefilich B-Spline Kurven mit einem solchen Knoten-

vektor verwendet.
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o C(u) ist aufgrund der stiickweise polynomialen Basisfunktionen N; ,(u), eine stiick-

weise polynomiale Kurve. Durch die Gleichung

m=n+p+1 (1.7)

ist der Zusammenhang zwischen der Anzahl der Knoten m + 1, Anzahl der Kon-

trollpunkte n + 1 und dem Grad p der B-Spline Basisfunktionen gegeben.

Eine B-Spline Kurve C(u) ist vollstdndig in der konvexen Hiille ihres Kontrollpo-
lygons enthalten. Dies folgt aus den Eigenschaften beziiglich der Nichtnegativitat
und aus der "partition of unity" Eigenschaft der B-Spline Basisfunktionen (siehe

Eigenschaften 1.1 Basisfunktionen, S. 2).

Eine Anderung des Kontrollpunktes P; hat nur im Intervall (Wi, Uispr1) eine Aus-

wirkung, dies folgt aus N; ,(u) = 0 fir u & [u;, itpi1)-

Das Kontrollpolygon bildet eine stiickweise lineare Approximation der Kurve. Eine
generelle Regel ist dabei, je niedriger der Grad der Kurve p ist, desto naher liegt die
B-Spline Kurve an ihrem Kontrollpolygon.

Eine B-Spline Kurve ist affin invariant mit ihrem Kontrollpolygon verbunden.

Innerhalb eines Knotenintervalls [u;, u;1,11) ist eine B-Spline Kurve C(u) unendlich
oft differenzierbar. Ist u; ein einfacher Knoten, ist C(u) an dieser Stelle (p — 1)-fach
differenzierbar. Ist u; ein k-facher Knoten (d.h w;—y # w; = -+ = Ujyp1 # Uirk)

dann ist C(u) an dieser Stelle nur (p — k)-fach differenzierbar.

1.2.2 Gewohnliche B-Spline Fliachen

Bei den B-Spline Flédchen ist die erforderliche Kontrollstruktur ein Rechteckschema

P070 P07m
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von Punkten im R®. Dieses Rechteckschema wird als Kontrollnetz bezeichnet.

Py

Foa

Py

Abbildung 1.6: Kontrollnetz einer B-Spline Flache.

Abb. 1.6 zeigt ein solches Netz fiir n = 3 und m = 2. Die Herleitung der nachfolgend
angefithrten Eigenschaften von B-Spline Flachen findet man z.B. in [4, S. 100 ff].

Definition 1.4 B-Spline Fldche

Gegeben seien die nattirlichen Zahlen p und ¢, die Knotenvektoren U = {uy, ..., u,} und
V = {vg,...,vs}, ein Kontrollnetz P, ; mit ¢ = 0...,n und j = 0...,m. Weiters gelte
r=n+p+1und s =m+ g+ 1. Dann ist durch

S(u,v) = > D Nip(u) Nig(v) Pij,  (u,0) € [tpr, tpga] X [Vg-1,0mp1]  (1.8)
i=0 j=0
eine B-Spline Fliche (B-Spline patch) vom Grad p,q zum Kontrollnetz P; ; und zu den
Knotenvektoren U und V definiert.
Eigenschaften 1.3 B-Spline Fldche

e S(u,v) ist aufgrund der stiickweise polynomialen Basisfunktionen N;,(u) und

N; ,(v) eine stickweise polynomiale Fléche. Durch die Gleichungen
r=n+p+1 (1.9)

s=m+q+1 (1.10)

ist der Zusammenhang zwischen der Anzahl r 4+ 1 der Knoten, der Anzahl n+ 1 der

Kontrollpunkte und dem Grad p der B-Spline Basisfunktionen in u-Richtung bzw.
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zwischen der Anzahl s + 1 der Knoten, der Anzahl m + 1 der Kontrollpunkte und
dem Grad ¢ in v-Richtung gegeben.

« Wird fiir die Knotenvektoren speziell ug = -+ = u, = a,u,—p = -+ = u, = b und
Up ="+ =1Vg = C,VUs_qg =+ = Vs = d gewahlt, also
U={a...,a,upi1,...,Ur_p_1,b,...,b 1.11
{ p+1 p—1 } ( )
p+1 p+1
V={c....,c,0p41, .., V5_¢g-1,d,...,d}. (1.12)
q+1 q+1

dann fallt die Ecke S(a, ¢) des B-Spline Patches mit dem Punkt Py, des Kontroll-
netzes zusammen. Auflerdem spannen die zwei Strecken Py Po; und Py Py die
Tangentialebene im Punkt Pgo = S(a,c) auf. Analoges gilt bei dieser Wahl der

Knoten fur die anderen drei Ecken des Patches.

In weiterer Folge werden ausschlieSlich B-Spline Flachen mit Knotenvektoren gemaf
Gl. 1.11 und Gl. 1.12 verwendet.
o Bsglt: > > N;,(u) Njy(v) =1 fiir alle (u,v) € [tp_1,Unt1] X [Vg—1, Vpp1]
i=0j=0
« Eine B-Spline Flache ist vollstandig in der konvexen Hiille ihres Kontrollnetzes ent-
halten. Dies folgt aus der Nichtnegativitiat und aus der "partition of unity" Eigen-

schaft der B-Spline Basisfunktionen.

« Eine Anderung des Punktes P;; des Kontrollnetzes, wirkt sich nur im Para-
metergebiet [u;, uitpi1) X [v;,Vj1pt1) aus. Dies folgt aus N;,(u) Nj,(v) = 0 fiir

(u,v) & [Wi, Uirpr1) X [V, Vjypi1)-

o Das Kontrollnetz bildet eine stiickweise lineare Approximation der Flache. Eine
generelle Regel ist dabei, dass je niedriger p und ¢ sind, desto besser wird die B-

Spline Fldche durch ihr Kontrollnetz angenéhert.
o Eine B-Spline Flache ist affin invariant mit ihrem Kontrollnetz verbunden.

o S(u,v) ist innerhalb von [u;, w;11] X [v,vj41] eine bivariate polynomiale Funktion und
daher existieren in diesem Bereich alle partiellen Ableitungen von S(u, v). Ist u; bzw.
v; ein einfacher Knoten, dann ist S(u,v) an dieser Stelle I-fach differenzierbar, wobei
I = min{p,q} — 1. Bei mehrfacher Knotenbelegung sinkt die Differenzierbarkeit
entsprechend. [2], [4]
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1.3 Rationale B-Splines - NURBS

In diesem Kapitel werden die grundlegenden Eigenschaften und Definitionen von ratio-
nalen B-Splines (NURBS) beschrieben, welche auch den Schwerpunkt der vorliegenden
Arbeit darstellen. NURBS steht abgekiirzt fiir Non Uniform Rational B-Splines. Bei
diesen Kurven und Flachen wird die gesamte Kontrollstruktur (Knotenvektor, Kontroll-
polygon oder -netz) durch einen zusitzlichen Satz von Parametern, den so genannten
Gewichten, erweitert. Durch diese weiteren Parameter wird die Gestaltungsmoglichkeit
der Kurven und Flachen wesentlich vielfdltiger. Die Gewichte bieten die Moglichkeit die
B-Splines lokal zu modellieren. Um diese Gewichte zu definieren werden homogene Koor-
dinaten eingefithrt. Weiters wird auf die Ableitungen von NURBS Kurven und NURBS

Flachen eingegangen.

1.3.1 Verwendung homogener Koordinaten

Um eine rationale Kurve im n-dimensionalen Raum R" als Polynomkurve im (n + 1)-
dimensionalen Raum R"™"! darzustellen, bietet die Verwendung von homogene Koordi-
naten eine effiziente Methode. Die Beschreibung der homogenen Koordinaten wurde in

Anlehnung an [4, S. 30ff] erstellt.

Zunachst wird der Fall n = 2 betrachtet. Fiir die homogene Darstellung wird der Punkt
P = (z,y) € R? mit den Gewichten w € R\{0} auf den Punkt P¥ = (wz,wy,w) =
(X,Y, Z) € R3 abgebildet. Um umgekehrt den Punkt P = (z,y) € R? aus P¥ :=
(X, Y, Z) € R? zu erhalten, werden die ersten zwei Koordinaten des Punktes P* durch
die dritte Koordinate, welche die Gewicht darstellt, dividiert. Diese Vorgehensweise ist
in Gl. 1.13 ersichtlich. Die Abbildung R* — R? ist eine Zentralprojektion H, deren
Projektionszentrum im Ursprung O des zugrundeliegenden Koordinatensystems liegt, und

deren Bildebene ¢ die Ebene mit der Gleichung Z = 1 ist (siche Abb. 1.7).

P = H(P") = H(wz,wy,w) = H(X, Y, Z) = (“”” “;f) — (z,) (1.13)
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Die Punkte P* mit den selben x-, y-Werten, aber verschiedenen Gewichten w, liegen auf

einem Projektionsstrahl (=Gerade durch O) und liefern daher ein- und denselben Punkt

P:
P =HP") = Hwz,wy,w) = (z,y) = H(wx, way, wy) = H(P*?) (1.14)

Definition 1.5

Man bezeichnet X, Y, Z als die homogenen Koordinaten des Punktes P € R? und z,y

als dessen inhomogene (affine) Koordinaten.
Bemerkung 1.1

Die homogenen Koordinaten eines Punktes P des R? sind nur bis auf einen Faktor w

bestimmt (siche GI. 1.14).

In Abb. 1.7 wird die Zentralprojektion H eines Punktes P¥ = (X,Y,Z) € R? auf die
Ebene ¢ gezeigt. Neben dem rdumlichen Koordinatensystem mit dem Ursprung in O und

den Achsen X, Y und Z wird in der Bildebene € das Koordinatensystem mit dem Ursprung
Q@ und den Achsen z,y (Q =ZNe,z || X,y | Y) verwendet.

p Pv... (X,Y,2)

Abbildung 1.7: Zentralprojektion eines Punktes P¥ des R? auf die Ebeneine...Z = 1.
Diese Vorgangsweise lésst sich nun auch fiir hohere Dimensionen verallgemeinern. In der

weiteren Ausfiihrung dieser Arbeit wird nur der Fall n = 3 betrachtet.

Wir betrachten nun einen Punkt P = (x,y,2) € R? und ein Gewicht w € R\{0}, und
weisen diesem Paar (P,w) den Punkt P* = (wz,wy,wz,w) = (X,Y, Z, W) € R*
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zu. Um umgekehrt den Punkt P = (z,y,2) € R?® aus der homogenen Darstellung
PY = (X,Y, Z, W) € R* zu erhalten, werden die ersten drei Koordinaten des Punktes
P durch die vierte Koordinate dividiert, siche GI. 1.15. Bei dieser Abbildung handelt
es sich wiederum um eine Zentralprojektion H. Das Projektionszentrum liegt im Koor-
dinatenursprung des zugrundeliegenden Koordinatensystems mit vier Koordinaten, die

zugehorige Bildebene ist eine Hyperebene.

P =H(P") = Hwz,wy,wz,w) = H(X, Y, Z, W) = (’w’w) = (z,y, 2)

Definition 1.6

Man bezeichnet X,Y, Z, W als die homogenen Koordinaten des Punktes P € R* und

x,y, z als dessen inhomogene (affine) Koordinaten.
Bemerkung 1.2

Die homogenen Koordinaten eines Punktes des R?® sind nur bis auf einen Faktor w be-

stimmt (siehe GI. 1.15).

Die Verwendung von homogenen Koordinaten und die Zentralprojektion H spielt bei
der Einfithrung von NURBS Kurven und NURBS Flachen eine wesentliche Rolle (siehe
Abschnitt 1.3.2, S. 15 und Abschnitt 1.3.7, S. 23).

1.3.2 NURBS Kurven

Die Herleitungen und weiteren Ausfithrungen der nachfolgend angefiihrten Definitionen

und Eigenschaften von NURBS Kurven findet man z. B. in [4, Kap. 4].
Definition 1.7 NURBS Kurve

Gegeben sei eine natiirliche Zahl p, ein Knotenvektor U = {uy, ..., u,}, ein Kontrollpo-

lygon Py, ..., P, mit m = n+ p+ 1 und Gewichte wy,...,w, € RT. Dann ist durch
ZNi,p(u) W; Pl
C(u) = = : Up < u < Uppq (1.16)

ZNi,p(u) W;

=0

eine Parameterdarstellung einer NURBS Kurve vom Grad p zum Kontrollpolygon

Py, ..., P, mit den Gewichten wy, ..., w, und dem Knotenvektor U definiert.
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Eigenschaften 1.4 NURBS Kurve

Wird fiir den Knotenvektor speziell ug = -+ - = u, = a, Up—p = -+ - = U, = b gewéhlt, fallt
der Anfangspunkt C(a) der NURBS Kurve mit dem ersten Punkt Py des Kontrollpolygons
zusammen, und der Endpunkt C(b) féllt mit dem letzten Punkt P,, des Kontrollpolygons

Zusalninen.

Abgesehen von der Tatsache, dass eine NURBS Kurve stiickweise rational statt stiick-
weise polynomial ist, gelten alle unter Kap. 1.2, S.7 fir gewohnliche B-Spline Kurven

formulierten Eigenschaften auch fiir NURBS Kurven. Auflerdem gilt fiir NURBS Kurven:

« Eine Anderung des Kontrollpunktes P; und bzw. oder des Gewichtes w; hat nur im
Intervall [u;, u;yp11) einen Einfluss auf die NURBS Kurve. Durch die Gewichte gibt
es bei den NURBS Kurven eine weitere Moglichkeit die lokale Form der Kurve zu

beeinflussen. Je grofier das Gewicht w; eines Kontrollpunktes P; gewahlt wird, desto

mehr nahert sich die Kurve dem Kontrollpunkt P;. In Abb. 1.8 wird dies dargestellt.
P,

Py P

Abbildung 1.8: Darstellung verschiedener Gewichte des Kontrollpunktes P;.
« Wenn alle Gewichte den gleichen Wert besitzen (wy = - - - = w,, = w) ist die NURBS
Kurve ident mit der gewohnlichen B-Spline Kurve zum selben Kontrollpolygon

und demselben Kontenvektor. Dies folgt aus der "partition of unity” Eigenschaft:

2, S. 111]
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Y Nip(w) w; Py wi Y Py Nyp(u)
C(u) = =5 = —=5 =2 Nip(w) Pi (L17)
ZNz p(u) w; w; ZNi,p<u> =
=0 =0 ,

Die in Kapitel 1.3.1 (S. 11) eingefiihrten homogenen Koordinaten bieten eine effiziente
Methode um NURBS Kurven darzustellen. Jede NURBS Kurve C(u) des R? entsteht als
Zentralprojektion C(u) = H(C*(u)) = H{>." ; Nip(u) P¥} der gewohnlichen B-Spline
Kurve C¥(u) (Gl 1.18) des R*.

C¥(u) = ;]N,,p(u) (wa> = %Nw(u) pv (1.18)
Analog entsteht jede NURBS Kurve C(u) des R? als Zentralprojektion C(u) = H(C¥(u))
einer gewohnlichen B-Spline Kurve C¥(u) des R?. Dieser Sachverhalt ist in Abb. 1.9
illustriert. Bei dieser Zentralprojektion H werden auch die Kontrollpunkte P} der B-Spline
Kurve C"(u) auf die Kontrollpunkte P; der NURBS Kurve C(u) projiziert: P; = H(P}Y)
4, S.121]
Py

Abbildung 1.9: Zentralprojektion einer gewdhnlichen B-Spline Kurve C¥(u) € R? auf
eine ebene NURBS Kurve C(u) € R% [2, S.109)
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1.3.3 Kireise als NURBS Kurven

Da eine NURBS Kurve vom Grad p = 2 eine stiickweise rationale Parameterdarstellung
vom Grad 2 besitzt, besteht sie aus Kegelschnittsbogen (Stiicke von Ellipsen, Hyperbeln,
Parabeln) und in Ausnahmefillen aus Geradenstiicken. Da ein Kreis eine Sonderform einer
Ellipse darstellt und im Laufe dieser Arbeit auch Drehflichen in NURBS Darstellung
erzeugt werden sollen, wird zunéchst erlautert, wie Kreisbogen durch NURBS Kurven

reprasentiert werden konnen. [4, S.29]

Einen exakten Viertelkreis (siehe Abb. 1.10) als NURBS Kurve erhélt man durch folgende

Vorgangsweise.

o Man wahlt als Grad p = 2 die Anzahl der Kontrollpunkte minus eins mit n = 2

(damit ergibt sich m =n+p+1=75),
 den Knotenvektor U = {0,0, 0, i, %, i})

» das Kontrollpolygon Py, Py, P5 als drei aufeinanderfolgende Ecken eines Quadrates,

wobei die Quadratseitenlange der Radius des Kreises ist,

o die Gewichte der 3 Kontrollpunkte zu wy = 1, w; = %, wy = 1.

Pg,wgzl 1
L J P17w1 = =

>

¢ Po,w():l

Abbildung 1.10: NURBS Viertelkreis mit drei Kontrollpunkten.
Einen Vollkreis (Abb. 1.11) als NURBS Kurve erhalt man etwa wie folgt:

o Man wéhlt als Grad p = 2 der NURBS Kurve, die Anzahl der Kontrollpunkte minus
eins mit n = 8 (damit ergibt sich m =n+p+ 1= 11),

« den Knotenvektor U = {0,0,0,0.25,0.25,0.5,0.5,0.75,0.75,1,1,1} ,
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o das Kontrollpolygon Py, ..., Ps. P1,P3, P55, P7 sind die Ecken eines dem Kreis um-
schriebenen Quadrates und Py = Pg, Py, Py, Pg sind die Seitenhalbierungspunkte
dieses Quadrates (siehe Abb. 1.11).

o Fiir die Punkte mit geradem Index ist als Gewicht w; = 1 zu wéhlen, und fiir die

Punkte mit ungeradem Index w; = \%

1

1
Ps, w3 = — Po,wy =1 P,w =—
3, W3 5 R 1, Wy NG
S ®
|
|
|
|
|
|
i
Pyws=1 } Py=Ps,wy =wg =1
—— - + 77777777777 —
|
|
|
|
|
|
|
|
i
® . ®
1 ! 1
Ps, ws = Ps,wg =1 P7,w; =

V2 V2
Abbildung 1.11: NURBS Vollkreis mit neun Kontrollpunkten.

Wir wollen nun fir den Fall des Viertelkreises (siehe Abb. 1.10) die oben beschriebene
rationale Parametrisierung berechnen. Hierbei wéhlen wir » = 1 als Radius des Kreises
und O(0,0) als Mittelpunkt. Es handelt sich also um den in O zentrierten Einheitskreis
¢ mit der Gleichung 22 + y?> — 1 = 0 Es wird jenes Viertel des Kreises parametrisiert,
welches im 1. Quadranten liegt:

Die Kontrollpunkte sind daher Py = (1,0),P; = (1,1), Py = (0, 1) und somit erhalten wir
Py = (1,0,1), Py = (%,\%, %),Pé" = (0,1,1). AuBerdem erhalten wir gemafl GI. 1.1
und Gl 1.2 (S. 2) fir den gegebenen Knotenvektor U = {0, 0,0, i, i, i} und den Grad

p = 2 die folgenden drei B-Spline Basisfunktionen:

Noo(u) = (1 —4u)?, Nyo(u) = 8t(1 — 4u), Nyo(u) = 16u? (1.19)
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Fir u € [0, 1] ist daher

SR
, 1 V2 0
C(u) = LNia(1) PY = Noa(w) | 0 | +Nia(w \}5 © Noo(w) | 1| =
1
1 — 1
[ V2 ]
) ) (1.20)
]\1[0’2(10 + \/1§N1,2(U)
ﬁ Nl]’-Q(u) + NQ’Q(U)
i N(LQ(U) + WNLQ(U) + NQ?Q(U) ]
Mit GIl. 1.19 erhélt man
(1 —4t)% + 4v2u(1 — 4u) f(u) + g(u)
C*(u) = 42 u(1 — 4u) + 16u2 = g(w) + h(w) . (1.21)
(1 —4t)% + 42 u(1 — 4u) + 162 f(u) + g(u) + h(u)
wobei wir
flu) =1 —4u)?  gu):=4vV2u(l—4u), h(u) := 160> (1.22)
gesetzt haben. Die inhomogene Parametrisierung des Viertelkreises ist daher:
o(w) i () + gl
Clu) = = (1.23)
y(u) fw) + g(uw) + h(u) g(u) + h(u)

Man tiberpriift nun leicht, dass GI. 1.23 tatséchlich eine Parametrisierung des in O(0, 0)

zentrierten Einheitskreises darstellt:

w4 -1 — L (e , 2
vi(u) +y(u) -1 = (f+g—|—h)2[(f+g) +(g+h) (f + 9+ h)?
o g*=2fh 320*(1 —4u)® —2(1 — 4u)*16u® .
- (f+g+h? (f+g+h)> =

Neben der oben gegebenen Parametrisierung Gl. 1.23 besitzt der in Rede stehende Ein-

heitskreis ¢ auch noch die Standardparametrisierung:

c(y) = G R (1.24)

y(¥) sin 1)
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wobei ¢ € [0, 27| die Bogenlidnge auf ¢ ist. Der Winkel v ist auch der Winkel zwischen

der z-Achse des Koordinatensystems und dem Radiusvektor c(v)).

1.3.4 Berechnung des Winkels v aus dem Parameter

Wenn u gegeben ist, kann der entsprechende Winkel ¢ wie folgt berechnet werden:

h
Y = arctan M = arctan g+

() f+g

(1.25)

1.3.5 Berechnung des Parameters u aus dem Winkel v

Ist im umgekehrten Fall der Winkel ¢ gegeben, dann kann der zugehorige Parameter u

so berechnet werden:

(V2 —1)(1 — cosp) + sin

(1.26)
4(V2 = 1) [V2(cos ¥ + sin¢h) + 2]
Diese Umrechnungsformel leitet man etwa wie folgt her:
Zunachst erhalten wir aus Gl. 1.23:
f+g g+h :
— = - = 1.27
Frg+h Y Fagap o Smy (1.27)
Durch Umformen erhélt man das homogene lineare Gleichungssystem
f(1—cosvy)+ g(1 —cosy) —hcosy =0
( )+ 4( ) (1.28)
—fsiny + g(1 —siney) + h(1 —siny) =0
in den Variablen f, g und h.
Dessen Losung ist:
f 1 —cosvy —sinvy 1 —sing
g| = A | 1—=cosy | X | 1—siny =A| cost+siny —1 (1.29)
h — Cos 1 1 —siny 1 — cos

Durch Einsetzen von GI. 1.22 erhalt man das inhomogene lineare Gleichungssystem in A

und wu:
A(sin®y) 4 cos ) + 8t =1

A(costp + sin) — 1+vV2— \/ﬁcosw) — 42t =0

(1.30)
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Anhand der Cramerschen Regel kann daraus die Variable w berechnet werden

(siche GI. 1.26).

1.3.6 Ableitungen einer NURBS Kurve

Bei den Ableitungen einer rationalen Funktion hat der gebildete Nenner einen grofien
Einfluss auf die Berechnung. Die dargestellten Formeln zeigen die Ableitungen von C(u)

im Bezug auf C"(u).

Zunéchst wird die Quotientenfunktion

C(u) = (1.31)
der reellwertigen und [-fach stetig differenzierbaren Funktion A(u) (Zahlerfunktion) und

w(u) (Nennerfunktion), wobei wir w(u) = 0 im betrachteten Intervall [ug, u ] voraussetzen.

Wegen
Au) = w(u) C(u)

folgt daher mit der "Leibnitz Regel":
d* i
A = 2

=0

AN G d
<@>(CZU)(’“‘) wlu) (du)? Cu), k=0,...,1 (1.32)

In weiterer Folge wird die Schreibweise des Funktionsparameters v unterdriickt. Aulerdem

werden Ableitungen in folgender Form notiert:

d* A
A = (uyF
Gl. 1.32 liest sich in diese Notation so:
Mk
A(k) = Z<i>w(ki)o(i)’ k= 0,...,[ (133)
i=0
Somit sind die Ableitungen
d* A
0

der Quotienten-Funktion C' = C'(u) die Losungen des linearen Gleichungssystems:
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wey 0 0 0 Coy A
Wy W) 0 0 Cay An)
wW(2) 2 w(1) wW(0) . 0 O(g) = A(g) (134>
| wo lweey (Qwes o we || Co | | Ao |
=G

Die daraus erhaltene (I + 1) x (I + 1) Koeffizientenmatrix G ist ein untere Dreiecksma-
trix und ihre inverse Matrix G~! kann daher einfach berechnet werden. Die Ableitungen

Cw), - - -, C(y der Quotienten Funktion C(u) sind dann wie folgt gegeben:

Clo) Ao
=G| (1.35)
Cu Ay
Ist etwa [ = 3 dann haben wir
_ . .
— 0 0 0
W(o)
W(1) 1
T2 . 0 0
G-l _ , "o ©
— 2 Wiy — Wo)W(2) B 2 W) 1 0
o Wi, w(o)
—6wiy + 6w waywe) —wywe 6wl —3wewe 3wy 1
I wio) wio) Wiy W) |

Bemerkung 1.3

Ersetzt man die reellwertige Funktion A(u) durch eine vektorwertige Funktion

Az (u)
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deren Werte in R? liegen, dann ist der Quotient

Al(u) ]
i) w(w)
Cl):=| : |= A((“)) =
Od(u) I Ijud((,:? |

ebenfalls eine solche Funktion. Auch GI. 1.8/, Gl. 1.35 und Gl. 1.36 sind dann fir jede
Komponente von A(u) und C(u) anzuwenden. In diesem Fall ist die k-te Ableitung der

Funktion A;, C;:

dF A, dkC;
= Ciky = -
(du) (du)

Aiwy) =

Die GI. 1.35 muss in diesem Fall durch folgende Gleichung ersetzt werden:

=Gt : : (1.37)

CL(l) e Cd,(l) Al’(l) oo Ad’(l)

Gl. 1.37 wird dann zu:

T T
C) Ao
= G| | (1.38)
T
Cy A

Clu) = A((ug = =0 (1.39)
o ZNi,p(u> W;

berechnet werden.
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1.3.7 NURBS Flachen

Die Herleitungen und weitere Ausfithrungen der nachfolgend angefiithrten Definitionen
und Eigenschaften von NURBS Fléchen findet man z. B. in [4, Kap.4].

Definition 1.8 NURBS Fldche

Gegeben seien die natiirlichen Zahlen p und ¢, die Knotenvektoren U = {uy, ..., u,} und
V = {vo,...,vs}, ein Kontrollnetz P; ; = (x; , i j, z:;) € R® mit den Gewichten w; ; € RT

wobei ¢ =0,...,nund 7 =0,...,m. Dann ist

> 2 Nip(u) Nig(v) wi; Pi

) (u,v) = [up*bufwl] X [vq*bvarl] (1'40)

i iNi,p(u) Njq(v) wi

die Parameterdarstellung einer NURBS Fldche vom Grad p, ¢ zum Kontrollnetz P; ; mit
den Gewichten w;; und den Knotenvektoren U und V. Die Herleitung der nachfolgend
angefithrten Eigenschaften von NURBS Flachen findet man z. B. in [4, S. 128ff].

Eigenschaften 1.5 NURBS Fldiche

Die NURBS Fléchen besitzen die gleichen Eigenschaften wie die gewohnlichen B-Spline
Flachen (siehe Eigenschaften 1.3 B-Spline Flichen, S. 9). Aufgrund der Gewichtung der

Kontrollpunkte kénnen die Eigenschaften wie folgt erweitert werden:

+ Eine Anderung des Kontrollpunktes P; ; und bzw. oder des Gewichtes w; ; hat nur
im Intervall [w;, wiypi1) X [vj,Vj14+1) einen Einfluss auf die NURBS Fléche. Durch
die Gewichte gibt es bei den NURBS Flachen eine weitere Moglichkeit die lokale
Form der Flache zu beeinflussen. Je grofler das Gewicht w; ; eines Kontrollpunktes

P; ; gewéhlt wird, desto mehr nahert sich die Flache an den Kontrollpunkt P; ; an.

o Wenn alle Gewichte den gleichen Wert besitzen, ist die NURBS Flache ident mit

der gewohnlichen B-Spline Flache mit dem gleichen Kontrollnetz.

Die in Kap. 1.53.1, S. 11 eingefiihrten homogenen Koordinaten bieten eine effiziente Me-

thode um NURBS Flichen darzustellen. Setzt man PY; := (w; i, wi¥ij, Wi 2, Wij)
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dann ist durch
m

SY(u,v) = > > Nip(u) Njg(v) P (1.41)
i=0 j=0
eine gewohnliche B-Spline Fliche des R* definiert. Die Zentralprojektion H aus dem Ab-
schnitt 1.3.1 bildet diese gewohnliche B-Spline Flache S"(u,v) auf die NURBS Flache
(Gl. 1.40) ab. Alternativ kann man im Sinne von Definition 1.6, S. 13, die GI. 1.41 auch

als Beschreibung von S(u, v) in homogenen Koordinaten ansehen [4, S.132].

1.3.8 Rationale Drehflachen als NURBS Fliachen

Die folgende Beschreibung von rationalen Drehflachen als NURBS Fliachen wird an [4, S.
340 ff] und [5, 6] angelehnt.

Um eine NURBS Drehflache S(u,v) zu generieren bendtigen wir folgenden Input:

o die Drehachse a, die etwa durch einen ihrer Punkte a; und einen normierten Rich-

tungsvektor d; festgelegt sei und

 cine erzeugende NURBS Kurve

C(u) = = (1.42)

(Py, ..., P, ist das Kontrollpolygon von C(u) und 0y, . .., w0, ist die Folge der Ge-
wichte; der Knotenvektor sei U = {ug,...,u.},r =m+p+1).

Bemerkung 1.4

In der Praxis wird als erzeugende Kurve C(u) meistens eine Meridiankurve gewahlt — das

ist eine in einer Ebene durch a liegende Kurve.

Das Kontrollnetz P, ; der zu erstellenden NURBS Drehfliche S(u,v) entsteht nun aus
dem Kontrollpolygon P; der erzeugenden NURBS Kurve C(u), indem man aus jedem

Kontrollpunkt P, das Kontrollpolygon P, = 151-0, 151‘1, - ,f’z‘g =P,y =P, jenes Vollkreises

erzeugt, der P, enthalt und dessen Achse a ist. (Die Punkte P, ... ,Pi;s = Py sind die
Ecken und Seitenhalbierungspunkte des diesem Kreis umschriebenen Quadrats (vgl. mit

Abschnitt 1.3.3 und siehe Abb. 1.13 und Abb. 1.14).
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Um die Punkte Py, ..., P;s = P; zu berechnen, muss zuerst der FuBpunkt Q; des Lotes
aus P; auf a bestimmt werden (siche Abb. 1.12):

Qi =a; +(d,P; —a;) d; (1.43)

Abbildung 1.12: Lotfupunkt Q; zu einem Punkt P;.

Anschlieffend ermittelt man das normal zu a liegende orthogonale Vektorpaar:

€y i — ].51 — Qz = QZPZ €y = d1 X €y (144)
Pi3 Pi? Pil
A
ey
ea:,i ~
Pis 9 Q =+ Piy=Pis =P,
Pi5 Pi6 Pz’?

Abbildung 1.13: Vektorpaar e,; und e,; ausgehend vom Lotfupunkt Q.

Damit lassen sich die in Rede stehenden Punkte f’z‘m ..., Pig = Pjp etwa wie folgt berech-
nen (siche Abb. 1.13):

Py = 132'7 Py =Py + €yi, Py, =Q;+ €yi, Pis =P — ey, Py =Q; — ey,

Pis =Py — €yi, Pis =Q; — €yi, P =P — €y, Pis =P = Pz



1. Grundlagen 26

Abb. 1.14 zeigt ein Viertel eines so konstruierten ((n+ 1) x 9)-Kontrollnetzes P; ;, wobei
n = 3 gewahlt wurde. Die Gewichte der NURBS Drehflache sind wie folgt zu berechnen:

wy; = b fiir j = 0,2,4,6,8 und w; ; = f/“é fiir j = 1,3,5,7 (1.45)

Als Knotenvektor in w-Richtung wird jener der erzeugenden NURBS Kurve C(u) also
U genommen, wahrend als Knotenvektor in v-Richtung — diese Richtung représentiert
die Parallelkreise der Drehfliche — der Vektor V = {0,0,0,+, % 1 1 3"3 11 1} gwihlt

Y40 492929 40 40
werden muss (vgl. Abschnitt 1.3.3).
Die resultierende Parameterdarstellung der erzeugenden NURBS Drehflache lautet somit:
n 8
> > Nip(u) Nja(v) wij Py

S(u,v) = ' 3 , (u,v) € [tp, Upt1] X [0, 1] (1.46)
> 2 Nip(u) Nja(v) wiy

Abbildung 1.14: Rationale Drehfliche als NURBS Fléche.



1. Grundlagen 27

Anmerkungen:

e Die obige Methode kann leicht adaptiert werden, um etwa nur ein Viertel der ge-

samten Drehfliche zu erzeugen (vgl. mit Abschnitt 1.3.3).

o in der MATLAB-Implementierung (Abschnitt 2.7, S. 60) wurde stets, die z-Achse
als Drehachse a gewéhlt (a; = (0,0,0),d; = (0,0,1)). Dort wird eine etwaige andere
Lage der Drehfléche durch die anschlieBende Anwendung einer Kongruenztransfor-

mation (Transformationsmatrix T') erreicht.

1.3.9 Ableitungen einer NURBS Flache

Es sei S(u,v) eine bivariate reellwertige und [-fach stetig differenzierbare Funktion. Dann

werden die Ableitungen im folgenden so bezeichnet:

0k S (u,v)

S(kl)v(k2) = W, ki+ ko =k, k=0,....,1

Bemerkung 1.5
1. Es gibt genau k + 1 Ableitungen der Ordnung k einer bivariaten Funktion S(u,v):
o k=1: 51),0), S0),1)
o k=2:502)0), S0 S0),2

o k=3:53),0) 52,0 51),2) ; 50).3)

USwW.

2. Ublicherweise werden die partiellen Ableitungen erster Ordnung einer bivariaten

Funktion S(u,v) in der sogenannten Jacobi-Matrix J zusammengefasst:

J(u,v) = 05/8u 65/(%} = {S(l)’(0)75(0)7(1)] (1.47)
J ist eine (1 x 2)-Matrix.

3. Die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung von S(u, v) kénnen in der sogenannten

Hesse-Matrix H zusammengefasst werden:

92S/0u*>  9%S/Oudv S .S,
F(u, ) — / / _ [S@.0:50.0 (1.48)

9*S/0udv  92S/0v* Sy, 5(0),2)

H ist eine symmetrische (2 x 2)-Matrix.
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Es wird nun eine bivariate reellwertige Quotienten-Funktion S(u,v) mit der [-fach stetig

differenzierbaren Zéhler-Funktionen A(u,v), und der ebenfalls [-fach stetig differenzierba-

ren Nenner-Funktion w(u, v) betrachtet. Es ist also

A(u,v)
S = e 1.49
o) = S (1.9
Hierbei setzen wir im betrachteten Parametergebiet w(u,v) # 0 voraus.
Aus GI. 1.49 folgt
A(u,v) = w(u,v) S(u,v). (1.50)
Mit der "Leibnitz Regel" erhalten wir daraus
LRGN (k-
Aoy = 2. 2 <a> < 3 ) Weia),(k=i—5) S(a)(6)
a=0 =0
i k—i
= Z Co,B,i,k S(a) B), = 0, 717 (151>
a=0 =0
wobei
i\ (k—1i
CaBik = <a> < 3 )w(i—a),(kz—z‘—ﬁ)- (1.52)
Aus dieser Formel kann leicht abgeleitet werden, dass die
I+2)(I+1
1_|_2_|_..._|_l+1:(+)2(+>
Ableitungen
501,00 = 55 S0 501,107 52,00 5,00 Sy, -5 Sw,0) S, -+ S0).0

der Ordnung <! der Quotienten-Funktion S(u,v) einem linearen Gleichungssystem

5(0),(0) A(0),(0)
S(),(0) A1), 0)
S(0),(1) A0),1)
G —
Say,0) A0
| S0.0 | Ao |

(1.53)
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(+2)(+1) o (+2)(+1D)

5 5 Dreiecksmatrix G als Koeffizientenmatrix gentigen

mit einer unteren

miissen. Die Ableitungen der Quotienten-Funktion S(u,v) = 383 erhélt man daher so:
5(0),(0) A0),0)
S(1),(0) A0
S(0),(1) A1)
= G : (1.54)
51,0 Aw,0)
S0 | Ao |

Eine genauere Betrachtung von GIl. 1.51 zeigt, dass die Eintrdge der Matrix G, welche

nicht null sind, wie folgt berechnet werden koénnen:

i\ (k—1
Gk(k+3) _ja1, latB)atB+1) +B+1 = CaBik = ( > ( > W(i—a),(k—i—B)
2 ) 2 « ﬁ

fir k=0,....0; 1=0,...,k;

und a=0,...,4 =0,...,k—1; (1.55)
Fir unserer Zwecke sind Ableitungen bis zur Ordnung [ = 2 ausreichend. Dann ist
(1+2) (1+1) _
e = 6 und
w(0)7(0) 0 0 0 0 0
W(1),0)  W(0),0) 0 0 0 0
W 0 w 0 0 0
a - (0),(1) (0),(0) ' (1.56)
W(2),0) 2W(),0) 0 w0 0 0
Wy, Wo),1)  W),0) 0 weye 0
| W0),2) 0 2we,m 0 0 wao,o |
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In diesem Fall berechnet sich die inverse Matrix von G wie folgt:
L 0 0 0 0 0
w(0),(0)
_ Y. 1
— T 0 0 0 0
(0),(0) (0),(0)
w
——.Q 0 L 0 0 0
“(0),(0) w(0),(0)
Gl=
2 w2 —w w
(1),(0) ~ (0),(0)%(2),(0) o W(),(0) 1
- 2 P — 0 P 0 0
(0),(0) (0),(0) (0),(0)
2wm),(nw(l),(g)*w(0>,<0>w<1>,<1> _ W), _ W@),(0 1
“(0),(0) “(0),(0) “(0),(0) (0),(0)
2 w? —w w
0),(1 (0),(0)*™(0),(2) wW(0),(1 1
()()w3 0 _2w(2>() 0 0 =
L (0),(0) (0),(0) <0>’<0>( i )
1.57

Bemerkung 1.6
Ersetzt man die reellwertige Funktion A(u,v) durch eine vektorwertige Funktion
Al (U, U)
A(u,v) =

Ay(u,v)

dessen Werten in R? liegen, dann ist der Quotient

Sl (U, U) I?J(E:ZS)
S( ) . A‘(u7 U) .
’ ' w(u,v)
Sd(“? U) Izjd((i;j}))

auch eine solche Funktion und die Gleichungen GI. 1.51, Gl. 1.58 und GI. 1.5/ kénnen

auf jede Komponente von A and S angewendet werden. Nach Einfithrung der Schreibweise

O A;
(Ou)F (Qu)k—F”

"5,
(Ou)F (Qu)k—F”

Ai (), (k—ky) = S (k1) (k—ky) = 1=1,...,d
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wird dann (Gl. 1.5/ ) zu

S1,00,0) -+ 5d,(0),(0) Av 0,0 -+ Ad0),0
S1,a),0) -+ 5d,(1),0) A0 - Ad),0)
S10),1) -+ 5d,0),(1) A1 0),1) -+ Ad),)
= G : : , (1.58)
SLW,0) -+ Sd k), 0) AL - Adw,0)
St - Sa0.0) |  Avow o A0 |
bzw. zu:
S0).(0) A 0),0)
T T
S1).0) A0
T T
S(0).1) Ao,
: = G : : (1.59)
T T
S).0) A0
T T
| S0 | Ao |

Insbesondere koénnen damit die partiellen Ableitungen der Parameterdarstellung

(Gl. 1.40) einer NURBS Fliache berechnet werden. Hierbei ist d = 3 und

S(u,v) = = =4 (1.60)

zu setzen.
Anmerkung:

Im vektorwertigen Fall ist die (1 x 2)-Jacobi-Matrix (Gl 1.47, S. 27) durch die (d x 2)-

Matrix
05, 05
SLw.0 SO0 | [ u
Ju,v)=1| o= : (1.61)
0S; 05y
Sam Sa.m] | p0 Hu
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zu ersetzen. Ist speziell d = 3 — also etwa im Fall von NURBS Flachen — erhalten wir

daher eine (3 x 2)-Matrix.

Aus der (2 x 2)-Hesse-Matrix H des reellwertigen Falls werden beim Ubergang zum vek-

torwertigen Fall d solche (2 x 2)-Matrizen:

0%S;

Si2),0)  Si,1),(1) 5.2

Hi(u7 U) = - 825
Sinm S0@| | g

02S;

0vov
0% 5;
ov?

. i=1,....d (1.62)

Insbesondere erhalten wir im Fall d = 3 — also etwa auch im Fall von NURBS Flachen —

drei Hesse-Matrizen, die etwa in einer (2 X 2 x 3)-Hypermatrix zusammengefasst werden

kénnen (vgl. Abschnitt 2.6.5, S. 58).



Kapitel 2

Dokumentation der erstellten

Software-Bibliothek

Dieses Kapitel stellt den Hauptteil der vorliegenden Arbeit dar. Zuerst wird das grund-
legende Klassenmodell und die Vorgehensweise bei der Erstellung des Codes erldautert.
Weiters werden die Eigenschaften, der Konstruktor und die Methoden der jeweiligen Klas-
sen bzw. Super-Klassen sowie deren Unter-Klassen beschrieben. Fiir die Umsetzung der
gestellten Aufgabe wurde das Softwarepaket MATLAB R2014b bzw. R2015a verwendet.
Der erstellte MATLAB Code selbst ist in der schriftlichen Dokumentation der Arbeit

nicht enthalten, er wird jedoch im jeweiligen Kapitel detailliert erldutert.

2.1 Klassenmodell - Ubersicht

Die erstellte Software-Bibliothek beinhaltet folgende Klassen:

Die Klasse BasisFunMat dient der numerischen Auswertung der Basisfunktionen und de-
ren Ableitungen. Die Klasse NURBS wird zur Berechnung des Tensorproduktes aus den
Matrizen der Basisfunktionen und dem Array der Kontrollstruktur verwendet. Weiters
wurde die Super-Klasse Surface zur Beschreibung von Flédchen erstellt. Von der Super-
Klasse Surface wurde die Super-Klasse Revolved Surface fiir Drehflichen abgeleitet.
Von dieser wurden weitere Spezialisierungen fiir technisch bedeutsame Drehflichen wie
Drehzylinder(Cylinder), Drehkegel (Cone) und Torus (Torus) implementiert. Zwei wei-

tere Klassen HyperMatrix und csys wurden vom Auftraggeber zur Verfligung gestellt.
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Ubersicht der Gliederung:

1. Klasse BasisFunMat

2. Klasse NURBS

3. Klasse HyperMatrix

4. Klasse csys

5. Super-Klasse Surface

— Super-Klasse Revolved Surface

— Klasse Cone
— Klasse Cylinder
— Klasse Torus

Der Code der Klasse BasFunMat und der Klasse NURBS wurde in Anlehnung an die Vor-
gehensweise in [4, Kapitel 2] erstellt. Die implementierten Algorithmen dieser Klassen
basieren auf dem Inverted Triangular Scheme (ITS) (siehe [3, S.68]). Da die Auswertung
von Tensorprodukten ein wesentlicher Bestandteil dieser Arbeit ist, bietet das ITS eine
effiziente Moglichkeit fiir die numerischen Auswertung. Das I'TS bietet einen numerisch -
mathematischen Zugang. Im Gegensatz dazu wird beim Algorithmus nach Cox de Boor
ein Punkt einer NURBS Kurve oder NURBS Flache durch fortgesetztes Streckenteilen
ermittelt. Beziiglich der Effizienz der numerischen Auswertung mittels verschiedener Al-
gorithmen zeigt [3, S. 64-69] eine deutliche Uberlegenheit des ITS gegeniiber der rekursiven

Berechnung der Basisfunktionen mittels des Cox de Boor-Algorithmus.

Fir die Darstellung von Flachen bendtigt der Algorithmus nach [4, S.134, A 4.3] fiir
jedes Paar von Parameterwerten Funktionsaufrufe zur Berechnung der Basisfunktionen.
Dadurch werden Basisfunktionen fiir gleiche Parameterwerte mehrfach ausgewertet. Um
diese Mehrfachberechnung zu vermeiden, wird die Berechnung anhand der Tensorproduk-
te durchgefithrt. Fiir die numerische Auswertung des Tensorproduktes wird eine eigene
Klasse HyperMatrix verwendet, welche durch den Auftraggeber zur Verfiigung gestellt
wurde. Eine weitere Klasse, welche vom Auftraggeber zur Verfiigung gestellt wurde, ist
die Klasse csys, mit welcher Koordinatentransformationen durchgefithrt werden kénnen.

Die Darstellung der Flachen benotigt fir jede Richtung (u; und wus) einen Satz von Ba-
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sisfunktionen. Dies kann durch das objektorientierte Konzept einfach umgesetzt werden

und erfordert somit keine mehrfache Durchfiihrung der Berechnung.

Eine numerisch effiziente Umsetzung von Tensorprodukten wiirde auch die Beriicksichti-
gung der schwachen Besetzung der Matrizen der Basisfunktionen bieten. Da MATLAB
keine schwach besetzten mehrdimensionalen Arrays zur Verfiigung stellt, wird die Klas-
se HyperMatrix fiir Tensorprodukte mit vollstandiger Besetzung der einzelnen Faktoren
verwendet. Die objekt-orientierte Umsetzung bietet die Moglichkeit, dass diese Klasse zu
einem spateren Zeitpunkt durch eine Klasse ersetzt werden kann, in der auch schwach

besetzte Hypermatrizen realisierbar sind.

Fiir Drehflichen werden Interfaces erstellt, die dem Anwender die Berechnung der Kon-
trollpunkte und der Gewichte aus den Geometriedaten technisch wichtiger Flachen (Dreh-

zylinder, Drehkegel und Torus) abnehmen.

Anmerkung: Es ist zu beachten, dass in MATLAB die Zahlweise bei eins beginnt und da-
her in der erstellten Bibliothek der Zahler der auftretenden Arrays jeweils um eins erhoht
wurde. Zum Beispiel wird im folgenden der Knotenvektor jeweils mit U = {Uy, ..., U,}

bezeichnet, wihrend er im MATLAB-Code mit U = {Uy,...,U,,+1} implementiert ist.

2.2 Klasse BasisFunMat

Die Klasse fiir die Basisfunktionen (BasisFunMat) dient der numerischen Bestimmung der

B-Spline Basisfunktionen NV; ,(«) und ihrer Ableitungen N, -(k)(u). Die Algorithmen fur die

Z?p

numerische Auswertung werden an die Vorgehensweise in [4, S. 671f] angelehnt.

Folgende Methoden, welche in Kap. 2.2.3 - Kap. 2.2.9 detailliert beschrieben werden,

wurden in der Klasse BasisFunMat erstellt:
e Methode findSpan
e Methode calc
e Methode calc deriv
e Methode calc derivMult

e Methode calc derivNum
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e Methode plot

e Methode plot_ders

2.2.1 Eigenschaften der Klasse BasisFunMat

« Knotenvektor: U = {Uy,...,U,}
o Grad der Basisfunktionen: p

Anzahl der Knoten minus eins: m

o Anzahl der Kontrollpunkte minus eins: n

Zwischen p, m, und n besteht der Zusammenhang m =n + p + 1.

2.2.2 Konstruktor der Klasse BasisFunMat

Input:

« Knotenvektor: U = {Uy,...,U,}

e Anzahl der Kontrollpunkte minus eins: n
Output:

e Objekt der Klasse BasisFunMat

Der Konstruktor ist eine spezielle Methode, die eine Instanz der Klasse erstellt. Die Ein-
gabeargumente werden den angefiihrten Eigenschaften zugewiesen. Der Konstruktor gibt

das initialisierte Objekt zurtick.

Demzufolge werden in der Klasse BasisFunMat im Konstruktor die oben beschriebenen
Eigenschaften den Objekten zugewiesen, unter der Beachtung, dass m die Anzahl der

Knoten minus eins ist und der Grad p durch p = m — n — 1 definiert ist.
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2.2.3 Methode findSpan

Input: Parameterwert: u
Ouput: Index: ¢

Die Methode findSpan wurde in Anlehnung zu [4, S. 68, A2.1] erstellt und dient der
Bestimmung jenes Index i, fiir den U; < u < Uy gilt. Um sicherzustellen, dass die
Funktion findSpan jedenfalls einen Riickgabewert liefert, wurde der Algorithmus A2.1

fir die beiden Falle v < U, und u > U,,_, wie folgt erweitert:
e u<lU, = i=p

e u>U, = i=m—-p-—1

2.2.4 Methode calc

Input: Parameterwert u oder Array von Parameterwerten u = {uo, ..., u.}
Output: Matrix N der Werte der Basisfunktionen fiir diesen (diese) Parameterwert(e)

Die Methode calc, welche in Anlehnung zu [4, S. 70, A2.2] erstellt wurde, berechnet die
nicht verschwindenden Funktionswerte N;_, ,(u), ..., N;,(u) der Basisfunktionen (siche
Eigenschaften 1.1, S. 2). Die Methode benétigt als Eingabewert entweder einen Parame-
terwert u oder ein Array von Parameterwerten u = {uq, ..., u.}. Die Anzahl der Parame-
terwerte von u wird im MATLAB-Code mit num_u bezeichnet: num_u=c+1
Ausgegeben werden die Werte der Basisfunktionen NN, in Form einer (n 4+ 1) x (¢ + 1)-
Matrix
Nop(ug) ... Noplue)
N := : : : (2.1)

Npp(ug) oo Nyp(ue)

Aufgrund der Eigenschaften der B-Spline Basisfunktion (vgl. Eigenschaften 1.1. S. 2)
besitzt die j-te Spalte von N hochstens p + 1 von Null verschiedenen Eintragen.



2. Dokumentation der erstellten Software-Bibliothek 38

2.2.5 Methode calc deriv

Input:

o Parameterwert: u

o maximaler Grad der Ableitung: [ < p
Output:

o Matrix der abgeleiteten Basisfunktionen: ders

Die Methode calc deriv welche in Anlehnung zu [4, S. 72, A2.3| erstellt wurde, be-
rechnet die k-fachen Ableitungen der nicht verschwindenden B-Spline Basisfunktionen
NE W), ., N (w), wobei k = {0,...,1} gilt.

Die Methode benétigt als Eingabewert einen Parameterwert v und den maximalen Grad
[ der zu berechnenden Ableitung, wobei [ < p gilt. Ausgegeben werden die k-fachen Ab-

leitungen der Basisfunktionen N¥ in Form einer (n + 1) x (I + 1)-Matrix

N (o) .. NP ()
ders = : : : (2.2)
N9 (o) N (uc)

Die (k + 1)-te Spalte der Matrix beinhaltet die Ableitungen der Ordnung %k an der Stelle

u.

2.2.6 Methode calc_derivMult

Input:
o Array von Parameterwerten: u = {uy, ..., u.}
o maximaler Grad der Ableitung: [
Output:
o Multidimensionales Array der abgeleiteten Basisfunktionen: ders

Die Methode calc_derivMult dient der Berechnung der k-fachen Ableitung der B-Spline
Basisfunktionen fiir einen Vektor u = {uy, ..., u.} von Parameterwerten. Eingabewerte

der Methode calc_derivMult ist der Vektor u und der maximale Grad der Ableitungen
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l. Das ausgegebene drei-dimensionale MATLAB-Array der k-fach abgeleiteten B-Spline
Basisfunktionen besitzt n 4+ 1 Zeilen, ¢ + 1 Spalten und [ + 1 Schichten. Letztere bilden
die dritte Dimension dieses drei-dimensionalen MATLAB-Arrays.

In dieser Methode wird fiir jeden Parameterwert u die bereits beschriebene Methode
calc_deriv aufgerufen und die k-fachen Ableitungen der B-Spline Basisfunktionen fir
jeden Wert des Vektors u berechnet. Dies erfolgt durch eine for-Schleife mit dem Zahler
voni=1,...,c+ 1. (Im MATLAB-Code wurde num_u = ¢+ 1 gesetzt)

2.2.7 Methode calc_derivNum

Input:
o Parameterwert: u
o maximaler Grad der Ableitung: [
Output:
o Matrix der numerisch abgeleiteten Basisfunktionen: dersNum

Die Methode calc_derivNum dient zur numerischen Berechnung der k-fachen Ableitung
der B-Spline Basisfunktionen fiir einen Parameter u. Diese Funktion basiert auf den Vor-
wartsdifferenzenquotient und dient zur Kontrolle der Methode calc deriv. Eingabe-
werte sind der Parameterwert u und die Ordnung [ der maximalen Ableitung. Die aus-
gegebene Matrix besitzt die gleichen Dimensionen wie die Ausgabematrix der Methode
calc deriv. D.h. die Matrix besitzt n + 1 Zeilen und [ + 1 Spalten und die (k+1)-te
Spalte der Matrix beinhaltet die Ableitungen der Ordnung k.

In Abb. 2.1 ist die Matrix der exakten Berechnung der Ableitungen mittels der Methode
calc deriv, und die Matrix der numerischen Berechnung mittels calc_derivNum dar-
gestellt.

Gegeben sei hier der Knotenvektor U = [0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10], der Grad p = 3, der
maximale Grad der Ableitungen mit [ = 3, der Parameterwert u = 5.3, die Anzahl der
Kontrollpunkte minus 1 mit n =m —p — 1.

Es ist ersichtlich, dass die Werte der numerischen Berechnung sehr nahe an den Wer-
ten der Methode calc deriv liegen. Die Abweichung zwischen den beiden Methoden

lasst sich aufgrund der numerischen Fehler des numerischen Verfahrens zurtickfithren. Fiir
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die Kontrolle der Ableitungen einer niedrigen Ordnung ist eine ausreichende Genauigkeit
vorhanden. Und es zeigt auch, dass die B-Spline Basisfunktionen eine hohe numerische

Stabilitat besitzen.

Exakte Berechnung der Ableitungen der B-Spline Basisfunktionen:
0 0 0 0

0 0 0 0

0.0572 -0.2450 0.7000 -1.0000

0.5902 -0.4650 -1.1000 3.0000

0.3482 0.6650 0.1000 -3.0000

0.0045 0.0450 0.3000 1.0000

Numerische Berechnung der Ableitungen der B-Spline Basisfunktionen:
0 0 0
0 0 0

.0572  -0.2447 0.6990 -1.0000

.5902 -0.4655 -1.0970 3.0000

.3482 0.6650 0.0970  -3.0000

.0045 0.0452 0.3010 1.0000

SO O O O O O o

Abbildung 2.1: Exakte bzw. numerische Berechnung der B-Spline Basisfunktionen.

2.2.8 Methode plot

Input: Array von Parameterwerten: u = {uo, ..., u.}

Die Methode plot dient der grafische Darstellung der B-Spline Basisfunktionen N; ,(u).
Eingabeparameter ist der Vektor u. Fir die Berechnung der B-Spline Basisfunktionen
N, (u) wird die Methode calc aufgerufen. Verwendet wird die MATLAB Standard plot-
Funktion mit dem Array von Parameterwerten u und einer Matrix N, welche die Werte
der Basisfunktion fiir die Stelle wuy, ..., u. enthalt, als Eingabeargumente. Beispiele fiir
solcherart erstellten Grafiken sind in Kapitel 1.1, ab S. 4 in Abb. 1.2 sowie Abb. 1.3 und
auf der linken Seite in Abb. 1.4 und Abb. 1.5 ersichtlich.
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2.2.9 Methode plot_ders

Input:
« Array von Parameterwerten: u = {uy, ..., u.}
o Index: ¢
o maximaler Grad der Ableitungen: [

Die Methode plot_ders dient der grafischen Darstellung der abgeleiteten Basisfunktio-
(
nen NN;

Ableitung [ (k = {0,...,1}).

Zur Berechnung des drei-dimensionalen Arrays der abgeleiteten Basisfunktionen ders

];)(u). Eingabeargumente sind der Vektor u, der Index ¢ und der Grad der hochsten

wird die Methode calc_derivMult (Kap. 2.2.6) aufgerufen.

In einer for-Schleife mit dem Zéhler k = 1:size(ders,3) wird die MATLAB-Funktion
plot(u,ders(:,:, 1)) aufgerufen. Durch Anwendung des MATLAB-Befehls hold on kén-

nen alle Ableitungen bis zum Grad [ in einer gemeinsamen Grafik dargestellt werden.

Will man in einer Grafik nur Ableitungen eines Grades k bzw. Ableitungen fiir
einen bestimmten Index ¢ darstellen, so muss die MATLAB-Funktion plot auf
plot(u,ders(i,: k)) gedndert werden. Mit dieser Methode erstellte Grafiken sind z. B. in
Abb. 1.4,S. 6 und in Abb. 1.5, S. 6 ersichtlich.

2.3 Klasse HyperMatrix

Diese Klasse wurde vom Auftraggeber bereitgestellt und im Rahmen dieser Arbeit mit
Methoden erweitert. Die Klasse HyperMatrix dient der Berechnung eines Tensorproduk-
tes. Diese Klasse wurde erstellt, da MATLAB selbst keine Funktion fiir eine Multiplikation
von mehr-dimensionalen Arrays bietet. Die Multiplikation wird anhand der Einsteinschen

Summenkonvention durchgefithrt und beruht im wesentlichen auf den Quell-Code aus [1].

Die Klasse HyperMatrix beinhaltet folgende Methoden, wobei die Methoden diag und
mtimes in Kap. 2.53.2 und Kap. 2.3.3 detailliert beschrieben werden.

e Methoden disp

e Methode double
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e Methode ndims

e Methode size

e Methode mtimes

e Methode diag

e Methode subsref
e Methode subsasgn

Die Methoden disp, ndims und size werden benétigt, um die entsprechende MATLAB
Funktionalitiat von gewohnlichen Matrizen auch fiir Hypermatrizen verwenden zu kénnen.
Die Methode double dient der Konvertierung einer Hypermatrix in eine gewohnliche Ma-
trix. Die Methoden subsref und subsasgn werden bendtigt, um auf Hypermatrizen mit
der entsprechenden MATLAB Syntax von gewohnlichen Matrizen zugreifen zu kénnen.
Die Method diag wurden im Rahmen dieser Arbeit erstellt und wird in Kap. 2.5.3 de-
tailliert beschrieben.

Die Klasse HyperMatrix besitzt die Eigenschaft Array.

2.3.1 Konstruktor der Klasse HyperMatrix

Input:
o Array
Output:
e Objekt der Klasse HyperMatrix

Im Konstruktor wird das Eingabeargument der FEigenschaft Array der Klasse

HyperMatrix zugewiesen.

2.3.2 Methode mtimes

Es wurde die MATLAB Standard-Funktion mtimes durch eine neue Methode, die wieder-
um mtimes heifit, iberladen. Mit mtimes konnen mehrdimensionale Arrays auf einfache

Art und Weise multipliziert werden.
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Wird in MATLAB die Methode mtimes aufgerufen, und einer der beiden zu multiplizie-
renden Faktoren ist als Hypermatrix definiert, verwendet MATLAB automatisch die neu
implementierte Funktion mtimes. Eine schwache Besetzung einzelner Hypermatrizen wird

noch nicht beriicksichtigt.
Die Vorgehensweise der mtimes Multiplikation kann wie folgt beschrieben werden:
Gegeben sei:

Eine (o X -+ X ayp,)-dimensionale Hypermatrix A mit den Elementen a;, ;.

mit i € {1,...,q}

und eine (f; X --- x (,,)-dimensionale Hypermatrix B mit den Elementen b;,

mit j; € {1,..., 5}

wobei fir p € 1,...,mund fir v € 1,...,n gelte: o, = 3, =: 7.

Dann ist das Produkt C von A und B, in MATLAB-Schreibweise

C = mtimes(A,B, i, v)

jene (o X -+ X Qg X Qpuyq X oo X Quy X 1 X o+ X By1 X Byp1 X -+ X B,)-Hypermatrix

deren Elemente ¢;, wie folgt berechnet werden:

sl 1Tt Lo BmoJLye s Ju—1,Jv4 150500

b

~
L1y slpu—152pu+15tmsJ 15 Ju—1Ju+15--50n LLyeeey Tpu—1,Rtpu+1s--9tm, Il Jv—1,RJu+15--3Jn
k=1

Dann kann mit Hilfe der Finsteinschen Summenkonvention auch so geschrieben werden:

b

Ciy,..., 15 Jr—1:KJu+150050n

Bm 1S Lo J oo Jo— Lot Loeesding — Qi1 esip 1,k g 15,

Beispiel:

Gegeben sei ein zwei-dimensionales Array A mit den Dimensionen (i, j) und ein ebenfalls
zwei-dimensionales Array B mit den Dimensionen (j, k). Wird entlang der tibereinstim-

menden Dimension j multipliziert, muss in MATLAB-Schreibweise
C = mtimes(A,B,2,1)

geschrieben werden. Durch Anwenden der Finsteinschen Summenkonvention erhélt man
ein zwei-dimensionales Array C mit den Dimensionen (i,k).

D.h. es gilt C(i, k) = A(i, j) - B(j, k).

Diese Vorgehensweise kann auch fiir Arrays mit hoheren Dimensionen und entlang meh-

rerer Dimensionen gleichzeitig angewendet werden.
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Als weiteres Beispiel sei ein drei-dimensionales Array D mit den Dimensionen (i, j, k) und
ein vier-dimensionales Array E mit den Dimensionen (k, i, 1, m) gegeben. Wird nun entlang

der tibereinstimmenden Dimensionen (i, k) multipliziert, muss in MATLAB-Schreibweise
F = mtimes(D,E, [1,3],[2,1])

geschrieben werden. Durch Anwenden der Einsteinschen Summenkonvention wird ein drei-

dimensionales Array F mit den Dimensionen (j, 1, m) erzeugt.

2.3.3 Methode diag

Diese Methode ist erforderlich um ein gewohnliches Array in eine diagonale Hypermatrix

konvertieren zu konnen.
Input: Objekt des Arrays aus dem eine diagonale Hypermatrix erzeugt werden soll
Output: Diagonale Hypermatrix

Zuerst wird mit dem Befehl size, die Dimension d_ size des eingegebenen Arrays be-
stimmt. Danach werden die Werte des eingegebenen Arrays in einem Spaltenvektor ge-
speichert, und daraus mit der MATLAB Standard-Funktion diag eine diagonale Matrix d
erzeugt. Als nachstes wird mit dem Befehl reshape ein Array D in MATLAB-Schreibweise
wie folgt belegt:

D = reshape (d,cat(2,d_size,d_size))
Nun kann aus diesem Array mit der MATLAB-Schreibweise
D = HyperMatrix(D)

eine Hypermatrix gebildet werden.

2.4 Klasse csys

Mit der Klasse csys konnen Translationen und Drehungen realisiert werden. Diese Klasse

wurde vom Auftraggeber bereitgestellt.

Die Anwendung der Methode csys erfolgt durch das Aufrufen der Methode und Eingabe
der Translation (T'z, Ty, T'z) bzw. Rotation um eine Achse (Rx, Ry, Rz) mit einem Winkel
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fir die jeweilige Richtung. Die Eingabeargumente beziiglich Translation und Rotation
konnen beliebig variiert werden. In dem unten angefithrten Beispiel, ist eine Translation
in z-Richtung mit dem Wert 10 und eine Rotation um die y-Achse mit dem Winkel 7/4
gegeben. In der Klasse erfolgt die Belegung der zugehérigen (4 x 4)-Transformationsmatrix

T. Diese Matrix sieht wie folgt aus:

Tir T2 T13 dy
To1 Too Toz d R d
T — I N (2.3)
T3 T3z T3z d ol 1
0O 0 0 1
Hierbei ist R eine (3 x 3)-Rotationsmatrix d.h.
100
R-RT=I,=|0 1 0|, detR=1. (2.4)
0 0 1

So generierte Transformationsmatrizen T werden fiir die weitere Berechnung in den Klas-
sen NURBS, Surface und den nachfolgenden Klassen verwendet. Wird der Wert der Ko-
ordinatentransformation mit null eingegeben d.h. es soll keine Transformation ausgefiihrt
werden, so wird T automatisch mit der Einheitsmatrix belegt.

Beispiel:
csys_1 = csys(°Tz’, 10, ’Ry’, pi/4);
T = csys_1.T;

Da Drehungen nicht kommutativ sind, ist die Eingabereihenfolge zu beachten. Im obigen

Beispiel wird zuerst die Translation und danach die Rotation durchgefiihrt.
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2.5 Klasse NURBS

Die Klasse NURBS dient der numerischen Auswertung einer d-variaten rationalen NURBS-

Funktion

x(uq, ... ug) = 2= - ta=0 - , (2.5)
Z e ZNilvpl (U]_) st Nid,pd(ud) wil ..... iq

i1=0  i4=0
deren Werte im R? liegen. AuBerdem stellt diese Klasse fiir d < 2 eine Methode zur
Berechnung der partiellen Ableitungen dieser Funktion zur Verfiigung. Um die Funktion
auszuwerten, wird ein Tensorprodukt aus den Basisfunktionen Nj; . (,,) mit dem Array

der Kontrollpunkte gebildet.
Insbesondere erhalten wir

o fiir d =1 NURBS Kurven

o fiir d = 2 NURBS Flachen

e und fiir d = 3 NURBS Volumen.

Die Klasse NURBS beinhaltet folgende Methoden, welche in Kap. 2.5.3 - Kap. 2.5.8 de-

tailliert beschrieben werden:
o set-Methoden
e Methode homogeneous
e Methode inhomogeneous
e Methode calc points
e Methode calc derivative curv

e Methode calc derivative surf

2.5.1 Eigenschaften der Klasse NURBS

o Array der Kontrollstruktur: P
Das  Array der  Kontrollstruktur P hat  die  Dimension  von

3x(m+1)x(ng+1)x---x(ng+1). Fir den Index 4; der Dimension
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Jj = 12,...,dgit i, = 0,1,...,n;. Fir den Fall d = 1 ist die Kontrollstruk-
tur ein Kontrollpolygon, fiir d = 2 ein Kontrollnetz und fiir d = 3 ein Kontrollgitter.

e Dimension der Kontrollstruktur: d

Es gilt fiir Kurven d = 1, fiir Flachen d = 2 und fiir Volumen d = 3.

o Array der Gewichte: w
Die Gewichte werden in einem 1 X (ny +1) x (ng+1) x --- X (ng+ 1) dimensio-
nalen Array abgelegt. Zum Kontrollpunkt P;, mit
1, =0,1,...,n;und 5 =1,2,...,d.

7777 1d

.....

o Array des Knotenvektors: U
U enthélt die den d Dimensionen des NURBS zugehorigen Knotenvektoren
Uy, ..., Uy Die einzelnen Knotenvektoren U; kénnen eine unterschiedliche Anzahl
von Elementen aufweisen, daher wird der Knotenvektor als Cell-Array initialisiert.

Das Cell-Array hat die Form:

U{1} = [U1(1), ..., Ul(m(1)+1)]
U{2) = [U2(1), ..., U2(m(2)+1)] 20
Uldy = [UdQ1), ..., Ud(m(d)+1)]

o Transformationsmatrix: T
Die (4 x 4)-Transformationsmatrix T wird fir eine Koordinatentransformation von
einem lokalen Koordinatensystem in ein globales Koordinatensystem benotigt. Die

Matrix wird durch Aufrufen der Funktion csys erhalten.

o Cell-Array der Objekte der Klasse BasisFunMat: basFun
Die Anzahl der Objekte im Array entspricht der Dimension des Kontrollgitters.

o Kontrollstruktur: Pv
Die Kontrollstruktur P" inkludiert die Gewichte und die Transformation vermoge

T jedes einzelnen Punktes. Die ersten drei Zeilen von P} ;. beinhalten die Koor-

7777 T

dinaten des Kontrollpunktes P;, in x-, y- und z-Richtung multipliziert mit den

..... iq

Gewichten. Die letzte Komponente dieses (d + 1)-dimensionalen Arrays beinhaltet
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das Gewicht w;, ;.

Wiy ... g * Pl,i1 ..... iq
pu - Wiy ... g ° P2,i1 ,,,,, iq (2 7)
21yee05td '
Wiy,ig Py g
Wiy, ... ig

e Array: [n(1),...,n(d)].
o Array: [m(1),...,m(d)].

o Grade der Basisfunktionen: p

Hierbei gilt: p(i) = m(i) — n(i) — 1.

2.5.2 Konstruktor der Klasse NURBS

Input:
o Array der Kontrollstruktur: P
o Cell-Array des Knotenvektors: U

o Transformationsmatrix: T
Anmerkung: Die iibergebene (4 x 4)-Matrix T kann etwa durch die Funktion csys
erzeugt werden (siehe Kap. 2.4, S. 44).

o Array der Gewichte: w
Output:
e Objekt der Klasse NURBS

Die Eigenschaften P, U, T und w werden ihrem Objekt zugewiesen. Der Eigenschaft der
Dimension d des Kontrollgitters wird die Anzahl der Zeilen des Knotenvektors U mit dem

Befehl size zugewiesen. Die Zahl der Kontrollpunkte - 1 (n) einer Dimension ¢ werden

durch

n(i) = size (P,i+1) - 1
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definiert. Die Eigenschaft basFun wird auf ein ein-dimensionales Cell-Array mit d
Eintragen initialisiert. Der Eigenschaft der gewichteten Kontrollpunkte P, wird das
Ergebnis der Funktion homogeneous (siehe Kap. 2.5.4, S. 50) zugewiesen .

Mittels einer for-Schleife mit dem Zahler 1,...,d werden fiir jede Dimension
Jj=1,...,d der Kontrollstruktur P, die m;, p; und die Eigenschaft basfun(j) der
Klasse BasisFunMat berechnet. Der Grad p; errechnet sich gemafl GI. 1.7, S. 8 durch
p(j) = m(j) —n(y) — 1. Die Eigenschaft basFun(f) wird durch Aufrufen des Konstruktors
der Klasse BasisFunMat mit den Input Argumenten U; und n; fiir jede Dimension j

erzeugt.

2.5.3 set-Methoden

Es gibt drei set-Methoden, die der Festlegung
o des Arrays P des Kontrollgitters,
o des Arrays w der Gewichte
o und des Cell-Arrays Uy, ..., Uy der Knotenvektoren dienen.

Diese Methoden erméglichen es dem Anwender, ein erstelltes Objekt zu dndern, ohne
dies neu zu erzeugen bzw. ohne eine tibergeordnete Benutzerschnittstelle verwenden zu
missen. Wird eine neue Eigenschaft eingegeben, so wird das bestehende Objekt beziiglich
dieser Eigenschaft gedndert.

Eingabeargumente der jeweiligen Methoden sind die neuen Werte new P, new_w und
new_U des Arrays der Kontrollpunkte P, des Arrays der Gewichte w bzw. des Knotenvek-
tors U.

In der jeweiligen Methode wird mit einer if-Bedingung und dem Befehl isempty abge-
fragt, ob ein neues Eingabeargument eingeben wurde. War dies nicht der Fall, wird die

Standard MATLAB set-Methode zur Erzeugung des Objektes verwendet.

Falls mit der hier definierten set-Methode eine Anderung der genannten Arrays vorge-
nommen wurde, wird diese neue Eigenschaft dem Objekt zugewiesen.
In den set-Methoden fir w und P wird das gewichtete Array der Kontrollstruktur P

wie im Konstruktor durch Aufrufen der Methode homogeneous neu berechnet.
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In der set-Methode von U wird nach einer Anderung von U, das Eigenschafts-Objekt
basFun neu berechnet. Dies erfolgt gleich wie im Konstruktor durch Aufrufen der Kon-
struktoren der Klasse BasisFunMat fiir die jeweilige Dimension d der Kontrollstruktur

mittels einer for-Schleife.

2.5.4 Methode homogeneous

Input: Objekt der Klasse NURBS
Output: Gewichtete und transformierte Hypermatrix P* in homogenen Koordinaten

Die Methode homogeneous dient sowohl der Umrechnung der Koordinaten des euklidi-
schen Raumes R? in homogene Koordinaten (Definition von homogenen Koordinaten siehe
Kapitel 1.3.1, S. 11), wie auch der Anwendung einer euklidischen Kongruenztransforma-

tion.
Die einzelnen Schritte der Methode konnen folgendermafien dargestellt werden:

e Zuerst wird dem Objekt der Kontrollstruktur P eine vierte Zeile mit den Werten

eins hinzugefiigt.

Liy,...sia
Liy,...\iq
Yi,...sia
Pi. g Yiyody | (2.8)
Zi1,5eig
Zi1,eiq 1

Dies wird mit der Methoden subsref bzw. subsasgn umgesetzt. In MATLAB-

Schreibweise wird dies wie folgt durchgefiihrt:

S.type = ()’
cat(2,4,repmat({’:°},1,d

S.subs

P = subsasgn(P,S,ones(cat(2,1,n+1)))
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o Danach erfolgt die Anwendung der Transformation T auf die Kontrollstruktur P.

/
Lissia i T2 Tz dy Liy,..\ig
Y; To1 Too Tz d Yi
/ _ Wyeld | . Y 1,008
Pil,...,id - =T Pi17---7id - (2-9)
!/
Zi1,ig T3 T2 Tz dp Ri1,eig
1 0 0 0 1 1

Fiir die Multiplikation der (4 x 4)-Transformationsmatrix T mit der Kontrollstruk-
tur P wird die Methode mtimes der Klasse HyperMatrix verwendet. Es wird ent-
lang der iibereinstimmenden Dimensionen multipliziert. In MATLAB-Schreibweise:

P’ = mtimes(T,P,2,1)

o Anschliefend erfolgt die Beriicksichtigung der Gewichtung der nun bereits transfor-

mierten Kontrollstruktur P’.

wil: oid mil,...,id
W; P y/
11504452d $] yeenyt
w _ ‘N] !/ . LA seenyld ( )
Pila---vid - Pih---,id - , 2.10
wila id Zil,...,id
Wiy, ... ig

Um diese Multiplikation durchfithren zu kénnen, wird das MATLAB Array der Ge-
wichte w in eine diagonale Hypermatrix W konvertiert. Dieser Vorgang erfolgt mit
der Methode diag aus der Klasse Hypermatrix (siche Kap. 2.3.3, S. 44).

Danach kann die Multiplikation der Hypermatrix W mit dem Array der trans-
formierten Kontrollstruktur P/, mittels der Methode mtimes aus der Klasse
Hypermatrix durchgefithrt werden. Dies kann in MATLAB-Schreibweise unter Be-
riicksichtigung der Dimension d der Kontrollstruktur wie folgt dargestellt werden:

PY =mtimes(P’,W,2:d+1,1:4d)

2.5.5 Methode inhomogeneous

Input: Hypermatrix X* aus der Methode calc_points

Output: Hypermatrix X
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Die Methode inhomogeneous dient der Transformation der homogenen Koordinatenspal-
ten (Vektoren in R*) in die affinen Koordinatenspalten des R3. Input-Argument ist eine

Hypermatrix X". Eine Darstellung der Vorgehensweise ist in GI. 2.11 ersichtlich.

Zuerst wird aus der Hypermatrix X" mittels der Methoden subsref bzw. subsasgn die
letzte Zeile der Matrix, welche die Gewichte w beinhaltet, extrahiert. Aus den Werten der
letzten Zeile wird der Kehrwert gebildet. Danach wird aus der Hypermatrix des Kehrwerts,
eine diagonale Hypermatrix W,.. mittels der Methode diag aus der Klasse HyperMatrix
erstellt.

Anschliefend erfolgt mittels mtimes eine Multiplikation dieser diagonalen Hypermatrix

W, ... mit der Hypermatrix X®. Dies wird in MATLAB Schreibweise durch

X = mtimes(X_w,W_rec,2:d+1,1:d)

umgesetzt. Die Methode mtimes wird fiir diese Multiplikation nur verwendet wenn gilt
ndims(W_rec) > 2

wenn dies nicht der Fall ist, wird die Multiplikation der Matrix X" mit dem diagonalen
Kehrwert W,..., mit der MATLAB-Standard Multiplikation durchgefiithrt. Dies wird im
MATLAB-Code durch eine if - else Verzweigung umgesetzt.

- - / r T
Wy - Wir,ewviia " Tiy .. ig )
11y--52d 11,0504 Q]il iy
Wiy,....ig
/
1s-52d 21 4.0y2d W, T X
w — . . J— 21,0452 Yiy.i —
Tyeensld — le,...,ld = A 1o-00td = y/ ) 2.11
w o Z/ w; i 11,452
Uyeesld - Fig,.ig Lyeeostd
/
Ws wlly )ld Zil,...,id /
215+52d Tl yennsl
L i W; . yeenrtd
L 215--52d i - -

2.5.6 Methode calc_points

Input: Array von Parameterwerten: u = {u;, ;,}
Output: Hypermatrix X des NURBS zu den gegebenen Parameterwerten: X = {X;, .}

Die Methode calc_points dient zur Auswertung von Punkten eines NURBS X(u), wobei
u = (u;,,. ;,) das Array von Parameterwerten beschreibt. Fiir den Index i; mit der Dimen-
sion j =1,...,dgilti; =0,...,r; wobei in der Regel r; > n; gilt. Das Eingabeargument

fasst die Parameterwerte in einem Array u zusammen.
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Mit einer for-Schleife, die den Zéhler 1, ..., d besitzt, werden die Matrizen der Basisfunk-

tionen N berechnet, wobei j = 1,...,d gilt. Dies wird durch Aufrufen der Methode

ijPj
calc des Objekts basFun aus der Klasse BasisFunMat durchgefiihrt.

Anschlielend erfolgt die Berechnung der Punkte eines NURBS in homogenen Koordinaten
(sieche Kap. 2.5.4, S. 50). Dies erfolgt mittels einer mtimes Multiplikation der berechne-
ten Basisfunktionen N mit der gewichteten und transformierten Hypermatrix P". Diese

Berechnung kann durch die MATLAB Schreibweise
X = mtimes(P_w,N,2,1)

umgesetzt werden. Die aus dieser Multiplikation erhaltene homogene Hypermatrix X
wird danach in den euklidischen Raum R?® mittels der zuvor beschriebenen Methode
inhomogeneous transformiert. Ergebnis ist die {iberschriebene inhomogene Hypermatrix

X.

2.5.7 Methode calc derivative curv
Die Methode calc_derivative_curv dient zur Berechnung der Ableitungsvektoren von
NURBS Kurven.
Input:
o Parameterwert: u
e Ordnung der Ableitung: [
Output:

e (3 x (I+1))-Matrix X, der Ableitungsvektoren der Ordnung 0, ...,[ einer NURBS

Kurve

Die Berechnung der Ableitungsvektoren erfolgt anhand der in Kap. 1.3.6, S. 20 beschrie-
benen Methode.

Input Argumente sind der Parameterwert v und die maximale Ordnung [ der Ableitungen.

Zuerst wird die Matrix der abgeleiteten Basisfunktionen ders durch Aufrufen der Methode

calc_deriv des Objekts basFun aus der Klasse BasisFunMat berechnet.

Fir die Berechnung der Ableitungsvektoren wird die Eigenschaft des Tensorproduktes und

somit die Methode mtimes der Klasse HyperMatrix verwendet. Es wird die Hypermatrix
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P, mit der zuvor berechneten Matrix der abgeleiteten Basisfunktionen ders multipliziert.

In MATLAB-Schreibweise:
Xc = mtimes(P_w,ders,2,1)

Die so berechneten Ableitungsvektoren kénnen nun in einer gewohnlichen (4 x (I + 1))-
Matrix gespeichert werden. Die Umwandlung der Hypermatrix in diese gewohnliche Ma-

trix wird wieder mit der Funktion double erledigt (siche Kap. 2.3, S. 41).

Danach wird eine transponierte Submatrix F gespeichert, welche aus der ersten bis dritten

Zeile dieser Matrix besteht:
F = (Xc(1:3,:))"

Anschlieflend wird eine Matrix G wie in Gl. 1.3/, S. 21 belegt. Dazu wird die letzte Zeile
der oben berechneten homogenen Matrix verwendet, welche die Gewichte beinhaltet. Dazu
werden zwei for-Schleifen mit den Schleifenzahlern voni = 0, ..., 1undj = 0, ...,

i verwendet. Die Matrix G wird wie folgt belegt:
Git1j11 = (]) X (4i—j+1)

Die Berechnung der (3 x (I 4+ 1))-Matrix X., welche die Ableitungsvektoren beinhaltet,
kann formal gemafl GI. 1.37, S. 22 (an dieser Stelle wurden jedoch andere Bezeichnungen
verwendet) durchgefithrt werden.

In MATLAB wird fir diese Berechnung die Funktion 1insolve eingesetzt, diese Funktion
16st ein Gleichungssystem. In dieser Arbeit wird bei der Verwendung von linsolve immer
die Matrixeigenschaft LT fiir Lower Triangular angegeben, da in diesen Berechnungen
stets untere Dreiecksmatrizen vorkommen. Durch diese Angabe verwendet MATLAB au-

tomatisch den speziellen Loser fiir untere Dreiecksmatrizen.

Die i-te Spalte der Matrix X, enthélt den (i — 1)-ten Ableitungsvektor zum gegebenen

Parameterwert u. In der ersten Spalte steht der zu u gehérende Kurvenpunkt.

2.5.8 Methode calc derivative surf

Die Methode calc_derivative_surf dient zur Berechnung der partiellen Ableitungs-

vektoren von NURBS Flachen.
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Input:
o Parameterwertpaar uq, uo
« maximale Ordnung [ < 2 der Ableitungen
Output:
e 3x((I+1)(I+2)/2))-Matrix X, der partiellen Ableitungen bis zur Ordnung !

Die Berechnung der partiellen Ableitungen erfolgt anhand der in Kap. 1.3.9, S. 27 be-
schriebenen Methode.

Eingabeargumente sind der Parameterwert u und die maximale Ordnung [ der Ableitun-
gen. Ausgegeben wird eine Matrix X mit den Ableitungsvektoren der abgeleiteten Fléche.
Die Matrix entspricht der durch GI. 1.59, S. 31 berechneten Matrix mit dem Unterschied
dass die Matrix aus GI. 1.59 in MATLAB noch transponiert wurde.

Die Matrix X besitzt drei Zeilen und ((I + 1) - (I 4 2))/2 Spalten. Die Matrizen D; bzw.
D, der abgeleiteten Basisfunktionen fiir die Richtungen u; und u, werden durch Aufrufen
der Methode calc_deriv des Objekts basFun aus der Klasse BasisFunMat berechnet.

Danach wird die Matrix Xs belegt. Dazu wird, wie in GI. 1.8, S. 9 gezeigt, das Produkt der
zwei Arrays der Basisfunktionen NN, ,(uq) und N; 4(u2) mit dem Kontrollnetz P; ; benétigt.

Diese Multiplikation wird Schrittweise durch die Methode mtimes durchgefiihrt.

Zuerst werden die Basisfunktionen D; der u;-Richtung, mit der gewichteten und trans-
formierten Hypermatrix des Kontrollnetzes X" multipliziert. Dadurch erhélt man die
Hypermatrix M. Diese Hypermatrix M wird danach mittels einer weiteren mtimes Mul-
tiplikation mit den Basisfunktionen Dy der us-Richtung multipliziert. Das Ergebnis ist

die Matrix X.

Anschlieflend wird mit der nun berechneten Matrix X die Matrix X, belegt. Diese Bele-
gung erfolgt mittels einer doppelten for -Schleife mit den Schleifenzéhlern i = 0,...,1
und j = i,...,0 .

Fiir die Belegung der Spalten der Matrix X wird eine Variable « definiert. Diese Variable
wird in Abhéngigkeit der beiden Schleifen mit v = ((i % (i +1))/2) + (i — j + 1) festge-
legt. Als néchstes erfolgt die Initialisierung der Matrix G mit ((I 4+ 1) - (I 4+ 2))/2 Zeilen
und Spalten. Danach werden die ersten drei Zeilen der Matrix X, transponiert und unter

der Variablen F' gespeichert.
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Anschlielend erfolgt die Belegung der Matrix G mit der letzten Zeile der Matrix Xj,
welche ja die Ableitungen der Nennerfunktion der NURBS-Fliache beinhalten, geméafl GI.
1.56, S. 29.

Fir die Durchfithrung werden drei for-Schleifen verwendet, die Schleifenzéhler sind
i=0,...,j,a=0,...;,iund f=0,...,j —1.
Es werden mehrere Zusatzvariablen eingefiithrt, um die Wiederholung von Berechnungs-
schritten zu vermeiden.
. . Jj+3
. 3 =4 .2_°
JJ J 9
< ji=j -
e ab=a + [
e abl = ab + 1
Die Belegung von G erfolgt geméafl GIl. 1.55, S.29 durch:

G(jj3 - i + 1, ab * abl/2 + beta + 1) = nchoosek(i,alpha) *
nchoosek(ji,beta) * Xs(4,(j - ab) * (j - ab + 1)/2 + ji - beta + 1)

Anschlieend wird mit der Funktion linsolve die Matrix X, der Ableitungsvektoren
berechnet, wobei wieder die Option LT verwendet wird. Die erste Spalte beinhaltet den
Ableitungsvektor der Ordnung null, die zweite und dritte Spalte beinhaltet die Ablei-
tungsvektoren der ersten Ableitung in Richtung u; bzw. us. Die Spalten vier bis sechs
beinhalten die Vektoren der zweiten aAQkéleitung. %iQeébei beinhaltet die 4. bzw. 5. bzw. 6.

S
Spalte die Ableitungen ;12 bzw. B bzw. pI

2.6 Super-Klasse Surface

Die Super-Klasse Surface stellt eine Benutzerschnittstelle fiir Flachenobjekte dar. Es
werden Methoden zur Berechnung von Flachenpunkten, Methoden zur Berechnung der
Jacobi-Matrix und des Hesse-Tensors sowie plot-Funktionen fiir die grafische Darstellung
der Flachen Klassen implementiert. Von dieser Klasse werden in weiterer Folge Spezialfille
abgeleitet, welche die Eigenschaften dieser Super-Klasse nutzen. Es wird die Super-Klasse
Revolved Surface fiir Drehflichen abgeleitet und von dieser Klasse weitere Klassen fiir

technisch wichtige Drehflachen, wie Drehkegel, Drehzylinder und Torus. Die Konstrukto-
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ren der abgeleiteten Klassen ermoglichen eine automatisierte Erstellung des Kontrollnet-

zes, der Gewichte und der Knotenvektoren fiir die genannten Fléchen.

2.6.1 Eigenschaft der Klasse Surface

NURBS-Objekt fiir eine Flache: Surf

2.6.2 Konstruktor der Klasse Surface

Input:
o Kontrollstruktur: P
o Array U der beiden Knotenvektoren: U = {Uy, Uy}
o Transformationsmatrix: T
o Array der Gewichte: w
Output:
e Objekt der Klasse Surface.

Nach Uberpriifung der Anzahl der Inputargumente — diese muss vier sein — wird ein

entsprechendes Objekt der Klasse NURBS erzeugt.

2.6.3 Methode calc_points_surf

Input: 2 Arrays fiir die u;- und ug-Parameterwerte
Output: Matrix der Flachenpunkte: X

Diese Methode gibt die Inputdaten an die Methode calc_points der Klasse NURBS weiter

und man erhalt die Matrix X als Riickgabewert.

2.6.4 Methode jacobian

Input: Parameterwertepaar: u = [ug, us]
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Output: (3 x 2)-Jacobi-Matrix: J

Die Methode jacobian dient der Belegung der Jacobi-Matrix, sieche Anmerkung, S. 31:

J(ur,uz) = |08 /0uy (u1,us) 0S/Ous (uy, us)

In der Methode jacobian wird die Funktion calc_derivative_surf aus der Klasse
NURBS aufgerufen und in einer Matrix X, gespeichert. Es kann nun mittels den Standard-
MATLAB Befehlen auf die jeweiligen Spalten zugegriffen werden. Um die partielle Ablei-
tung in u;-Richtung zu erhalten wird die zweite Spalte benotigt. Die partielle Ableitung
in us-Richtung ist in der dritten Spalte enthalten. Die Belegung der Jacobi-Matrix kann
einfach mit der MATLAB-Schreibweise

J = [X_s(:,2),X_s(:,3)]

durchgefithrt werden.

2.6.5 Methode hesse

Input: Parameterwertepaar: u = [ug, us]
Output: (2 x 2 x 3)-Hesse-Hypermatrix: H

Die Belegung der Hesse-Hypermatrix erfolgt mit der Methode hesse. In der Hesse-
Hypermatrix konnen die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung einer bivariaten Funkti-
on zusammengefasst werden (siehe Anmerkung, S. 31). Die Hesse-Hypermatrix kann wie
folgt dargestellt werden:

0?S/0u? (uy,ug)  0?S/0uy0usy (uy, us)
H(uy,u2) =

0?S/0uy0uy (uy,ug)  9?S/0u3 (uy, us)
Fir diese Methode wird wie schon in der Mehtode jacobian die Methode
calc_derivative_surf aus der Klasse NURBS aufgerufen und in einer Matrix X, ge-
speichert. Der néchste Schritt ist die Zusammensetzung der Hesse-Hypermatrix aus den
entsprechenden Teilen der Matrix X,. Hierzu gibt es mehrere Moglichkeiten, es wurde die
Variante umgesetzt, dass jeweils die x-, y- und z-Koordinaten in einer eigenen Schicht,
also in der dritten Dimension, vorhanden sind. Daher hat die Hypermatrix H zwei Zeilen,

zwei Spalten und drei Schichten.
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2.6.6 Methode plot_surface

Diese Methode dient zur grafischen Darstellung einer allgemeinen NURBS Flache. Ge-
plottet wird ein approximiertes Netz der Fliache bestehend aus (nop_u;) X (nop__us)
Flachenpunkten.

Input:

o Anzahl der Punkte in u; -Richtung: nop_ u;
o Anzahl der Punkte in us -Richtung: nop_ us

o Variable Argumente der FEigenschaften des Plots (Farbe- und Transparenz-

Eigenschaften)

Zuerst wird ein Cell-Array u initialisiert, damit fiir jede der beiden Richtungen u; und us
ein unterschiedliches Array zugewiesen werden kann. Danach werden die beiden Arrays
fir die jeweilige Richtung belegt. Dies erfolgt durch eine dquidistante Aufteilung des

Parameterintervalls in nop_u; bzw. nop u, Werte:

- Ulm—pi+1 — Ul,p .
Ur; = Upp, +1 1=0,...,nop_u; —1
nop_u; — 1 (2.12)
- U2m—pa+1 — U2,py -
U = Ugp, + 1 1=0,...,n0p_us —1
nop_us — 1

Durch das Aufrufen der Methode calc_points der Klasse NURBS wird das approximieren-
de Netz in einer Hypermatrix X zuriickgegeben. Fiir die weitere Verwendung wird diese

Hypermatrix X mit der Funktion double in eine gewohnliche Matrix konvertiert.

Anschlieflend wird zeilenweise die Funktion squeeze fiir die Komponenten der drei-
dimensionalen Matrix X durchgefithrt, um alle Dimensionen mit nur einem Element
zu entfernen. Danach wird die MATLAB-Funktion surf fiir die Erzeugung der grafi-
schen Darstellung angewendet. Weiters werden die Plot-Eigenschaften fiir Oberflachen-
farbe, Transparenz und Linienfarbe festgelegt, welche mittels der variablen Argumenten-
liste definiert wurden. Damit kann eine optionale benutzerdefinierte Eingabe der Plot-
Eigenschaften erfolgen. In Abb. 2.2 ist eine allgemeine NURBS Flache dargestellt, welche

auf diese Weise erzeugt wurde.
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Abbildung 2.2: Allgemeine NURBS Fléche.

2.7 Klasse Revolved Surface

Die Klasse Revolved Surface wird von der Klasse Surface abgeleitet und erbt daher
alle Eigenschaften dieser Klasse. Die Klasse wird um Eigenschaften und Methoden, welche

speziell fiir Drehflachen gelten, erganzt und erweitert.

2.7.1 Eigenschaft der Klasse Revolved Surface

e Punkt auf der Achse: a;

« normierter Richtungsvektor: d

2.7.2 Konstruktor der Klasse Revolved Surface

Input:
o Kontrollpolygon der erzeugenden Kurve: P
o Knotenvektor der erzeugenden Kurve: U

o Transformationsmatrix: T
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« Array der Gewichte der erzeugenden NURBS Kurve (Profilkurve): w
Output:
o Objekt der Klasse Revolved Surface

Die Berechnung des Kontrollnetzes fiir die gesamte Drehfliche erfolgt aus dem Kon-
trollpolygon einer beliebigen NURBS Kurve (erzeugende Kurve), und wird direkt im
Konstruktor durchgefiithrt. Die Vorgehensweise zur Erstellung einer rationalen Drehflache
als NURBS Flache ist in Kap. 1.3.8, S. 24 ausgefiihrt.

Im Konstruktor der Klasse Revolved Surface wird das Kontrollnetz Pg, die Gewichte
wg und der Knotenvektor Ug berechnet und danach der Konstruktor der Klasse
Surface mit diesen Eingabeargumenten aufgerufen. Damit wird ein NURBS-Objekt fiir

Drehflédchen erzeugt.

Das Kontrollnetz der Drehfliche erhélt man mittels der in Kap. 1.5.8, S. 24 beschriebenen

Vorgangsweise.

Die Datenstruktur des drei-dimensionalen Arrays Pg (Kontrollnetz der Drehflache) ist
wie folgt aufgebaut: Die erste Dimension weist drei Elemente entsprechend der drei Koor-
dinaten in x-, y- und z-Richtung eines Punktes auf. Die zweite Dimension entspricht der
Anzahl der Punkte des Kontrollpolygons P der erzeugenden NURBS Kurve. Die dritte
Dimension hat neun Eintrédge, entsprechend der Punktezahl entlang des Quadrats, wel-
ches dem Drehkreis umschrieben ist (Ecken und Seitenhalbierenden Punkte, siche Abb.

1.11,S.17).
Zuerst wird die erste Schicht mit dem Kontrollpolygon der NURBS Kurve belegt:
PS(:,:,1) =P

Danach erfolgt die Belegung der Schichten zwei bis neun in einer for-Schleife mit dem

Zahleri = 1, ..., size(P,2).

Fiir die LotfuBBpunktmethode miissen ein Punkt auf der Drehachse a und ein normierter
Richtungsvektor bekannt sein. Da a priori die z-Achse als Drehachse verwendet wird,

wurde

al
d1

[0.0; 0.0; 0.0]
[0.0; 0.0; 1.0]
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in Richtung der z-Achse gesetzt.

Danach erfolgt die Berechnung des Lotfulpunktes Q, vom Punkt P; des Kontrollpolygons
der NURBS Kurve auf die Drehachse a gemafl Gl. 1.43, S. 25. Dies kann in MATLAB-

Schreibweise wie folgt dargestellt werden:
Q = al + dot (d1, P(:,i) - al) * 41

Anschlieflend erfolgt die Berechnung der zur Drehachse a normalen Vektoren e, und e,

wie in Kap. 1.3.8, S. 24 beschrieben. In MATLAB-Schreibweise:

P(:,1) - Q

cross(dl, ex)

ex

ey

Mit den nun berechneten Vektoren kann die Belegung der Kontrollstruktur Pg des Dreh-
kreises ausgehend vom LotfuBBpunkt Q durchgefiihrt werden. Die Berechnung der einzelnen

Schichten des Arrays Pg liest sich als MATLAB-Code so:

PS(:,i,2) = Q + ex + ey;
PS(:,i,3) = Q + ey;
PS(:,i,4) = Q - ex + ey;
PS(:,1i,5) = Q - ex;
PS(:,i,6) = Q - ex - ey;
PS(:,1,7) = Q - ey;
PS(:,1,8) = Q + ex - ey;

PS(:,i,9) = PS(:,i,1);

Danach erfolgt die Berechnung des Gewichtsvektors wg des Kontrollnetzes der Drehfla-
che. Die Gewichte des Kontrollpolygons der erzeugenden Kurve sind gegeben, und diese
werden mit den entsprechenden Gewichten des Drehkreises multipliziert. Die Erzeugung

des Drehkreises erfolgt gemafl Kap. 1.5.8, S. 24.

Der Gewichtungsvektor wg kann mit zwei for-Schleifen berechnet werden. Die erste be-
sitzt den Zéhler j = 1:2:9 und belegt den Vektor wg an den ungeraden Stellen, entspre-
chend der ungeraden Kontrollpunkte auf der Seitenhalbierenden des Quadrates mit dem
Wert eins. Die zweite Schleife besitzt den Zahler j = 2:2:8 und belegt den Gewichtsvek-
tor wg an den geraden Stellen, entsprechend der Kontrollpunkte in den Eckpunkten des

Quadrates mit dem Faktor 1/v/2 (siehe GI. 1.45 ,S. 26 ).
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Anschlieflend erfolgt die Definition des Knotenvektors Ug fiir eine Drehflache. Dieser wird
als Cell-Array mit zwei Zeilen initialisiert. Der erste Knotenvektor US{1} fiir die Richtung
der Erzeugenden (Profilkurve), ist einfach der Knotenvektor U der erzeugenden Kurve.

Die zweite Richtung ist die Drehrichtung des Drehkreises und besitzt den Knotenvektor

eines Vollkreises:
us{2} = {0,0,0,0.25,0.25,0.5,0.5,0.75,0.75,1,1,1}

Damit sind alle Eigenschaften zur Erzeugung eines NURBS Objektes fiir Drehflichen
definiert. Mittels Aufruf des Konstruktors der Vorgingerklasse Surface mit den Uberga-
beparametern Pg, Ug, wg und T kann ein solches erzeugt werden.

Schliellich werden noch der Aufpunkt und der Richtungsvektor festgelegt:

obj.a = T(1:3,1:3)*al + T(1:3,4);
obj.d0 = T(1:3,1:3)%d1;

2.7.3 Methode phi_u2

Input: Array des Winkels: [p1,. .., @s]
Output: Array u, des Kurvenparameters: us = [ugy, .. ., U2 4]

Die Methode phi_u2 dient der Umrechnung des Winkelarguments ; € [0, 27| eines Dreh-
kreises der Parameterdarstellung (siehe Kap. 1.24 , S. 18) in den zugehorigen Kurvenpara-
meter uy € [0, 1] der NURBS Parametrisierung (GI. 1.26, S. 19). Diese Umrechnung wird
fir die Drehrichtung (ug) der NURBS Drehfliche umgesetzt. Die erstellte Methode ba-
siert auf einem Vollkreis, der sich aus vier Viertelkreisen zusammensetzt. Die Berechnung

erfolgt anhand der in Kap. 1.5.5,5.19 erlauterten Methode.

Zunichst wird, abhangig vom Quadranten in dem ¢ liegt, der Winkel ¢ € [0, 7] berechnet:

T - — T
g =¥ iy
T
7T<g01<7 = Y=¢; =7
3 3
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Die Berechnung von uy(7) erfolgt dann iber GI. 1.26, S. 19:
u2(i) = (s2_1*(1-cs) + sn)/(s2_14*(s2_*x(cs+sn)+2));
Hierbei werden folgende Hilfsvariablen verwendet:

s2_ = sqrt(2);
s2 1 =82 -1;
s2_14= s2_1%4;

cs cos(psi);

sn = sin(psi);

Der Kurvenparameter ug(i) wird dann mit der Kontrollfunktion switch fir den Qua-
dranten zwei bis vier berechnet, je nach Quadrant wird der Wert 0.25, 0.5 bzw. 0.75
zum Kurvenparameter uy(i) addiert. Somit befindet sich der berechnete Parameter im

richtigen Quadranten des Vollkreises.

2.7.4 Methode plot

Bemerkung: Die Klasse Revolved Suface bendétigt eine eigene plot-Methode, da in
Drehrichtung das eingegebene Winkelargument mit der Methode phi u2 umgerechnet
werden soll. Dies ist erforderlich da man in Drehrichtung eine dquidistante Unterteilung

des eingegebene Winkelargumentes haben mochte.
Input:

o Startwinkel der Drehung: phi0

Endwinkel der Drehung: phil

Anzahl der Punkte der erzeugenden Kurve (Richtung u;): nop_ u;

Anzahl der Punkte in Drehrichtung (Richtung us): nop__u,

Variable Argumente der Eigenschaften des Plots (Farbe- und Transparenz-

Eigenschaften)
Zuerst wird u als Cell-Array mit zwei Zeilen definiert: u = {u{1};u{2}}

Die Berechnung von u{1} in Richtung der Erzeugenden erfolgt mittels der Funk-

tion linspace, hierbei wird eine &aquidistante Aufteilung des Parameterintervalls
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(W1 pt1y -+ -y U m—p—1) In nop_u; Werte erhalten:

u17m—P1+1 - u17P1+1
nop_uy — 1

Ui = Upp 41+ 1 1=0,...,n0p_u; — 1 (2.13)

Anschliefend wird u{2} mit der Methode phi_u2 berechnet. Eingabeargument fiir diese
Methode ist der Vektor [¢1, ..., ©nop,2]- Dieser Vektor wird mit der Funktion linspace
im Intervall von phi0 bis phil mit der Anzahl von nop u, dquidistanten Punkten in

Drehrichtung berechnet.

Die weiteren Berechnungsschritte erfolgen gleich wie in der Methode plot_surface (siehe
Kap. 2.6.6,S.59). In Abb. 2.3 ist die grafische Darstellung einer allgemeinen Drehfliche
ersichtlich.

Abbildung 2.3: Allgemeinen NURBS Drehfléche.

2.8 Klassen fiir technisch bedeutsame Drehflaichen

In diesem Kapitel werden Klassen fiir technisch bedeutsame Drehflichen wie
e Drehzylinder

o Drehkegel

e Torus
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beschrieben. Diese Klassen werden von der Super-Klasse Revolved Surface fiir Drehfla-
chen abgeleitet, welche selbst eine Unterklasse von Surface ist. Die Eigenschaften und
Methoden der Klassen der technisch bedeutsamen Drehlachen, von welchen sich die Klas-
sen ableiten, werden tibernommen und um spezifische Eigenschaften und Methoden er-
weitert und erganzt. Die Klassen fiir einen Drehzylinder (Cylinder), Drehkegel (Cone)
und Torus (Torus) besitzen als Eigenschaften spezifische geometrische Daten, aus denen
die Kontrollpunkte, Gewichte und der Knotenvektor fiir die Erzeugenden-Kurve bestimmt
werden konnen. Die erzeugende Kurve eines Drehzylinders bzw. Drehkegels bzw. Torus
ist eine Gerade parallel zur Drehachse bzw. eine die Drehachse schneidende Gerade bzw.

ein Kreis in einer Ebene durch die Drehachse.

2.8.1 Klasse Cylinder
Eigenschaften der Klasse Cylinder

o Radius r des Drehzylinders
o z-Koordinate h1 des Startpunktes der Erzeugenden

o z-Koordinate h2 des Endpunktes der Erzeugenden

Peo ¢

h2

hl

Abbildung 2.4: Bestimmungsmafle fiir einen Drehzylinder.
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Konstruktor der Klasse Cylinder
Die Klasse Cylinder besitzt auler dem Konstruktor keine eigenen Methoden.
Input:
« Radius r des Zylinders
o z-Koordinate hl des Startpunktes der Erzeugenden
» z-Koordinate h2 des Endpunktes der Erzeugenden
o Transformationsmatrix T
Output:
e Objekt der Klasse Cylinder

Im Konstruktor erfolgt die Definition der geometrischen Eigenschaften der Erzeugenden-
strecke des Drehzylinders (Abb. 2.4 ). Es werden die Erzeugendenstrecke P¢, der Knoten-
vektor Ug und die Gewichte w¢ definiert. A priori wird immer ein Drehzylinder, dessen
Achse die z-Achse ist, erzeugt. Mittels einer Transformation kann jedoch der Zylinder in
eine beliebige Lage gebracht werden.

Die MATLAB-Schreibweise liest sich wie folgt:

PC =[r, r;
0, 0;
h1l, h2];
uc = [0,0,1,1];
wC = ones(2,1);

Danach erfolgt der Aufruf des Konstruktors der Vorgéangerklasse Revolved Surface, und
die nun bekannten geometrischen Daten werden als Eingabeargumente tibergeben. Eine

grafische Darstellung eines so erzeugten Drehzylinders ist in Abb. 2.5 ersichtlich.
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Abbildung 2.5: Drehzylinder.

2.8.2 Klasse Cone
Eigenschaften der Klasse Cone

o halber Offnungswinkel «

« Abstand s! des Startpunktes der Erzeugenden vom Koordinatenursprung O(0, 0, 0)
(= Spitze des Kegels)

o Abstand s2 des Endpunktes der Erzeugenden vom Koordinatenursprung O(0, 0, 0)
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Abbildung 2.6: Bestimmungsmafle fiir einen Drehkegel.

Konstruktor der Klasse Cone

Die Klasse Cone besitzt aufler dem Konstruktor keine eigenen Methoden.
Input:

o halber Offnungswinkel o

« Abstand s1 (siche oben)

« Abstand s2 (siehe oben)

o Transformationsmatrix T
Output:

e Objekt der Klasse Cone

A priori wird immer ein Drehkegel, dessen Achse die z-Achse ist, erzeugt. Mittels einer
Transformation kann jedoch der Drehkegel in eine beliebige Lage gebracht werden. Im
Konstruktor erfolgt die Definition der Erzeugendenstrecke des Drehkegels (Abb. 2.6). Es

wird die Erzeugendenstrecke P, der Knotenvektor U¢, und die Gewichte w, definiert.
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Die MATLAB-Schreibweise liest sich wie folgt:

al = sin(alpha);
a2 = cos(alpha);
PCo = [al*sl, alx*s2;
0, 0;
a2xsl, a2*s2];
UCo = [0,0,1,1];
wCo = ones(2,1);

Danach erfolgt der Aufruf der Vorgéngerklasse Revolved Surface, und die nun bekannten
geometrischen Daten werden als Eingabeargumente iibergeben. Eine grafische Darstellung

eines so erzeugten Drehkegels ist in Abb. 2.7 ersichtlich.

Abbildung 2.7: Drehkegel.

2.8.3 Klasse Torus

In der Klasse Torus erfolgt zusitzlich das Aufrufen der Methode phi_u2 fiir den Kreis
der Erzeugenden und fiir die Richtung der Drehung. Weiters wird in der Klasse Torus

eine eigene plot -Methode implementiert.
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Eigenschaften der Klasse Torus

e Radius r1 des Mittenkreises

« Radius 72 des Meridiankreises (= erzeugenden Kurve des Torus)

/

1‘2/

VAl

rl

Abbildung 2.8: Bestimmungsmafle fiir einen Torus.

Input:

« Radius r! (siche oben)

« Radius 72 (sieche oben)

o Transformationsmatrix T
Output:

o Objekt der Klasse Torus

Konstruktor der Klasse Torus

Im Konstruktor erfolgt die Definition der geometrischen Eigenschaften des Meridiankrei-
ses Abb. 2.8 . Es werden das Kontrollpolygon Pr dieses Kreises, der Knotenvektor U und
die Gewichte wp definiert. A priori wird immer ein Torus, dessen Achse die z-Achse ist,

erzeugt. Mittels einer Transformation kann jedoch die Drehachse beliebig gewéhlt werden.
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Die MATLAB-Schreibweise liest sich wie folgt:

r1l2 = rl1 + r2;
rl 2r2 = r1 + 2%r2;
f = 1/sqrt(2);

PT =[ 0, 0, 0, 0, 0, o, 0, O, 0;
r12, r1 2r2, r1 2r2, rl1 2r2, rl2, rl, rl1, r1, ri12;
0, 0, r2, 2*%r2, 2*%r2, 2*r2, r2, 0, O0];

uT = [0,0,0,0.25,0.25,0.5,0.5,0.75,0.75,1,1,1];

wl = [1, £, 1, £, 1, £, 1, £, 1];

Danach erfolgt der Aufruf der Vorgéngerklasse Revolved Surface, und die nun bekannten

geometrischen Daten werden als Eingabeargumente tibergeben.

Methode plot der Klasse Torus

Input:
o Startwinkel der Drehung: phi0
o Endwinkel der Drehung: phil
 Startwinkel fiir den erzeugenden Kreis (Meridiankreis): phi0__lk
« Endwinkel fiir den erzeugenden Kreis (Meridiankreis): phil_ [k
o Anzahl der Punkte in Richtung der Erzeugenden: nop_ u;,
o Anzahl der Punkte in Richtung der Drehung : nop_us

o Variable Argumente der Eigenschaften des Plots (Farbe- und Transparenz-

Eigenschaften)

Die Klasse Torus benotigt eine eigene plot-Methode, da hier in Richtung der Erzeugenden
und in Richtung der Drehung die Methode phi_u2, fiir die Umrechnung des Vektors des
Winkels ¢ in den Vektor us des Parameters angewendet werden muss. Dies ist erforderlich

da man eine dquidistante Unterteilung des Meridiankreises haben mochte.
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Zuerst erfolgt die Berechnung des Vektors ¢ in Richtung der Drehung, mit der Funktion
linspace im Intervall von phi0 und phil mit der Anzahl von nop_us Punkten. Dieser
Vektor ¢ wird dann der Methode phi_u2 als Eingabeargument iibergeben. Das Ergebnis
dieser Umrechnung mittels der Methode phi_u2 wird das Cell-Array u{1} gespeichert.

Danach erfolgt die Berechnung des Vektors phit in Richtung der Erzeugenden (entspricht
dem Meridiankreis). Dies erfolgt mittels der Funktion linspace im Intervall von phi0_Ik
und phil Ik mit der Anzahl von nop wu; Punkten. Dieser Vektor phit wird dann der
Methode phi_u2 als Eingabeargument tibergeben. Das Ergebnis dieser Umrechnung wird

im Cell-Array u{2} gespeichert.

Anschlieflend wird mit der Methode calc_points die Matrix X berechnet. Diese Matrix
wird mit der Funktion double in eine gewohnliche Matrix umgewandelt. Danach wird
mit der MATLAB Funktion surf und unter Anwendung der Funktion squeeze, wie auch

schon in der Klasse Revolved Surface, die Grafik erzeugt (Abb. 2.9).

In Abb. 2.10 ist als Beispiel ein Teil einer Torusfliche mit unterschiedlichen Start- und
Endwinkeln fiir Meridian- und Drehkreis dargestellt. Beim Drehkreis wurde der Startwin-
kel mit 7 und der Endwinkel mit 27 gewahlt, in Richtung des erzeugenden Kreises wurde

der Startwinkel mit 0 und der Endwinkel mit 7/2 gewéhlt.

Abbildung 2.9: Torus.
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Abbildung 2.10: Teilfliche eins Kreisringtorus.
2.9 Beispiele

2.9.1 Einschaliges Drehhyperboloid

Ein einschaliges Drehhyperboloid ist jene Drehfliche, die entsteht, wenn man eine Strecke

PoP; um eine dazu windschiefe Drehachse rotieren lasst (Abb. 2.11).

Abbildung 2.11: Einschaliges Drehhyperboloid.
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2.9.2 Berechnung der Tangentialebene einer NURBS Flache

mittels der Jacobi-Matrix

Gegeben sei eine allgemeine NURBS Flache gemafl Gl. 1.40, S. 23.

Zuerst wird ein Vektor [ug, us] definiert. Die Parameter u; und uy dieses Vektors miissen im

Intervall [uy,, u1,, ., ) und [ug,,ug,, ) liegen (siche Kap. 1.3.7, S. 23 ). Diese Parameter

legen den Flachenpunkt fest, fiir den die Tangentialebene zu bestimmen ist.

Mit dem Vektor [uj,us] als Eingabeargument, kann nun die Methode jacobian aufge-
rufen werden. Als Output dieser Methode wird ein (3 x 2)-Matrix J erhalten, welche in
den Spalten die beiden Richtungsvektoren fiir die u;- und ws- Richtung beinhaltet. Die
Normierung der gesamten Matrix erfolgt spaltenweise. D.h. die erste Spalte wird durch
ihre Vektornorm dividiert und analog dazu wird die zweite Spalte durch ihre Vektornorm

dividiert. In MATLAB-Schreibweise kann fiir diesen Vorgang
Jn=[JC,1)/norm(J(:,1)),J(:,2)/norm(J(:,2))]

geschrieben werden. Um den zugehorigen Normalenvektor n zu erhalten, wird das Kreuz-

produkt der Spalten des normierten Vektors gebildet, in MATLAB Schreibweise:
n = cross(J n(:,1),J n(:,2))

Fiir eine grafische Darstellung wird der zugehorige Punkt auf der NURBS Flache beno-
tigt. Dieser Punkt wird mit der Methode calc_points_surface und dem zuvor defi-
nierten Vektor [uq,us] als Eingabeargument berechnet. Zur Erstellung einer Grafik der
Ableitungsvektoren wird die MATLAB-Funktion quiver3 verwendet. Die x-, y- und z-
Koordinaten werden aus dem errechneten Punkt entnommen und die dazugehorigen Rich-
tungsvektoren werden aus den beiden Spalten der Matrix J,, bzw. aus dem Vektor n des

Kreuzproduktes entnommen.

Diese Vorgehensweise lasst sich analog auf eine Drehfliche anwenden. Bei einer Drehfla-
che wird jedoch der Parameter uy (Drehrichtung) mittels der Methode phi_u2 mit dem
Drehwinkel ¢ als Eingabeargument berechnet. Dieser Drehwinkel ¢ gibt die Position der

Tangentialebene in Drehrichtung an. Die weitere Berechnung erfolgt wie oben beschrieben.

In Abb. 2.12 ist die Darstellung der drei Vektoren am Beispiel eines Drehzylinders er-

sichtlich. Die Vektoren j,, und j,, der Jacobi-Matrix spannen die Tangentialebene des
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Drehzylinders auf. Der Vektor des Kreuzproduktes n, in rot dargestellt, zeigt normal auf

diese Ebene.

Abbildung 2.12: Jacobi-Matrix am Beispiel eines Drehzylinders.



Zusammenfassung und Ausblick

Im Rahmen dieser Arbeit wurde eine objekt-orientierte Software-Bibliothek fiir Non-
Uniform Rational B-Splines (NURBS) erstellt. Die Implementierung erfolgte mit dem
Softwareprogramm MATLAB unter Zuhilfenahme der Schnittstelle zu C aus den Exter-
nal Interfaces von MATLAB.

Die Bibliothek bildet die Grundlage eines Geometriemodells, welches in Zukunft als Basis
eines Finite-Elemente Modells zur Untersuchung des Schwingungsverhalten einer Stator-

Wicklung von Synchrongeneratoren dienen soll.

Um fiir verschiedene Geometrievarianten eine moglichst tibersichtliche und leicht zu war-
tende Basis fiir die Modellbildung zu erstellen, ist eine objekt-orientierte Bibliothek fiir
Computer Aided Geometric Design (CAGD) Voraussetzung. Fir die mathematische Be-
schreibung dieser Objekte haben sich NURBS als Standard etabliert. Daher ist ein Daten-

austausch zwischen der erstellten Bibliothek und einer CAD-Software einfach realisierbar.

Der erste Teil der Arbeit behandelt die theoretischen Grundlagen, welche als Basis fir die
Implementierung der Software-Bibliothek dienen.

Es wurden die Eigenschaften und Definitionen von den B-Spline Basisfunktionen und de-
ren Ableitungen beschrieben. Die grundlegenden Eigenschften von gewéhnlichen B-Spline
Kurven und Flachen wurden dargestellt.

Der iiberwiegende Teil dieses Abschnittes beschaftigt sich mit Rationalen B-Splines
(NURBS). Hier wurde die Verwendung von homogenen Koordinaten erldutert. Die Eigen-
schaften und Definitionen von NURBS Kurven sowie die Vorgehensweise zur Darstellung
von NURBS Kurven als Kreise wurden dargestellt. Zudem erfolgte die Beschreibung der
Vorgehensweise zur Erzeugung der Ableitungen von NURBS Kurven, sowie die Herleitun-
gen der Berechnung des Winkels 1) aus dem Parameter ¢ sowie umgekehrt die Berechnung

des Parameters ¢ aus dem Winkel ¢. Weiters wurden die Eigenschaften und Definitionen
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von NURBS Fliachen sowie die Erstellung einer rationalen Drehfliche als NURBS Fla-
che beschrieben. Auflerdem erfolgte eine Herleitung der Vorgehensweise zu Erstellung der

Ableitungen von NURBS Kurven.

Der zweite Teil der vorliegenden Arbeit beinhaltet die Dokumentation der erstellten
Software-Bibliothek. Es wurden alle Eigenschaften, Konstruktoren und Methoden der je-
weiligen Klassen detailliert erlautert. Die Bibliothek gliedert sich in eine Klasse B-Spline
Basisfunktionen zur numerischen Auswertung der Basisfunktionen und deren Ableitun-
gen und in eine Klasse NURBS zur numerischen Berechnung des Tensorproduktes aus den
Matrizen der Basisfunktionen und dem Array der Kontrollstruktur. Weiters wurde eine
Super-Klasse zur grafischen Beschreibung von Flédchen implementiert. Von dieser wurde
eine weitere Super-Klasse fiir Drehflichen abgeleitet und davon wiederum Spezialisierun-

gen fiir technisch bedeutsame Drehfléchen.

Um in weiterer Folge eine noch effizientere Implementierung von Tensor-Produkten zu
erhalten, wire die Berticksichtigung der schwachen Besetzung der Matrizen der Basisfunk-
tionen von Vorteil. Aufgrund der objekt-orientierten Umsetzung der Software-Bibliothek,

kann ein Austausch von einzelnen Klassen einfach durchgefithrt werden.
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