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▼❛st❡rst✉❞✐✉♠ ▼❛s❝❤✐♥❡♥❜❛✉

❡✐♥❣❡r❡✐❝❤t ❛♥ ❞❡r

❚❡❝❤♥✐s❝❤❡♥ ❯♥✐✈❡rs✐tät ●r❛③

❇❡tr❡✉❡r

❉✐♣❧✳✲■♥❣✳ ❇❙❝ ▼✐❝❤❛❡❧ ❙❝❤❡❞❧❡r

❆ss♦❝✳Pr♦❢✳ ❉✐♣❧✳✲■♥❣✳ ❉r✳t❡❝❤♥✳ ❈❤r✐st✐❛♥ ▲❛♥❞s❝❤üt③❡r

■♥st✐t✉t ❢ür ❚❡❝❤♥✐s❝❤❡ ▲♦❣✐st✐❦

●r❛③✱ ❆♣r✐❧ ✷✵✶✾



❊✐❞❡st❛tt❧✐❝❤❡ ❊r❦❧är✉♥❣

■❝❤ ❡r❦❧är❡ ❛♥ ❊✐❞❡s st❛tt✱ ❞❛ss ✐❝❤ ❞✐❡ ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡ ❆r❜❡✐t s❡❧❜ststä♥❞✐❣ ✈❡r❢❛sst✱ ❛♥✲

❞❡r❡ ❛❧s ❞✐❡ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ◗✉❡❧❧❡♥✴❍✐❧❢s♠✐tt❡❧ ♥✐❝❤t ❜❡♥✉t③t✱ ✉♥❞ ❞✐❡ ❞❡♥ ❜❡♥✉t③t❡♥

◗✉❡❧❧❡♥ ✇ört❧✐❝❤ ✉♥❞ ✐♥❤❛❧t❧✐❝❤ ❡♥t♥♦♠♠❡♥❡♥ ❙t❡❧❧❡♥ ❛❧s s♦❧❝❤❡ ❦❡♥♥t❧✐❝❤ ❣❡♠❛❝❤t

❤❛❜❡✳

❉❛s ❚❯●❘❆❩♦♥❧✐♥❡ ❤♦❝❤❣❡❧❛❞❡♥❡ ❚❡①t❞♦❦✉♠❡♥t ✐st ♠✐t ❞❡r ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ▼❛st❡r✲

❛r❜❡✐t ✐❞❡♥t✐s❝❤✳
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❉❛♥❦s❛❣✉♥❣

❆♥ ❞✐❡s❡r ❙t❡❧❧❡ ♠ö❝❤t❡ ✐❝❤ ♠✐❝❤ ❜❡✐ ❛❧❧❡♥ P❡rs♦♥❡♥ ❜❡❞❛♥❦❡♥✱ ❞✐❡ ♠✐r ✇ä❤r❡♥❞

♠❡✐♥❡s ❙t✉❞✐✉♠s ✉♥❞ ✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❜❡✐♠ ❱❡r❢❛ss❡♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ③✉r ❙❡✐t❡ ❣❡st❛♥❞❡♥

s✐♥❞✳ ▼❡✐♥ ❜❡s♦♥❞❡r❡r ❉❛♥❦ ❣✐❧t ❞❛❜❡✐ ♠❡✐♥❡♠ ❇❡tr❡✉❡r ▼✐❝❤❛❡❧ ❙❝❤❡❞❧❡r✱ ✇❡❧❝❤❡r

♠✐❝❤ ❢ür ❞✐❡s❡s ❚❤❡♠❛ ❜❡❣❡✐st❡rt ✉♥❞ ♠✐t ✇❡rt✈♦❧❧❡♥ ❍✐♥✇❡✐s❡♥ ③✉♠ r✐❝❤t✐❣❡♥ ❩❡✐t✲

♣✉♥❦t ❛✉❢ ♥❡✉❡ ■❞❡❡♥ ✉♥❞ ▲ös✉♥❣s❛♥sät③❡ ❣❡❜r❛❝❤t ❤❛t✳ ❊❜❡♥s♦ ♠ö❝❤t❡ ✐❝❤ ♠✐❝❤

❜❡✐ Pr♦❢✳ ❈❤r✐st✐❛♥ ▲❛♥❞s❝❤üt③❡r ❢ür s❡✐♥❡ ❇❡tr❡✉✉♥❣ ✉♥❞ ❯♥t❡rstüt③✉♥❣ ❜❡❞❛♥❦❡♥✱

♦❤♥❡ ❞✐❡ ❞✐❡s❡ ❆r❜❡✐t ♥✐❝❤t ♠ö❣❧✐❝❤ ❣❡✇❡s❡♥ ✇är❡✳

❋ür ❞❡♥ r❡✐❜✉♥❣s❧♦s❡♥ ❆❜❧❛✉❢ ❞❡s ❙t✉❞✐✉♠s ✉♥❞ ❞✐❡ ✉♥③ä❤❧✐❣❡♥ ▲❡r♥❡✐♥❤❡✐t❡♥ ③✉

❥❡❞❡r ❚❛❣❡s③❡✐t ♠ö❝❤t❡ ✐❝❤ ♠✐❝❤ ❛✉ÿ❡r❞❡♠ ❜❡✐ ❙t❡❢❛♥ ❘♦t❤ ❜❡❞❛♥❦❡♥✱ ♦❤♥❡ ✉♥s❡r❡r

❤❡r✈♦rr❛❣❡♥❞❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❛r❜❡✐t ❦ö♥♥t❡ ✐❝❤ ❥❡t③t ♥✐❝❤t s♦ ③✉❢r✐❡❞❡♥ ❛✉❢ ❞❛s ❙t✉❞✐✉♠

③✉rü❝❦❜❧✐❝❦❡♥✳

❉❡r ❣röÿt❡ ❉❛♥❦ ❣❡❜ü❤rt ♠❡✐♥❡♥ ❊❧t❡r♥ ❊❧❢r✐❡❞❡ ✉♥❞ ❊r✇✐♥ ❢ür ❞✐❡ ❜❡❞✐♥❣✉♥❣s❧♦✲

s❡ ♠❡♥t❛❧❡ ✉♥❞ ✜♥❛♥③✐❡❧❧❡ ❯♥t❡rstüt③✉♥❣ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡r ❩❡✐t ♠❡✐♥❡s ❙t✉❞✐✉♠s✱ s♦✇✐❡

♠❡✐♥❡♥ ❇rü❞❡r♥ ❇❡♥❡❞✐❦t✱ ❉♦♠✐♥✐❦ ✉♥❞ ▼❛♥✉❡❧✱ ❞✐❡ ♠✐❝❤ ✐♠♠❡r ✐♥ ❛❧❧❡♥ ❊♥ts❝❤❡✐✲

❞✉♥❣❡♥ ✉♥t❡rstüt③t ❤❛❜❡♥✳ ❇❡✐ ♠❡✐♥❡r ❋r❡✉♥❞✐♥ ❏♦❤❛♥♥❛ ✉♥❞ ♠❡✐♥❡♠ ▼✐t❜❡✇♦❤♥❡r

▼❛tt❤✐❛s ♠ö❝❤t❡ ✐❝❤ ♠✐❝❤ ❢ür ❞✐❡ ✉♥③ä❤❧✐❣❡♥ ❛✉❢❜❛✉❡♥❞❡♥ ●❡s♣rä❝❤❡ ✉♥❞ ✉♥t❡rstüt✲

③❡♥❞❡♥ ●❡st❡♥ ❜❡❞❛♥❦❡♥✳

◆✐❝❤t ③✉❧❡t③t ♠ö❝❤t❡ ✐❝❤ ❛✉❝❤ ♠❡✐♥❡r ❖♠❛ ❢ür ✐❤r❡ st❡ts ❡r♠✉t✐❣❡♥❞❡♥ ❲♦rt❡ ✉♥❞

✐❤r❡♥ ✉♥❡✐♥❣❡s❝❤rä♥❦t❡♥ ●❧❛✉❜❡♥ ❛♥ ♠✐❝❤ ❞❛♥❦❡♥✳



❑✉r③❢❛ss✉♥❣

■♥ ❞❡r ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❆r❜❡✐t ✇✐r❞ ❡✐♥❡ ❛♥❛❧②t✐s❝❤❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣s✈♦rs❝❤r✐❢t ❢ür ❞✐❡ ✐♥✲

✈❡rs❡ ❑✐♥❡♠❛t✐❦ ❡✐♥❡s ③✇❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❙❡✐❧r♦❜♦t❡rs ❡♥t✇✐❝❦❡❧t ✉♥❞ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ✈♦♥

✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s♠♦❞❡❧❧❡♥ ✈❡r✐✜③✐❡rt✳

❆♥❢❛♥❣s ✇✐r❞ ♥✉r ❞✐❡ ❙❡✐❧❞❡❤♥✉♥❣ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ✉♥❞ ❞✐❡ P♦s✐t✐♦♥s❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ❛✉❢

❇❛s✐s ❞❡r ❊❧❛st✐③✐tät ✈♦♥ ❙❡✐❧❡♥ r❡❝❤♥❡r✐s❝❤ ❡r♠✐tt❡❧t✳ ❯♠ ❞❡♥ ❙❡✐❧r♦❜♦t❡r ❣❡♥❛✉❡r

♣♦s✐t✐♦♥✐❡r❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✱ ♠✉ss ❛✉❝❤ ❞❡r ❊✐♥✢✉ss ❞❡s ❙❡✐❧❞✉r❝❤❤❛♥❣s ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t

✇❡r❞❡♥✳ ❆✉ÿ❡r❞❡♠ ♠✉ss ❞❡r ❢ür ❞✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣s✈♦rs❝❤r✐❢t ❣ü❧t✐❣❡ ❆r❜❡✐tsr❛✉♠ ❡✐♥✲

❣❡s❝❤rä♥❦t ✇❡r❞❡♥✱ ✉♠ ❞✐❡ ❣❡✇ü♥s❝❤t❡ ●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ③✉ ❣❡✇ä❤r❧❡✐st❡♥✳

❉❛s ❩✐❡❧ ❞❡r ❆r❜❡✐t ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❡✐♥❡r ❧❛st❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥✱ ❞✐r❡❦t ❛♥❛❧②✲

t✐s❝❤❡♥ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣s✈♦rs❝❤r✐❢t ❢ür ❞✐❡ ✐♥✈❡rs❡ ❑✐♥❡♠❛t✐❦ ❞❡s ❙❡✐❧r♦❜♦t❡rs ❡rr❡✐❝❤t✳

❩✉r ❱❡r✐✜③✐❡r✉♥❣ ✇✐r❞ ❞❡r ❙❡✐❧r♦❜♦t❡r ♠✐t ❙✐♠s❝❛♣❡ ▼✉❧t✐❜♦❞② ✉♥❞ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❳

♠♦❞❡❧❧✐❡rt✳ ❉❛❜❡✐ st✐♠♠❡♥ ❞✐❡ ❘❡s✉❧t❛t❡ ❞❡r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥ ♠✐t ❞❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡♥ ❞❡r

❇❡r❡❝❤♥✉♥❣s✈♦rs❝❤r✐❢t ü❜❡r❡✐♥ ✉♥❞ ✉♥t❡r♠❛✉❡r♥ ❞✐❡ ❘❡❧❡✈❛♥③ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t✳

❆❜s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ✇✐r❞ ✐♠ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❳✲▼♦❞❡❧❧ ❡✐♥❡ ❑r❛❢t♠❡ss✉♥❣ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐❡rt✱ ❞✐❡

❞❡♠ ❙❡✐❧r♦❜♦t❡r ❞❛s ❍❛❧t❡♥ ❡✐♥❡r ❣❡✇ü♥s❝❤t❡♥ P♦s✐t✐♦♥✱ tr♦t③ ❱❡rä♥❞❡r✉♥❣❡♥ ❞❡r

▲❛st✱ ❡r♠ö❣❧✐❝❤t✳



❙✉♠♠❛r②

❚❤✐s t❤❡s✐s ❞❡✈❡❧♦♣s ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s ♦❢ ❛

t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛❜❧❡ ❞r✐✈❡♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ r♦❜♦t ❛♥❞ ✈❡r✐✜❡s ✐t ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥

♠♦❞❡❧s✳

❆t ✜rst✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧② ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❡❧♦♥❣❛✲

t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦♣❡s✳ ❋♦r ❛ ❜❡tt❡r ♣♦s✐t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝②✱ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❛❣❣✐♥❣ ❡✛❡❝t

❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✇❡❧❧✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ s♣❛❝❡ ❤❛s t♦ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦

❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❛ ❧♦❛❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❞✱ ❞✐r❡❝t ❛♥❛❧②t✐❝

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s ♦❢ t❤❡ ❝❛❜❧❡ ❞r✐✈❡♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ r♦❜♦t✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞✱ ❙✐♠s❝❛♣❡ ▼✉❧t✐❜♦❞② ❛♥❞ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❳ ❛r❡

✉s❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❝❛❜❧❡ ❞r✐✈❡♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ r♦❜♦t✳ ❚❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ ❜♦t❤ s✐✲

♠✉❧❛t✐♦♥s ♠❡❡t t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❜❛❝❦ ✉♣ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ❢♦r❝❡ s❡♥s♦r ❣❡ts ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❳ ♠♦❞❡❧✳ ❇② ♠❡❛s✉r✐♥❣

t❤❡ ❢♦r❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛❜❧❡s ✐t ❤❡❧♣s t❤❡ r♦❜♦t t♦ ❤♦❧❞ ❛ ❞❡s✐r❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❧♦❛❞

✈❛r✐❡s✳



◆♦♠❡♥❦❧❛t✉r

■♥ ❞✐❡s❡r ◆♦♠❡♥❦❧❛t✉r s✐♥❞ ③✉r ❲❛❤r✉♥❣ ❞❡r Ü❜❡rs✐❝❤t ♥✉r ❞✐❡ ✇✐❝❤t✐❣st❡♥ ❋♦r♠❡❧✲

③❡✐❝❤❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❛♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❙t❡❧❧❡♥ ❞❡r ❆r❜❡✐t ❛✉❢t❛✉❝❤❡♥✱ ❛✉❢❣❡❧✐st❡t✳

❞ ♠♠ ◆❡♥♥❞✉r❝❤♠❡ss❡r ❞❡r ❙t❛❤❧s❡✐❧❡

Fzul ❦◆ ▼❛①✐♠❛❧ ③✉❧äss✐❣❡ ❩✉❣❦r❛❢t ✐♠ ❙t❛❤❧s❡✐❧

❆ mm2 ▼❡t❛❧❧✐s❝❤❡ ◆❡♥♥✲◗✉❡rs❝❤♥✐tt ❞❡r ❙t❛❤❧s❡✐❧❡

❊❆ ▼◆ ❙t❡✐✜❣❦❡✐t ❞❡r ❙t❛❤❧s❡✐❧❡

ρ ❦❣✴♠ ❆✉❢ ❞✐❡ ▲ä♥❣❡ ❜❡③♦❣❡♥❡ ▼❛ss❡ ❞❡r ❙t❛❤❧s❡✐❧❡

♠ ❦❣ ▼❛ss❡ ❞❡r ▼❛♥✐♣✉❧❛t♦r♣❧❛tt❢♦r♠ ♠✐t ▲❛st

❙ ✲ ❙✐❝❤❡r❤❡✐t ❞❡s ❙❡✐❧❡s ❣❡❣❡♥ ❇r✉❝❤

l1,2 ♠ ▲ä♥❣❡ ❞❡r ❙❡✐❧❡

②♣✱ ③♣ ♠ ②✲ ❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡ ③✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡ ❞❡r ▼❛♥✐♣✉❧❛t♦r♣❧❛tt❢♦r♠

❋ ◆ ●❡✇✐❝❤ts❦r❛❢t ❞❡r ▼❛♥✐♣✉❧❛t♦r♣❧❛tt❢♦r♠ ♠✐t ▲❛st

α1,2 r❛❞ ❑r❛❢t❛♥❣r✐✛s✇✐♥❦❡❧ ❞❡r ❙❡✐❧❡ ❛♥ ❞❡r P❧❛tt❢♦r♠

Fs1,2 ◆ ❙❡✐❧❦rä❢t❡ ❛♥ ❞❡r P❧❛tt❢♦r♠

Fg1,2 ◆ ●❡♠✐tt❡❧t❡r ❊✐❣❡♥❣❡✇✐❝❤ts❛♥t❡✐❧ ❞❡r ❙❡✐❧❡

Fges1,2 ◆ ●❡♠✐tt❡❧t❡ ❙❡✐❧❦r❛❢t ü❜❡r ❞❛s ❣❡s❛♠t❡ ❙❡✐❧

l1,2abgewickelt ♠ ❚❛tsä❝❤❧✐❝❤❡✱ ✉♥❣❡❞❡❤♥t❡✱ ❛❜❣❡✇✐❝❦❡❧t❡ ❙❡✐❧❧ä♥❣❡♥

l1,2real ♠ ▲ä♥❣❡ ❞❡s ❣❡❞❡❤♥t❡♥ ✉♥❞ ❞✉r❝❤❤ä♥❣❡♥❞❡♥ ❙❡✐❧❡s

Fy1,2 ◆ ②✲❑♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❞❡r ❙❡✐❧❦rä❢t❡

Fz1,2 ◆ ③✲❑♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❞❡r ❙❡✐❧❦rä❢t❡

ρq ◆✴♠ ▲ä♥❣❡♥❜❡③♦❣❡♥❡ ●❡✇✐❝❤ts❦r❛❢t ❞❡r ❙❡✐❧❡

z1,2 ♠ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡s ③✲❱❡r❧❛✉❢s ❞❡r ❙❡✐❧❦✉r✈❡

ylinks,rechts ♠ ▲✐♥❦❡✱ r❡❝❤t❡ ❆r❜❡✐tsr❛✉♠❣r❡♥③❡

kf1,2 ✲ ❑♦rr❡❦t✉r❢❛❦t♦r❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❑r❛❢t❛♥❣r✐✛s✇✐♥❦❡❧

❧❣ ♠ ▲ä♥❣❡ ❞❡s ❙❡✐❧❡s ❢ür ❞✐❡ ❦❧❛ss✐s❝❤❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ❙❡✐❧❦✉r✈❡

✇ ♠ ❆❜st❛♥❞ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❙❡✐❧❛✉❢❤ä♥❣✉♥❣❡♥

❛ ♠ ❑rü♠♠✉♥❣sr❛❞✐✉s ❢ür ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ❙❡✐❧❦✉r✈❡

②♣r ♠ ❇❡r❡❝❤♥❡t❡ ②✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡ ❞❡r ❊♥❞♣♦s✐t✐♦♥

③♣r ♠ ❇❡r❡❝❤♥❡t❡ ③✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡ ❞❡r ❊♥❞♣♦s✐t✐♦♥

②♣s ♠ ❙✐♠✉❧✐❡rt❡ ②✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡ ❞❡r ❊♥❞♣♦s✐t✐♦♥

③♣s ♠ ❙✐♠✉❧✐❡rt❡ ③✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡ ❞❡r ❊♥❞♣♦s✐t✐♦♥

∆Pos ♠♠ P♦s✐t✐♦♥s❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ❞❡r ❊♥❞♣♦s✐t✐♦♥ ③✉r ❆✉s❣❛♥❣s♣♦s✐t✐♦♥

σy,z ♠♠ ❙t❛♥❞❛r❞❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❞❡r ❜❡r❡❝❤♥❡t❡♥ ♦❞❡r s✐♠✉❧✐❡rt❡♥

❊♥❞♣♦s✐t✐♦♥❡♥
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❉❛s ❋❆❙❚ ✭❋✐✈❡✲❤✉♥❞r❡❞✲♠❡t❡r ❆♣❡rt✉r❡ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ r❛❞✐♦ ❚❡❧❡s❝♦♣❡✮ ✐st ❡✐♥ ♥❡✉✇❡r✲
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❞❛❢ür ✇❡r❞❡♥ ✻ ❙❡✐❧❡ ③✉ ❞❡♥ ✉♠ ❞❡♥ ❙♣✐❡❣❡❧ ❛♥❣❡♦r❞♥❡t❡♥ ▼❛st❡♥ ❣❡s♣❛♥♥t✳

✶Pr♦❞✉❦t ❞❡r ❋✐r♠❛ ❙❦②❝❛♠✿ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳s❦②❝❛♠✳t✈✴

✶



✶ ❊✐♥❧❡✐t✉♥❣

❊✐♥❡ ä❤♥❧✐❝❤❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ✉♥❞ ❞✐❡ ❆❜s❝❤ät③✉♥❣ ❞❡r P♦s✐t✐♦♥s❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ✇✐r❞ ✐♥

❞❡♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❑❛♣✐t❡❧♥ ❣❡♥❛✉❡r ❜❡❤❛♥❞❡❧t✳

✶✳✷ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥

■♠ ❩✉❣❡ ❞❡r st❡✐❣❡♥❞❡♥ ❆✉t♦♠❛t✐s✐❡r✉♥❣✱ ✇❡r❞❡♥ ✐♠♠❡r ♠❡❤r ❙②st❡♠❡ ❣❡s✉❝❤t✱ ❞✐❡

s❝❤♥❡❧❧✱ ❛✉t♦♥♦♠ ✉♥❞ ♣rä③✐s❡ ▼❛ss❡♥ ü❜❡r ❣r♦ÿ❡ ❉✐st❛♥③❡♥ ❜❡✇❡❣❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❉❛❜❡✐

✇✐r❞ ❞✐❡ ❋❧❡①✐❜✐❧✐tät st❡t✐❣ ✇✐❝❤t✐❣❡r✱ ❞❡r ❘♦❜♦t❡r s♦❧❧ ♠ö❣❧✐❝❤st ✈✐❡❧❡ P✉♥❦t❡ ✐♠

❘❛✉♠ ♦❤♥❡ Pr♦❜❧❡♠❡ ♦❞❡r ❑♦❧❧✐s✐♦♥❡♥ s❝❤♥❡❧❧ ❡rr❡✐❝❤❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ❬❇r✉✶✵❪ ✳

❆✉ÿ❡r❞❡♠ s♣✐❡❧t ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡❡✣③✐❡♥③ ❡✐♥❡ r❛s❛♥t ❣röÿ❡r ✇❡r❞❡♥❞❡ ❘♦❧❧❡✳ ❊✐♥❡r ❞❡r

✇✐❝❤t✐❣st❡♥ ❋❛❦t♦r❡♥ ❞❛❢ür ✐st ❞❛s ●❡✇✐❝❤t ❞❡s ③✉ ❜❡✇❡❣❡♥❞❡♥ ▼❛♥✐♣✉❧❛t♦rs②st❡♠s✱

❤✐❡r ✐st ❡✐♥ ❙❡✐❧r♦❜♦t❡r ✐♠ ●❡❣❡♥s❛t③ ③✉ ❤❡r❦ö♠♠❧✐❝❤❡♥ ❇❡✇❡❣✉♥❣s♠✐tt❡❧♥ ✭❙t❛♣✲

❧❡r✱ ❍✉❜❧❛❞❡r✱ ❘❡❣❛❧❜❡❞✐❡♥❣❡rät✱ ✳✳✳✮ ❦❧❛r ✐♠ ❱♦rt❡✐❧✳ ❇❡✇❡❣t ✇❡r❞❡♥ ❥❛ ♥✉r ❞✐❡ ❙❡✐❧❡

✉♥❞ ❞✐❡ ▼❛♥✐♣✉❧❛t♦r♣❧❛tt❢♦r♠✱ ❞❛s ❆♥tr✐❡❜ss②st❡♠ ✭❙❡✐❧✇✐♥❞❡♥✱ ▼♦t♦r❡♥✱✳✳✳✮ ❜❡✜♥✲

❞❡t s✐❝❤ ❛♥ ❡✐♥❡r st❛rr❡♥ P♦s✐t✐♦♥ ❛✉ÿ❡r❤❛❧❜ ❞❡s ❆r❜❡✐tsr❛✉♠s ❬❨✉❛✶✺❪✳

❉✉r❝❤ ❞✐❡ ❣❡r✐♥❣❡r❡♥✱ ③✉ ❜❡✇❡❣❡♥❞❡♥ ▼❛ss❡♥ ❡r❤ö❤t s✐❝❤ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ♠ö❣❧✐❝❤❡ ❇❡s❝❤❧❡✉✲

♥✐❣✉♥❣ ❞❡r ▼❛♥✐♣✉❧❛t♦r♣❧❛tt❢♦r♠ ✉♥❞ ✐♥ ❋♦❧❣❡ ❞❡ss❡♥ ✈❡r❦ür③❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❙♣✐❡❧③❡✐t❡♥

❢ür ❞✐❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♥ ❆✉❢❣❛❜❡♥ ❞❡r ❙❡✐❧r♦❜♦t❡r✳

✶✳✸ ❙t❛♥❞ ❞❡r ❚❡❝❤♥✐❦ ✉♥❞ ▲✐t❡r❛t✉rü❜❡rs✐❝❤t

❉✐❡ ❦♦♥❦r❡t❡♥ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ✈♦♥ ❙❡✐❧r♦❜♦t❡r♥ ✇✉r❞❡♥ ✈♦♥ ❍❛♥ ❨✉❛♥ ✐♥ s❡✐♥❡r ❉✐s✲

s❡rt❛t✐♦♥ ✏❙t❛t✐❝ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ ❙t✐✛♥❡ss ♦❢ ❈❛❜❧❡ ❞r✐✈❡♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ r♦❜♦ts✏ ❬❨✉❛✶✺❪ ③✉✲

s❛♠♠❡♥❣❡❢❛sst✳ ❉✐❡ ✇✐❝❤t✐❣st❡♥ ❱♦rt❡✐❧❡ ✐♠ ●❡❣❡♥s❛t③ ③✉ ❦♦♥✈❡♥t✐♦♥❡❧❧❡♥ ▼❛♥✐♣✉✲

❧❛t♦r❡♥ ✭❙t❛♣❧❡r✱ ❍✉❜❧❛❞❡r✱ ❑r❛♥✱ ❘❡❣❛❧❜❡❞✐❡♥❣❡rät✱✳✳✮ ❦ö♥♥❡♥ ✇✐❡ ❢♦❧❣t ❛✉❢❣❡❧✐st❡t

✇❡r❞❡♥✿

✰ ❲❡✐❧ ❙❡✐❧❡ s❡❤r ✢❡①✐❜❡❧ s✐♥❞ ✉♥❞ ❞✐❡ ▲ä♥❣❡ s❡❤r ❡✐♥❢❛❝❤ ✈❛r✐✐❡r❜❛r ✐st✱ ❡r❣✐❜t

s✐❝❤ ❞❡r ❣r♦ÿ❡ ❆r❜❡✐tsr❛✉♠ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❡✐♥❞❡✉t✐❣❡♥ ❱♦rt❡✐❧✳

✰ ❙❡✐❧r♦❜♦t❡r s✐♥❞ ❞②♥❛♠✐s❝❤❡r✱ ✇❡✐❧ s✐❡ ❣❡r✐♥❣❡r❡ ▼❛ss❡♥ ❜❡✇❡❣❡♥ ♠üss❡♥✳

✰ ▼✐t ❞❡♥ ❣❡r✐♥❣❡r❡♥✱ ❜❡✇❡❣t❡♥ ▼❛ss❡♥ st❡✐❣t ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡❡✣③✐❡♥③✳

✰ ❊s ❡♥tst❡❤❡♥ ❣❡r✐♥❣❡r❡ ❑♦st❡♥✱ ✇❡✐❧ ❞❛s ❙②st❡♠ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤ ❡✐♥❡ s❡❤r ❡✐♥❢❛❝❤❡

❙tr✉❦t✉r ❜❡s✐t③t ✭❙❡✐❧❡✱ ❙❡✐❧✇✐♥❞❡♥ ✉♥❞ ✲ r♦❧❧❡♥✱ r❡❧❛t✐✈ ❡✐♥❢❛❝❤❡ ❆♥tr✐❡❜❡✮✳

✰ ❉✐❡ ❙✐❝❤❡r❤❡✐t ✐♠ ❆r❜❡✐tsr❛✉♠ st❡✐❣t✱ ✇❡✐❧ ♥✉r ❞✐❡ ▼❛♥✐♣✉❧❛t♦r♣❧❛tt❢♦r♠ ❛✉s

st❛rr❡♠ ▼❛t❡r✐❛❧ ❜❡st❡❤t✱ ❞✐❡ ❙❡✐❧❡ s❡❧❜❡r s✐♥❞ ✢❡①✐❜❡❧ ✉♥❞ ✈❡r✉rs❛❝❤❡♥ ❜❡✐

❑♦❧❧✐s✐♦♥❡♥ ♥✉r ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❙❝❤ä❞❡♥ ❛♥ ▼❡♥s❝❤ ✉♥❞ ❯♠❣❡❜✉♥❣✳

✷



✶✳✸ ❙t❛♥❞ ❞❡r ❚❡❝❤♥✐❦ ✉♥❞ ▲✐t❡r❛t✉rü❜❡rs✐❝❤t

❆❧s ✇❡✐t❡r❡ ❇❛s✐s ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ❞✐❡♥❡♥ ❛✉ÿ❡r❞❡♠ ❞✐❡ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥❡♥ ✈♦♥ ❚♦❜✐❛s

❇r✉❝❦♠❛♥♥ ✏❆✉s❧❡❣✉♥❣ ✉♥❞ ❇❡tr✐❡❜ r❡❞✉♥❞❛♥t❡r ♣❛r❛❧❧❡❧❡r ❙❡✐❧r♦❜♦t❡r✏ ❬❇r✉✶✵❪ ✉♥❞

❞✐❡ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ✈♦♥ ❲✐❧❞❛♥ ▲❛❧♦ ✏❊✐♥ ❇❡✐tr❛❣ ③✉r ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ✈♦♥ ❆ss✐st❡♥③s②s✲

t❡♠❡♥ ❢ür s❡r✐❡❧❧❡ ✉♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧❡ ❘♦❜♦t❡r ❛♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ✈♦♥ ❆✉t♦❜❡t♦♥♣✉♠♣❡♥ ✉♥❞

s❡✐❧❜❛s✐❡rt❡♥ ❘❡❣❛❧❜❡❞✐❡♥❣❡rät❡♥✏ ❬▲❛❧✶✸❪✳

❙✐❡ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ♦♣t✐♠✐❡rt❡ ❆♥sät③❡ ❢ür ❞✐❡ ❑r❛❢t✲ ✉♥❞ P♦s✐t✐♦♥sr❡❣❡❧✉♥❣ ✈♦♥ ❡❤❡r

❦♦♠♣❧❡①❡♥ ❙❡✐❧r♦❜♦t❡r✲❙②st❡♠❡♥✳ ■♠ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ③✉ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ❤❛♥❞❡❧t ❡s s✐❝❤

❜❡✐ ✐❤♥❡♥ ❛❜❡r ✐♠♠❡r ✉♠ ✈❡rs♣❛♥♥t❡ ❙❡✐❧r♦❜♦t❡r✳ ❇❡✐ ❞✐❡s❡♥ ❑♦♥str✉❦t✐♦♥❡♥ ✐st ❞✐❡

▼❛♥✐♣✉❧❛t♦r♣❧❛tt❢♦r♠ ♥✐❝❤t ♥✉r ❛♥ ❙❡✐❧❡♥ ❛✉❢❣❡❤ä♥❣t ✇❡❧❝❤❡ ❛♥ ❞❡r ♦❜❡r❡♥ ❆r❜❡✐ts✲

r❛✉♠❣r❡♥③❡ ❜❡❢❡st✐❣t s✐♥❞✱ s♦♥❞❡r♥ ✇✐r❞ ❛✉❝❤ r❡❞✉♥❞❛♥t ♥❛❝❤ ✉♥t❡♥ ❣❡s♣❛♥♥t✳ ❉❛s

❡r❤ö❤t ❞✐❡ P♦s✐t✐♦♥✐❡r❣❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ♠❛r❦❛♥t✱ st❡✐❣❡rt ❛❜❡r ❛✉❝❤ ❞❡♥ ❘❡❝❤❡♥❛✉❢✇❛♥❞

s♣r✉♥❣❤❛❢t ✭❞✐❡ P♦s✐t✐♦♥✐❡r✉♥❣ ♠✉ss r❡❞✉♥❞❛♥t✱ ♠✐t ❛❧❧❡♥ ❙❡✐❧❡♥ ❣❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣✱ ❣❡st❡✉✲

❡rt ✇❡r❞❡♥✮✱ ③✉sät③❧✐❝❤ ✇✐r❞ ❡✐♥❡ ❑r❛❢tr❡❣❡❧✉♥❣ ❡r❢♦r❞❡r❧✐❝❤✳

❆✉ÿ❡r❞❡♠ ✇❡r❞❡♥ ♠❡✐st❡♥s ♥✉r ❙❡✐❧r♦❜♦t❡r ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❦❧❡✐♥❡r❡♥ ❆r❜❡✐tsr❛✉♠ ❜❡❤❛♥✲

❞❡❧t ✭❲ür❢❡❧ ✈♦♥ ✉♥❣❡❢ä❤r ✷♠ ❑❛♥t❡♥❧ä♥❣❡✮✳

❲❛❧❞♦ ▲❛❧♦ ❬▲❛❧✶✸❪ ❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡ ❞❛s ❱❡r❜✉♥❞♣r♦❥❡❦t ✏❘❡❣❛❧❜❡❞✐❡♥❣❡rät ❛✉❢ ❇❛s✐s

❞❡r ❙❚❊❲❆❘❚✲●❖❯●❍✲P❧❛tt❢♦r♠✏ ❛✉s ❞❡♠ ❙♣✐t③❡♥❝❧✉st❡r ❊✣③✐❡♥③❈❧✉st❡r ▲♦❣✐s✲

t✐❦❘✉❤r ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ❡✐♥❡ ❙❡✐❧r♦❜♦t❡r❛♥✇❡♥❞✉♥❣ ❛❧s ❘❡❣❛❧❜❡❞✐❡♥❣❡rät ❢ür ❘❡❣❛❧❡ ✈♦♥

❜✐s ③✉ ✸✵♠ ▲ä♥❣❡ ✉♥❞ ✶✵♠ ❍ö❤❡✱ ❞❛s Pr♦❥❡❦t ✈❡rs♣r✐❝❤t ▲❡✐st✉♥❣sst❡✐❣❡r✉♥❣ ✐♥ ❞❡r

❉②♥❛♠✐❦ ✉♥❞ ❑♦st❡♥✲ ❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡ ❊♥❡r❣✐❡❡✐♥s♣❛❛r✉♥❣❡♥✷✳

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✳✷✿ ❘❡❣❛❧❜❡❞✐❡♥❣❡rät ❛✉❢ ❇❛s✐s ❞❡r ❙❚❊❲❆❘❚✲●❖❯●❍✲P❧❛tt❢♦r♠

✷❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❡✣③✐❡♥③❝❧✉st❡r✳❞❡✴✜❧❡s✴✶✴✸✻✴✸✼✶❴st❡✇❛rt✲❣♦✉❣❤✲♣❧❛tt❢♦r♠❴♣r♦❞✉❦t❜❧❛tt✳♣❞❢

✸



✶ ❊✐♥❧❡✐t✉♥❣

✶✳✹ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣❡♥

■♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✇❡r❞❡♥ ♥✉r ❙②st❡♠❡ ❜❡❤❛♥❞❡❧t ❞✐❡✱ ä❤♥❧✐❝❤ ✇✐❡ ❞✐❡ ❙❦②❝❛♠✱ ✐♥ ❞❡♥

❙❡✐❧❡♥ ❤ä♥❣❡♥ ✉♥❞ ♥✐❝❤t ♥❛❝❤ ✉♥t❡♥ ✈❡rs♣❛♥♥t s✐♥❞✳ ❉❛❞✉r❝❤ ❦❛♥♥ ❞❛s Pr♦❞✉❦t ❛♠

❇♦❞❡♥ ❣❡st❛♣❡❧t ✇❡r❞❡♥ ✉♥❞ ❡s ❣✐❜t ❦❡✐♥❡ ❙❡✐❧❡ ✉♥t❡r ❞❡r ▼❛♥✐♣✉❧❛t♦r♣❧❛tt❢♦r♠ ❞✐❡

❞❛r❛♥ str❡✐❢❡♥ ✉♥❞ ③✉ ❑♦❧❧✐s✐♦♥❡♥ ❢ü❤r❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳

❉❛❜❡✐ ✇❡r❞❡♥ ❆r❜❡✐tsrä✉♠❡ ✈♦♥ ❜✐s ③✉ ✶✵✵ ① ✶✵✵ ① ✸✵♠ ❜❡tr❛❝❤t❡t ✉♥❞ ❞✐❡ ♠❛✲

♥✐♣✉❧✐❡rt❡ ▼❛ss❡ ❦❛♥♥ ✈♦♥ ✺✵✵ ❦❣ ❜✐s ✷✵✵✵ ❦❣ ✈❛r✐✐❡r❡♥ ✭❡♥ts♣r✐❝❤t ❙❡✐❧❦rä❢t❡♥ ✈♦♥

♠❛①✐♠❛❧ ✶✻✸✳✾ ❦◆✮✳ ■♠ ●❡❣❡♥s❛t③ ③✉ ❞❡♠ Pr♦❥❡❦t ✈♦♥ ❚♦❜✐❛s ❇r✉❝❦♠❛♥♥ ❬❇r✉✶✵❪

✏❆✉s❧❡❣✉♥❣ ✉♥❞ ❇❡tr✐❡❜ r❡❞✉♥❞❛♥t❡r ♣❛r❛❧❧❡❧❡r ❙❡✐❧r♦❜♦t❡r✏ ✐st ❞❡r ❆r❜❡✐tsr❛✉♠ ❝✐r❝❛

✺✵♠❛❧ ✉♥❞ ❞✐❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❙❡✐❧❦r❛❢t ✉♥❣❡❢ä❤r ✶✺✵♠❛❧ s♦ ❣r♦ÿ✳ ❆✉❝❤ ❞❛s ❱❡r❜✉♥❞♣r♦✲

❥❡❦t ❛✉s ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✳✷ ❜❡❤❛♥❞❡❧t ❘❡❣❛❧❡ ♠✐t ❡✐♥❡r ▲ä♥❣❡ ✈♦♥ ❜✐s ③✉ ✸✵♠ ✉♥❞ ✶✵✵ ❦❣

♠❛♥✐♣✉❧✐❡rt❡r ▼❛ss❡✳

❊✐♥ ♠ö❣❧✐❝❤❡r ❆♥✇❡♥❞✉♥❣s❢❛❧❧ ✐st ❞✐❡ ▲❛❣❡r✉♥❣ ♦❞❡r ❚r♦❝❦♥✉♥❣ ✈♦♥ ❙❝❤ütt❣✉t ✭❜❡✐✲

s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❍❛❝❦❣✉t✱ ❑♦♠♣♦st✱ ❙❛♥❞✱✳✳✳✮ ❛✉❢ ❡✐♥❡r ❣röÿ❡r❡♥ ❋❧ä❝❤❡✳ ❉❛❜❡✐ ü❜❡r♥✐♠♠t

❞❡r ❙❡✐❧r♦❜♦t❡r ❞✐❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ✉♥❞ ❯♠s❝❤✐❝❤t✉♥❣ ❞❡s ❙❝❤ütt❣✉ts✱ ❛❧s ▼❛♥✐♣✉❧❛t♦r

✇✐r❞ ❡✐♥❡ ❩❛♥❣❡ ♦❞❡r ❡✐♥❡ ❑r❛♥s❝❤❛✉❢❡❧ ✈❡r✇❡♥❞❡t✳

❊✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❦ö♥♥t❡ ❞✐❡ ❍❛♥❞❤❛❜✉♥❣ ✈♦♥ ❈♦♥t❛✐♥❡r♥ ü❜❡r ❣röÿ❡r❡ ❉✐✲

st❛♥③❡♥ s❡✐♥✳ ❏❡ ♥❛❝❤ ❆♥❜r✐♥❣✉♥❣ ❞❡r ❙❡✐❧r♦❧❧❡♥ ✐st ❛✉❝❤ ❡✐♥❡ ❊♥t❧❛❞✉♥❣ ✈♦♥ ❈♦♥✲

t❛✐♥❡rs❝❤✐✛❡♥ ❞❡♥❦❜❛r✳ ❉❛❜❡✐ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❈♦♥t❛✐♥❡r✱ ä❤♥❧✐❝❤ ✇✐❡ ❜❡✐ ❜❡st❡❤❡♥❞❡♥

❑r❛♥s②st❡♠❡♥✱ ✈♦♥ ♦❜❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡r s♣❡③✐❡❧❧❡♥ ❱♦rr✐❝❤t✉♥❣ ❛✉❢❣❡❣r✐✛❡♥ ✉♥❞ ♠✐t ❍✐❧❢❡

❞❡r ❙❡✐❧❡ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❘❛✉♠ ❜❡✇❡❣t✳ ❍✐❡r s♣✐❡❧t ❞✐❡ P♦s✐t✐♦♥s❣❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ❡✐♥❡ ✇✐❝❤t✐✲

❣❡r❡ ❘♦❧❧❡✱ ✉♠ ❡✐♥❡ ❙t❛♣❡❧✉♥❣ ❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡ ❡✐♥❡ ❯♠❧❛❣❡r✉♥❣ ❞❡r ❈♦♥t❛✐♥❡r ③✉

❡r♠ö❣❧✐❝❤❡♥✳

❉❡r ❣r♦ÿ❡ ◆❛❝❤t❡✐❧ ❛❧❧❡r✱ ♥✐❝❤t ♥❛❝❤ ✉♥t❡♥ ✈❡rs♣❛♥♥t❡♥ ❙②st❡♠❡ ❜❡st❡❤t ✐♥ ✐❤r❡r

❇❡❡✐♥✢✉ss❜❛r❦❡✐t ✈♦♥ ❛✉ÿ❡♥✳ ❲✐♥❞✱ ❘❡❣❡♥ ✉♥❞ ❛♥❞❡r❡ ä✉ÿ❡r❡ ❊✐♥✢üss❡ ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡

P♦s✐t✐♦♥s❣❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ❣r❛✈✐❡r❡♥❞ ❜❡❡✐♥trä❝❤t✐❣❡♥ ✉♥❞ ❞ür❢❡♥ ❜❡✐ ❞❡r ❆✉s❧❡❣✉♥❣ s♦❧✲

❝❤❡r ❙❡✐❧r♦❜♦t❡r ♥✐❝❤t ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣t ✇❡r❞❡♥✳

✶✳✺ Pr♦❜❧❡♠st❡❧❧✉♥❣ ✉♥❞ ❩✐❡❧s❡t③✉♥❣

❉✐❡ P♦s✐t✐♦♥s❣❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ❜❡✐ ✈❡rs♣❛♥♥t❡♥ ❙②st❡♠❡♥ ✭❬❇r✉✶✵❪ ❜③✇✳ ❬▲❛❧✶✸❪✮ ❤ä♥❣t

❦❛✉♠ ✈♦♥ ❞❡r ❙❡✐❧❞❡❤♥✉♥❣ ❛❜✱ ❞❛ ❛❧❧❡ ❙❡✐❧❡ ❜❡✐♥❛❤❡ ❣❧❡✐❝❤ st❛r❦ ✈♦r❣❡s♣❛♥♥t s✐♥❞✳

❱♦r❣❡s♣❛♥♥t❡ ❙❡✐❧❡ ❤ä♥❣❡♥ ♣r❛❦t✐s❝❤ ♥✐❝❤t ❞✉r❝❤✱✇♦❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❞❛r❛✉s r❡s✉❧t✐❡r❡♥✲

❞❡ P♦s✐t✐♦♥s❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉✐❡s❡r ❱♦rt❡✐❧ ♠✉ss ❛❧❧❡r❞✐♥❣s

✹



✶✳✺ Pr♦❜❧❡♠st❡❧❧✉♥❣ ✉♥❞ ❩✐❡❧s❡t③✉♥❣

❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❦♦♠♣❧❡①❡ ❙❡♥s♦r✐❦ ③✉r ❑r❛❢t♠❡ss✉♥❣ ✉♥❞ ❡✐♥❡ ❛✉❢✇ä♥❞✐❣❡ ❑r❛❢tr❡❣❡❧✉♥❣

❡r❦❛✉❢t ✇❡r❞❡♥✳

❉✉r❝❤ ❞✐❡ ❢❡❤❧❡♥❞❡ ❱❡rs♣❛♥♥✉♥❣ ♥❛❝❤ ✉♥t❡♥ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡t s✐❝❤ ❞✐❡s❡ ❆r❜❡✐t ♠❛r❦❛♥t

✈♦♥ ❞❡♥ ❜✐s❤❡r ❜❡❤❛♥❞❡❧t❡♥ Pr♦❥❡❦t❡♥✳

❋ür ❞✐❡ ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r P♦s✐t✐♦♥ ✈♦♥ ❤ä♥❣❡♥❞❡♥ ❙❡✐❧r♦❜♦t❡r♥ ♠✐t ❙❡✐❧❡♥ ✈♦♥ ♠✐♥✲

❞❡st❡♥s ✺✵♠ ▲ä♥❣❡ ♠✉ss ❣r✉♥❞❧❡❣❡♥❞ ❛♥❞❡rs ✈♦r❣❡❣❛♥❣❡♥ ✇❡r❞❡♥✳

❇❡✐ s♦ ❧❛♥❣❡♥ ❙t❛❤❧s❡✐❧❡♥ s♣✐❡❧t ❞❛s ❊✐❣❡♥❣❡✇✐❝❤t ❡✐♥❡ ♥✐❝❤t ③✉ ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣❡♥❞❡

❘♦❧❧❡✱ ③✉s❛♠♠❡♥ ♠✐t ❞❡r ♠❛♥✐♣✉❧✐❡rt❡♥ ▼❛ss❡ ✈♦♥ ❜✐s ③✉ ✷✵✵✵ ❦❣ ❜❡✇✐r❦t ❞❛ss ❡✐♥❡

❙❡✐❧❞❡❤♥✉♥❣ ✈♦♥ ❜✐s ③✉ ✶✶✵♠♠✳

❇❡✐ ❤ä♥❣❡♥❞❡♥ ❙②st❡♠❡♥ ♠✉ss ❛✉❝❤ ❞❡r ❙❡✐❧❞✉r❝❤❤❛♥❣ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ✇❡r❞❡♥✳ ❋r❡✐✱

③✇✐s❝❤❡♥ ③✇❡✐ ▼❛st❡♥ ❤ä♥❣❡♥❞❡ ❙❡✐❧❡ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ✐♠♠❡r ❡✐♥❡ ❈♦s✐♥✉s✲❍②♣❡r❜♦❧✐❝✉s

❑✉r✈❡✳ ❉✐❡ ❍❡r❧❡✐t✉♥❣ ❞✐❡s❡r ❑✉r✈❡ ❢ür ❞✐❡ tr❛❣❡♥❞❡♥ ❙❡✐❧❡ ❡✐♥❡s ❙❡✐❧r♦❜♦t❡rs s♣✐❡❧t

❡✐♥❡ ♠❛r❦❛♥t❡ ❘♦❧❧❡ ✐♥ ❞❡r P♦s✐t✐♦♥s❣❡♥❛✉✐❣❦❡✐t✳ ❲✐r❞ ❞✐❡ ▼❛♥✐♣✉❧❛t♦r♣❧❛tt❢♦r♠ ❜❡✐✲

s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ♠✐t ♥✉r ✺✵✵ ❦❣ ❜❡❧❛st❡t✱ ❦❛♥♥ ❞✐❡ P♦s✐t✐♦♥ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡s ❙❡✐❧❞✉r❝❤❤❛♥❣s

✐♠ ❊①tr❡♠❢❛❧❧ ✉♠ ❜✐s ③✉ ✽✵✵♠♠ ✈♦♥ ❞❡r ❜❡r❡❝❤♥❡t❡♥ P♦s✐t✐♦♥ ♦❤♥❡ ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐✲

❣✉♥❣ ❞❡s ❙❡✐❧❞✉r❝❤❤❛♥❣s ❛❜✇❡✐❝❤❡♥✳

❆❧s ❩✐❡❧ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✇✐r❞ ❞✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❡✐♥❡r ❛♥❛❧②t✐s❝❤❡♥ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣s✈♦rs❝❤r✐❢t

③✉♠ ❆✉s❣❧❡✐❝❤ ❞❡r P♦s✐t✐♦♥s❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❉❡❤♥✉♥❣ ✉♥❞ ❞❡s ❙❡✐❧❞✉r❝❤✲

❤❛♥❣s ❞❡✜♥✐❡rt✳ ❉❛❜❡✐ s♦❧❧ ❞❡r r❡❣❡❧✉♥❣st❡❝❤♥✐s❝❤❡ ❆✉❢✇❛♥❞ ♠✐♥✐♠✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ✉♥❞

♠❛①✐♠❛❧ ❡✐♥ ❙❡♥s♦r ❢ür ❞✐❡ ❙❡✐❧❦r❛❢t♠❡ss✉♥❣ ③✉♠ ❊✐♥s❛t③ ❦♦♠♠❡♥✳

❯♠ ❞✐❡ ❛♥❛❧②t✐s❝❤❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣s✈♦rs❝❤r✐❢t ③✉ ✈❡r✐✜③✐❡r❡♥✱ s♦❧❧ s✐❡ ❛♥ ❡✐♥❡♠ ❙❡✐❧r♦❜♦✲

t❡r♠♦❞❡❧❧ ✐♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s♣r♦❣r❛♠♠❡♥ ❣❡t❡st❡t ✇❡r❞❡♥✳

■♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✳✸ ✇✐r❞ ❞❡r str✉❦t✉r❡❧❧❡ ❆✉❢❜❛✉ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳

▼✐t ❙✐♠s❝❛♣❡ ▼✉❧t✐❜♦❞② ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❙❡✐❧❞❡❤♥✉♥❣ ❣✉t s✐♠✉❧✐❡rt ✉♥❞ ❡✐♥❡ ❡rst❡ ❱❡r✐✜③✐❡✲

r✉♥❣ ❞❡r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣s✈♦rs❝❤r✐❢t ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥✱ ❢ür ❞✐❡ ❡♥❞❣ü❧t✐❣❡ ❱❡r✐✜③✐❡r✉♥❣

✇✐r❞ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❳ ✈❡r✇❡♥❞❡t✳

✺



✶ ❊✐♥❧❡✐t✉♥❣

Berechnung der Seildehnung (Kapitel 2)
Berechnung des Seildurchhangs 

inklusive Seildehnung (Kapitel 3)

Erstellen einer analytischen Bechnungsvorschrift 

(Kapitel 3)

Verifizierung mit Simscape Multibody

(Kapitel 4)

Verifizierung mit SimualtionX (Kapitel 5)

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✳✸✿ ❙tr✉❦t✉r❡❧❧❡r ❆✉❢❜❛✉ ❞❡r ▼❛st❡r❛r❜❡✐t

✶✳✻ ❋❡st❧❡❣✉♥❣ ❞❡r t❡❝❤♥✐s❝❤❡♥ ❆✉s❣❛♥❣s♣❛r❛♠❡t❡r

❩✉r ❊✈❛❧✉✐❡r✉♥❣ ❞❡r Pr♦❜❧❡♠st❡❧❧✉♥❣ ✇✐r❞ ❡✐♥ ③✇❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡s ▼♦❞❡❧❧ ✈❡r✇❡♥❞❡t✳

❉✐❡ ▼❛♥✐♣✉❧❛t♦r♣❧❛tt❢♦r♠ ✭✈❡r❡✐♥❢❛❝❤t ❞❛r❣❡st❡❧❧t ❛❧s P✉♥❦t♠❛ss❡✮ ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ✷

❙❡✐❧❡ ❜❡❢❡st✐❣t✱ ✇❡❧❝❤❡ ❛♥ ❞❡♥ ♦❜❡r❡♥ ❊❝❦❡♥ ü❜❡r ❯♠❧❡♥❦r♦❧❧❡♥ ③✉ ❞❡♥ ❙❡✐❧✇✐♥❞❡♥

❣❡❢ü❤rt ✉♥❞ ✈❛r✐❛❜❡❧ ❛❜❣❡✇✐❝❦❡❧t ✇❡r❞❡♥✳

❯♠ ❡✐♥❡♥ ❆r❜❡✐tsr❛✉♠ ✈♦♥ ✶✵✵ ① ✸✵♠ ③✉ ❡r♠ö❣❧✐❝❤❡♥ ✭s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✳✹✮✱ ✇❡r❞❡♥

❞✐❡ ❯♠❧❡♥❦r♦❧❧❡♥ ✸♠ ❤ö❤❡r ❛♥❣❡❜r❛❝❤t ✭❞❡r t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ✈❡r✇❡♥❞❜❛r❡ ❆r❜❡✐tsr❛✉♠

✇✐r❞ ✐♠ ▲❛✉❢❡ ❞❡r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣❡♥ ♥♦❝❤ ✇❡✐t❡r ❡✐♥❣❡s❝❤rä♥❦t✮✳

❋ür ❞✐❡ ❱❡r❡✐♥❢❛❝❤✉♥❣ ❞❡r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ✇✐r❞ st❛♥❞❛r❞♠äÿ✐❣ ❡✐♥❡ ▲❛st ✈♦♥ m =

1000kg✱ ❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡ F = m · g✱ ✈♦r❛✉s❣❡s❡t③t✱ ♥✉r ✐♥ ❡①tr❛ ❞❡❦❧❛r✐❡rt❡♥ ❋ä❧✲

❧❡♥ ✇✐r❞ ♠✐t ❛♥❞❡r❡♥ ▲❛st❡♥ ❣❡r❡❝❤♥❡t ✭s✐❡❤❡ ❑❛♣✐t❡❧ ✸✳✺✮✳

✻



✶✳✼ ❙❡✐❧❛✉s✇❛❤❧

l=100m

α2α1

zp

yp

z
y

Arbeitsraum

l1 l2

F

3m

h=
33
m

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✳✹✿ ❆r❜❡✐tsr❛✉♠ ❞❡s ✷❉✲▼♦❞❡❧❧s

✶✳✼ ❙❡✐❧❛✉s✇❛❤❧

❋ür ❞✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ✉♥❞ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❙❡✐❧r♦❜♦t❡rs ✇✐r❞ ❡✐♥ ♦✛❡♥❡s ❙♣✐r❛❧s❡✐❧ ✈♦♥

❞❡r ❋✐r♠❛ ❋❛t③❡r ❛✉s ❉❡✉ts❝❤❧❛♥❞ ❣❡✇ä❤❧t✱ ❚❛❜❡❧❧❡ ✶✳✶ ✐st ❡✐♥ ❆✉s③✉❣ ❛✉s ❞❡♠

Pr♦❞✉❦t❜❧❛tt ❬❋❛t✶✾❪✳ ●❡✇ä❤❧t ✇✐r❞ ❞❛s ❙❡✐❧ ♠✐t ❞❡♠ ◆❡♥♥❞✉r❝❤♠❡ss❡r ❂ ✸✵♠♠✱

❞❛❜❡✐ ✐st ❞✐❡ ●r❡♥③③✉❣❦r❛❢t ❞❛s ❛✉ss❝❤❧❛❣❣❡❜❡♥❞❡ ❆r❣✉♠❡♥t ✭❙✐❝❤❡r❤❡✐t ❙ ≥ ✸ ✉♥❞

▲❛st m = 2000 ❦❣✮✱ ❞✐❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡ ❩✉❣❦r❛❢t ✐♠ ❙❡✐❧ ✇✐r❞ ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✷✳✶

❜❡r❡❝❤♥❡t ✉♥❞ ❜❡trä❣t Fmax = 163.9 ❦◆✳

❚❛❜❡❧❧❡ ✶✳✶✿ ❙❡✐❧❡✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❬❋❛t✶✾❪

◆❡♥♥✲⊘ ●r❡♥③③✉❣❦r❛❢t ▼❡t❛❧❧✳ ◆❡♥♥✲◗✉❡rs❝❤♥✐tt ❙t❡✐✜❣❦❡✐t ●❡✇✐❝❤t

❞ ✴ ♠♠ Fzul ✴ ❦◆ ❆ ✴ mm2 ❊❆ ✴ ▼◆ ρ ✴ ❦❣✴♠

✷✵ ✷✹✺ ✷✹✹ ✸✾ ✷

✸✵ ✺✹✹ ✺✹✽ ✽✼✳✼ ✹✳✺

✹✵ ✾✻✼ ✾✷✾ ✶✹✾ ✼✳✼

✶✳✽ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡r ✐♥✈❡rs❡♥ ❑✐♥❡♠❛t✐❦

❉✐❡ ✐♥✈❡rs❡ ❑✐♥❡♠❛t✐❦ ✐st ❡✐♥ ❇❡❣r✐✛ ❛✉s ❞❡r ❘♦❜♦t✐❦✳ ❙✐❡ ❡r♠ö❣❧✐❝❤t ❞✐❡ ❇❡st✐♠♠✉♥❣

❛❧❧❡r ♥öt✐❣❡♥ ❙t❡❧❧❣röÿ❡♥ ✭●❡❧❡♥❦✇✐♥❦❡❧✱ ❙❡✐❧❧ä♥❣❡♥✱ ❩②❧✐♥❞❡r❤✉❜✱ ✳✳✳✮ ❛♥❤❛♥❞ ❞❡r

❣❡✇ü♥s❝❤t❡♥ P♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❊♥❞❡✛❡❦t♦rs✳ ❇❡✐ ❙❡✐❧r♦❜♦t❡r♥ ✐st ❞❡r ❊♥❞❡✛❡❦t♦r ❛✉❢ ❞❡r

▼❛♥✐♣✉❧❛t♦r♣❧❛tt❢♦r♠ ❜❡❢❡st✐❣t✳

■♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ✇✐r❞ ❡✐♥❡ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s♠❛tr✐① ✈♦♠ ❇❛s✐s✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠

③✉♠ ❊♥❞❡✛❡❦t♦r✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠ ❡rst❡❧❧t ✉♥❞ ✐♠ ❆♥s❝❤❧✉ss ✐♥✈❡rt✐❡rt ❬❍❛❛✶✼❪✳

✼



✶ ❊✐♥❧❡✐t✉♥❣

❊ss❡♥t✐❡❧❧ ✐st ❞✐❡ ✐♥✈❡rs❡ ❑✐♥❡♠❛t✐❦ ❢ür ❞✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ ❞❡r ❡✐♥✲

③❡❧♥❡♥ ●❡❧❡♥❦❡ ③✉r ❊r♠ö❣❧✐❝❤✉♥❣ ❡✐♥❡r ❣❡r❡❣❡❧t❡♥ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ❡♥t❧❛♥❣ ❡✐♥❡r ✈♦r❣❡❣❡✲

❜❡♥❡♥ ❇❛❤♥✳

■♠ ❋❛❧❧❡ ❞❡s ❜❡❤❛♥❞❡❧t❡♥ ❙❡✐❧r♦❜♦t❡rs ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❣❡✇ü♥s❝❤t❡♥ P♦s✐t✐♦♥❡♥ ❞✉r❝❤

➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ❙❡✐❧❧ä♥❣❡♥ ❡rr❡✐❝❤t✳

❉✐❡ ✐♥✈❡rs❡ ❑✐♥❡♠❛t✐❦ ❜❡s❝❤r❡✐❜t ❞❛❤❡r ❡✐♥❡ ❛♥❛❧②t✐s❝❤❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣s✈♦rs❝❤r✐❢t ❞✐❡

❛❧s ❊r❣❡❜♥✐s ❞✐❡ ❛❜❣❡✇✐❝❦❡❧t❡♥ ❙❡✐❧❧ä♥❣❡♥ ✐♥ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ▼❛♥✐♣✉❧❛t♦r♣♦s✐t✐♦♥

❧✐❡❢❡rt✳

✽



✷ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❙❡✐❧❞❡❤♥✉♥❣

❇❡✐ ❑r❛❢t❜❡❧❛st✉♥❣ ❡r❢ä❤rt ❥❡❞❡r ❲❡r❦st♦✛ ❡✐♥❡ ❋♦r♠ä♥❞❡r✉♥❣✱ s♦ ❞❡❤♥❡♥ s✐❝❤ ❛✉❝❤

❙❡✐❧❡✱ ✇❡♥♥ s✐❡ ❛✉❢ ❩✉❣ ❜❡❛♥s♣r✉❝❤t ✇❡r❞❡♥✳ ❋ür ❞✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r P♦s✐t✐♦♥ ♠✉ss

❞❡r ❣❡❣❡♥s❡✐t✐❣❡ ❊✐♥✢✉ss ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❙❡✐❧❦rä❢t❡ ❛✉❢❡✐♥❛♥❞❡r ❣❡♥❛✉❡r ❜❡tr❛❝❤t❡t ✇❡r✲

❞❡♥✳

✷✳✶ ■♥✈❡rs❡ ❑✐♥❡♠❛t✐❦ ✭❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ▼❡t❤♦❞❡✮

❇❡✐ ❜❡❦❛♥♥t❡r✱ r✉❤❡♥❞❡r P♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ▼❛♥✐♣✉❧❛t♦rs ✭▼❛ss❡ ♠✉ss ❣❡❣❡❜❡♥ s❡✐♥✮ ❦ö♥✲

♥❡♥ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❡r❢♦r❞❡r❧✐❝❤❡♥ ❙❡✐❧❧ä♥❣❡♥ ❞✐r❡❦t ❛♥❛❧②t✐s❝❤ ❜❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥✳

◆❛❝❤❞❡♠ ❞✐❡ P♦s✐t✐♦♥ ✉♥❞ s♦♠✐t ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❲✐♥❦❡❧ α1 ✉♥❞ α2 ✭●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳✶✮

❜❡r❡❝❤♥❡t ✇✉r❞❡♥✱ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ●❡✇✐❝❤ts❦r❛❢t ❞❡s ▼❛♥✐♣✉❧❛t♦rs ❛✉❢ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❙❡✐❧❡

❛✉❢❣❡t❡✐❧t ✇❡r❞❡♥ ✭s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✶✮✳ ■♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳✷ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❑r❛❢t ✐♠ ❧✐♥❦❡♥

❙❡✐❧ ❡r♠✐tt❡❧t✳

l=100m

α2α1

zp

yp

z
y

l1 l2

F

3m

h=
33
m

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✶✿ ❑r❛❢t❛✉❢t❡✐❧✉♥❣ ❛✉❢ ❜❡✐❞❡ ❙❡✐❧❡

❯♠ ❞✐❡ ❣❡s❛♠t❡ ❙❡✐❧❜❡❧❛st✉♥❣ ✭●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳✹✮ ③✉ ❜❡rr❡❝❤♥❡♥ ♠✉ss ♥♦❝❤ ❞❛s ❛♥t❡✐❧s✲

♠äÿ✐❣❡ ❊✐❣❡♥❣❡✇✐❝❤t ✭●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳✸✮ ❞❡s ❙❡✐❧❡s ❛❞❞✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ②✲❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t

❞❡r ❊✐❣❡♥❣❡✇✐❝❤ts❦r❛❢t ❢ä❧❧t ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡s ❲✐♥❦❡❧s ✉♥❞ ❞❡r ❡✐♥❤❡r❣❡❤❡♥❞❡♥ ❙❡✐❧❧ä♥✲

❣❡ ✇❡❣✱ s♦♠✐t ❜❧❡✐❜t ❞❡r ❊✐❣❡♥❣❡✇✐❝❤ts❛♥t❡✐❧ ❜❡✐ ❣❧❡✐❝❤❜❧❡✐❜❡♥❞❡r ❍ö❤❡ z ü❜❡r ❞❡♥

❣❡s❛♠t❡♥ ❆r❜❡✐tsr❛✉♠ ❦♦♥st❛♥t✳

❙❡✐❧ ✷ ✈❡r❤ä❧t s✐❝❤ ❛♥❛❧♦❣✳

α1 = atan(
h− zp

yp
) α2 = atan(

h− zp

l − yp
) ✭✷✳✶✮

Fs1 =
F

sin(α1) + cos(α1) · tan(α2) ✭✷✳✷✮

Fg1 =
ρ · g · (h− zp)

2
✭✷✳✸✮

✾



✷ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❙❡✐❧❞❡❤♥✉♥❣

Fges1 = Fs1 + Fg1 ✭✷✳✹✮

▼✐t ❞❡r ❜❡r❡❝❤♥❡t❡♥ ●❡s❛♠t❜❡❧❛st✉♥❣ ✉♥❞ ❞❡♠ ❤♦♦❦❡s❝❤❡♥ ●❡s❡t③ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❛❦t✉❡❧❧❡

❉❡❤♥✉♥❣ ❞❡r ❙❡✐❧❡ ❜❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥ ✭●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳✺✮✱ ❞❛r❛✉s ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✐❡ ❡r❢♦r❞❡r✲

❧✐❝❤❡✱ ❛❜❣❡✇✐❝❦❡❧t❡ ❙❡✐❧❧ä♥❣❡ ❢ür ❡✐♥❡ ❜❡st✐♠♠t❡ P♦s✐t✐♦♥ ❞❡r ▼❛♥✐♣✉❧❛t♦r♣❧❛tt❢♦r♠

✭●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳✼✮✳

∆l1 =
Fges1

EA
· l1abgewickelt ✭✷✳✺✮

l1real = l1abgewickelt +∆l1 ✭✷✳✻✮

l1abgewickelt =
l1real

1 + Fges1
EA

✭✷✳✼✮

❇❡✐ ❣❡❣❡❜❡♥❡r ▲❛st m = 1000 ❦❣ ✉♥❞ ❞❡♠ ❡r✇ü♥s❝❤t❡♥ ❆r❜❡✐tsr❛✉♠ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤

❞✐❡ ❑r❛❢t✈❡r❧ä✉❢❡ ü❜❡r y ❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡ z ❞❛rst❡❧❧❡♥✳ ❉❛♠✐t ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡ ♠❛①✐♠❛❧❡

▲ä♥❣❡♥ä♥❞❡r✉♥❣ ♣r♦ ❙❡✐❧ ✉♥❞ ❞✐❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ P♦s✐t✐♦♥sä♥❞❡r✉♥❣ ✐♠ ❆r❜❡✐tsr❛✉♠ ❜❡✲

r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥✳

■♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✷ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❙❡✐❧❦r❛❢t ✶ , Fges1z ❜❡✐ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❍ö❤❡♥ ü❜❡r ❞✐❡

▲ä♥❣❡ ❞❡s ❆r❜❡✐tsr❛✉♠ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✱ ❞❛♥❡❜❡♥ s✐❡❤t ♠❛♥ ❞❡♥ ❱❡r❧❛✉❢ ❞❡r ❙❡✐❧❦r❛❢t ✶

, Fges1zy✱ ❜❡✐ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ②✲P♦s✐t✐♦♥❡♥ ü❜❡r ❞✐❡ ❍ö❤❡ ❞❡s ❆r❜❡✐tsr❛✉♠❡s✳ ❆❜❜✐❧✲

❞✉♥❣ ✷✳✸ ③❡✐❣t ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❱❡r❧ä✉❢❡ ❢ür ❞✐❡ ❙❡✐❧❦r❛❢t ✷ , Fges2z s♦✇✐❡ Fges2y✱ ❞❛♠✐t

✇✐r❞ ❞✐❡ ❆♥t✐s②♠♠❡tr✐❡ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❙❡✐❧❦rä❢t❡ ❜❡stät✐❣t✳ ❉✐❡ ❩♦♥❡ ❞❡r ▼❛①✐♠❛❧❜❡✲

❧❛st✉♥❣ ❧✐❡❣t ❦❧❛r ❡r❦❡♥♥t❧✐❝❤ ❜❡✐ ❤♦❤❡♥ ③✲❲❡rt❡♥ ✉♥❞ ♠✐tt❧❡r❡♥ ②✲❲❡rt❡♥✳

❆♠ ♠❡✐st❡♥ ❣❡❞❡❤♥t ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❙❡✐❧❡ ❧❡✐❝❤t ❛✉ÿ❡r❤❛❧❜ ❞❡r ▼✐tt❡ ✭s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣

✷✳✹❛✮✱ s✉♠♠✐❡rt ♠❛♥ ❜❡✐❞❡ ❙❡✐❧❡ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✐❡ ❞✐❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ P♦s✐t✐♦♥s❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣

❜❡✐ zp = 30♠✱ yp = 50♠ ✉♥❞ ❜❡trä❣t ∆Pos = 922.9♠♠ ✭❣❡❧❜❡r ❇❡r❡✐❝❤ ✐♥ ❆❜✲

❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✹❜✮✳ ❆♥ ❞✐❡s❡r P♦s✐t✐♦♥ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❙❡✐❧❦r❛❢t ✈♦♥ ✽✷ ❦◆

✭❢ür ▲❛st❡♥ ✈♦♥m = 2000 ❦❣ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✐❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❙❡✐❧❦r❛❢t ③✉ Fmax = 163.9 ❦◆✮✳
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✷✳✷ ❱♦r✇ärts❦✐♥❡♠❛t✐❦ ✭■t❡r❛t✐✈❡ ▼❡t❤♦❞❡✮
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✹✿ P♦s✐t✐♦♥s❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❙❡✐❧❞❡❤♥✉♥❣ ü❜❡r ❞❡♥ ❆r❜❡✐tsr❛✉♠

✷✳✷ ❱♦r✇ärts❦✐♥❡♠❛t✐❦ ✭■t❡r❛t✐✈❡ ▼❡t❤♦❞❡✮

❋ür ❞✐❡ r❡❡❧❧❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ✭▲❛stä♥❞❡r✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❇❡✲ ✉♥❞ ❊♥t❧❛❞✉♥❣✮ ✇✐r❞ ❜❡✐ ❞✐❡s❡r

❇❡r❡❝❤♥✉♥❣s♠❡t❤♦❞❡ ③✉❡rst ❞✉r❝❤ ❆❜✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r ❙❡✐❧❡ ❡✐♥❡ P♦s✐t✐♦♥ ❛♥❣❡❢❛❤r❡♥✱

✇♦❜❡✐ ❞✐❡ ❙❡✐❧❞❡❤♥✉♥❣ ❛♥❢❛♥❣s ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣t ✇✐r❞✱ ✈♦r ❖rt ✇✐r❞ ❞✐❡ ▲❛st ✈❡rä♥❞❡rt✱

❞✐❡ ❙❡✐❧❡ ❞❡❤♥❡♥ s✐❝❤ ✉♥❞ ❞✐❡ P♦s✐t✐♦♥ ♠✉ss ♥❡✉ ❜❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥✳

❉✉r❝❤ ❞✐❡ ❙❡✐❧❞❡❤♥✉♥❣ ä♥❞❡r♥ s✐❝❤ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❇❡❢❡st✐❣✉♥❣s✇✐♥❦❡❧ ❛♥ ❞❡r ▼❛♥✐♣✉❧❛t♦r✲

♣❧❛tt❢♦r♠ ✉♥❞ s♦♠✐t ❞✐❡ ❑r❛❢t❛✉❢t❡✐❧✉♥❣✳ ❉❛❞✉r❝❤ ❧ässt s✐❝❤ ❞✐❡ P♦s✐t✐♦♥sä♥❞❡r✉♥❣

♥✐❝❤t ♠❡❤r ❛♥❛❧②t✐s❝❤ ❜❡r❡❝❤♥❡♥✱ s♦♥❞❡r♥ ♠✉ss s❝❤r✐tt✇❡✐s❡ ✐t❡r❛t✐✈ ❛♥❣❡♥ä❤❡rt ✇❡r✲

❞❡♥✳ ❏❡ ♠❡❤r s✐❝❤ ❞✐❡ ❙❡✐❧❡ ❞❡❤♥❡♥✱ ❞❡st♦ st❡✐❧❡r ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❑r❛❢t❛♥❣r✐✛s✇✐♥❦❡❧✱ ❞❡st♦

❦❧❡✐♥❡r ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❙❡✐❧❦rä❢t❡ ✉♥❞ ❞✐❡ ❉❡❤♥✉♥❣ ❞❡r ❙❡✐❧❡ ❣❡❤t ③✉rü❝❦✳

❋ür ❞✐❡ ❡rst❡ ■t❡r❛t✐♦♥ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❑r❛❢t❛♥❣r✐✛s✇✐♥❦❡❧ ❛✉s ❞❡♥ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❉r❡✐❡✲

❝❦❡♥ ♠✐t ✉♥❣❡❞❡❤♥t❡♥ ❙❡✐❧❡♥ ❜❡r❡❝❤♥❡t✳ ▼✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ❲✐♥❦❡❧ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ●❡✇✐❝❤ts❦r❛❢t

❞❡s ▼❛♥✐♣✉❧❛t♦rs ❛✉❢ ❞✐❡ ❙❡✐❧❡ ❛✉❢❣❡t❡✐❧t ✇❡r❞❡♥ ✭ä❤♥❧✐❝❤ ✇✐❡ ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✷✳✶✮✳ ❉✐❡

❉❡❤♥✉♥❣ ❞❡r ❙❡✐❧❡ ✇✐r❞ ❞❛♥♥ ✐♥ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ❑rä❢t❡ ❡r♠✐tt❡❧t✱ ❞❛r❛✉s ❡r❣❡❜❡♥
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s✐❝❤ ♥❡✉❡ ❙❡✐❧❧ä♥❣❡♥✳ ❉✐❡s❡ ❢♦r♠❡♥ ✇✐❡❞❡r ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡ ❉r❡✐❡❝❦❡ ✇♦r❛✉s s✐❝❤ ♥❡✉❡

❑r❛❢t❛♥❣r✐✛s✇✐♥❦❡❧ ❞❡r ❙❡✐❧❡ ❢ür ❞✐❡ ♥ä❝❤st❡ ■t❡r❛t✐♦♥ ❡r❣❡❜❡♥✳

❆❜ ❞❡r ✷✵✳ ■t❡r❛t✐♦♥ ä♥❞❡r♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❙❡✐❧❦rä❢t❡ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣s❞✉r❝❤❣❛♥❣

③✉♠ ♥ä❝❤st❡♥ ✉♠ F21−F20 < 0.1♠◆✳ ❋ür ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡♥ ❑rä❢t❡♥ ✐♠ ❦◆✲❇❡r❡✐❝❤ s✐♥❞

❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❞✐❡s❡r ●röÿ❡♥♦r❞♥✉♥❣ ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣❜❛r ❣❡r✐♥❣ ✉♥❞ ❞✐❡ ■t❡r❛t✐♦♥ ❦❛♥♥

❜❡❡♥❞❡t ✇❡r❞❡♥✳

■♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✺ ✐st ❜❡✐s♣✐❡❧❤❛❢t ❡✐♥❡ P♦s✐t✐♦♥sä♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ❆✉s❣❛♥❣s♣♦s✐t✐♦♥ yp0❂✸✵♠

③✉r ❊♥❞♣♦s✐t✐♦♥ zp0❂✷✺♠ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✺✿ P♦s✐t✐♦♥s❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❙❡✐❧❞❡❤♥✉♥❣ ✭❱♦r✇ärts❦✐♥❡♠❛t✐❦✮

❱❡r✇❡♥❞❡t ♠❛♥ ❛❧s ❆✉s❣❛♥❣s♣♦s✐t✐♦♥ yp0❂✺✵♠ ✉♥❞ zp0❂✸✵✳✾✷✸♠ ✭❧❛✉t ❞❡r ✐♥✈❡rs❡♥

❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❛✉s ❑❛♣✐t❡❧ ✷✳✶ ❢ü❤rt ❞✐❡s❡ ❆✉s❣❛♥❣s♣♦s✐t✐♦♥ ③✉ ❡✐♥❡r ❊♥❞♣♦s✐t✐♦♥ ✈♦♥

yp = 50♠ ✉♥❞ zp = 30♠✮ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❱♦r✇ärts❦✐♥❡♠❛t✐❦ ❡✐♥❡ ❊♥❞♣♦s✐t✐♦♥

✈♦♥ yp = 50♠ ✉♥❞ zp = 30.0005♠✱ ❞❛s ❜❡❞❡✉t❡t ■♥✈❡rs❡ ✉♥❞ ❱♦r✇ärts✲❑✐♥❡♠❛t✐❦

❧✐❡❢❡r♥ ü❜❡r❡✐♥st✐♠♠❡♥❞❡ ❲❡rt❡✳ ❆✉❝❤ ❞✐❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❙❡✐❧❦r❛❢t ✈♦♥ ✽✷ ❦◆ ❡r❣✐❜t s✐❝❤

❜❡✐ ❜❡✐❞❡♥ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣s♠❡t❤♦❞❡♥✳

❋ür ❞✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ü❜❡r ❞❡♥ ❣❡s❛♠t❡♥ ❆r❜❡✐tsr❛✉♠ ✇❡r❞❡♥ ❞❡r ❊✐♥❢❛❝❤❤❡✐t ❤❛❧❜❡r

❣❛♥③③❛❤❧✐❣❡ ❲❡rt❡ ❢ür ❞✐❡ ❆✉s❣❛♥❣s♣♦s✐t✐♦♥❡♥ ✈❡r✇❡♥❞❡t ✭❇❡✐ ❞❡r ■♥✈❡rs❡♥ ❑✐♥❡♠❛✲

t✐❦ ✇✉r❞❡♥ ❣❛♥③③❛❤❧✐❣❡ ❲❡rt❡ ❢ür ❞✐❡ ❊♥❞♣♦s✐t✐♦♥❡♥ ✈❡r✇❡♥❞❡t✮✳ ❉❛❞✉r❝❤ st✐♠♠❡♥

❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ❡①❛❦t ♠✐t ❞❡♥❡♥ ❞❡r ■♥✈❡rs❡♥ ❑✐♥❡♠❛t✐❦ ü❜❡r❡✐♥✳ ❉✐❡

❑r❛❢t✈❡r❧ä✉❢❡ ✭s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✻ ✷✳✼✮ ✉♥❞ ❞❡r ❱❡r❧❛✉❢ ❞❡r P♦s✐t✐♦♥s❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥

ü❜❡r ❞❡♥ ❣❡s❛♠t❡♥ ❆r❜❡✐tsr❛✉♠ ✭s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✽✮ ❧✐❡❢❡r♥ ❛❜❡r q✉❛❧✐t❛t✐✈ ✈❡r✲
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❣❧❡✐❝❤❜❛r❡ ❇✐❧❞❡r ✇✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✷✱ ✷✳✸ ✉♥❞ ✷✳✹❜✳ ❉✐❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❙❡✐❧❦r❛❢t ❜❡✐ ❡✐♥❡r

❆✉s❣❛♥❣s♣♦s✐t✐♦♥ ✈♦♥ yp = 50♠ ✉♥❞ zp = 30♠ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞❛♥♥ ③✉ ✻✽✳✹✾ ❦◆✳
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✷✳✸ P❛r❛♠❡t❡r✈❛r✐❛t✐♦♥

✷✳✸✳✶ ▲❛stä♥❞❡r✉♥❣

❩✉r ❆♥❛❧②s❡ ❞❡r ❑r❛❢t✈❡r❧ä✉❢❡ ✉♥❞ ❞❡r P♦s✐t✐♦♥s❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ü❜❡r ❞❡♥ ❣❡s❛♠t❡♥ ❆r✲

❜❡✐tsr❛✉♠ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❜❡✐ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ▲❛st❡♥ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✳ ❆✉s ❆❜❜✐❧✲

❞✉♥❣ ✷✳✽ ✇✐ss❡♥ ✇✐r✱ ❞❛ss ❞✐❡ P♦s✐t✐♦♥s❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ❜❡✐ z ≥ 25♠ s❡❤r s❝❤♥❡❧❧ st❡✐❣t

✉♥❞ ❞✐❡ P♦s✐t✐♦♥❡♥ ❜❡✐ z = 30♠ ✐♠ ❘❡❛❧❢❛❧❧ ③✉ ✈❡r♠❡✐❞❡♥ s✐♥❞✳

❯♠ r❡❧❡✈❛♥t❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ✈✐s✉❛❧✐s✐❡r❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✱ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❱❡rs✉❝❤sr❡✐❤❡ ♠✐t ▲❛✲

stä♥❞❡r✉♥❣ ❜❡✐ ❦♦♥st❛♥t❡r ❍ö❤❡ z0 = 25♠ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✳

■♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✾ ✉♥❞ ✷✳✶✵ ❦❛♥♥ ❞❡r ❞✐r❡❦t ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧❡ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ③✉r ▲❛st
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❡r❧ä✉t❡rt✳

✶✾



✸ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❙❡✐❧❞❡❤♥✉♥❣ ✉♥t❡r ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣ ❞❡s ❙❡✐❧❞✉r❝❤❤❛♥❣s

✸ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❙❡✐❧❞❡❤♥✉♥❣ ✉♥t❡r ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐✲

❣✉♥❣ ❞❡s ❙❡✐❧❞✉r❝❤❤❛♥❣s

❏❡❞❡s ❙❡✐❧ ❞❛s ❢r❡✐ ③✇✐s❝❤❡♥ ③✇❡✐ P✉♥❦t❡♥ ❤ä♥❣t ❜❡s❝❤r❡✐❜t ❡✐♥❡ ❋♦r♠ ❞❡r ❈♦s✐♥✉s✲

❍②♣❡r❜♦❧✐❝✉s✲❋✉♥❦t✐♦♥✳ ❏❡ ❤ö❤❡r ❞✐❡ ❙❡✐❧❦rä❢t❡ ✐♠ ❱❡r❤ä❧t♥✐s ③✉♠ ❊✐❣❡♥❣❡✇✐❝❤t❡s

❞❡s ❙❡✐❧s s✐♥❞✱ ❞❡st♦ str❛✛❡r ✐st ❞❛s ❙❡✐❧ ❣❡s♣❛♥♥t ❬❉❉✶✶❪✳

❋ür ❣r♦ÿ❡ ❙❡✐❧❦rä❢t❡ ❦❛♥♥ ❞✐❡ P♦s✐t✐♦♥s❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❙❡✐❧❞✉r❝❤❤❛♥❣ t❤❡♦✲

r❡t✐s❝❤ ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣t ✇❡r❞❡♥✳ ❇❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❜❡trä❣t ❞✐❡ ❙❡✐❧❦r❛❢t Fges1/2 = 82 ❦◆

❜❡✐ ❡✐♥❡r ❊♥❞♣♦s✐t✐♦♥ ✈♦♥ ②♣❂✺✵♠ ✉♥❞ ③♣❂✸✵♠✳ ❋ür P♦s✐t✐♦♥❡♥ ✐♥ ❞❡♥ ✉♥t❡r❡♥

❘❛♥❞❜❡r❡✐❝❤❡♥ ❣❡✇✐♥♥t ❞❡r ❙❡✐❧❞✉r❝❤❤❛♥❣ ✐♠♠❡r ♠❡❤r ❛♥ ❇❡❞❡✉t✉♥❣✳

✸✳✶ ❙❡✐❧st❛t✐❦

❋ür ❞✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❙❡✐❧st❛t✐❦ ♠✉ss ❞✐❡ ✐♠ ❙❡✐❧ ✇✐r❦❡♥❞❡ ❑r❛❢t ❡r♠✐tt❡❧t ✇❡r✲

❞❡♥✳ ❆❧s ❱❡r❡✐♥❢❛❝❤✉♥❣ ❞❡r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ✇✐r❞ ✇✐❡❞❡r ✇❡✐t❡st❣❡❤❡♥❞ ❡✐♥❡ ▲❛st ✈♦♥

m = 1000 ❦❣ ✈♦r❛✉s❣❡s❡t③t✱ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ▲❛st❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✸✳✺ ❜❡❤❛♥❞❡❧t✳

❲✐❡ ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✷✳✷ ❣❡③❡✐❣t ✇✉r❞❡ ä♥❞❡r♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❙❡✐❧❦rä❢t❡ ❥❡ ♥❛❝❤ ❆♥❣r✐✛s✇✐♥❦❡❧✳

❙♦❧❧t❡ ❞❛s ❙❡✐❧ ❛❧s♦ st❛r❦ ❞✉r❝❤❤ä♥❣❡♥✱ ❢ü❤rt ❞✐❡s ♥✐❝❤t ♥✉r ③✉ ❡✐♥❡r ❘✐❝❤t✉♥❣sä♥✲

❞❡r✉♥❣ ❞❡r ❙❡✐❧❦r❛❢t✱ s♦♥❞❡r♥ ❛✉❝❤ ③✉ ❡✐♥❡r s✐❣♥✐✜❦❛♥t❡♥ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡s ❇❡tr❛❣s ❞❡r

❑r❛❢t✳ ❊✐♥❡ ❦♦rr❡❦t❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❙❡✐❧st❛t✐❦ ✐st ❞❛❤❡r ♥✉r ✐t❡r❛t✐✈ ♠ö❣❧✐❝❤✳

❋ür ❞✐❡ ❙❡✐❧❦r❛❢t❡r♠✐tt❧✉♥❣ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✇✐r❞ ❛♥❢❛♥❣s ❡✐♥ ❣❡str❡❝❦t❡s✱ ♥✐❝❤t

❞✉r❝❤❤ä♥❣❡♥❞❡s ❙❡✐❧ ③✉r ❊♥❞♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❣❡♥♦♠♠❡♥✳ ❇❡✐❞❡ ❲✐♥❦❡❧ ✇❡r❞❡♥ tr✐❣♦♥♦✲

♠❡tr✐s❝❤ ❡r♠✐tt❡❧t✱ ❞✐❡ ▲❛st ✇✐r❞ ❛✉❢ ❞✐❡ ❙❡✐❧❦rä❢t❡ ❛✉❢❣❡t❡✐❧t ✭s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✶✮✳

❋ür ❞✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡s ❉✉r❝❤❤❛♥❣s ♠üss❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❙❡✐❧❡ ❣❡tr❡♥♥t ❜❡tr❛❝❤t❡t ✇❡r✲

❞❡♥✳

l=100m

α2α1

zp

yp

z
y

l1 l2

F

3m

h=
33
m

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✶✿ ❑r❛❢t❛✉❢t❡✐❧✉♥❣ ❛✉❢ ❜❡✐❞❡ ❙❡✐❧❡

✷✵



✸✳✶ ❙❡✐❧st❛t✐❦

✸✳✶✳✶ ▲✐♥❦❡s ❙❡✐❧ ✭❙❡✐❧ ✶✮

❉✐❡ ②✲ ✉♥❞ ③✲❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❞❡r ❙❡✐❧❦r❛❢t ✐♠ ❧✐♥❦❡♥ ❙❡✐❧ ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ③✉ ●❧❡✐❝❤✉♥❣

✸✳✶ ✉♥❞ ✸✳✷✳ ❉✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❲✐♥❦❡❧ α1 ✉♥❞ α2 ✇✉r❞❡♥ ✐♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✷✳✶ ✐♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳✶

❡r♠✐tt❡❧t✳

Fy1 =
F

tan(α1) + tan(α2)
✭✸✳✶✮

Fz1 = Fy1 · tan(α1) ✭✸✳✷✮

❋ür ❞✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r s♦❣❡♥❛♥♥t❡♥ ❙❡✐❧❦✉r✈❡ ✇✐r❞ ❡✐♥ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❡s ❊❧❡♠❡♥t ❢r❡✐

❣❡s❝❤♥✐tt❡♥✱ s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✷✳

z

y

Fs1(y)

Fs1(y+dy)

dz

dy

ds
dq

Fz1(y)

Fy1(y)

Fy1(y+dy)

Fz1(y+dy)

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✷✿ ■♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❡s ❊❧❡♠❡♥t ❞❡s ❧✐♥❦❡♥ ❙❡✐❧❡s

❉❛s ❊✐❣❡♥❣❡✇✐❝❤t ❞❡s ❙❡✐❧❡s ❡♥ts♣r✐❝❤t ❞❡r ❙tr❡❝❦❡♥❧❛st ✭●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✸✮ ♠✉❧t✐♣❧✐③✐❡rt

♠✐t ❞❡r ▲ä♥❣❡ ❞❡s ❙❡✐❧❡❧❡♠❡♥t❡s✳

ρq = ρ · g ✭✸✳✸✮

dq = ρq · ds ✭✸✳✹✮

■♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ▲ä♥❣❡ ds ❧❛✉t ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✺ ♠✐t ❞❡♠ ❙❛t③ ❞❡s P②t❤❛❣♦r❛s

❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ■♥ ❞❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✸✳✺ ❜✐s ✸✳✽ ✇✐r❞ ❞❛s ❙❡✐❧❡❧❡♠❡♥t ❞✉r❝❤ ❞✐❡

❆❜❧❡✐t✉♥❣ ✈♦♥ z ✭✭❑♦♦r❞✐♥❛t❡✮✮ ♥❛❝❤ y ✭✭❑♦♦r❞✐♥❛t❡✮✮ ❞❡✜♥✐❡rt✳

ds =
√

dy2 + dz2 ✭✸✳✺✮

✷✶



✸ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❙❡✐❧❞❡❤♥✉♥❣ ✉♥t❡r ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣ ❞❡s ❙❡✐❧❞✉r❝❤❤❛♥❣s

z1′ = −dz

dy
✭✸✳✻✮

dz2 = z1′2 · dy2 ✭✸✳✼✮

ds =
√
1 + z1′2 · dy ✭✸✳✽✮

❆✉s ❞❡r ❙✉♠♠❡ ❞❡r ❑rä❢t❡ ✐♥ ②✲❘✐❝❤t✉♥❣ ✇✐r❞ ❡rs✐❝❤t❧✐❝❤✱ ❞❛ss ❞✐❡ ②✲❑♦♠♣♦♥❡♥t❡

❞❡r ❙❡✐❧❦r❛❢t ü❜❡r ❞❛s ❣❡s❛♠t❡ ❙❡✐❧ ❦♦♥st❛♥t ✐st ✭Fy1(y + dy) = Fy1(y)✮✳

ΣFy = 0 = Fy1(y + dy)− Fy1(y) ✭✸✳✾✮

❉❛ ❞✐❡ ②✲❑♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❞❡r ❑r❛❢t ❦♦♥st❛♥t ❜❧❡✐❜t✱ ✐st ❞❡r ❙❡✐❧❦r❛❢t✈❡r❧❛✉❢ ♥✉r ♥♦❝❤

✈♦♥ ❞❡r ③✲❑♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❛❜❤ä♥❣✐❣✳ ❉✐❡ ❙✉♠♠❡ ❞❡r ❑rä❢t❡ ✐♥ ③✲❘✐❝❤t✉♥❣ ❡r❣✐❜t s✐❝❤

③✉ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✶✵✳ ❯♥t❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✸✳✹ ✉♥❞ ✸✳✽ ❧ässt s✐❡ s✐❝❤ ③✉

●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✶✶ ✉♠❢♦r♠❡♥✳

ΣFz = 0 = Fz1(y)− dq · ds− Fz1(y + dy) ✭✸✳✶✵✮

ΣFz = 0 = Fz1(y)− ρq ·
√
1 + z1′2 · dy − Fz1(y + dy) ✭✸✳✶✶✮

❉✐❡ ❡rst❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❞❡r ③✲❑♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❞❡r ❙❡✐❧❦r❛❢t Fz1′ ❦❛♥♥ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ●r❡♥③✇❡rt

❞❡r ❑r❛❢tä♥❞❡r✉♥❣ ❞❛r❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✳ ❲✐r❞ ❞❡r ❩ä❤❧❡r ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✶✶

❡rs❡t③t✱ ❧ässt s✐❝❤ dy ❦ür③❡♥ ✇♦❞✉r❝❤ ❞✐❡ ●r❡♥③✇❡rt❜✐❧❞✉♥❣ ❡♥t❢ä❧❧t ✭●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✶✸✮✳

Fz1′ = lim
dy→0

Fz1(y + dy)− Fz1(y)

dy
= lim

dy→0

−ρq ·
√
1 + z1′2 · dy
dy

✭✸✳✶✷✮

Fz1′ = −ρq ·
√
1 + z1′2 ✭✸✳✶✸✮

❆✉s ❞❡♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❡✐♥❡s ❙❡✐❧❡s ✐st ❜❡❦❛♥♥t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❙❡✐❧❦r❛❢t

✐♠♠❡r ✐♥ ❙❡✐❧r✐❝❤t✉♥❣ ✈❡r❧ä✉❢t✱ ❞❛s ❤❡✐ÿt ❞✐❡ ❡rst❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❞❡r ❙❡✐❧❦✉r✈❡ z1′ ❦❛♥♥

❛✉❝❤ ❞✉r❝❤ ❞❛s ❑rä❢t❡✈❡r❤ä❧t♥✐s ❞❛r❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ③✇❡✐t❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❡r❣✐❜t s✐❝❤

③✉ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✶✺✱ ✇❡✐❧ Fy1 ü❜❡r ❞❛s ❙❡✐❧ ❦♦♥st❛♥t ✐st✳

z1′ = −dz

dy
=

Fz1

Fy1
✭✸✳✶✹✮

z1′′ =
Fz1′

Fy1
✭✸✳✶✺✮

❑♦♠❜✐♥✐❡rt ♠❛♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✶✸ ♠✐t ✸✳✶✺✱ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❡✐♥❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳

✷✷



✸✳✶ ❙❡✐❧st❛t✐❦

❖r❞♥✉♥❣ ✭●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✶✻✮✳

z1′′ = − ρq

Fy1
·
√
1 + z1′2 ✭✸✳✶✻✮

❉✐❡ ▲ös✉♥❣ ❞❡r ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❢ü❤rt ü❜❡r ❞✐❡ ❣❡❢✉♥❞❡♥❡ ❡rst❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ✭●❧❡✐✲

❝❤✉♥❣ ✸✳✶✼✮ ③✉r ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ❣❡s✉❝❤t❡♥ ❧✐♥❦❡♥ ❙❡✐❧❦✉r✈❡ ✐♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✶✽✳ ❉❡r

❞❡t❛✐❧❧✐❡rt❡ ▲ös✉♥❣s✇❡❣ ✇✐r❞ ✐♠ ❆♥❤❛♥❣ ❡r❧ä✉t❡rt✳

z1′ = sinh

(

− ρq

Fy1
· y + C1′

)

✭✸✳✶✼✮

z1(y) =
Fy1

ρq
· cosh

(

− ρq

Fy1
· y + C1′

)

+ C1 ✭✸✳✶✽✮

❩✉r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ■♥t❡❣r❛t✐♦♥s❦♦♥st❛♥t❡♥ ✇❡r❞❡♥ ③✇❡✐ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❛♥❣❡✲

♥♦♠♠❡♥✳ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✶✾ s❡t③t ✈♦r❛✉s✱ ❞❛ss ❙❡✐❧ ✶ ❜❡✐ y = 0 ❛✉❢ ❞❡r ❍ö❤❡ h ❜❡❢❡st✐❣t

✐st ✭❯♠❧❡♥❦r♦❧❧❡ ❧✐♥❦s✮✱ ❞✐❡ ③✇❡✐t❡ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣ ✜①✐❡rt ❞❛s ❙❡✐❧ ❛♥ ❞❡r ▼❛♥✐♣✉❧❛✲

t♦r♣❧❛tt❢♦r♠ ✭●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✷✵✮✳

z1(0) = h ✭✸✳✶✾✮

z1(yp) = zp ✭✸✳✷✵✮

❆✉s ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥s❦♦♥st❛♥t❡♥ ③✉ ●❧❡✐✲

❝❤✉♥❣ ✸✳✷✶ ✉♥❞ ✸✳✷✷✳

C1 = h− Fy1

ρq
· cosh(C1′) ✭✸✳✷✶✮

C1′ = asinh

(

ρq · (zp− h)

2 ∗ Fy1 · sinh(−ρq ·yp

2·Fy1
)

)

+
ρq · yp
2 · Fy1

✭✸✳✷✷✮

❙❡✐❧❧ä♥❣❡♥

❋ür ❞✐❡ ❣❡❞❡❤♥t❡✱ r❡❛❧❡ ❙❡✐❧❧ä♥❣❡ l1real ♠✉ss ♥✉r ♥♦❝❤ ❞❛s ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❡ ❊❧❡♠❡♥t

ü❜❡r ❞❡♥ ②✲❇❡r❡✐❝❤ ❞❡s ❧✐♥❦❡♥ ❙❡✐❧❡s ✐♥t❡❣r✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ds ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✽

❡rs❡t③t✳

l1real =

∫ yp

0

ds · dy =

∫ yp

0

√
1 + z1′2 · dy ✭✸✳✷✸✮

❆❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥ ❞❡r ▼❛♥✐♣✉❧❛t♦r♣♦s✐t✐♦♥ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✐❡ ❧✐♥❦❡ ❙❡✐❧❧ä♥❣❡ ③✉r ●❧❡✐❝❤✉♥❣

✸✳✷✹✳

l1real = −Fy1

ρq
·
(

sinh

(

− ρq

Fy1
· yp+ C1′

)

− sinh(C1′)

)

✭✸✳✷✹✮

❩✉r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❙❡✐❧❦r❛❢t ✉♥t❡r ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣ ❞❡s ❉✉r❝❤❤❛♥❣s ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡

●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✷✳✼✱ ✷✳✹✱ ✷✳✸ ✉♥❞ ✷✳✷ ❛✉s ❑❛♣✐t❡❧ ✷✳✶ ü❜❡r♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❇❡rü❝❦s✐❝❤✲

✷✸



✸ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❙❡✐❧❞❡❤♥✉♥❣ ✉♥t❡r ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣ ❞❡s ❙❡✐❧❞✉r❝❤❤❛♥❣s

t✐❣t ✇✐r❞ ❞❡r ❉✉r❝❤❛♥❣ ü❜❡r ❞✐❡ ♥❡✉ ❣❡❢✉♥❞❡♥❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❢ür l1real✳

❉❡r ❆♥t❡✐❧ ❞❡r ●❡✇✐❝❤ts❦r❛❢t ✇✐r❞ ✈❡r❡✐♥❢❛❝❤t ✇✐❡❞❡r ❛❧s ❋✉♥❦t✐♦♥ ❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥

❞❡r ❍ö❤❡ ❞❡r ▼❛♥✐♣✉❧❛t♦r♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❣❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳ ❆✉❝❤ ✇❡♥♥ ❞❛s ❙❡✐❧ ❞✉r❝❤ ❞❡♥

❉✉r❝❤❤❛♥❣ ❡t✇❛s ❧ä♥❣❡r ✇✐r❞✱ ✇♦❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❲✐♥❦❡❧ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ❞❡♥ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡♥

❉r❡✐❡❝❦❡♥ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥✱ ✈❡rä♥❞❡rt ❞❛s ❞❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❙❡✐❧❞❡❤♥✉♥❣ ✈❡r❛♥t✇♦rt❧✐❝❤❡♥ ❆♥✲

t❡✐❧ ❞❡r ●❡✇✐❝❤ts❦r❛❢t ♥✉r ♠✐♥✐♠❛❧✳ ❲✐❡ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✶✷ ❡rs✐❝❤t❧✐❝❤✱ ✇✐r❞ ❞✐❡

P♦s✐t✐♦♥sä♥❞❡r✉♥❣ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❙❡✐❧❞❡❤♥✉♥❣ ❡rst ❜❡✐ ❍ö❤❡♥ ✈♦♥ ③❂✷✺♠ r❡❧❡✈❛♥t✱

❣❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣ ✐st ❞♦rt ❛❜❡r ❞✐❡ ❙❡✐❧❦r❛❢t s♦ ❣r♦ÿ✱ ❞❛ss ❞❡r ❙❡✐❧❞✉r❝❤❤❛♥❣ ✈❡r♥❛❝❤❧äs✲

s✐❣❜❛r ❦❧❡✐♥ ✇✐r❞✳ ❆✉s ❞✐❡s❡♥ ●rü♥❞❡♥ ❞ür❢❡♥ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✸✳✷✺ ❜✐s ✸✳✷✼ ❢ür

❞❡♥ ●❡✇✐❝❤ts❦r❛❢t❛♥t❡✐❧ ❛✉❝❤ ❢ür ❞✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ♠✐t ❙❡✐❧❞✉r❝❤❤❛♥❣ ü❜❡r♥♦♠♠❡♥

✇❡r❞❡♥✳

Fs1 =
m · g

sin(α1) + cos(α1) · tan(α2) ✭✸✳✷✺✮

Fg1 =
ρ ∗ g ∗ (h− zp)

2
✭✸✳✷✻✮

Fges1 = Fs1 + Fg1 ✭✸✳✷✼✮

▼✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡s ❤♦♦❦❡s❝❤❡♥ ●❡s❡t③ ❦❛♥♥ ❞❛♥♥ ✇✐❡❞❡r ❞✐❡ t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ❛❜❣❡✇✐❝❦❡❧t❡

❙❡✐❧❧ä♥❣❡ ❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥✳

l1abgewickelt =
l1real

1 + Fges1
EA

✭✸✳✷✽✮

✸✳✶✳✷ ❘❡❝❤t❡s ❙❡✐❧ ✭❙❡✐❧ ✷✮

❉✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❙❡✐❧❦✉r✈❡ ❞❡s r❡❝❤t❡♥ ❙❡✐❧s ✈❡r❧ä✉❢t ❛♥❛❧♦❣✱ ❞✐❡ ❞❡t❛✐❧❧✐❡rt❡ ❍❡r✲

❧❡✐t✉♥❣ ✇✐r❞ ✐♠ ❆♥❤❛♥❣ ❣❡③❡✐❣t✳

❉✐❡ ②✲❑♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❞❡r ❙❡✐❧❦r❛❢t ✷ ✭●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✷✾✮ ♠✉ss ❣❧❡✐❝❤ ❣r♦ÿ s❡✐♥✱ ✇✐❡ ❞✐❡

❞❡r ❙❡✐❧❦r❛❢t ✶ ✭▼❛♥✐♣✉❧❛t♦r♣❧❛tt❢♦r♠ ❜❡✜♥❞❡t s✐❝❤ ✐♠ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t✮✳

Fy2 = Fy1 ✭✸✳✷✾✮

✷✹



✸✳✶ ❙❡✐❧st❛t✐❦

z

y

Fs2(y)

Fs2(y+dy)

dz

dy

ds

dq

Fz2(y)

Fy2(y)

Fy2(y+dy)

Fz2(y+dy)

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✸✿ ■♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❡s ❊❧❡♠❡♥t ❞❡s r❡❝❤t❡♥ ❙❡✐❧❡s

❆✉s ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✸ ✇✐r❞ ❡rs✐❝❤t❧✐❝❤✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❜❡✐ ❞❡r ❙t❡✐❣✉♥❣ z2′ ❞❡s ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❡♥

❊❧❡♠❡♥t❡s ✭●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✻ ❜❡✐♠ ❧✐♥❦❡♥ ❙❡✐❧✮ ❞❛s ❱♦r③❡✐❝❤❡♥ ✇❡❝❤s❡❧t✳ ❉❛❞✉r❝❤ ✜♥❞❡t

s✐❝❤ ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳❖r❞♥✉♥❣ ✐♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✸✶✳

z2′ =
dz

dy
✭✸✳✸✵✮

z2′′ =
ρq

Fy2
·
√
1 + z2′2 ✭✸✳✸✶✮

❉✐❡ r❡❝❤t❡ ❙❡✐❧❦✉r✈❡ ✉♥❞ ❞❡r❡♥ ❡rst❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❡r❣❡❜❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✸✳✸✷ ✉♥❞ ✸✳✸✸✳

z2′ = sinh

(

ρq

Fy2
· y + C2′

)

✭✸✳✸✷✮

z2(y) =
Fy2

ρq
· cosh

(

ρq

Fy2
· y + C2′

)

+ C2 ✭✸✳✸✸✮

❉✐❡ ❡rst❡ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣ ✭●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✸✹✮ s❡t③t ✈♦r❛✉s✱ ❞❛ss ❞❛s ❙❡✐❧ ✷ ❜❡✐ y = yp

❛♥ ❞❡r ▼❛♥✐♣✉❧❛t♦r♣❧❛tt❢♦r♠ ❜❡❢❡st✐❣t ✐st✳ ❉✐❡ ❩✇❡✐t❡ ✜①✐❡rt ❞❛s ❛♥❞❡r❡ ❊♥❞❡ ❞❡s

❙❡✐❧❡s ❛♥ ❞❡r r❡❝❤t❡♥ ❯♠❧❡♥❦r♦❧❧❡ ✭●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✸✺✮✳

z2(yp) = zp ✭✸✳✸✹✮

z2(l) = h ✭✸✳✸✺✮

❆✉s ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥s❦♦♥st❛♥t❡♥ ③✉ ●❧❡✐✲

✷✺



✸ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❙❡✐❧❞❡❤♥✉♥❣ ✉♥t❡r ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣ ❞❡s ❙❡✐❧❞✉r❝❤❤❛♥❣s

❝❤✉♥❣ ✸✳✸✼ ✉♥❞ ✸✳✸✻✳

C2 = zp− Fy2

ρq
· cosh

(

ρq

Fy2
· yp+ C2′

)

✭✸✳✸✻✮

C2′ = asinh

(

ρq · (h− zp)

2 · Fy2 · sinh(ρq(l−yp)

2·Fy2
)

)

− ρq · (l + yp)

2 · Fy2
✭✸✳✸✼✮

❙❡✐❧❧ä♥❣❡♥

❋ür ❞✐❡ ❣❡❞❡❤♥t❡✱ r❡❛❧❡ ❙❡✐❧❧ä♥❣❡ l1real ♠✉ss ✇✐❡❞❡r ❞❛s ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❡ ❊❧❡♠❡♥t ü❜❡r

❞❡♥ ②✲❇❡r❡✐❝❤ ❞❡s r❡❝❤t❡♥ ❙❡✐❧❡s ✐♥t❡❣r✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ds ✇✐r❞ ✇✐❡❞❡r ❞✉r❝❤ ●❧❡✐❝❤✉♥❣

✸✳✽ ❡rs❡t③t✳

l2real =

∫ l

yp

ds · dy =

∫ l

yp

√
1 + z1′2 · dy ✭✸✳✸✽✮

❆❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥ ❞❡r ▼❛♥✐♣✉❧❛t♦r♣♦s✐t✐♦♥ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞❛♥♥ ❞✐❡ r❡❝❤t❡ ❙❡✐❧❧ä♥❣❡ ③✉r

●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✸✾✳

l2real =
Fy2

ρq
·
(

sinh

(

ρq

Fy2
· l + C2′

)

− sinh(
ρq

Fy2
· yp+ C2′)

)

✭✸✳✸✾✮

❋ür ❞✐❡ t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ❛❜❣❡✇✐❝❦❡❧t❡ ❙❡✐❧❧ä♥❣❡ ❦ö♥♥❡♥ ✇✐❡❞❡r ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❛✉s ❑❛♣✐t❡❧

✸✳✷✹ ❛♥❣❡✇❡♥❞❡t ✇❡r❞❡♥ ✭●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✹✶ ❜✐s ✸✳✹✸✮✳

Fs2 =
m · g

sin(α2) + cos(α2) · tan(α1) ✭✸✳✹✵✮

Fg2 =
ρ ∗ g ∗ (h− zp)

2
✭✸✳✹✶✮

Fges2 = Fs2 + Fg2 ✭✸✳✹✷✮

l2abgewickelt =
l2real

1 + Fges2
EA

✭✸✳✹✸✮

✸✳✷ ■t❡r❛t✐✈❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❙❡✐❧❦✉r✈❡♥

❉✐❡ ❙❡✐❧❦rä❢t❡ ✇❡r❞❡♥ ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡ ❆✉❢t❡✐❧✉♥❣ ❜❡st✐♠♠t ✭s✐❡✲

❤❡ ❑❛♣✐t❡❧ ✷✳✶✮✱ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❆✉s❣❛♥❣s✇✐♥❦❡❧ α01 ✉♥❞ α02 ✇❡r❞❡♥ ♠✐t ❣❡str❡❝❦t❡♥✱

♥✐❝❤t ❞✉r❝❤❤ä♥❣❡♥❞❡♥ ❙❡✐❧❡♥ ❡r♠✐tt❡❧t ✭●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✹✹✮✳

α01 = atan(
h− zp

yp
) α02 = atan(

h− zp

l − yp
) ✭✸✳✹✹✮

◆❛❝❤ ❡✐♥❡r ■t❡r❛t✐♦♥ ❞❡r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❛✉s ❑❛♣✐t❡❧ ✸✳✶ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞❛♥♥ ❡✐♥❡ ❙❡✐❧❦✉r✲

✈❡ ♠✐t ③✉ ❣r♦ÿ❡♠ ❉✉r❝❤❤❛♥❣✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ③✉ ❣r♦ÿ ❛♥❣❡♥♦♠♠❡♥ ❆✉s❣❛♥❣s✇✐♥❦❡❧

✷✻



✸✳✷ ■t❡r❛t✐✈❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❙❡✐❧❦✉r✈❡♥

✉♥❞ ❞❡♥ ❞❛r❛✉s ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ③✉ ❦❧❡✐♥❡♥ ❙❡✐❧❦rä❢t❡♥ ✭s✐❡❤❡ r❡❝❤t❡ ❙❡✐❧❦✉r✈❡ ♥❛❝❤ ❡✐✲

♥❡r ■t❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✹✮✳ ▼✐t ❞✐❡s❡r ❙❡✐❧❦✉r✈❡✱ ❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡ ❞❡♥ ♥❡✉❡♥

❑r❛❢t❛♥❣r✐✛s✇✐♥❦❡❧♥ ❞❡r ❑✉r✈❡ ✭α1 = atan(z1′) ✉♥❞ α2 = atan(z2′)✮✱ ✇✐r❞ ❡r♥❡✉t

❞✐❡ ▲❛st ❛✉❢ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❙❡✐❧❡ ❛✉❢❣❡t❡✐❧t ✉♥❞ ❞✐❡ ❣❡s❛♠t❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❙❡✐❧st❛t✐❦

✇✐❡❞❡r❤♦❧t✳

❉❛❞✉r❝❤ ä♥❞❡r♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❲✐♥❦❡❧ ❜❡✐ ❥❡❞❡r ■t❡r❛t✐♦♥✱ ❜✐s s✐❡ s✐❝❤ ❞❡♥ r❡❛❧❡♥

❲❡rt❡♥ ❛♥♥ä❤❡r♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❞❡r ❙❡✐❧❦✉r✈❡ ✈♦♠ t❛tsä❝❤❧✐❝❤❡♥ ❱❡r❧❛✉❢

❞❡s ❙❡✐❧❡s ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣❜❛r ❣❡r✐♥❣ s✐♥❞✳ ❆❜ ❞❡r ✷✵✳ ■t❡r❛t✐♦♥ ♣❡♥❞❡❧♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❲✐♥❦❡❧

α1 ✉♥❞ α2 ♠✐t ❡✐♥❡r ❚♦❧❡r❛♥③ ✈♦♥ ±0.0001◦ ✉♠ ❞❡♥ ❘❡❛❧✇❡rt ❡✐♥✳

■♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✹ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❙❡✐❧❦✉r✈❡ ♥❛❝❤ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥ ✈✐❡❧❡♥ ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ ❛♥❣❡③❡✐❣t

✭yp = 15♠ ✉♥❞ zp = 5♠✮✳ ❉❛s ❧✐♥❦❡ ❙❡✐❧ ♥✐♠♠t ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❑r❛❢t❛♥❣r✐✛s✇✐♥❦❡❧ ❡✐♥❡

❣röÿ❡r❡ ❑r❛❢t ❛✉❢✱ ✉♥❞ ❤ä♥❣t ❦❛✉♠ ❞✉r❝❤✳ ❉✐❡ ❙❡✐❧❦✉r✈❡ ♥❛❝❤ ❞❡r ✶✳ ■t❡r❛t✐♦♥ ä♥❞❡rt

s✐❝❤ ♥✐❝❤t ♠❡❤r s✐❣♥✐❢❦✐❦❛♥t ✭z01(y) = z1(y)✮✳

❉✐❡ r❡❝❤t❡ ❙❡✐❧❦✉r✈❡ z02(y) ❥❡❞♦❝❤ ✈❡r❧ä✉❢t ♥❛❝❤ ❞❡r ✶✳ ■t❡r❛t✐♦♥ s♦❣❛r st❡❧❧❡♥✇❡✐s❡

✉♥t❡r ❞❡r ▼❛♥✐♣✉❧❛t♦r♣❧❛tt❢♦r♠ ✭α2 ≤ 0✮✱ ♥❛❝❤ ♠❡❤r❡r❡♥ ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ ❤❡❜t s✐❝❤ ❞❛s

❙❡✐❧ ✉♥❞ ❞❡r ❲✐♥❦❡❧ α2 ♣❡♥❞❡❧t s✐❝❤ ❜❡✐ ❝❛✳ 0◦ ❡✐♥✳ ■♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✹ ✇✐r❞ ♥✉r ♥♦❝❤ ❞✐❡

❙❡✐❧❦✉r✈❡ z2(y) ♥❛❝❤ ❞❡r ✶✵✵✳ ■t❡r❛t✐♦♥ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✱ ✇❡✐❧ s✐❡ ❣❡♥❛✉ ♠✐t ❞❡r ❙❡✐❧❦✉r✈❡

❞❡r ✷✵✳ ■t❡r❛t✐♦♥ ü❜❡r❡✐♥st✐♠♠t ✉♥❞ ❞✐❡s❡ ü❜❡r❞❡❝❦t✳
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❧✐♥❦❡ ❙❡✐❧❦✉r✈❡ ♥❛❝❤ ❡✐♥❡r ■t❡r❛t✐♦♥ ✲ ③✵✶ ✭②✮ ❂ ③✶ ✭②✮
r❡❝❤t❡ ❙❡✐❧❦✉r✈❡ ♥❛❝❤ ❡✐♥❡r ■t❡r❛t✐♦♥ ✲ ③✵✷ ✭②✮
r❡❝❤t❡ ❙❡✐❧❦✉r✈❡ ♥❛❝❤ ✷✵ ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ ✲ ③✷ ✭②✮
❡❝❤t❡ ❙❡✐❧❦✉r✈❡ ♥❛❝❤ ✶✵✵ ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ ✲ ③✷ ✭②✮

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✹✿ ❉✐❡ ❙❡✐❧❦✉r✈❡ ♥❛❝❤ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥ ✈✐❡❧❡♥ ■t❡r❛t✐♦♥❡♥

❉❡r t❛tsä❝❤❧✐❝❤❡ ❱❡r❧❛✉❢ ❞❡r ❙❡✐❧❦✉r✈❡ ❧ässt s✐❝❤ ❛❧s♦ ♥✐❝❤t ❞✐r❡❦t ❛♥❛❧②t✐s❝❤ ❜❡✲
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✸ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❙❡✐❧❞❡❤♥✉♥❣ ✉♥t❡r ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣ ❞❡s ❙❡✐❧❞✉r❝❤❤❛♥❣s

r❡❝❤♥❡♥ s♦♥❞❡r♥ ❜❡❞❛r❢ ❡✐♥❡r ✐t❡r❛t✐✈❡♥ ❆♥♥ä❤❡r✉♥❣s♠❡t❤♦❞❡✳ ❯♠ ❞❡♥ Pr♦③❡ss ❞❡r

■t❡r❛t✐♦♥ ③✉ ✈❡r♠❡✐❞❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✸✳✹ ❣❡❡✐❣♥❡t❡ ❱❡r❢❛❤r❡♥ ✉♥❞ ❑♦rr❡❦t✉r✲

❢❛❦t♦r❡♥ ❡✐♥❣❡❢ü❤rt✳

✸✳✸ ❆r❜❡✐tsr❛✉♠❡✐♥s❝❤rä♥❦✉♥❣

❋ür ❞✐❡ ♠ö❣❧✐❝❤❡♥ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣❡♥ ❞❡s ❜❡❤❛♥❞❡❧t❡♥ ❙❡✐❧r♦❜♦t❡rs②st❡♠s ✭s✐❡❤❡ ❑❛♣✐✲

t❡❧ ✶✳✹✮ ♠✉ss ❞❡r ❆r❜❡✐tsr❛✉♠ ♥♦❝❤ ✇❡✐t❡r ❡✐♥❣❡❣r❡♥③t ✇❡r❞❡♥✳ ❍❛✉♣t♣r♦❜❧❡♠ s✐♥❞

❞✉r❝❤❤ä♥❣❡♥❞❡ ❙❡✐❧❡ ❞✐❡ ❛♠ t✐❡❢st❡♥ P✉♥❦t ♥✐❡❞r✐❣❡r ❛❧s ❞✐❡ ▼❛♥✐♣✉❧❛t♦r♣❧❛tt❢♦r♠

s✐♥❞✳ ❉✐❡s❡ ❦ö♥♥❡♥ ❛♥ ●❡❣❡♥stä♥❞❡♥ ✉♥t❡r❤❛❧❜ ❞❡s ▼❛♥✐♣✉❧❛t♦rs str❡✐❢❡♥ ✉♥❞ ❞❛✲

❞✉r❝❤ ❞✐❡ P♦s✐t✐♦♥s❣❡♥❛✉✐❣❦❡✐t st❛r❦ ❜❡❡✐♥✢✉ss❡♥✱ ♦❞❡r ③✉ ❑♦❧❧✐s✐♦♥❡♥ ❢ü❤r❡♥✳

❉✐❡ ●r✉♥❞❛♥❢♦r❞❡r✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ ❆r❜❡✐tsr❛✉♠❡✐♥s❝❤rä♥❦✉♥❣ ✇✐r❞ ❞❛❤❡r s♦ ❞❡✜♥✐❡rt✱

❞❛ss ❦❡✐♥❡s ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❙❡✐❧❡ ❛♥ ✐r❣❡♥❞❡✐♥❡♠ P✉♥❦t t✐❡❢❡r ❛❧s ❞✐❡ ▼❛♥✐♣✉❧❛t♦r♣❧❛tt✲

❢♦r♠ ❤ä♥❣❡♥ ❞❛r❢✳

▼❛t❤❡♠❛t✐s❝❤ ❦❛♥♥ ❞❛s ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❡rst❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❞❡r ❙❡✐❧❦✉r✈❡ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✿

■st ❞✐❡ ❙t❡✐❣✉♥❣ ❡✐♥❡s ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❙❡✐❧❡ ✐♠ P✉♥❦t ❞❡r ▼❛♥✐♣✉❧❛t♦r♣❧❛tt❢♦r♠ ♥❡❣❛t✐✈✱

✇✐r❞ ❞✐❡ ●r✉♥❞❛♥❢♦r❞❡r✉♥❣ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ❡r❢ü❧❧t✳ ❉❛r❛✉s ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐✲

s❝❤❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❆r❜❡✐tsr❛✉♠❣r❡♥③❡♥ ③✉ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✹✺ ✉♥❞ ✸✳✹✻✳

z1′(yp) ≥ 0 ✭✸✳✹✺✮

z2′(yp) ≥ 0 ✭✸✳✹✻✮

❋ür ❞✐❡ ❱❡r❛♥s❝❤❛✉❧✐❝❤✉♥❣ ✇✐r❞ ❞❡r ✐t❡r❛t✐✈ ❜❡r❡❝❤♥❡t❡ ❲✐♥❦❡❧ α2 ❛✉s ❑❛♣✐t❡❧ ✸✳✷

✈❡r✇❡♥❞❡t✳ ❉❡r ❱❡r❧❛✉❢ ❞❡s ❲✐♥❦❡❧s α2 ü❜❡r ❞❡♥ ❆r❜❡✐tsr❛✉♠ ♠❛❣ ③✇❛r ✇✐❧❧❦ür❧✐❝❤

✇✐r❦❡♥✱ ❞❡r ◆✉❧❧❞✉r❝❤❣❛♥❣ ❜❡✜♥❞❡t s✐❝❤ ❛❜❡r ❣❡♥❛✉ ❡♥t❧❛♥❣ ❡✐♥❡r ✈❡rt✐❦❛❧❡♥ ●❡r❛❞❡♥

✭s❝❤✇❛r③❡ ▲✐♥✐❡ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✺✮✳

✷✽



✸✳✸ ❆r❜❡✐tsr❛✉♠❡✐♥s❝❤rä♥❦✉♥❣
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✺✿ ❱❡r❧❛✉❢ ✈♦♥ α2 ü❜❡r ❞❡♥ ❘❛✉♠

❉❛s ❢ü❤rt ③✉ ❣❡r❛❞❡♥✱ ✈❡rt✐❦❛❧❡♥ ❆r❜❡✐tsr❛✉♠❣r❡♥③❡♥ ✭❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✻✮✳ ❲♦❜❡✐ ●❧❡✐✲

❝❤✉♥❣ ✸✳✹✺ ❞✐❡ r❡❝❤t❡ ✉♥❞ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✹✻ ❞✐❡ ▲✐♥❦❡ ●r❡♥③❡ ❞❡✜♥✐❡rt ✭ylinks = 15.49♠

✉♥❞ yrechts = 84.51♠✮✳
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✻✿ ❊✐♥❣❡s❝❤rä♥❦t❡r ❆r❜❡✐tsr❛✉♠ ♠✐t ❞❡♥ ❑r❛❢t❛♥❣r✐✛s✇✐♥❦❡❧♥ ❛❧s ❱❡❦✲
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✸ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❙❡✐❧❞❡❤♥✉♥❣ ✉♥t❡r ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣ ❞❡s ❙❡✐❧❞✉r❝❤❤❛♥❣s

❉✐❡ ❆r❜❡✐tsr❛✉♠❣r❡♥③❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤✱ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ✐t❡r❛t✐✈❡♥ ❇❡r❡❝❤✲

♥✉♥❣s♠❡t❤♦❞❡✱ ♥✐❝❤t ❜❡✇✐❡s❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ Pr✐♥③✐♣✐❡❧❧ ✐st ❞✐❡ ❑r❛❢t ✐♠ ❙❡✐❧ ❞✐r❡❦t ✈♦♥ ❞❡r

❍ö❤❡ ❞❡r ▼❛♥✐♣✉❧❛t♦r♣❧❛tt❢♦r♠ ❛❜❤ä♥❣✐❣ ✭❥❡ ❤ö❤❡r✱ ❞❡st♦ ❣röÿ❡r ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❑rä❢✲

t❡✮✳ ❇❡✐ ❣röÿ❡r❡♥ ❑rä❢t❡♥ ❤ä♥❣❡♥ ❞✐❡ ❙❡✐❧❡ ✇❡♥✐❣❡r ❞✉r❝❤✱ ❞✐❡ ❑r❛❢t❛♥❣r✐✛s✇✐♥❦❡❧

✇❡r❞❡♥ ✉♥t❡r ❞❡r ❆♥♥❛❤♠❡ ✈♦♥ ❣❡str❡❝❦t❡♥ ❙❡✐❧❡♥ ❦❧❡✐♥❡r ✇❡♥♥ ❞✐❡ ❍ö❤❡ ③✉♥✐♠♠t✳

❆✉s ❞✐❡s❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤ä♥❣❡♥ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❙❝❤❧✉ss❢♦❧❣❡r✉♥❣❡♥ ③✐❡❤❡♥✿

❇❡✐ ❦❧❡✐♥❡♥ ❍ö❤❡♥ s✐♥❞ ❞✐❡ ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤❡♥ ❑r❛❢t❛♥❣r✐✛s✇✐♥❦❡❧ ❣r♦ÿ✱ ❞✐❡ ❙❡✐❧❦rä❢t❡

❦❧❡✐♥ ✉♥❞ ❞❡r ❙❡✐❧❞✉r❝❤❤❛♥❣ ✇❡✐❝❤t st❛r❦ ✈♦♥ ❞❡♠ ❣❡str❡❝❦t❡♥ ❙❡✐❧ ❛❜✳ ❉❛s ❤❡✐ÿt

❞❡r r❡❧❛t✐✈ ❣r♦ÿ❡ ❲✐♥❦❡❧ α02 ✭✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤❡r ❑r❛❢t❛♥❣r✐✛s✇✐♥❦❡❧✮ ✇✐r❞ ❦♦♠♣❡♥s✐❡rt

❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❣r♦ÿ❡♥ ❙❡✐❧❞✉r❝❤❤❛♥❣ ✉♥❞ ❞❡r t❛tsä❝❤❧✐❝❤❡✱ ✐t❡r❛t✐✈ ❜❡r❡❝❤♥❡t❡✱ ❲✐♥❦❡❧

α2 ♣❡♥❞❡❧t s✐❝❤ ❜❡✐ 0◦ ❡✐♥✳

❇❡✐ ❣r♦ÿ❡♥ ❍ö❤❡♥ ✈❡r❤ä❧t s✐❝❤ ❞❛s ❙②st❡♠ ✉♠❣❡❦❡❤rt✿ ❉✐❡ ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤❡♥ ❑r❛❢t✲

❛♥❣r✐✛s✇✐♥❦❡❧ s✐♥❞ ❦❧❡✐♥✱ ❞❛❞✉r❝❤ ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ❣r♦ÿ❡ ❙❡✐❧❦rä❢t❡ ✉♥❞ ❞❡r ❉✉r❝❤❤❛♥❣

✇✐r❞ ♠✐♥✐♠❛❧✳ ❉❛s ❜❡❞❡✉t❡t ❢ür ❞❡♥ ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤ ❦❧❡✐♥❡♥ ❲✐♥❦❡❧ α02 ❣❡♥ü❣t ❡✐♥

♠✐♥✐♠❛❧❡r ❙❡✐❧❞✉r❝❤❤❛♥❣ ✉♠ ❞✐❡ ●r❡♥③❡ α2 = 0◦ ③✉ ❡rr❡✐❝❤❡♥✳

❉✐❡ ❜❡st♠ö❣❧✐❝❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡r ❆r❜❡✐tsr❛✉♠❣r❡♥③❡♥ ✇✐r❞ ✐♠ ❑❛♣✐✲

t❡❧ ✸✳✹✳✷ ❣❡♥❛✉❡r ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳

■♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✻ ✇❡r❞❡♥ ❛✉ÿ❡r❞❡♠ ❞✐❡ ❱❡❦t♦r♣❛❛r❡ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❑r❛❢t❛♥❣r✐✛s✇✐♥❦❡❧

✭❙t❡✐❣✉♥❣ ❞❡r ❙❡✐❧❡✮ ❢ür ❛✉s❣❡✇ä❤❧t❡ P♦s✐t✐♦♥❡♥ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳

❲✐r❞ ③✉♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❙❝❤ütt❣✉t ♠✐t ❞❡♠ ❙❡✐❧r♦❜♦t❡r ❣❡❤❛♥❞❤❛❜t✱ ❦❛♥♥ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡s

❱❡❦t♦r❢❡❧❞s ✉♥❞ ❞❡r ❡r✇ü♥s❝❤t❡♥ ③✉ ❡rr❡✐❝❤❡♥❞❡♥ P♦s✐t✐♦♥❡♥✱ ❞❡r ♠❛①✐♠❛❧ ♠ö❣❧✐❝❤❡

❱❡r❧❛✉❢ ❞❡s ❙❝❤ütt❣✉t❜❡r❣❡s ❡r♠✐tt❡❧t ✇❡r❞❡♥✳

■♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✼ ✇✐r❞ ❡r❦❡♥♥t❧✐❝❤✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❡✐♥❣r❡♥③❡♥❞❡♥ ❑✉r✈❡♥ ❞✐❡ ❙❡✐❧✈❡r❧ä✉❢❡

❞❡r ❜❡✐❞❡♥ P♦s✐t✐♦♥❡♥ ❛♠ ❘❛♥❞❡ ❞❡s ❆r❜❡✐tsr❛✉♠❡s s✐♥❞✳

❆❧s ❇❡✐s♣✐❡❧ ✇✉r❞❡♥ ③✇❡✐ ❡①tr❡♠❡ P♦s✐t✐♦♥❡♥ ❛♠ ✉♥t❡r❡♥ ❘❛♥❞ ❞❡r ❆r❜❡✐tsr❛✉♠✲

❣r❡♥③❡♥ ❣❡✇ä❤❧t ✭yp1 = 16♠✱ zp1 = 0.5♠ ✉♥❞ yp2 = 84♠✱ zp2 = 0.5♠✮✳ ❉❛s

❙❝❤ütt❣✉t ❦❛♥♥ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❇❡r❣ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ▼❛①✐♠✉♠ ✈♦♥ z = 5.89♠ ❜❡✐ y = 50♠

❛♥❣❡❤ä✉❢t ✇❡r❞❡♥ ✭❣❡❢är❜t❡ ❋❧ä❝❤❡ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✼✮✳

✸✵



✸✳✹ ❑♦rr❡❦t✉r❢❛❦t♦r❡♥

✶ ✷

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
0

5

10

15

20

25

30

35

② ✴ ♠

③
✴
♠

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✼✿ ▼ö❣❧✐❝❤❡r ❱❡r❧❛✉❢ ❞❡s ❙❝❤✉tt❣✉t❜❡r❣❡s ❢ür ③✇❡✐ P♦s✐t✐♦♥❡♥

✸✳✹ ❑♦rr❡❦t✉r❢❛❦t♦r❡♥

❋ür ❞✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❡✐♥❡r ❛♥❛❧②t✐s❝❤❡♥ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣s✈♦rs❝❤r✐❢t ✐st ❞❛s ❯♠❣❡❤❡♥ ❡✐♥❡r

✐t❡r❛t✐✈❡♥ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣s♠❡t❤♦❞❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧✳ ❉❛❢ür ✇❡r❞❡♥ ❑♦rr❡❦t✉r❢❛❦t♦r❡♥ ❣❡✲

s✉❝❤t✱ ❞✐❡ ❞❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♠ ✐t❡r❛t✐✈ ❜❡r❡❝❤♥❡t❡♥ ❊♥❞❡r❣❡❜♥✐s ✉♥❞

❞❡♥ ❆✉s❣❛♥❣s♣❛r❛♠❡t❡r♥ ❞❡r ■t❡r❛t✐♦♥ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✳

❱♦r ❞❡r ✶✳■t❡r❛t✐♦♥ ✇✉r❞❡♥ ❞✐❡ ❲✐♥❦❡❧ α01 ✉♥❞ α02 ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤✱ ♠✐t ❣❡str❡❝❦t❡♥

❙❡✐❧❡♥✱ ❡r♠✐tt❡❧t ✭s✐❡❤❡ ❑❛♣✐t❡❧ ✸✳✶ ✉♥❞ ✸✳✷✮✳ ■t❡r✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❑r❛❢t❛♥❣r✐✛s✇✐♥❦❡❧✱

❞✐❡ ❡♥❞❣ü❧t✐❣❡♥ ❲✐♥❦❡❧ α1 ✉♥❞ α2 ❧✐❡❢❡r♥ ❡✐♥❡ ❙❡✐❧❦✉r✈❡ ❞✐❡ ❛♥ ❞❡♥ t❛tsä❝❤❧✐❝❤❡♥

❱❡r❧❛✉❢ ❞❡s ❙❡✐❧❡s ③✉❢r✐❡❞❡♥st❡❧❧❡♥❞ ❛♥❣❡♥ä❤❡rt ✇✉r❞❡✳

❉✐❡ ❑♦rr❡❦t✉r❢❛❦t♦r❡♥ ③✉r ❱❡r♠❡✐❞✉♥❣ ❞❡r ✐t❡r❛t✐✈❡♥ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣s♠❡t❤♦❞❡ ✇❡r❞❡♥

❞❛❤❡r ❞✐r❡❦t ❢ür ❞✐❡ ❲✐♥❦❡❧ ❛♥❣❡s❡t③t✳ ❙✐❡ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ❞❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥

❞❡♥ r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡♥ ❑r❛❢t❛♥❣r✐✛s✇✐♥❦❡❧ ♥❛❝❤ ❞❡r ✐t❡r❛t✐✈❡♥ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ✉♥❞ ❞❡♥ ❆✉s✲

❣❛♥❣s✇✐♥❦❡❧ ✈♦r ❞❡r ✶✳ ■t❡r❛t✐♦♥ ✭●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✹✼ ✉♥❞ ✸✳✹✽✮✳

kf1 =
α1

α01
✭✸✳✹✼✮

kf2 =
α2

α02
✭✸✳✹✽✮
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✸ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❙❡✐❧❞❡❤♥✉♥❣ ✉♥t❡r ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣ ❞❡s ❙❡✐❧❞✉r❝❤❤❛♥❣s

❑♦rr❡❦t✉r❢❛❦t♦r ✶ ✐st s②♠♠❡tr✐s❝❤ ③✉♠ ❑♦rr❡❦t✉r❢❛❦t♦r ✷✳ ❊①❡♠♣❧❛r✐s❝❤ ✇✐r❞ ❞❛❤❡r

✐♥ ❞❡♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❆❜sät③❡♥ ♥✉r ♥♦❝❤ ❑♦rr❡❦t✉r❢❛❦t♦r ✷ ❜❡❤❛♥❞❡❧t✳

❲✐r❞ ❞❡r ❱❡r❧❛✉❢ ✈♦♥ kf2 ü❜❡r ❞❡♥ ❡✐♥❣❡s❝❤rä♥❦t❡♥ ❆r❜❡✐tsr❛✉♠ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✱ ❡r✲

❣✐❜t ❞❛s ❡✐♥❡ ❞r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡ ❋❧ä❝❤❡✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ü❜❡r ❞✐❡ ❍ö❤❡ z ❞❡s ❆r❜❡✐tsr❛✉♠❡s

♥✐❝❤t ✈❡rä♥❞❡rt ✭❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✽✮✳ ❆✉ÿ❡r❞❡♠ ✇✐r❞ ❞❡r ❲❡rt ✈♦♥ kf2 ❛✉ÿ❡r❤❛❧❜ ❞❡r

❧✐♥❦❡♥ ❆r❜❡✐tsr❛✉♠❣r❡♥③❡ ♥❡❣❛t✐✈✱ ❞❛ ❞✐❡ ❙t❡✐❣✉♥❣ z2′ ✉♥❞ s♦♠✐t ❛✉❝❤ α2 ❞♦rt ♥❡✲

❣❛t✐✈ s✐♥❞✳ ❉✐❡ ❆r❜❡✐tsr❛✉♠❣r❡♥③❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ❞❛❤❡r ❛✉❝❤ ❞✐r❡❦t ♠✐t ❞❡♠ ❱❡r❧❛✉❢ ❞❡r

❑♦rr❡❦t✉r❢❛❦t♦r❡♥ ❡r♠✐tt❡❧t ✇❡r❞❡♥✳ ❍✐❡r ✇✐r❞ ❞❡r ❣❡r❛❞❡✱ ✈❡rt✐❦❛❧❡ ❱❡r❧❛✉❢ ❞❡r ❆r✲

❜❡✐tsr❛✉♠❣r❡♥③❡♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ③✲❯♥❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ❑♦rr❡❦t✉r❢❛❦t♦r❡♥ ❜❡stät✐❣t✳
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✽✿ ❱❡r❧❛✉❢ ❞❡s ❑♦rr❡❦t✉r❢❛❦t♦rs ✷ ü❜❡r ❞❡♥ ❆r❜❡✐tsr❛✉♠

❉✉r❝❤ ❞✐❡ ③✲❯♥❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❦❛♥♥ ❛✉ÿ❡r❞❡♠ ❞✐❡ ❞r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡ ❋❧ä❝❤❡ ♠✐t ❡✐♥❡r

③✲❊❜❡♥❡ ❣❡s❝❤♥✐tt❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛r❛✉s ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❡✐♥❡ ③✇❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡r ❱❡r❧❛✉❢ ❢ür

kf2 ❞❡r ♥✉r ♥♦❝❤ ✈♦♥ ❞❡r ②✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡ ❛❜❤ä♥❣✐❣ ✐st ✭s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✾✮✳

▼✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡s ❈✉r✈❡✜t✲❚♦♦❧s ✈♦♥ ▼❛t❧❛❜ ❦❛♥♥ ❞❡r ❱❡r❧❛✉❢ ♠✐t ❡✐♥❡r r❛t✐♦♥❛❧❡♥✱

♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❛♥❣❡♥ä❤❡rt ✇❡r❞❡♥ ✭❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✾ ❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡ ●❧❡✐✲

❝❤✉♥❣ ✸✳✹✾✮✳
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② ✴ ♠

❦
❢✷ ■t❡r❛t✐✈ ❡r♠✐tt❡❧t❡ ❲❡rt❡

▼❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❆♥♥❛❡❤❡r✉♥❣

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✾✿ ❱❡r❧❛✉❢ ✈♦♥ ❦❢✷ ✉♥❞ ❞❡r ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❆♥♥ä❤❡r✉♥❣ ü❜❡r ❞❡♥ ❆r✲
❜❡✐tsr❛✉♠

kf2(yp) =
1.188 · yp− 18.4

yp+ 0.05877
✭✸✳✹✾✮

❉✉r❝❤ ❞✐❡ ❙②♠♠❡tr✐❡ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❦❢✶ ③✉r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✺✵✳

kf1(yp) =
1.188 · (l − yp)− 18.4

(l − yp) + 0.05877
✭✸✳✺✵✮

✸✳✹✳✶ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❙❡✐❧❦✉r✈❡♥

❇❡✐ ❞❡r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❙❡✐❧❦✉r✈❡ ❜❡❡✐♥✢✉ss❡♥ ❞✐❡ ❑♦rr❡❦t✉r❢❛❦t♦r❡♥ ♥✉r ❞✐❡ ●❧❡✐✲

❝❤✉♥❣ ③✉r ❊r♠✐tt❧✉♥❣ ❞❡r ❙❡✐❧❦r❛❢t✱ r❡s♣❡❦t✐✈❡ ❞❡r ❢ür ❞✐❡ ❙❡✐❧❦✉r✈❡ r❡❧❡✈❛♥t❡♥ ②✲

❑♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❞❡r ❙❡✐❧❦r❛❢t ✭●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✶✮✳

▼✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ❑♦rr❡❦t✉r❢❛❦t♦r❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡ t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡♥ ❙❡✐❧❦rä❢t❡ ✐♥

❡✐♥❡♠ ❛♥❛❧②t✐s❝❤❡♥ ❙❝❤r✐tt ❜❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❲✐❡ ❛✉s ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✷✾ ❜❡❦❛♥♥t ✐st✱

s✐♥❞ ❞✐❡ ②✲❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❙❡✐❧❦rä❢t❡ ❣❧❡✐❝❤ ❣r♦ÿ✳ ❋ür Fy1 ✉♥❞ Fy2 ❦ö♥♥❡♥

♥✉♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✺✷ ❛♥❣❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ✐♥ ❞❡r ❜❡✐❞❡ ❛♥ ❞✐❡ r❡❛❧❡♥ ❲❡rt❡ ❛♥❣❡♥ä✲

❤❡rt❡♥ ❲✐♥❦❡❧ α1 ✉♥❞ α2 ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❦♦rr✐❣✐❡rt❡♥ ❆✉s❣❛♥❣s✇✐♥❦❡❧ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ s✐♥❞

✭●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✸✳✺✶✮✳

α1 = α01 · kf1 α2 = α02 · kf2 ✭✸✳✺✶✮
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✸ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❙❡✐❧❞❡❤♥✉♥❣ ✉♥t❡r ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣ ❞❡s ❙❡✐❧❞✉r❝❤❤❛♥❣s

Fy1 = Fy2 =
m · g

tan(α01 · kf1) + tan(α02 · kf2) ✭✸✳✺✷✮

❉✐❡ r❡st❧✐❝❤❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❞❡r ❙❡✐❧❦✉r✈❡♥❡r♠✐tt❧✉♥❣ ❛✉s ❑❛♣✐t❡❧ ✸✳✶ ❜❧❡✐❜❡♥ ❣❧❡✐❝❤✱

✈♦r❛✉s❣❡s❡t③t ❞✐❡ t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ✇✐r❦❡♥❞❡ ❋②✲❑r❛❢t ❛✉s ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✺✷ ✉♥❞ ❞✐❡ ❛♥❣❡✲

♣❛sst❡♥ ❲✐♥❦❡❧ α1 ✉♥❞ α2 ✭●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✺✶✮ ✇❡r❞❡♥ ✈❡r✇❡♥❞❡t✳

▼✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❑♦rr❡❦t✉r❢❛❦t♦r❡♥ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ✐❞❡❛❧✐s✐❡rt❡♥ ❙❡✐❧❦✉r✈❡♥ ❡r♠✐t✲

t❡❧♥✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ❛♥ ❞❡♥ r❡❛❧❡♥ ❱❡r❧❛✉❢ ❞❡r ❙❡✐❧❡ ③✉❢r✐❡❞❡♥st❡❧❧❡♥❞ ❛♥♥ä❤❡r♥✳ ❱❡r✐✜③✐❡rt

✇✐r❞ ❞❡r ❆♥s❛t③ ♠✐t ❞❡♥ ❑♦rr❡❦t✉r❢❛❦t♦r❡♥ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ✈♦♥ ❣❡❡✐❣♥❡t❡♥ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s♠♦✲

❞❡❧❧❡♥✱ ✐♥ ❞❡♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❑❛♣✐t❡❧♥ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡ ❣❡♥❛✉❡r ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳

■st ❞✐❡ ▼❛ss❡ ❞❡s ▼❛♥✐♣✉❧❛t♦rs ✐♥❦❧✉s✐✈❡ ▲❛st ❜❡❦❛♥♥t✱ ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❛✉s

❑❛♣✐t❡❧ ✸✳✶ ❦♦♠❜✐♥✐❡rt ♠✐t ❞❡♥ ❑♦rr❡❦t✉r❢❛❦t♦r❡♥ ✭●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✺✷✮ ❛❧s ❛♥❛❧②t✐s❝❤❡

❇❡r❡❝❤♥✉♥❣s✈♦rs❝❤r✐❢t ❢ür ❞✐❡ ✐♥✈❡rs❡ ❑✐♥❡♠❛t✐❦ ❞❡s ❙❡✐❧r♦❜♦t❡rs ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇❡r❞❡♥✳

■♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✶✵ ✇✐r❞ ❞❡r str✉❦t✉r❡❧❧❡ ❆❜❧❛✉❢ ❢ür ❞✐❡ ❊r♠✐tt❧✉♥❣ ❞❡r ❑♦rr❡❦t✉r✲

❢❛❦t♦r❡♥ ✉♥❞ ❞❡r❡♥ ■♠♣❧❡♠❡♥t✐❡r✉♥❣ ✐♥ ❞✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣s✈♦rs❝❤r✐❢t ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳
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✸✳✹ ❑♦rr❡❦t✉r❢❛❦t♦r❡♥

Ausgangsparameter α01 und α02:

Aus der Geometrie mit ungedehnten, 

gestreckten Seilen

Einmalige Berechnung der Seilkurven mit 

den gewählten Ausgangsparametern

z0(y)

Iterative Berechnung der Seilkurven,

Annäherung an den tatsächlichen 

Verlauf der Seile z(y)

Parameter α1 und α2
aus der iterativen Berechnung der 

Seilkurven

Vergleich und Gegenüberstellung der 

Seilkurven (einmalig und iterativ)

z0(y)  ~  z(y)

Einführung Korrekturfaktoren kf1 und kf2 :

Zur Anpassung der Ausgangsparameter an 

die tatsächlichen Parameter

Analytische Berechnung der Seilkurven: 

Angenähert an den tatsächlichen Verlauf 

der Seile

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✶✵✿ ❙tr✉❦t✉r❡❧❧❡r ❆✉❢❜❛✉ ❞❡r ❛♥❛❧②t✐s❝❤❡♥ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❙❡✐❧❦✉r✈❡♥
♠✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ❑♦rr❡❦t✉r❢❛❦t♦r❡♥

✸✳✹✳✷ ❆r❜❡✐tsr❛✉♠❣r❡♥③❡♥ ✐♥ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ❑♦rr❡❦t✉r❢❛❦t♦r❡♥

❲✐r❞ ❞❡r ❑♦rr❡❦t✉r❢❛❦t♦r ✷ ✐♥ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❞❡s ❲✐♥❦❡❧s α2 ✭●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳✶✮ ❡✐♥❣❡✲

s❡t③t✱ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✺✸✳

α2 = atan

(

h− zp

l − yp

)

· kf2 ✭✸✳✺✸✮

Ü❜❡r ❞❡♥ ❣❡s❛♠t❡♥ ❘❛✉♠ ❜❡tr❛❝❤t❡t✱ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❞✐❡s❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❋❧ä❝❤❡

✇✐❡ ❞❡r ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✺✳ ❉❛ ❡s s✐❝❤ ❥❡t③t ✉♠ ❡✐♥❡ ❞✐r❡❦t❡✱ ❛♥❛❧②t✐s❝❤❡ ❋♦r♠❡❧ ✉♥❞

❦❡✐♥❡ ✐t❡r❛t✐✈ ❡r♠✐tt❡❧t❡♥ ❲❡rt❡ ❤❛♥❞❡❧t✱ ❦❛♥♥ ❞❡r ◆✉❧❧❞✉r❝❤❣❛♥❣ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤

✸✺



✸ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❙❡✐❧❞❡❤♥✉♥❣ ✉♥t❡r ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣ ❞❡s ❙❡✐❧❞✉r❝❤❤❛♥❣s

❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥✳

0 = atan

(

h− zp

l − yp

)

· 1.188 · yp− 18.4

yp+ 0.05877
✭✸✳✺✹✮

❉❛❜❡✐ ❦❛♥♥ ❞❡r ❛t❛♥✲❚❤❡r♠ ♥✐❝❤t ✵ ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ ❞✐❡ ❯♠❧❡♥❦r♦❧❧❡♥ ③✉ ❇❡❣✐♥♥ ✐♥

❑❛♣✐t❡❧ ✷ ❛✉❢ ✸♠ ü❜❡r ❞❡♠ ❣ü❧t✐❣❡♥ ❆r❜❡✐tsr❛✉♠ ❢❡st❣❡❧❡❣t ✇✉r❞❡♥ ✭h− zp > 0✮✳

❉❛❞✉r❝❤ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❞❡r ◆✉❧❧❞✉r❝❤❣❛♥❣ ✈♦♥ α2 ❞❡♠ ✈♦♥ kf2 ✭●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✺✺✮✳

0 =
1.188 · yp− 18.4

yp+ 0.05877
✭✸✳✺✺✮

❉✐❡ ❧✐♥❦❡ ❆r❜❡✐tsr❛✉♠❣r❡♥③❡ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞❛♥♥ ③✉ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✺✻✳

ylinks =
18.4

1.188
= 15.49m ✭✸✳✺✻✮

❲❡✐❧ ❞❡r ❆r❜❡✐tsr❛✉♠ s②♠♠❡tr✐s❝❤ ✐st ❦❛♥♥ ❞✐❡ r❡❝❤t❡ ❆r❜❡✐tsr❛✉♠❣r❡♥③❡ ♠✐t ❞❡r

●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✺✼ ❜❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥ ✭❛❧t❡r♥❛t✐✈ ❦❛♥♥ ❛✉❝❤ α1 ✉♥t❡r ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣

✈♦♥ kf1 ♥✉❧❧ ❣❡s❡t③t ✇❡r❞❡♥✮✳

yrechts = l − ylinks = 84.51m ✭✸✳✺✼✮

❩✉r ❱❡r❡✐♥❢❛❝❤✉♥❣ ❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡ ❙✐❝❤❡rst❡❧❧✉♥❣✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❞❡r ❙❡✐❧r♦❜♦t❡r ✐♠ ❣ü❧✲

t✐❣❡♥ ❆r❜❡✐tsr❛✉♠ ❜❡✇❡❣t✱ ✇✐r❞ ❞✐❡ ♥ä❝❤st❡ ❣❛♥③❡ ❩❛❤❧ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r ●r❡♥③❡♥ ✈❡r✲

✇❡♥❞❡t ✭●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✺✽✮✳

ylinks = 16m yrechts = 84m ✭✸✳✺✽✮

❆✉ÿ❡r❤❛❧❜ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐tsr❛✉♠❣r❡♥③❡♥ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣s✈♦rs❝❤r✐❢t ❞✉r❝❤ ❑♦r✲

r❡❦t✉r❢❛❦t♦r❡♥ ③✇❛r ♥♦❝❤ ✐♠♠❡r ③✉❢r✐❡❞❡♥st❡❧❧❡♥❞ ❛♥❣❡✇❡♥❞❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❆r❜❡✐ts✲

r❛✉♠❛♥❢♦r❞❡r✉♥❣✱ ❞❛ss ❦❡✐♥ ❚❡✐❧ ❞❡r ❙❡✐❧❡ t✐❡❢❡r ❛❧s ❞✐❡ ▼❛♥✐♣✉❧❛t♦r♣❧❛tt❢♦r♠ ❤ä♥❣t✱

✐st ♥✐❝❤t ♠❡❤r ❣❡❣❡❜❡♥✳ ❆✉ÿ❡r❞❡♠ ♥❡✐❣t ❞❛s ❙②st❡♠ ③✉ st❛r❦❡♥ ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣❡♥✱ ❛✉s

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s✈❡rs✉❝❤❡♥ ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ s♦❣❛r ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣s❛♠♣❧✐t✉❞❡♥ ✈♦♥ ❜✐s ③✉ ✶♠✱ ❞✐❡

❡rst ♥❛❝❤ ❡✐♥❡r ❊✐♥s❝❤✇✐♥❣♣❤❛s❡ ✈♦♥ ❝❛✳ ✺ ♠✐♥ ❧❛♥❣s❛♠ ❛❜❦❧✐♥❣❡♥✳

❉✐❡ ❞❡✜♥✐❡rt❡♥ ❆r❜❡✐tsr❛✉♠❣r❡♥③❡♥ ❛✉s ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✺✽ s♦❧❧t❡♥ ❛✉s ❞✐❡s❡♥ ●rü♥❞❡♥

♥✐❝❤t ü❜❡rs❝❤r✐tt❡♥ ✇❡r❞❡♥✳

✸✳✺ ▲❛st❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ❑♦rr❡❦t✉r❢❛❦t♦r❡♥ r❡s♣❡❦t✐✈❡ ❞❡r

❆r❜❡✐tsr❛✉♠❣r❡♥③❡♥

❇✐s ❤✐❡r❤❡r ✇✉r❞❡♥ ❛❧❧❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡r ❦♦♥st❛♥t❡♥ ▲❛st ✈♦♥ m = 1000 ❦❣

❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✳ ❆❧❧❡ P❛r❛♠❡t❡r ❞❡r ❙❡✐❧❦✉r✈❡ s✐♥❞ ❥❡❞♦❝❤ ❞✐r❡❦t ✈♦♥ ❞❡♠ ●❡✇✐❝❤t

✸✻



✸✳✺ ▲❛st❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ❑♦rr❡❦t✉r❢❛❦t♦r❡♥ r❡s♣❡❦t✐✈❡ ❞❡r ❆r❜❡✐tsr❛✉♠❣r❡♥③❡♥

❞❡r ▼❛♥✐♣✉❧❛t♦r♣❧❛tt❢♦r♠ ❛❜❤ä♥❣✐❣✳ ❉✐❡s❡ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❦❛♥♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤ ✐♥ ❞✐❡

❋♦r♠❡❧ ❢ür ❞✐❡ ❑♦rr❡❦t✉r❢❛❦t♦r❡♥ ♠✐t ❡✐♥❜❡③♦❣❡♥ ✇❡r❞❡♥✳

❋ür ❞✐❡ ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❋♦r♠❡❧ ❢ür ❞❡♥ ❑♦rr❡❦t✉r❢❛❦t♦r ✉♥t❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r

❧❛st❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ ●röÿ❡♥ ❛♥❣❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✭●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✺✾✮✳

kf2(yp,m) =
1.188 · yp− 18.4

yp+ 0.05877
=

p1(m) · yp+ p2(m)

yp+ q1(m)
✭✸✳✺✾✮

❑♦rr❡❦t✉r❢❛❦t♦r ✷ ✇✐r❞ ❞❛♥♥ ❢ür ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ▲❛st❡♥ ✐t❡r❛t✐✈ ♥❡✉ ❜❡r❡❝❤♥❡t✳ ❯♠ ❞✐❡

●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ③✉ ❡r❤ö❤❡♥ s♦❧❧t❡♥ ❞✐❡ ▲❛st❛❜st✉❢✉♥❣❡♥ ♠ö❣❧✐❝❤st ❣❡r✐♥❣ s❡✐♥✱ ❥❡ ❤ö❤❡r

❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ▲❛st❡♥✱ ❞❡st♦ ❤ö❤❡r ✐st ❛❜❡r ❛✉❝❤ ❞❡r ❘❡❝❤❡♥❛✉❢✇❛♥❞✳

❆❧s ❑♦♠♣r♦♠✐ss ✇✉r❞❡ ❤✐❡r ❞✐❡ ▲❛st ✈♦♥ ✸✵✵ ❦❣ ❜✐s ✷✵✵✵ ❦❣ ✐♥ ✶ ❦❣✲❙❝❤r✐tt❡♥ ✉♥t❡r✲

t❡✐❧t ✭❡♥ts♣r✐❝❤t ❡✐♥❡r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣s❞❛✉❡r ✈♦♥ ❝❛✳ ✷✵♠✐♥ ♣r♦ ▲❛sts❝❤r✐tt✮✳

❋ür ❥❡❞❡ ❡✐♥③❡❧♥❡ ❞✐❡s❡r ▲❛st❡♥ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡s kf2 ♥❡✉ ♠✐t ❞❡♠ ❈✉✈❡❋✐t✲❚♦♦❧

✐♥t❡r♣♦❧✐❡rt ✉♥❞ ❧✐❡❢❡rt ❲❡rt❡ ❢ür ♣✶✱♣✷ ✉♥❞ q✶✳ ❉✐❡s❡ ❲❡rt❡ ✇❡r❞❡♥ ❦♦rr❡s♣♦♥❞✐❡✲

r❡♥❞ ③✉ ❞❡♥ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ▼❛ss❡♥ ❡r♥❡✉t ♠✐t ❈✉r✈❡❋✐t ✐♥t❡r♣♦❧✐❡rt ✉♥❞ ❧✐❡❢❡r♥ r❛t✐♦♥❛❧❡✱

♠❛ss❡♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ P❛r❛♠❡t❡r ✭●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✻✵ ❜✐s ✸✳✻✷✮✳

p1(m) =
m+ 434.54

m+ 207.18
✭✸✳✻✵✮

p2(m) =
−0.112 ·m− 22214

m+ 213.57
✭✸✳✻✶✮

q1(m) =
−0.1261 ·m+ 186.34

m− 32.46
✭✸✳✻✷✮

❙♦♠✐t ✇✉r❞❡ kf2 ❧❛st❛❜❤ä♥❣✐❣ ❞❡✜♥✐❡rt✱ kf1 ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❛♥❛❧♦❣ ✐♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✻✸✳

kf1(yp,m) =
p1(m) · (l − yp) + p2(m)

(l − yp) + q1(m)
✭✸✳✻✸✮

❉✉r❝❤ ◆✉❧❧s❡t③❡♥ ✈♦♥ kf2 ❦❛♥♥ ✇✐❡❞❡r ❞✐❡ ❧✐♥❦❡ ❆r❜❡✐tsr❛✉♠❣r❡♥③❡ ❞❡✜♥✐❡rt ✇❡r❞❡♥

✭●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✻✹✮✳ ❉✐❡ r❡❝❤t❡ ❆r❜❡✐tsr❛✉♠❣r❡♥③❡ ✐st yrechts = l − ylinks✳

ylinks(m) =
p2(m)

p1(m)
✭✸✳✻✹✮

❋ür ❡✐♥❡ ▲❛st ✈♦♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ✺✵✵ ❦❣ ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡ ❣❛♥③③❛❤❧✐❣❡ ●r❡♥③❡♥ ③✉ ylinks =

24m ✉♥❞ yrechts = 76m ❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥✳ ❏❡ ❧❡✐❝❤t❡r ❛❧s♦ ❞✐❡ ▲❛st ✐st ❞❡st♦ ❦❧❡✐♥❡r

✇✐r❞ ❞❡r ✈❡r✇❡♥❞❜❛r❡ ❆r❜❡✐tsr❛✉♠✱ ✐♥ ❞❡♠ ❞✐❡ ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✸✳✸ ❞❡✜♥✐❡rt❡♥ ❆♥❢♦r❞❡✲

r✉♥❣❡♥ ❡r❢ü❧❧t s✐♥❞✳

❱❡r✇❡♥❞❡t ♠❛♥ ❞❡♥ ❧❛st❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ ❑♦rr❡❦t✉r❢❛❦t♦r ③✉r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❙❡✐❧❦✉r✈❡✱

❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤✱ ❢ür m = 1000 ❦❣✱ ❡①❛❦t ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❑✉r✈❡♥ ✇✐❡ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✹ ♥❛❝❤

✸✼



✸ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❙❡✐❧❞❡❤♥✉♥❣ ✉♥t❡r ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣ ❞❡s ❙❡✐❧❞✉r❝❤❤❛♥❣s

❞❡r ✶✵✵✳ ■t❡r❛t✐♦♥✳

✸✳✻ ❊rst❡❧❧❡♥ ❡✐♥❡r ❛♥❛❧②t✐s❝❤❡♥ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣s✈♦rs❝❤r✐❢t ❞❡r

✐♥✈❡rs❡♥ ❑✐♥❡♠❛t✐❦

❉✐❡ ✐♥✈❡rs❡ ❑✐♥❡♠❛t✐❦ ❞❡s ❙❡✐❧r♦❜♦t❡rs ❜❡s❝❤r❡✐❜t ❞✐❡ P♦s✐t✐♦♥✐❡r✉♥❣ ❞❡r ▼❛♥✐♣✉❧❛✲

t♦r♣❧❛tt❢♦r♠ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ❙❡✐❧❧ä♥❣❡♥✳ ❉❛❜❡✐ ✐st ❞✐❡ t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ❛❜❣❡✇✐✲

❝❦❡❧t❡ ▲ä♥❣❡ ❞❡r ❙❡✐❧❡ ❞✐❡ ③✉ ✈❡rä♥❞❡r♥❞❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❞❡s ❙②st❡♠s✳

■♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✶✶ ✇✐r❞ ❞❡r str✉❦t✉r❡❧❧❡ ❆✉❢❜❛✉ ❞❡r ❛♥❛❧②t✐s❝❤❡♥ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣s✈♦r✲

s❝❤r✐❢t ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ▼✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ❙❡✐❧❡✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ✉♥❞ ❞❡♥ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❘❛♥❞❜❡✲

❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❞❡s ❙❡✐❧r♦❜♦t❡rs s✐♥❞ ❛❧❧❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❞❡r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣s✈♦rs❝❤r✐❢t ✈♦❧❧stä♥✲

❞✐❣ ❞❡✜♥✐❡rt✳

❋ür ❞✐❡ ❑♦rr❡❦t✉r❢❛❦t♦r❡♥ kf1 ✉♥❞ kf2 ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❛✉s ❑❛♣✐t❡❧ ✸✳✺

✈❡r✇❡♥❞❡t✱ ❞❛❞✉r❝❤ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣s✈♦rs❝❤r✐❢t ❛✉❝❤ ❢ür ❞✐❡ P♦s✐t✐♦♥✐❡r✉♥❣ ✈♦♥

▲❛st❡♥ m 6= 1000 ❦❣ ❛♥❣❡✇❛♥❞t ✇❡r❞❡♥✳

▼✐t ❞❡♥ ❑♦rr❡❦t✉r❢❛❦t♦r❡♥ ✉♥❞ ❞❡♥ t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡♥ ❲✐♥❦❡❧ α1 ✉♥❞ α2

❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡ ②✲❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❞❡r ❙❡✐❧❦rä❢t❡ ❛♥ ❞❡r ▼❛♥✐♣✉❧❛t♦r♣❧❛tt❢♦r ✭Fy1 = Fy2✮✱

s♦✇✐❡ ❞✐❡ ❢ür ❞✐❡ ❉❡❤♥✉♥❣ r❡❧❡✈❛♥t❡♥ ❣❡♠✐tt❡❧t❡♥ ❙❡✐❧❦rä❢t❡ Fges1 ✉♥❞ Fges2✱ ❜❡✲

r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥✳

❆✉s ❞❡r ❙❡✐❧❦✉r✈❡ ❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡ ❞❡r❡♥ ❡rst❡r ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ■♥t❡❣r❛✲

t✐♦♥s❦♦♥st❛♥t❡♥ C1′ ✉♥❞ C2′ ❜❡st✐♠♠❡♥✱ ❣❡♠❡✐♥s❛♠ ♠✐t ❞❡♥ ②✲❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❞❡r

❙❡✐❧❦rä❢t❡ ❦ö♥♥❡♥ ♠✐t ✐❤♥❡♥ ❞✐❡ ✉♥❣❡❞❡❤♥t❡♥✱ ❛❜❡r ❞✉r❝❤❤ä♥❣❡♥❞❡♥ ❙❡✐❧❧ä♥❣❡♥ l1real

✉♥❞ l2real ❜❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥✳

❉✐❡ ❢ür ❞✐❡ ✐♥✈❡rs❡ ❑✐♥❡♠❛t✐❦ ♥♦t✇❡♥❞✐❣❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣s✈♦rs❝❤r✐❢t

✭l1abgewickelt ✉♥❞ l2abgewickelt✮ ✇❡r❞❡♥ ❞❛♥♥ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ❣❡♠✐tt❡❧t❡♥ ❙❡✐❧❦rä❢t❡ ❜❡✲

r❡❝❤♥❡t✱ s✐❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥ ❞❡♥ ❣❡❞❡❤♥t❡♥✱ ❞✉r❝❤❤ä♥❣❡♥❞❡♥ ❙❡✐❧❧ä♥❣❡♥ ❞❡s ❙❡✐❧r♦❜♦t❡rs✳

✸✽



✸✳✻ ❊rst❡❧❧❡♥ ❡✐♥❡r ❛♥❛❧②t✐s❝❤❡♥ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣s✈♦rs❝❤r✐❢t ❞❡r ✐♥✈❡rs❡♥ ❑✐♥❡♠❛t✐❦

Seileigenschaften: EA, ρ   → rhoq (Gleichung 3.3)

Seilroboterparameter bzw. –geometrie:     m, yp, zp → α01, α02  (Gleichung 3.44)

kf1 
(Gleichung 3.63)

kf2 
(Gleichung 3.59)

α1 
(Gleichung 3.51)

α2 
(Gleichung 3.51)

Fy1 
(Gleichung 3.52)

Fges1 
(Gleichung 3.37)

Fy2 
(Gleichung 3.52)

Fges2 
(Gleichung 3.42)

C1΄̍̍̍   
(Gleichung 3.22)

l1real
(Gleichung 3.24)

l1abgewickelt
(Gleichung 3.28)

C2΄̍̍̍  
(Gleichung 3.37)

l2real
(Gleichung 3.39)

l2abgewickelt
(Gleichung 3.43)

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✶✶✿ ❙tr✉❦t✉r❡❧❧❡r ❆✉❢❜❛✉ ❞❡r ❛♥❛❧②t✐s❝❤❡♥ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣s✈♦rs❝❤r✐❢t

❉✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❛✉s ❑❛♣✐t❡❧ ✸✳✹ ✉♥❞ ✸✳✺ ❦ö♥♥❡♥ ♥✐❝❤t ❞✐r❡❦t ❛♥❛❧②t✐s❝❤ ♠✐t ❱❛r✐❛✲

❜❧❡♥ ✉♥❞ P❛r❛♠❡t❡r♥ ❞❡✜♥✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ s✐❡ ✐t❡r❛t✐✈ ✉♥❞ ♠❡✐st ❞✉r❝❤ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞❡

■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❜❡st✐♠♠t ✇✉r❞❡♥✳ ❉✐❡s ❜❡✐♥❤❛❧t❡t ❛❧❧❡r❞✐♥❣s✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ♠✐✲

♥✐♠❛❧ ❛❜✇❡✐❝❤❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ✉♥❞ s✐❝❤ ❞❡r ❋❡❤❧❡r ❞✉r❝❤ ❡t✇❛✐❣❡ ♠❡❤r♠❛❧✐❣❡ ■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥

❢♦rt♣✢❛♥③❡♥ ✇✐r❞✳

❯♠ ❞✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣s✈♦rs❝❤r✐❢t ❞❡♥♥♦❝❤ ✈❡r✐✜③✐❡r❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❛❜s❝❤ät✲

③❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✱ ✇✐r❞ ❞❡r ❙❡✐❧r♦❜♦t❡r ✐♥ ❞❡♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❑❛♣✐t❡❧♥ ♠✐t ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥

Pr♦❣r❛♠♠❡♥ r❡❛❧✐täts♥❛❤ s✐♠✉❧✐❡rt✳

✸✾



✹ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠✐t ❙✐♠s❝❛♣❡ ▼✉❧t✐❜♦❞②

✹ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠✐t ❙✐♠s❝❛♣❡ ▼✉❧t✐❜♦❞②

❩✉r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡✐♥❡s ❙❡✐❧❡s ✇✐r❞ ♣r✐♥③✐♣✐❡❧❧ ❛✉❢ ❞✐❡ ❇❛s✐s❜❛✉st❡✐♥❡ ❥❡❞❡r ▼❡❤r❦ör♣❡r✲

s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ③✉rü❝❦❣❡❣r✐✛❡♥✿ ❋❡❞❡r♥✱ ❉ä♠♣❢❡r ✉♥❞ ▼❛ss❡stä❜❡ ✇❡r❞❡♥ ③✉ ❡✐♥❡r ❑❡tt❡

✈❡r❜✉♥❞❡♥ ✉♥❞ ❦ö♥♥❡♥ ♠✐t ❞❡♥ r✐❝❤t✐❣❡♥ ❋❡❞❡r✲ ❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡ ❉ä♠♣❢❡r✲❦♦♥st❛♥t❡♥

❞❛s r❡❛❧❡ ❱❡r❤❛❧t❡♥ ❡✐♥❡s ❙❡✐❧❡s ❣✉t ❛❜❜✐❧❞❡♥✳

❉❛s ❧ässt s✐❝❤ ♠✐t ✈✐❡❧❡♥ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s♣r♦❣r❛♠♠❡♥ ♠♦❞❡❧❧✐❡r❡♥✱ ✉♥t❡r ❛♥❞❡r❡♠ ✇✉r✲

❞❡♥ ❖♣❡♥♠♦❞❡❧✐❝❛✱ ❙✐♠✉❧✐♥❦ ✉♥❞ ❙✐♠s❝❛♣❡ ▼✉❧t✐❜♦❞② ❢ür ❱❡rs✉❝❤❡ ❤❡r❛♥❣❡③♦❣❡♥✳

❙✐♠s❝❛♣❡ ▼✉❧t✐❜♦❞② ❡r✇✐❡s s✐❝❤ ❛❧s ❡✐♥❢❛❝❤❡ ✉♥❞ ❡✛❡❦t✐✈❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s✉♠❣❡❜✉♥❣✱

❞✐❡ ❢ür ❞❡♥ ✷❉✲❱❡rs✉❝❤ ✈♦❧❧❦♦♠♠❡♥ ❛✉sr❡✐❝❤t ❬▼✐❧✰✶✼❪✳

✹✳✶ ▼♦❞❡❧❧❛✉❢❜❛✉ ✉♥❞ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥❡r♠✐tt❧✉♥❣

❉✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❙❡✐❧r♦❧❧❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❛❧s P✉♥❦t ❞❛r❣❡st❡❧❧t ✉♥❞ ❛❧s s♣❤är✐s❝❤❡ ●❡❧❡♥❦❡ ♠♦✲

❞❡❧❧✐❡rt✱ ❡❜❡♥s♦ ❞✐❡ P✉♥❦t♠❛ss❡ ❞❡r ▼❛♥✐♣✉❧❛t♦r♣❧❛tt❢♦r♠ ✭❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✶❛✮✳

❊✐♥ ❙❡✐❧❡❧❡♠❡♥t ❜❡st❡❤t ❛✉s ❡✐♥❡♠ ❩②❧✐♥❞❡r ♠✐t ❞❡r ❦♦rr❡s♣♦♥❞✐❡r❡♥❞❡♥ ❉✐❝❤t❡ ✉♥❞

❡✐♥❡♠ s♣❤är✐s❝❤❡♥✲t❡❧❡s❦♦♣✐s❝❤❡♥ ●❡❧❡♥❦ ✭❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✶❜✮✳

✭❛✮ ❊①❡♠♣❧❛r✐s❝❤❡r ▼♦❞❡❧❧❛✉❢❜❛✉

O
U
Seilelement

B
F

Sphärisch-teleskopisches	Gelenk

1

C1

2

C2

✭❜✮ ❙❡✐❧❡❧❡♠❡♥t

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✶✿ ✷❉✲▼♦❞❡❧❧ ✐♥ ❙✐♠s❝❛♣❡ ▼✉❧t✐❜♦❞②

❉✐❡ t❡❧❡s❦♦♣✐s❝❤❡ ❋❡❞❡r❦♦♥st❛♥t❡ ❞❡s ●❡❧❡♥❦s ❡♥ts♣r✐❝❤t ❞❛❜❡✐ ❞❡r ❙t❡✐✜❣❦❡✐t ❞❡s

r❡❛❧❡♥ ❙❡✐❧❡s ✉♠❣❡r❡❝❤♥❡t ❛✉❢ ❡✐♥ ❡✐♥③❡❧♥❡s ❊❧❡♠❡♥t✳ ❏❡ ❢❡✐♥❡r ❞✐❡ ❉✐s❦r❡t✐s✐❡r✉♥❣

✭❛❧s♦ ❥❡ ❦❧❡✐♥❡r ❡✐♥③❡❧♥❡ ❊❧❡♠❡♥t❡ s✐♥❞✮ ❞❡st♦ ❤ö❤❡r ✇✐r❞ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡ ❋❡❞❡r✲

❦♦♥st❛♥t❡✱ ❛❧s ❘❡s✉❧t❛t ❞❡r ❘❡✐❤❡♥❛♥♦r❞♥✉♥❣ ✈♦♥ ❋❡❞❡r♥✳

❯♠ ❞✐❡ t❡❧❡s❦♦♣✐s❝❤❡ ❉ä♠♣❢✉♥❣s❦♦♥st❛♥t❡ ✉♥❞ ❞✐❡ s♣❤är✐s❝❤❡ ❋❡❞❡r✲ ❜❡③✐❡❤✉♥❣s✲

✇❡✐s❡ ❉ä♠♣❢✉♥❣s❦♦♥st❛♥t❡ ♠ö❣❧✐❝❤st r❡❛❧✐täts♥❛❤❡ ③✉ ❜❡st✐♠♠❡♥✱ ✇✐r❞ s♦✇♦❤❧ ❞❛s

♥❛tür❧✐❝❤❡ ❙❡✐❧❞✉r❝❤❤❛♥❣✲❱❡r❤❛❧t❡♥ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡s ❊✐❣❡♥❣❡✇✐❝❤t❡s ❛❧s ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❉❛✉❡r

✹✵



✹✳✶ ▼♦❞❡❧❧❛✉❢❜❛✉ ✉♥❞ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥❡r♠✐tt❧✉♥❣

✉♥❞ ❈❤❛r❛❦t❡r✐st✐❦ ❞❡r ❊✐♥s❝❤✇✐♥❣♣❤❛s❡ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t✳

❆❧s ❆✉s❣❛♥❣s♣♦s✐t✐♦♥ ❢ür ❞✐❡ ❱❡rs✉❝❤❡ ✇✐r❞ ❞❛s ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡ ❉r❡✐❡❝❦ ♠✐t ❞❡♥ ✉♥✲

❣❡❞❡❤♥t❡♥ ❙❡✐❧❧ä♥❣❡♥ ❛❧s ❙❝❤❡♥❦❡❧ ✈❡r✇❡♥❞❡t✳

✹✳✶✳✶ ❉✐s❦r❡t✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❙❡✐❧❡

❋ür ❞✐❡ ❊❧❡♠❡♥t❧ä♥❣❡ ❡✐♥❡s ❙❡✐❧❡s ❣✐❧t ✇✐❡ ✐♥ ❥❡❞❡r ❉✐s❦r❡t✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❦♦♥✐♥✉✐❡r❧✐❝❤❡♥

❘❡❛❧✐tät✿ ❉❡st♦ ❦❧❡✐♥❡r ❞❡r ❆♥s❛t③ ❞❡st♦ r❡❛❧❡r✳ ●❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣ ❜❡❞❡✉t❡t ❡✐♥❡ ❢❡✐♥❡r❡ ❉✐s✲

❦r❡t✐s✐❡r✉♥❣ ♠❡❤r ❙❡✐❧❡❧❡♠❡♥t❡✱ ♠❡❤r ●❡❧❡♥❦❡ ✉♥❞ ♠❡❤r ❇❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥✱ ❞✐❡ ✇ä❤r❡♥❞

❞❡r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ③✉ ❡r❢ü❧❧❡♥ s✐♥❞✱ ✇❛s ❞✐r❡❦t❡♥ ❊✐♥✢✉ss ❛✉❢ ❞❡♥ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s❛✉❢✇❛♥❞

♥✐♠♠t✳ ❋ür ❞✐❡ ❣r♦ÿ❡♥ ❙❡✐❧❧ä♥❣❡♥ ❞✐❡s❡s ▼♦❞❡❧❧s ✉♥❞ ❞❡r ❡r✇ü♥s❝❤t❡♥✱ ❦✉r③❡♥ ❙✐✲

♠✉❧❛t✐♦♥s❞❛✉❡r ✇❡r❞❡♥ ❊❧❡♠❡♥t❧ä♥❣❡♥ ✈♦♥ ✶♠ ✭t ≤ 30♠✐♥✮ ♦❞❡r ✺♠ ✭t ≤ 20♠✐♥✮

❣❡✇ä❤❧t✳

❉✐❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s❡r❣❡❜♥✐ss❡ ❜❡✐ s♦ ❣r♦ÿ❡♥ ❊❧❡♠❡♥t❡♥ s✐♥❞ ❦r✐t✐s❝❤ ③✉ ❜❡✇❡rt❡♥✳ ■♥ ❧❛♥❣

❞❛✉❡r♥❞❡♥ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥ ♠✐t ❦❧❡✐♥❡♥ ❊❧❡♠❡♥t❧ä♥❣❡♥ ✇✉r❞❡ ü❜❡r♣rü❢t✱ ♦❜ ❣r♦ÿ❡ ❊❧❡✲

♠❡♥t❧ä♥❣❡♥ tr♦t③❞❡♠ ③✉❢r✐❡❞❡♥st❡❧❧❡♥❞❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s❡r❣❡❜♥✐ss❡ ❧✐❡❢❡r♥✳ ❊①❡♠♣❧❛r✐s❝❤

✇✐r❞ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✷ ✉♥❞ ❚❛❜❡❧❧❡ ✹✳✶ ❞❡r ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ✺♠✲❊❧❡♠❡♥t❡♥

✉♥❞ ❞❡♥ ✵✳✺♠✲❊❧❡♠❡♥t❡♥ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❉❛❜❡✐ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❙❡✐❧❧ä♥❣❡♥ l1 = 51♠ ✉♥❞

l2 = 50♠ ❣❡✇ä❤❧t ✉♥❞ ❞✐❡ ▲❛st ❛✉❢ m = 1000 ❦❣ ❢❡st❣❡❧❡❣t✳

❩✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ✺♠✲ ✉♥❞ ❞❡♥ ✵✳✺♠✲❊❧❡♠❡♥t❡♥ ✐st ❞❡r ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ✐♥ ❞❡r ❊♥❞♣♦s✐t✐✲

♦♥ ✈❡r❣❧✐❝❤❡♥ ♠✐t ❞❡r ❛♥❣❡str❡❜t❡♥ ●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ♥✐❝❤t s✐❣♥✐✜❦❛♥t ✭∆②❂✲✵✳✶♠♠ ✉♥❞

∆③❂✸✳✼♠♠✮✳ ❉✐❡ ❈❤❛r❛❦t❡r✐st✐❦ ❞❡r ❊✐♥s❝❤✇✐♥❣♣❤❛s❡ ✐st ✐♥ ❣✉t❡r ◆ä❤❡r✉♥❣ ✈❡r✲

❣❧❡✐❝❤❜❛r✱ s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✷✳

❚❛❜❡❧❧❡ ✹✳✶✿ ❊♥❞♣♦s✐t✐♦♥ ✈♦♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❊❧❡♠❡♥t❧ä♥❣❡♥

❊♥❞♣♦s✐t✐♦♥ ② ✴ ♠ ③ ✴ ♠

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠✐t ✺♠✲❊❧❡♠❡♥t❡♥ ✺✵✳✺✵✺✷ ✷✺✳✼✼✽

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠✐t ✵✳✺♠✲❊❧❡♠❡♥t❡♥ ✺✵✳✺✵✺✸ ✷✺✳✼✼✹✸

✹✶



✹ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠✐t ❙✐♠s❝❛♣❡ ▼✉❧t✐❜♦❞②
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✭❜✮ ✵✳✺♠✲❊❧❡♠❡♥t❡

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✷✿ ❊♥❞♣♦s✐t✐♦♥❡♥ ✈♦♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ▼❡t❤♦❞❡♥

✹✳✶✳✷ ■❞❡❛❧❡ ❙❡✐❧❦✉r✈❡

❯♠ ❞✐❡ ❋❡❞❡r✲ ✉♥❞ ❉ä♠♣❢✉♥❣s❦♦♥st❛♥t❡ ❞❡s s♣❤är✐s❝❤❡♥ ●❡❧❡♥❦❡s ❜❡st✐♠♠❡♥ ③✉

❦ö♥♥❡♥✱ ✇✐r❞ ❞❛s ❙②st❡♠ ♠✐t ✵✳✵✵✶ ❦❣ ❜❡❧❛st❡t ✉♥❞ ❞✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ s♦ ❧❛♥❣❡

❛♥❣❡♣❛sst ❜✐s ❞❡r ✐❞❡❛❧❡ ❙❡✐❧❞✉r❝❤❤❛♥❣ ✭❡♥ts♣r✐❝❤t ❞❡♠ ✉♥❜❡❧❛st❡t❡♥✱ ❢r❡✐ ❤ä♥❣❡♥❞❡♥

❙❡✐❧✮ ❡rr❡✐❝❤t ✇✐r❞ ❬❉❉✶✶❪✳

▼❛t❤❡♠❛t✐s❝❤ ❧ässt s✐❝❤ ❞✐❡s❡r r❡❧❛t✐✈ ❡✐♥❢❛❝❤ ❜❡st✐♠♠❡♥✱ ❢ür ❞✐❡ s♦ ❣❡♥❛♥♥t❡ ❙❡✐❧✲

❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✹✳✶✮ ❦❛♥♥ z0 s❝❤♥❡❧❧ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❡r♠✐tt❡❧t ✉♥❞

❞❡r ❑rü♠♠✉♥❣sr❛❞✐✉s a ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✹✳✷ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❋ür ❞✐❡ ✈❡r✲

❡✐♥❢❛❝❤t❡ ❊r♠✐tt❧✉♥❣ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❙❡✐❧❡ ❣❧❡✐❝❤ ✇❡✐t ❛❜❣❡✇✐❝❦❡❧t ✭l1 = 55m, l2 =

55m ⇒ lg = 110m✮✱ ❞❛s ❙❡✐❧ ❧✐♥❦s ❜❡✐ y = 0♠✱ z = 33♠ ❜❡❢❡st✐❣t ✉♥❞ r❡❝❤ts ❜❡✐

y = 100♠ ❛✉❢ ❣❧❡✐❝❤❡r ❍ö❤❡ z✱ w = 100♠ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❞❛❜❡✐ ❞❡♠ ❆❜st❛♥❞ ③✇✐s❝❤❡♥

❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❆✉❢❤ä♥❣✉♥❣❡♥✳

❉✐❡ ❢ür ❞❛s ❛❦t✉❡❧❧❡ ❙❡✐❧r♦❜♦t❡r✲❙②st❡♠ ✐❞❡❛❧❡ ❙❡✐❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❡♥ts♣r✐❝❤t ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✹✳✸

✉♥❞ ✐st ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✸ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳

z(y) = a · cosh(y − y0

a
) + z0 ✭✹✳✶✮

lg = 2 · a · sinh( w

2 · a) ✭✹✳✷✮

z(y) = 65.4964 · cosh( y − 50

65.4964
)− 58.5265 ✭✹✳✸✮

✹✷



✹✳✷ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s❡r❣❡❜♥✐ss❡ ✉♥❞ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ♠✐t ❞❡r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✸✿ ■❞❡❛❧❡ ❙❡✐❧❦✉r✈❡ ✭●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✹✳✸✮

■♠ ●❡❣❡♥s❛t③ ③✉♠ ❣❡str❡❝❦t❡♥ ❙❡✐❧✱ ❜❡✐ ❞❡♠ s✐❝❤ ❞✐❡ ▼❛♥✐♣✉❧❛t♦r♣❧❛tt❢♦r♠ ❛✉❢ ❡✐✲

♥❡r ❍ö❤❡ ✈♦♥ z = 10.087♠ ❜❡✜♥❞❡t✱ ♣❡♥❞❡❧t s✐❝❤ ❞✐❡ P❧❛tt❢♦r♠ ❢ür yp = 50♠ ❜❡✐♠

❞✉r❝❤❤ä♥❣❡♥❞❡♥ ❙❡✐❧ ❛✉❢ ❡✐♥❡r ❍ö❤❡ ✈♦♥ zp = 12.9899♠ ❡✐♥✳ ▼✐t ❞✐❡s❡♠ ❲❡rt ✇✐r❞

❞✐❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❙✐♠s❝❛♣❡ ▼✉❧t✐❜♦❞② ✈❡r❣❧✐❝❤❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❉ä♠♣❢✉♥❣s✲ ✉♥❞ ❋❡❞❡r❦♦♥✲

st❛♥t❡♥ s♦ ✇❡✐t ❛♥❣❡♣❛sst✱ ❜✐s s✐❝❤ ❞❛s ❙❡✐❧r♦❜♦t❡r✲▼♦❞❡❧❧ ❛✉❝❤ ❛♥ ❞❡r ❡rr❡❝❤♥❡♥t❡♥

▼❛♥✐♣✉❧❛t♦r❡♥❞♣♦s✐t✐♦♥ ③✉❢r✐❡❞❡♥st❡❧❧❡♥❞ ❛♥♥ä❤❡rt✳

✹✳✷ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s❡r❣❡❜♥✐ss❡ ✉♥❞ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ♠✐t ❞❡r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣

❙✐♠s❝❛♣❡ ▼✉❧t✐❜♦❞② ✐st ❡✐♥❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ✈♦♥ ▼❛t❧❛❜✱ ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ✇✐r❞ ❞❛❜❡✐ ✐♥

❡✐♥❡r ❡✐❣❡♥❡♥ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s✉♠❣❡❜✉♥❣ ❛✉❢❣❡❜❛✉t✳ ❉✐❡ P❛r❛♠❡t❡r ❢ür ❞✐❡ ▼❛ss❡ s♦✇✐❡

❞✐❡ ❋❡❞❡r✲ ✉♥❞ ❉ä♠♣❢✉♥❣s❦♦♥st❛♥t❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❞❡♠ ▼♦❞❡❧❧ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❡✐♥❡s ▼❛t❧❛❜✲

❙❦r✐♣ts ü❜❡r❣❡❜❡♥✱ ❛✉❝❤ ❞❡r ❱❡rs✉❝❤s❛❜❧❛✉❢ ✇✐r❞ ✐♠ s❡❧❜❡♥ ❙❦r✐♣t ♣r♦❣r❛♠♠✐❡rt

✉♥❞ ❞✐❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s❡r❣❡❜♥✐ss❡ ❛✉s❣❡✇❡rt❡t✳

✹✳✷✳✶ ❱❡rs✉❝❤s❛♥♦r❞♥✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ ❱❡r✐✜③✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣s✈♦rs❝❤r✐❢t

❆✉s ❞❡r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❙❡✐❧❞❡❤♥✉♥❣ ✭❑❛♣✐t❡❧ ✷✮ ✐st ❜❡❦❛♥♥t✱ ❞❛ss ❞✐❡ P♦s✐t✐♦♥s✲

❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ▼❛♥✐♣✉❧❛t♦r♣♦s✐t✐♦♥❡♥ ♠✐t ❣❡❞❡❤♥t❡♥✱ ❞✉r❝❤❤ä♥❣❡♥❞❡♥

❙❡✐❧❡♥ ③✉ ❞❡♥❡♥ ♠✐t ✉♥❣❡❞❡❤♥t❡♥ ✉♥❞ ❣❡str❡❝❦t❡♥ ❙❡✐❧❡♥ st❛r❦ ✈♦♥ ❞❡r P♦s✐t✐♦♥ ✐♠

❆r❜❡✐tsr❛✉♠ ❛❜❤ä♥❣t✳ ■♥ ❞❡r ◆ä❤❡ ❞❡r ❆r❜❡✐tsr❛✉♠♠✐tt❡ ✭y ∼ 50m✮ ✇✐r❞ s✐❡ ❣röÿ❡r

✉♥❞ ❛❜ ❡✐♥❡r ❍ö❤❡ ✈♦♥ ③≥✷✺♠ st❡✐❣t s✐❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧✳

✹✸



✹ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠✐t ❙✐♠s❝❛♣❡ ▼✉❧t✐❜♦❞②

❯♠ ❣❡❡✐❣♥❡t❡ ❱❡rs✉❝❤s♣♦s✐t✐♦♥❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❱❡r✐✜③✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣s✈♦rs❝❤r✐❢t

③✉ ✜♥❞❡♥ ✇✐r❞ ❞❡r ❣ü❧t✐❣❡ ❆r❜❡✐tsr❛✉♠ ③✉❡rst ❤❛❧❜✐❡rt ✭❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❍ä❧❢t❡♥ ✈❡r❤❛❧✲

t❡♥ s✐❝❤ s②♠♠❡tr✐s❝❤✮ ❡✐♥❡ ❆r❜❡✐tsr❛✉♠❤ä❧❢t❡ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❤✐❡r ❡✐♥❡♠ ❱❡rs✉❝❤sq✉❛✲

❞r❛♥t❡♥✳ ■♥ ❞❡r ❧✐♥❦❡♥ ❍ä❧❢t❡ ✇❡r❞❡♥ ❞❛♥♥ ❢ü♥❢ P♦s✐t✐♦♥❡♥ ❣❡✇ä❤❧t✱ ❞✐❡ ♠ö❣❧✐❝❤st

❣❧❡✐❝❤♠äÿ✐❣ ü❜❡r ❞❡♥ ❘❛✉♠ ✈❡rt❡✐❧t s✐♥❞✳ ❋ür ❞✐❡ ❣❡✇ä❤❧t❡♥ P♦s✐t✐♦♥❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡

P♦s✐t✐♦♥s❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣s✈♦rs❝❤r✐❢t ❡r♠✐tt❡❧t✳ ❚r❡t❡♥ ❤✐❡r

✈♦♥ ❡✐♥❡r P♦s✐t✐♦♥ ③✉ ✐❤r❡♥ ❜❡♥❛❝❤❜❛rt❡♥ P♦s✐t✐♦♥❡♥ ❙♣rü♥❣❡ ✈♦♥ ♠❡❤r ❛❧s ✵✳✶✺♠

❛✉❢ ✭ǫ = 0.15♠ ∽ 1% ❞❡r ❣❡s❛♠t❡♥ ❆r❜❡✐tsr❛✉♠❧ä♥❣❡✮ ✇✉r❞❡ ❞❡r ❆r❜❡✐tsr❛✉♠ ✐♥

③✉ ✇❡♥✐❣❡ ◗✉❛❞r❛♥t❡♥ ✉♥t❡rt❡✐❧t ✉♥❞ ❞✐❡ ❱❡rs✉❝❤s❛♥♦r❞♥✉♥❣ ❦❛♥♥ ♥✐❝❤t ❢ür ❡✐♥❡

③✉✈❡r❧äss✐❣❡ ❱❡r✐✜③✐❡r✉♥❣ ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇❡r❞❡♥✳

■♠ ♥ä❝❤st❡♥ ❙❝❤r✐tt ✇✐r❞ ❞❡r ❱❡rs✉❝❤sq✉❛❞r❛♥t ✇✐❡❞❡r✉♠ ✐♥ ✈✐❡r ❣❧❡✐❝❤ ❣r♦ÿ❡ ❘❡❝❤t✲

❡❝❦❡ ✉♥t❡rt❡✐❧t ✭s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✹✮✳ ■♥ ❞❡♥ ♥❡✉❡♥ ◗✉❛❞r❛♥t❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✇✐❡❞❡r ❢ü♥❢

❱❡rs✉❝❤s♣♦s✐t✐♦♥❡♥ ❣❧❡✐❝❤♠äÿ✐❣✱ ✢ä❝❤❡♥③❡♥tr✐❡rt ✈❡rt❡✐❧t✳ ❉✐❡ P♦s✐t✐♦♥s❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥

❞❡r ♥✉♥ ✷✵ P♦s✐t✐♦♥❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✇✐❡❞❡r ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣s✈♦rs❝❤r✐❢t ❡r♠✐tt❡❧t✳

❙✐♥❞ ❞✐❡ ❙♣rü♥❣❡ ❞❡r ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ✈♦♥ P♦s✐t✐♦♥ ③✉ P♦s✐t✐♦♥ ♥♦❝❤ ✐♠♠❡r ❣röÿ❡r ❛❧s ǫ

♠üss❡♥ ❞✐❡ ✈✐❡r ◗✉❛❞r❛♥t❡♥ ✇✐❡❞❡r ❥❡✇❡✐❧s ✐♥ ✈✐❡r ❣❧❡✐❝❤ ❣r♦ÿ❡ ❘❡❝❤t❡❝❦❡ ✉♥t❡rt❡✐❧t

✇❡r❞❡♥ ✭❣❡s❛♠t ✶✻ ❱❡rs✉❝❤sq✉❛❞r❛♥t❡♥✮✳ ❉❡r ❱♦r❣❛♥❣ ✇✐r❞ s♦❧❛♥❣❡ ✇✐❡❞❡r❤♦❧t ❜✐s

❛❧❧❡ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ P♦s✐t✐♦♥s❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ③✇❡✐❡r ❜❡♥❛❝❤❜❛rt❡r P♦s✐t✐♦✲

♥❡♥ ❦❧❡✐♥❡r ❛❧s ǫ s✐♥❞✳

❋ür ❞❡♥ ❜❡❤❛♥❞❡❧t❡♥ ❙❡✐❧r♦❜♦t❡r r❡✐❝❤❡♥ ✹ ◗✉❛❞r❛♥t❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❞❛r❛✉s ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ✷✵

P♦s✐t✐♦♥❡♥ ✭s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✹✮ ❛✉s ✉♠ ❞✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣s✈♦rs❝❤r✐❢t ❛✉s ❑❛♣✐t❡❧ ✸

✈❡r✐✜③✐❡r❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✳ ❲ür❞❡♥ ❆r❜❡✐tsrä✉♠❡ ✈♦♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ✺✵✵♠ ▲ä♥❣❡ ✉♥❞

✶✵✵♠ ❍ö❤❡ ❣❡✇ä❤❧t✱ ♠üsst❡♥ ❞✐❡ ◗✉❛❞r❛♥t❡♥ ✇❡✐t❡r ✉♥t❡rt❡✐❧t ✇❡r❞❡♥✳

✹✹



✹✳✷ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s❡r❣❡❜♥✐ss❡ ✉♥❞ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ♠✐t ❞❡r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✹✿ ❆✉s❣❛♥❣s♣♦st✐♦♥❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❱❡rs✉❝❤❡ ③✉♠ ❱❡r✐✜③✐❡r❡♥ ❞❡r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣
♠✐tt❡❧s ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥

❉❛ s✐❝❤ ✐♥ ❞❡♠ ▼♦❞❡❧❧ ✈♦♥ ❙✐♠s❝❛♣❡ ▼✉❧t✐❜♦❞② ♠❡❤r❡r❡ ❙❡✐❧❡❧❡♠❡♥t❡ ③✉ ❡✐♥❡♠

❙❡✐❧ ③✉s❛♠♠❡♥s❡t③❡♥✱ ❦❛♥♥ ❞❛s ❣❛♥③❡ ❙❡✐❧ ♥✉r s♦ ❣❡♥❛✉ ♥❛❝❤❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥ ✇✐❡ ❡s

❞❛s ❦❧❡✐♥st❡ ✈❡r✇❡♥❞❡t❡ ❊❧❡♠❡♥t ③✉❧ässt✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ ✐st ❞❛s ❦❧❡✐♥st❡ ❙❡✐❧❡❧❡♠❡♥t

✵✳✶♠ ❧❛♥❣✱ ❣❧❡✐❝❤♠äÿ✐❣ ü❜❡r ❞❡♥ ❘❛✉♠ ✈❡rt❡✐❧t❡♥ ❆✉s❣❛♥❣s♣♦s✐t✐♦♥❡♥ ❛✉s ❆❜❜✐❧✲

❞✉♥❣ ✹✳✹ ❦ö♥♥❡♥ ❞❛❞✉r❝❤ ♥✐❝❤t ❡①❛❦t ♠✐t ❙✐♠s❝❛♣❡ ▼✉❧t✐❜♦❞② s✐♠✉❧✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ✭✐♥

❛♥❞❡r❡♥ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s♣r♦❣r❛♠♠❡♥ ❜❡st❡❤t ❞✐❡s❡s Pr♦❜❧❡♠ ♥✐❝❤t✮✳ ❙t❛tt❞❡ss❡♥ ✇❡r❞❡♥

❞✐❡ ❙❡✐❧❧ä♥❣❡♥ ③✉r ❊rr❡✐❝❤✉♥❣ ❞✐❡s❡r P♦s✐t✐♦♥❡♥ ❦✉r③❡r❤❛♥❞ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❑♦♠♠❛st❡❧❧❡

❣❡r✉♥❞❡t✳

■♥ ❚❛❜❡❧❧❡ ✹✳✷ s✐♥❞ ❧✐♥❦s ❞✐❡ ❡①❛❦t❡♥✱ ❣❧❡✐❝❤♠äÿ✐❣ ü❜❡r ❞✐❡ ❧✐♥❦❡ ❆r❜❡✐tsr❛✉♠❤ä❧❢t❡

✈❡rt❡✐❧t❡♥ ❆✉s❣❛♥❣s♣♦s✐t✐♦♥❡♥ ✭❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✹✮ ❛✉❢❣❡❧✐st❡t ✉♥❞ r❡❝❤ts ❞❛♥❡❜❡♥ ❜❡✲

✜♥❞❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❞❛r❛✉s ❡rr❡❝❤♥❡t❡♥✱ ❡①❛❦t❡♥ ❙❡✐❧❧ä♥❣❡♥✳ ❘✉♥❞❡t ♠❛♥ ❞✐❡s❡ ❙❡✐❧❧ä♥❣❡♥

❛✉❢ ❡✐♥❡ ❑♦♠♠❛st❡❧❧❡✱ ❡r❣✐❜t ❞❛s ❢ür ❙✐♠s❝❛♣❡ ▼✉❧t✐❜♦❞② ✈❡r✇❡♥❞❜❛r❡ ❆✉s❣❛♥❣s✲

♣♦s✐t✐♦♥❡♥ ❞✐❡ ♥✉r ❧❡✐❝❤t ✈♦♥ ❞❡♥ ❊①❛❦t❡♥ ❛❜✇❡✐❝❤❡♥✳

✹✺



✹ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠✐t ❙✐♠s❝❛♣❡ ▼✉❧t✐❜♦❞②

❚❛❜❡❧❧❡ ✹✳✷✿ ❱❡r✇❡♥❞❡t❡ ❆✉s❣❛♥❣s♣♦s✐t✐♦♥❡♥ ❢ür ❙✐♠s❝❛♣❡ ▼✉❧t✐❜♦❞②

❊①❛❦t❡ ❆✉s❣❛♥❣s✲

♣♦s✐t✐♦♥❡♥ ✴ ♠

❊①❛❦t❡

❙❡✐❧❧ä♥❣❡♥ ✴ ♠

●❡r✉♥❞❡t❡

❙❡✐❧❧ä♥❣❡♥ ✴ ♠

❱❡r✇❡♥❞❡t❡ ❆✉s✲

❣❛♥❣s♣♦s✐t✐♦♥❡♥ ✴ ♠

◆r ②♣✵ ③♣✵ ❧✶ ❧✷ ❧✶ ❧✷ ②♣✵ ③♣✵

✶ ✹✺✳✼✺ ✷✻✳✸✼✺ ✹✻✳✷✷✼✷ ✺✹✳✻✺✸✵ ✹✻✳✷ ✺✹✳✼ ✹✺✳✼✶✶✽ ✷✻✳✺✻✼✺

✷ ✹✺✳✼✺ ✶✾✳✶✷✺ ✹✼✳✽✵✼✼ ✺✺✳✾✾✻✷ ✹✼✳✽ ✺✻✳✵ ✹✺✳✼✹✹✷ ✶✾✳✶✺✶✻

✸ ✸✼✳✷✺ ✶✾✳✶✷✺ ✸✾✳✼✺✵✷ ✻✹✳✷✻✺✼ ✸✾✳✽ ✻✹✳✸ ✸✼✳✷✹✼✼ ✶✽✳✾✽✸✵

✹ ✸✼✳✷✺ ✷✻✳✸✼✺ ✸✼✳✽✸✹✺ ✻✸✳✵✾✽✽ ✸✼✳✽ ✻✸✳✶ ✸✼✳✷✸✻✶ ✷✻✳✺✼✺✷
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✼ ✹✺✳✼✺ ✹✳✻✷✺ ✺✸✳✽✸✺✵ ✻✶✳✷✷✷✻ ✺✸✳✽ ✻✶✳✷ ✹✺✳✼✹✺✵ ✹✳✻✾✶✹

✽ ✸✼✳✷✺ ✹✳✻✷✺ ✹✻✳✽✷✻✸ ✻✽✳✽✻✼✸ ✹✻✳✽ ✻✽✳✾ ✸✼✳✷✶✺✶ ✹✳✻✻✽✹
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✹✳✷ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s❡r❣❡❜♥✐ss❡ ✉♥❞ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ♠✐t ❞❡r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣

✹✳✷✳✷ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠✐t ❙❡✐❧❞❡❤♥✉♥❣ ♦❤♥❡ ❉✉r❝❤❤❛♥❣

❯♠ ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡r ✐t❡r❛t✐✈❡♥ ▼❡t❤♦❞❡ ❛✉s ❑❛♣✐t❡❧ ✷ ♠ö❣❧✐❝❤st ❣❡♥❛✉ ✐♥ ❞❡r

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥❛❝❤③✉st❡❧❧❡♥ ✇✐r❞ ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ✈♦r❡rst ♦❤♥❡ ❙❡✐❧❞✉r❝❤❤❛♥❣ ♠♦❞❡❧❧✐❡rt✳

❉❛❢ür ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡ ❡✐♥❡s ❙❡✐❧❡❧❡♠❡♥ts ❛✉❢ ❡✐♥❡♥ tr❛♥s❧❛t♦r✐s❝❤❡♥ ❋r❡✐✲

❤❡✐ts❣r❛❞ ✐♥ ❙❡✐❧r✐❝❤t✉♥❣ ❜❡s❝❤rä♥❦t✳ ❉✐❡ P♦s✐t✐♦♥s❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❞❡r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ③✉

❞❡♥ ❜❡r❡❝❤♥❡t❡♥ ❊♥❞♣♦s✐t✐♦♥❡♥ s✐♥❞ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✺ ✉♥❞ ✹✳✻✱ ❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡ ✐♥

❚❛❜❡❧❧❡ ✹✳✸ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❆❧s ❆✉s❣❛♥❣s♣♦s✐t✐♦♥ ✇❡r❞❡♥ ❥❡✇❡✐❧s ❞✐❡ ❣❡r❛❞❡♥✱ ✉♥❣❡❞❡❤♥✲

t❡♥ ✉♥❞ ❣❡r✉♥❞❡t❡♥ ❙❡✐❧❧ä♥❣❡♥ ❛✉s ❚❛❜❡❧❧❡ ✹✳✷ ✈❡r✇❡♥❞❡t✳ ■♥ ❞❡♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣❡♥ ✇✐r❞

❥❡✇❡✐❧s ♥✉r ❞✐❡ ❧✐♥❦❡ ❆r❜❡✐tsr❛✉♠❤ä❧❢t❡ ❞❛r❣❡st❡❧❧t ✉♥❞ ❞✐❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ♥✉r ❢ür

❞✐❡ s✐♠✉❧✐❡rt❡♥ P♦s✐t✐♦♥❡♥ ❛✉s ❚❛❜❡❧❧❡ ✹✳✷ ❛♥❣❡③❡✐❣t✳

❙❝❤♥❡❧❧ ✇✐r❞ ❡rs✐❝❤t❧✐❝❤✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞✉r❝❤❛✉s ❧❡❣✐t✐♠❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❧✐❡❢❡rt✱ ❞✐❡

P♦s✐t✐♦♥s❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✐♥ ②✲❘✐❝❤t✉♥❣ ✐st ❜✐s ❛✉❢ ❡✐♥❡ ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣❜❛r❡ ❆✉s♥❛❤♠❡

❦❧❡✐♥❡r ❛❧s ✲✸✳✼♠♠✳ ■♥ ③✲❘✐❝❤t✉♥❣ ❣❡❤t ❞✐❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ✈♦♥ ✷✻♠♠ ❜✐s ✲✷✽✳✻♠♠✱

❞✐❡ ❣röÿ❡r❡♥ ❙♣rü♥❣❡ ✐♥ ③✲❘✐❝❤t✉♥❣ ❜❛s✐❡r❡♥ ❛✉❢ ❞❡♥ ❊✐♥✢✉ss ❞❡r ❉❡❤♥✉♥❣ ❛✉❢ ❞✐❡

❍ö❤❡ ❞❡r ▼❛♥✐♣✉❧❛t♦r♣❧❛tt❢♦r♠✳ ❉❡❤♥❡♥ s✐❝❤ ❜❡✐❞❡ ❙❡✐❧❡ ✐♥ ❡t✇❛ ❣❧❡✐❝❤ ❜❧❡✐❜t ❞✐❡

②✲P♦s✐t✐♦♥ ❣❧❡✐❝❤ ❞✐❡ ③✲P♦s✐t✐♦♥ ❣❡❤t ❛❜❡r ❜❡❞❡✉t❡♥❞ ♥❛❝❤ ✉♥t❡♥✳

❉✉r❝❤ ❞✐❡ ❣❡r✐♥❣❡♥ ❙t❛♥❞❛r❞❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ σy = 0.88mm ✉♥❞ σz = 3.9mm✱

✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ✈❡r✐✜③✐❡rt✳

❙❝❤❧✉ss❢♦❧❣❡r♥❞ ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡ ✐♥ ❚❛❜❡❧❧❡ ✹✳✸ ❛✉❢❣❡❧✐st❡t❡♥ P♦s✐t✐♦♥s❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✈❡r✲

♥❛❝❤❧äss✐❣t ✇❡r❞❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❛✉s ❑❛♣✐t❡❧ ✷✳✷ ❡r✇❡✐st s✐❝❤ ❛❧s ✈❡rtr❛✉❡♥s✲

✇ür❞✐❣✳
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✹ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠✐t ❙✐♠s❝❛♣❡ ▼✉❧t✐❜♦❞②
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✺✿ P♦s✐t✐♦♥s❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ∆y ❞❡r ❙✐♠s❝❛♣❡✲❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠✐t ❙❡✐❧❞❡❤♥✉♥❣
♦❤♥❡ ❉✉r❝❤❤❛♥❣ ③✉ ❞❡♥ ❜❡r❡❝❤♥❡t❡♥ ❊♥❞♣♦s✐t✐♦♥❡♥
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✹ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠✐t ❙✐♠s❝❛♣❡ ▼✉❧t✐❜♦❞②

✹✳✷✳✸ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠✐t ❙❡✐❧❞❡❤♥✉♥❣ ✉♥❞ ❉✉r❝❤❤❛♥❣

❩✉r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❉✉r❝❤❤❛♥❣s ♠✉ss ❞❛s ●❡❧❡♥❦ ❞❡s ❙❡✐❧❡❧❡♠❡♥ts ✭❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✶❜✮

❛❧❧❡ r♦t❛t♦r✐s❝❤❡♥ ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡ ❜❡s✐t③❡♥ ✉♥❞ ❞❛r❢ ♥✉r ♥♦❝❤ ✐♥ ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ tr❛♥s❧❛✲

t♦r✐s❝❤❡♥ ❘✐❝❤t✉♥❣❡♥ q✉❡r ③✉r ❙❡✐❧r✐❝❤t✉♥❣ ❣❡s♣❡rrt s❡✐♥✳ ❯♠ ❡✐♥❡♥ r❡❛❧✐täts♥❛❤❡♥

❙❡✐❧❞✉r❝❤❤❛♥❣ s✐♠✉❧✐❡r❡♥ ③✉ ❦ö♥♥♥❡♥✱ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❑♦♥st❛♥t❡♥ ❛✉s ❑❛♣✐t❡❧ ✹✳✶✳✷ ❛♥✲

❣❡✇❡♥❞❡t✳

❚r♦t③ ❡✐♥❡r ▲❛st ✈♦♥ m = 1000 ❦❣ ❜❡❡✐♥✢✉sst ❞❡r ❙❡✐❧❞✉r❝❤❤❛♥❣ ❞✐❡ ❊♥❞♣♦s✐t✐♦♥

♠❛r❦❛♥t✱ ❤❛t ❥❛ ❡✐♥ ❙❡✐❧ ✈♦♥ ✺✵♠ ▲ä♥❣❡ ❡✐♥ ❊✐❣❡♥❣❡✇✐❝❤t ✈♦♥ ✷✷✺ ❦❣✳ ❏❡ ❧ä♥❣❡r ❞❛s

❙❡✐❧ ✐st ✉♥❞ ❥❡ ❣❡r✐♥❣❡r ❞✐❡ ❙❡✐❧❦rä❢t❡ s✐♥❞✱ ❞❡st♦ ✇✐❝❤t✐❣❡r ✇✐r❞ ❞✐❡ ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣

❞❡s ❙❡✐❧❞✉r❝❤❤❛♥❣s✳ ◆❡❜❡♥ ❞❡r ❍ö❤❡♥ä♥❞❡r✉♥❣ ✇✐r❞ ❜❡✐ ❞❡r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠✐t ❙❡✐❧✲

❞✉r❝❤❤❛♥❣ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ✐♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡r ②✲❘✐❝❤t✉♥❣ r❡❧❡✈❛♥t❡r✳

❉✐❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✇✐❡❞❡r ♠✐t ❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❙❡✐❧❧ä♥❣❡♥✱ ❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡ ❆✉s✲

❣❛♥❣s♣♦s✐t✐♦♥❡♥ ❛✉s ❚❛❜❡❧❧❡ ✹✳✷ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✳

❉✐❡ P♦s✐t✐♦♥s❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❞❡r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ③✉ ❞❡♥ ❜❡r❡❝❤♥❡t❡♥ ❊♥❞♣♦s✐t✐♦♥❡♥ s✐♥❞

✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✼ ✉♥❞ ✹✳✽✱ s♦✇✐❡ ✐♥ ❚❛❜❡❧❧❡ ✹✳✹ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳

❉✐❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✐♥ ②✲ ✉♥❞ ✐♥ ③✲❘✐❝❤t✉♥❣ s✐♥❞ ❡t✇❛s ❣röÿ❡r ❛❧s ❜❡✐ ❞❡r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥

♦❤♥❡ ❙❡✐❧❞✉r❝❤❤❛♥❣✱ ✇♦❜❡✐ s✐❡ s✐❝❤ ③✇✐s❝❤❡♥ ✲✼✷✳✺♠♠ ✉♥❞ ✽✻✳✹♠♠ ❡✐♥♣❡♥❞❡❧♥✳ ❉✐❡

r❡❧❛t✐✈ ❣r♦ÿ❡♥ ❲❡rt❡ ✈❡rr✐♥❣❡r♥ ❞✐❡ ●❧❛✉❜✇ür❞✐❣❦❡✐t ❞❡r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣s✈♦rs❝❤r✐❢t✳

❉✐❡ ❙t❛♥❞❛r❞❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ❛❜❡r ③✉ σy = 5.95mm ✉♥❞ σz = 10.27mm✱

✇❛s ❞❛s ❱❡rtr❛✉❡♥ ✐♥ ❞✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ✇✐❡❞❡r ❡t✇❛s stär❦t✳
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❚❛❜❡❧❧❡ ✹✳✹✿ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ✉♥❞ ❙✐♠s❝❛♣❡✲❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠✐t ❙❡✐❧❞❡❤♥✉♥❣ ✉♥❞ ❉✉r❝❤❤❛♥❣

❊♥❞♣♦s✐t✐♦♥

❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❬♠❪

❊♥❞♣♦s✐t✐♦♥

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❬♠❪

P♦s✳✲❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❬♠♠❪

◆r ②♣r ③♣r ②♣s ③♣s ∆② ∆③
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●r✉♥❞ ❢ür ❞✐❡ ❣r♦ÿ❡♥ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✐st ✉♥t❡r ❛♥❞❡r❡♠ ❞✐❡ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡ ❊r♠✐tt❧✉♥❣

❞❡r ❉ä♠♣❢❡r ✉♥❞ ❋❡❞❡r❦♦♥st❛♥t❡♥ ❞❡s ❙❡✐❧❡s ❛✉s ❑❛♣✐t❡❧ ✹✳✶✳✷✳ ❉✐❡ ❝❤❛r❛❦t❡r✐st✐s❝❤❡

❊✐♥s❝❤✇✐♥❣♣❤❛s❡✱ ❞❛r❣❡st❡❧❧t ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✷✱ ❦❛♥♥ ✈♦♥ P♦s✐t✐♦♥ ③✉ P♦s✐t✐♦♥ st❛r❦

✈❛r✐✐❡r❡♥✳ ■♥ ❊①tr❡♠❢ä❧❧❡♥ ❜❡✜♥❞❡t s✐❝❤ ❞❛s ❙②st❡♠ ❛✉❝❤ ♥❛❝❤ ✷✵s ♥♦❝❤ ♥✐❝❤t ✐♥

❘✉❤❡❧❛❣❡✳ ■♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✾ ③✉♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ st❡✐❣t ❞✐❡ ❊♥❞♣♦s✐t✐♦♥ ✈♦♥ ✶✵s ❜✐s ✷✵s ♥♦❝❤

✐♠♠❡r ❧❛♥❣s❛♠ ❛❜❡r ❦♦♥t✐♥✉✐❡r❧✐❝❤ ✭❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡ ✇❛♥❞❡rt s✐❡ ✐♥ ②✲❘✐❝❤t✉♥❣ ♥❛❝❤

r❡❝❤ts✮✱ s✐♠✉❧✐❡rt ✇✉r❞❡ ❤✐❡r ❞✐❡ P♦s✐t✐♦♥ ✶✺✳
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✾✿ ❊✐♥s❝❤✇✐♥❣♣❤❛s❡ ❞❡s ❙❡✐❧r♦❜♦t❡r♠♦❞❡❧❧s ❛♥ P♦s✐t✐♦♥ ◆r✳ ✶✺

■♥ ❛♥❞❡r❡♥ P♦s✐t✐♦♥❡♥ ✜♥❞❡t ❦❡✐♥ Ü❜❡rs❝❤✇✐♥❣❡♥ st❛tt ♦❞❡r ❞❛s ❙②st❡♠ s❝❤✇✐♥❣t

❛✉❝❤ ♥♦❝❤ ♥❛❝❤ ✷✵s ✇❡✐t❡r✳ ❊✐♥❡ ♠ö❣❧✐❝❤❡ ❇❡❣rü♥❞✉♥❣ s✐♥❞ ❞✐❡ ✈❛r✐✐❡r❡♥❞❡♥ ❙❡✐❧✲

❧ä♥❣❡♥ ❥❡ ♥❛❝❤ P♦s✐t✐♦♥ ✭✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❊✐❣❡♥❢r❡q✉❡♥③❡♥✮✱ ✇❡❧❝❤❡ ✐♥ ❑♦♠❜✐♥❛t✐♦♥

♠✐t ❞❡♥ ❉✐s❦r❡t✐s✐❡r✉♥❣❡♥ ❞❡r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ③✉ ❘❡s♦♥❛♥③❡♥ ❢ü❤r❡♥✳ ❩✉sät③❧✐❝❤ ❜❡st❡❤t

❡✐♥ ❡✐♥③❡❧♥❡s ❙❡✐❧ ❣r✉♥❞sät③❧✐❝❤ ❛✉s ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤ ❧❛♥❣❡♥ ❊❧❡♠❡♥t❡♥ ✭✈♦♥ ✵✳✶♠ ❜✐s

③✉ ✺♠✮✱ ✇❛s ♥❛t✉r❣❡♠äÿ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❘❡❛❦t✐♦♥❡♥ ✉♥❞ ❙❝❤✇✐♥❣✈❡r❤❛❧t❡♥ ③✉r ❋♦❧❣❡

❤❛t✳ ❱❡rs❝❤✐❡❞❡♥ ❧❛♥❣❡ ❊❧❡♠❡♥t❡ ❦♦♠♠❡♥ ③✉r ❆♥✇❡♥❞✉♥❣✱ ❞❛ ♠✐t ❞❡♠ ❜❡✈♦r③✉❣✲

t❡♥ ✺♠ ✲ ❊❧❡♠❡♥t❡♥ ❞✐❡ ❡r❢♦r❞❡r❧✐❝❤❡♥ ❙❡✐❧❧ä♥❣❡♥ ✭❩❛❤❧❡♥✇❡rt❡ ❣❡r✉♥❞❡t ❛✉❢ ❡✐♥❡

❑♦♠♠❛st❡❧❧❡✮ ♥✐❝❤t ♠♦❞❡❧❧✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳

❉✐❡ ✷✵ P♦s✐t✐♦♥❡♥ ❛✉s ❚❛❜❡❧❧❡ ✹✳✹ ✇✉r❞❡♥ ❞❛❤❡r ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧ s✐♠✉❧✐❡rt ✉♥❞ ❞✐❡ ❊r❣❡❜✲

♥✐ss❡ ❡✐♥③❡❧♥ ❜❡tr❛❝❤t❡t✳ ❉❛❜❡✐ ✇✉r❞❡♥ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ±50♠♠ ✐♥ ❑❛✉❢ ❣❡♥♦♠✲

♠❡♥ ✭✐♥ ❊①tr❡♠❢ä❧❧❡♥ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✈♦♥ ✷✵s ❜✐s ③✉ ✸ ❙t✉♥❞❡♥ ❞❛✉❡r♥ ✉♥❞ ❞❛s

❙②st❡♠ ❜❡✜♥❞❡t s✐❝❤ ♥♦❝❤ ✐♠♠❡r ♥✐❝❤t ✐♥ ❘✉❤❡❧❛❣❡✮✳

❆❧s ❡rst❡ ❆❜s❝❤ät③✉♥❣✱ ♦❜ ❞✐❡ ❛♥❛❧②t✐s❝❤❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣s✈♦rs❝❤r✐❢t ❛✉s ❑❛♣✐t❡❧ ✸ ✈❡r✲

tr❛✉❡♥s✇ür❞✐❣❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❧✐❡❢❡rt✱ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❙✐♠s❝❛♣❡ ▼✉❧t✐❜♦❞② ❞✉r❝❤✲

❛✉s ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇❡r❞❡♥✳

❋ür ❞✐❡ t❛tsä❝❤❧✐❝❤❡ ❱❡r✐✜③✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❛♥❛❧②t✐s❝❤❡♥ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣s✈♦rs❝❤r✐❢t ♠✉ss ❛✉❢

❡✐♥❡ ❛♥❞❡r❡ ❙♦❢t✇❛r❡ ③✉rü❝❦❣❡❣r✐✛❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ■♠ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❙✐♠✉✲

❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❙❡✐❧r♦❜♦t❡rs ♠✐t ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❳ ❣❡♥❛✉❡r ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳
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✺✳✶ Pr♦❣r❛♠♠❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❳ ✜♥❞❡t ❢ür ❞✐❡ ▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣ ✉♥❞ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✈♦♥ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ♦❞❡r

❙②st❡♠❡♥ ✐♥ ❛❧❧❡♥ t❡❝❤♥✐s❝❤❡♥ ❇❡r❡✐❝❤❡♥ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣✳ ❉✐❡ ❡✐♥❣❡❜❡tt❡t❡♥ ❇✐❜❧✐♦t❤❡✲

❦❡♥ s✐♥❞ ✉♠❢❛♥❣r❡✐❝❤ ✉♥❞ s♣❡③✐❛❧✐s✐❡rt ❛✉❢ ❛❧❧❡ ✇✐❝❤t✐❣❡♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❉♦♠ä♥❡♥

✇✐❡ ▼❡❝❤❛♥✐❦✱ ❋❧✉❞✐t❡❝❤♥✐❦✱ ❚❤❡r♠✐❦✱ ❊❧❡❦tr♦t❡❝❤♥✐❦ ✉♥❞ ✈✐❡❧❡ ♠❡❤r✳

➘❤♥❧✐❝❤ ✇✐❡ ❞✐❡ ♠❡✐st❡♥ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s♣r♦❣r❛♠♠❡✱ ✉♥❞ ❛✉❝❤ ❙✐♠s❝❛♣❡ ▼✉❧t✐❜♦❞②✱

✉♥t❡rstüt③t ❞✐❡ ❙♦❢t✇❛r❡ ❞❡♥ ✈♦❧❧❡♥ ❙♣r❛❝❤✉♠❢❛♥❣ ✈♦♥ ▼♦❞❡❧✐❝❛✳ ❆❧❧❡ ▼♦❞❡❧✐❝❛✲

❙t❛♥❞❛r❞✲❇❛✉st❡✐♥❡ ❦ö♥♥❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐❡rt ✉♥❞ ❢ür ❦♦♠♣❧❡①❡r❡ ❲❡✐t❡r❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣❡♥

✈❡r✇❡♥❞❡t ✇❡r❞❡♥✳

▼✐t ❞❡r ❱❡rs✐♦♥ ✸✳✽ ✇✉r❞❡ ❛✉❝❤ ❡✐♥ ♥❡✉❡s ❊❧❡♠❡♥t ❡✐♥❣❡❢ü❤rt✱ ❞❛s ♠❛ss❡❜❡❤❛❢t❡t❡

❙❡✐❧❡ ❞r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✐♠✉❧✐❡r❡♥ ❦❛♥♥✱ ✇❛s s✐❝❤ ❢ür ❞✐❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❛♠ ❙❡✐❧r♦❜♦t❡r

❛❧s ✐❞❡❛❧ ❡r✇❡✐st ❬❙✐♠✵✾❪✳

❉❛s Pr♦❣r❛♠♠ ✐st ♦♣t✐♠✐❡rt ❦♦♠♣❧❡①❡ ❙②st❡♠❡ ③❡✐t❡✣③✐❡♥t ③✉ s✐♠✉❧✐❡r❡♥ ✉♥❞ ❦❛♥♥

❞❛❤❡r s❡❤r ❣✉t ♠✐t ❞❡♠ ❡✐♥❢❛❝❤❡♥ ❆✉❢❜❛✉ ❞❡s ❙❡✐❧r♦❜♦t❡rs ✉♠❣❡❤❡♥✳ ❉✐❡ ❙✐♠✉❧❛t✐✲

♦♥s③❡✐t❡♥ s✐♥❞ ❜✐s ③✉ ✶✵✵♠❛❧ ❦ür③❡r ❛❧s ❜❡✐ ❙✐♠s❝❛♣❡ ▼✉❧t✐❜♦❞②✳

✺✳✷ ▼♦❞❡❧❧❛✉❢❜❛✉

❉✐❡ ❇❛✉st❡✐♥❡ ❢ür ❙❡✐❧tr♦♠♠❡❧♥✱ ❯♠❧❡♥❦r♦❧❧❡♥ ✉♥❞ ❛❧❧❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ❡r❢♦r❞❡r❧✐❝❤❡♥

❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ s✐♥❞ ✐♠ Pr♦❣r❛♠♠ ✈♦r❤❛♥❞❡♥ ✉♥❞ ❦ö♥♥❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡✐♥❡s

❙❡✐❧r♦❜♦t❡rs ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇❡r❞❡♥✳

❩✉r ❱❡r✐✜③✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣❡♥ ❛✉s ❑❛♣✐t❡❧ ✸ r❡✐❝❤t ❥❡❞♦❝❤ ❡✐♥ ✈❡r❡✐♥❢❛❝❤t❡s

▼♦❞❡❧❧✳

❉❛s ▼♦❞❡❧❧ ❜❡st❡❤t ❛✉s ❡✐♥❡r ❇♦❞❡♥♣❧❛tt❡ ♠✐t ③✇❡✐ ✈❡rt✐❦❛❧❡♥✱ ✸✸♠ ❤♦❤❡♥ ❙t❛♥❣❡♥✱

❞✐❡ ❡✐♥❡♥ ❆❜st❛♥❞ ✈♦♥ l = 100♠ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r ❤❛❜❡♥✳ ❆♥ ❜❡✐❞❡♥ ❙t❛♥❣❡♥ ✇✐r❞ ♦❜❡♥

❥❡✇❡✐❧s ❡✐♥ ❙❡✐❧ ✢❡①✐❜❡❧ ❜❡❢❡st✐❣t✱ ❞✐❡ ❛♥❞❡r❡♥ ❊♥❞❡♥ ❞❡r ❙❡✐❧❡ ✇❡r❞❡♥ ✐♥ ❞❡r ▼✐tt❡ ❛♥

❞❡r ✏▼❛♥✐♣✉❧❛t♦r♣❧❛tt❢♦r♠✏ ✜①✐❡rt✱ ✇♦❜❡✐ ❞✐❡s❡ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ❡✐♥❢❛❝❤❡♥ ▼❛ss❡♥♣✉♥❦t

❞❛r❣❡st❡❧❧t ✇✐r❞✳ ❉✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ✷❉✲❊❧❡♠❡♥t❡ ✇❡r❞❡♥ ❧❛✉t ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✶ ③✉♠ ❢❡rt✐❣❡♥

▼♦❞❡❧❧ ③✉s❛♠♠❡♥❣❡❜❛✉t✳

✺✹



✺✳✸ ❙t❡✉❡r✉♥❣ ❞❡s ❙✐♠❳✲▼♦❞❡❧❧s

boden

stange_l seilrolle_l seil_l stange_rseilrolle_rseil_r

last

freeMotion

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✶✿ ▼♦❞❡❧❧❛✉❢❜❛✉ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❇❛✉st❡✐♥❡ ✐♥ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❳

❲✐❡ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✷ ❡r❦❡♥♥❜❛r ❡♥ts♣r✐❝❤t ❞❡r ❱❡r❧❛✉❢ ❞❡r ❙❡✐❧❡ ❊r✇❛rt✉♥❣❡♥ ❛✉s

❞❡r ❘❡❛❧✐tät✳

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✷✿ ❉r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡r ▼♦❞❡❧❧❛✉❢❜❛✉ ✐♥ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❳

❋ür ❞✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❱❡rs✉❝❤❡ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ▼❛♥✐♣✉❧❛t♦r♣❧❛tt❢♦r♠ ❞✐r❡❦t ♣♦s✐t✐♦♥✐❡rt ✇❡r✲

❞❡♥✱ ❞❛s ❤❡✐ÿt ❞✐❡ ❙❡✐❧❡ ✈❡r❧❛✉❢❡♥ ❛♥❢❛♥❣s ✉♥❣❡❞❡❤♥t ✉♥❞ ❣❡str❡❝❦t ③✉ ❞❡r ❣❡✇ü♥s❝❤✲

t❡♥ ❆✉s❣❛♥❣s♣♦s✐t✐♦♥✳ ❲ä❤r❡♥❞ ❞❡♠ ❱❡rs✉❝❤ ❞❡❤♥❡♥ s✐❡ s✐❝❤ ✉♥❞ ❤ä♥❣❡♥ ❞✉r❝❤✱

❞❛❞✉r❝❤ ✈❡rä♥❞❡rt s✐❝❤ ❞✐❡ ❊♥❞♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡r ▼❛♥✐♣✉❧❛t♦r♣❧❛tt❢♦r♠✳

❋ür ❞✐❡ ❆♥st❡✉❡r✉♥❣ ✈♦♥ ♠❡❤r❡r❡♥ P♦s✐t✐♦♥❡♥ ✇ä❤r❡♥❞ ❡✐♥❡s ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s❞✉r❝❤❧❛✉❢s

✇❡r❞❡♥ ❞✐r❡❦t ❞✐❡ ❙❡✐❧❡ ♠❛♥✐♣✉❧✐❡rt✱ ❞❛❢ür ✇✐r❞ ❞❡♥ ✜❦t✐✈❡♥ ❙❡✐❧r♦❧❧❡♥ ❛♥ ❞❡♥ ❙t❛♥✲

❣❡♥❡♥❞❡♥ ❞✐❡ ❛✉s③✉❢ü❤r❡♥❞❡ ▲ä♥❣❡♥ä♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ❙❡✐❧❡ ✈♦r❣❡❣❡❜❡♥✳

✺✳✸ ❙t❡✉❡r✉♥❣ ❞❡s ❙✐♠❳✲▼♦❞❡❧❧s

❯♠ ❞✐❡ ❱♦r③ü❣❡ ✈♦♥ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❳ ✈♦❧❧ ❛✉s♥üt③❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✱ ♠✉ss ❡✐♥❡ ❙t❡✉❡r✉♥❣

♠♦❞❡❧❧✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ❞✐❡ s❡❧❜ststä♥❞✐❣ ❞❡♠ ▼♦❞❡❧❧ ❞✐❡ ❙❡✐❧❧ä♥❣❡♥ä♥❞❡r✉♥❣ ③✉♠ ❆✉s✲

✺✺



✺ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠✐t ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❳

❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❉❡❤♥✉♥❣ ✉♥❞ ❞❡s ❙❡✐❧❞✉r❝❤❤❛♥❣s ✐♥ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ③✉ ❞❡♥ ❣❡✇ü♥s❝❤t❡♥

❊♥❞♣♦s✐t✐♦♥❡♥ ü❜❡r♠✐tt❡❧t✳

✺✳✸✳✶ ❆✉❢❜❛✉ ❞❡r ❙t❡✉❡r✉♥❣

❉❡r ❆✉❢❜❛✉ ❞❡r ❙t❡✉❡r✉♥❣ ✭❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✸✮ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❞❡♠ ❞❡r ❡♥t✇✐❝❦❡❧t❡♥ ❇❡r❡❝❤✲

♥✉♥❣s✈♦rs❝❤r✐❢t ❛✉s ❑❛♣✐t❡❧ ✸✳✻✱ ❞❛r❣❡st❡❧❧t ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✶✶✳

■♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✸ ✇❡r❞❡♥ ❧✐♥❦s ♦❜❡♥ ❞✐❡ ❑♦♥st❛♥t❡♥ ❞❡✜♥✐❡rt✱ ❞✐❡ ❊r❞❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣

g✱ ❞❛s ❧ä♥❣❡♥❜❡③♦❣❡♥❡ ●❡✇✐❝❤t ❞❡s ❙❡✐❧❡s ρq = ρ · g✱ ❞❡r ❆❜st❛♥❞ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥

❜❡✐❞❡♥ ❙ä✉❧❡♥ l = 100♠ ✉♥❞ ❡✐♥❡ ❑❡♥♥❧✐♥✐❡ ③✉♠ ❊✐♥s❝❤❛❧t❡♥ ❞❡r ❙t❡✉❡r✉♥❣ ✭✉♠

❛♥❢ä♥❣❧✐❝❤❡ ❙✐♥❣✉❧❛r✐tät❡♥ ③✉ ✈❡r♠❡✐❞❡♥✱ s❝❤✇✐♥❣t s✐❝❤ ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ③✉❡rst ❡✐♥ ❜❡✈♦r

❞✐❡ ❙t❡✉❡r✉♥❣ ♥❛❝❤ ✷s ❛❦t✐✈✐❡rt ✇✐r❞✮✳ ❆✉ÿ❡r❞❡♠ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❑♦rr❡❦t✉r❢❛❦t♦r❡♥ kf1

✉♥❞ kf2 ✐♥ ❞❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✸✳✹✼ ✉♥❞ ✸✳✹✽ ❞❡✜♥✐❡rt✳

❉✐❡ ❑❡♥♥❧✐♥✐❡♥s❝❤❛r Pos ü❜❡r♥✐♠♠t ❞✐❡ P♦s✐t✐♦♥sst❡✉❡r✉♥❣✱ ❞❛❜❡✐ ✇✐r❞ ❡✐♥❡ ③❡✐t❛❜✲

❤ä♥❣✐❣❡ ❑✉r✈❡ ❢ür ❞❡♥ ❱❡r❧❛✉❢ ❞❡r ②✲ ❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡ ❞❡r ③✲P♦s✐t✐♦♥ ❡rst❡❧❧t✳ ❲✐❝❤t✐❣

❞❛❜❡✐ ✐st✱ ❞❛ss ❞❡r ❙❡✐❧r♦❜♦t❡r ❧❛♥❣❡ ❣❡♥✉❣ ✐♥ ❞❡r ❣❡✇ü♥s❝❤t❡♥ P♦s✐t✐♦♥ ✈❡r❤❛rr❡♥

❦❛♥♥✱ ❞❛ ❡s ❡t✇❛ ✶✵ ❙❡❦✉♥❞❡♥ ❞❛✉❡rt ❜✐s s✐❝❤ ❞❛s ❙②st❡♠ ❡✐♥❣❡s❝❤✇✉♥❣❡♥ ❤❛t✳ ❆✉ÿ❡r✲

❞❡♠ ♠✉ss ❞❡r ▼✐tt❡❧✇❡rt ü❜❡r ❡✐♥❡♥ ❩❡✐tr❛✉♠ ✈♦♥ ♠✐♥❞❡st❡♥s ✷✵ s ❣❡❜✐❧❞❡t ✇❡r❞❡♥

✉♠ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡ ❋❡❤❧❡r ③✉ ✈❡r♠❡✐❞❡♥✳ ❉✐❡ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❱❡r✇❡✐❧③❡✐t❡♥ ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ❞❛♥♥

③✉ ✸✵ s ♣r♦ P♦s✐t✐♦♥✳

❆✉❝❤ ❢ür ❞❡♥ P♦s✐t✐♦♥s✇❡❝❤s❡❧ ♠✉ss ❣❡♥✉❣ ❩❡✐t ❡✐♥❣❡♣❧❛♥t ✇❡r❞❡♥✱ ✉♠ ❤♦❤❡ ❇❡✲

s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣❡♥ ③✉ ✉♥t❡r❜✐♥❞❡♥✳ ❉✐❡ ❩❡✐ts♣❛♥♥❡ ❤ä♥❣t ❞❛❜❡✐ ✈♦♥ ❞❡r ③✉rü❝❦③✉❧❡❣❡♥✲

❞❡♥ ❉✐st❛♥③ ❛❜ ✭❢ür ❉✐st❛♥③❡♥ ❁ ✸✵♠ s✐♥❞ ✶✵ s ❛✉sr❡✐❝❤❡♥❞✮✳

❉❡r ♠✐tt❧❡r❡ ❚❡✐❧ ❞❡r ❙t❡✉❡r✉♥❣ ❜❡s❝❤r❡✐❜t ✐♠ ●r✉♥❞❡ ❞✐❡ ❋♦r♠❡❧♥ ❢ür l1abgewickelt

✉♥❞ l2abgewickelt ✭s✐❡❤❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✷✽ ✉♥❞ ✸✳✹✸✮✱ ✇♦❜❡✐ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❳ ❞✐❡ ❆r❡❛❢✉♥❦t✐✲

♦♥ ✈♦♥ C1′ ❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡ C2′ ✭●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✷✷ ❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡ ✸✳✸✼✮ ♥✐❝❤t ❞✐r❡❦t

❜❡r❡❝❤♥❡♥ ❦❛♥♥✱ s♦♥❞❡r♥ ❞✐❡s❡ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡s ▲♦❣❛r✐t❤♠✉s ◆❛t✉r❛❧✐s ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❩✇✐✲

s❝❤❡♥s❝❤r✐tt ✭❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❧❛✉t ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✺✳✶✮ ❜❡st✐♠♠❡♥ ♠✉ss✳

arsinh(x) = ln(x+
√
x2 + 1) ✭✺✳✶✮

❉✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❆✉s❣❛♥❣s❧ä♥❣❡♥ ③✉ ❇❡❣✐♥♥ ❞❡r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ l1−0 ❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡ l2−0 ✇❡r✲

❞❡♥ ❥❡✇❡✐❧s ❛✉❢ ✺✵♠ ❢❡st❣❡❧❡❣t✱ ✇♦❜❡✐ ❛✉❝❤ ❛♥❞❡r❡ ▲ä♥❣❡♥ ✐♥ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ▲❛st✲

❛✉s❣❛♥❣s♣♦s✐t✐♦♥ ❣❡✇ä❤❧t ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳

❏❡ ♥❛❝❤ ❣❡✇ü♥s❝❤t❡r P♦st✐♦♥ ✭❑✉r✈❡♥s❝❤❛r Pos✮ ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ▲ä♥❣❡♥ä♥❞❡r✉♥❣❡♥

✭deltal1 = l1−0− l1abgew✮✱ ❞✐❡ ③✉r ●❧ätt✉♥❣ ❞❡r ❯♥st❡t✐❣❦❡✐tsst❡❧❧❡♥✱ ❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡

s♣r✉♥❣❤❛❢t❡♥ ➘♥❞❡r✉♥❣❡♥ ✈♦♥ Pos ü❜❡r ❡✐♥ PT1✲●❧✐❡❞ ✭❡✐♥ ③✉r ❩❡✐t ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧❡s

✺✻



✺✳✸ ❙t❡✉❡r✉♥❣ ❞❡s ❙✐♠❳✲▼♦❞❡❧❧s

❘❡❣❡❧❣❧✐❡❞ ✶✳ ❖r❞♥✉♥❣✮ ❞❡♠ ▼♦❞❡❧❧ ü❜❡r♠✐tt❡❧t ✇❡r❞❡♥✳
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l2real
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alpha2

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✸✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥sst❡✉❡r✉♥❣

✺✳✸✳✷ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✉♥❞ ❱❡r✐✜③✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❛♥❛❧②t✐s❝❤❡♥ ❇❡✲

r❡❝❤♥✉♥❣s✈♦rs❝❤r✐❢t

▼✐t ❍✐❧❢❡ ❞✐❡s❡r ❙t❡✉❡r✉♥❣ ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡ ✷✵ ❡①❛❦t❡♥ ❆✉s❣❛♥❣s♣♦s✐t✐♦♥❡♥ ❛✉s ❚❛❜❡❧❧❡

✹✳✷ ❛♥❣❡❢❛❤r❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ✇❡r❞❡♥ ❞❛♥♥ ✐♥ ❡✐♥❡ ❚❡①t✲❉❛t❡✐ ❡①♣♦rt✐❡rt✱

❞✐❡ ✈♦♥ ▼❛t❧❛❜ ③✉r ▼✐tt❡❧✇❡rt❜✐❧❞✉♥❣ ❞❡r ❊♥❞♣♦s✐t✐♦♥❡♥ ❛✉s❣❡✇❡rt❡t ✇✐r❞✳

❉✐❡ P♦s✐t✐♦♥s❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ❞❡s ❙✐♠❳✲▼♦❞❡❧❧s ✐♥ ②✲ ✉♥❞ ③✲❘✐❝❤t✉♥❣ ✈♦♥ ❞❡♥ ❜❡r❡❝❤♥❡✲

t❡t❡♥ ❊♥❞♣♦s✐t✐♦♥❡♥ ✇✐r❞ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✹ ✉♥❞ ✺✳✺ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❉❛❜❡✐ ✇✐r❞ ✇✐❡❞❡r

♥✉r ❞✐❡ ❧✐♥❦❡ ❆r❜❡✐tsr❛✉♠❤ä❧❢t❡ ❜❡tr❛❝❤t❡t ✉♥❞ ❞✐❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ♥✉r ❜❡✐ ❞❡♥ s✐♠✉✲

❧✐❡rt❡♥ P♦s✐t✐♦♥❡♥ ❛♥❣❡③❡✐❣t✳

■♥ ❚❛❜❡❧❧❡ ✺✳✶ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ▼✐tt❡❧✇❡rt❡ ♠✐t ❞❡♥✱ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣s✈♦rs❝❤r✐❢t

❛✉s ❑❛♣✐t❡❧ ✸✳✷ ❜❡r❡❝❤♥❡t❡♥✱ ❊♥❞♣♦s✐t✐♦♥❡♥ ✈❡r❣❧✐❝❤❡♥✳

❉✐❡ P♦s✐t✐♦♥s❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ✐♥ ②✲❘✐❝❤t✉♥❣ ❡rr❡✐❝❤t ♥✉r ❧✐♥❦s ✉♥t❡♥ s✐❣♥✐✜❦❛♥t❡ ●röÿ❡♥✱

✇♦❜❡✐ s✐❡ s❡❧❜st ❞♦rt ♠❛①✐♠❛❧ ✷✵✳✶♠♠ ❜❡trä❣t✳ ■♥ ③✲❘✐❝❤t✉♥❣ ✐st ✶✻✳✷♠♠ ❞❡r ❣röÿt❡

❲❡rt ✉♥❞ ❜❡✜♥❞❡t ❛✉❝❤ ✇✐❡❞❡r ✐♠ ❧✐♥❦❡♥ ✉♥t❡r❡♥ ❇❡r❡✐❝❤✱ ✐♠ r❡st❧✐❝❤❡♥ ❆r❜❡✐tsr❛✉♠

✐st ❞✐❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣❜❛r ❣❡r✐♥❣✳ ❉✐❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❧✐♥❦s ✉♥t❡♥ s✐♥❞ ❛✉❢

❞✐❡ ❡①tr❡♠❡ P♦s✐t✐♦♥ ♠✐t ❡✐♥❤❡r❣❡❤❡♥❞❡♥ ❉✉r❝❤❤❛♥❣ ③✉rü❝❦③✉❢ü❤r❡♥✱ ❞❛s r❡❝❤t❡ ❙❡✐❧

✐st ❞♦rt ❧ä♥❣❡r ❛❧s ✼✺♠✱ ❤ä♥❣t ❜❡❞❡✉t❡♥❞ ❞✉r❝❤ ✉♥❞ ❞✐❡ ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣s♥❡✐❣✉♥❣ ❞❡s

❙②st❡♠s st❡✐❣t✳

▼✐t ❞❡♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡♥ ❙t❛♥❞❛r❞❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ σy = 1.4mm ✉♥❞ σz = 1.5mm ❦❛♥♥

❞✐❡ ❛♥❛❧②t✐s❝❤❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣s✈♦rs❝❤r✐❢t ❛✉s ❑❛♣✐t❡❧ ✸ ❛❧s ✈❡r✐✜③✐❡rt ❜❡tr❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✳

✺✼
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∆③ ✴ ♠♠

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✺✿ P♦s✐t✐♦♥s❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ∆z ❞❡s ❙✐♠❳✲▼♦❞❡❧❧s ♠✐t ❙t❡✉❡r✉♥❣ ③✉ ❞❡♥
❜❡r❡❝❤♥❡t❡♥ ❊♥❞♣♦s✐t✐♦♥❡♥
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✺✳✹ ❘❡❣❡❧✉♥❣ ❞❡s ❙✐♠❳✲▼♦❞❡❧❧s ✉♥t❡r ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣ ✈❡rä♥❞❡r❧✐❝❤❡r ▼❛ss❡♥

❚❛❜❡❧❧❡ ✺✳✶✿ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❛✉s ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ✉♥❞ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❳ ✭❙t❡✉❡r✉♥❣✮
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❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✴ ♠
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❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✴ ♠♠
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✶✺ ✷✹✳✺✵✵ ✽✳✷✺✵ ✷✹✳✺✶✷✼ ✽✳✷✻✹✸ ✶✷✳✼ ✶✹✳✸

✶✻ ✷✽✳✼✺✵ ✷✻✳✸✼✺ ✷✽✳✼✺✶✾ ✷✻✳✸✽✸✻ ✶✳✾ ✽✳✻

✶✼ ✷✽✳✼✺✵ ✶✾✳✶✷✺ ✷✽✳✼✺✶✻ ✶✾✳✶✷✽✹ ✶✳✻ ✸✳✹

✶✽ ✷✵✳✷✺✵ ✶✾✳✶✷✺ ✷✵✳✷✺✵✾ ✶✾✳✶✷✻✺ ✵✳✾ ✶✳✺

✶✾ ✷✵✳✷✺✵ ✷✻✳✸✼✺ ✷✵✳✷✺✶✹ ✷✻✳✸✼✾✷ ✶✳✸ ✹✳✷

✷✵ ✷✹✳✺✵✵ ✷✷✳✼✺✵ ✷✹✳✺✵✵✽ ✷✷✳✼✺✷✵ ✵✳✽ ✷✳✵

✺✳✹ ❘❡❣❡❧✉♥❣ ❞❡s ❙✐♠❳✲▼♦❞❡❧❧s ✉♥t❡r ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣ ✈❡r✲

ä♥❞❡r❧✐❝❤❡r ▼❛ss❡♥

❉✐❡ ❙t❡✉❡r✉♥❣ ✇✉r❞❡ ❜✐s❤❡r ♥✉r ♠✐t ❞❡r ❦♦♥st❛♥t❡♥ ▲❛st ✈♦♥ ,m = 1000 ❦❣ ❣❡t❡s✲

t❡t✳ ❉✐❡ ❑♦rr❡❦t✉r❢❛❦t♦r❡♥ kf1 ✉♥❞ kf2 ❦ö♥♥❡♥ ③✇❛r ❧❛✉t ❑❛♣✐t❡❧ ✸✳✺ ❧❛st❛❜❤ä♥❣✐❣

❢♦r♠✉❧✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛③✉ ♠✉ss ❞✐❡ ▲❛st ❛♥ ❞❡r ▼❛♥✐♣✉❧❛t♦r♣❧❛tt❢♦r♠ ③✉ ❥❡❞❡r ❩❡✐t

❜❡❦❛♥♥t s❡✐♥✳

❯♥t❡r ❞❡r ❆♥♥❛❤♠❡✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❞✐❡ ▲❛st ③✉❢ä❧❧✐❣ ✉♥❞ ♦❢t ✐♥ ✉♥❜❡❦❛♥♥t❡r ❲❡✐s❡ ä♥❞❡r

❦❛♥♥✱ ♠✉ss ❡✐♥ ✢❡①✐❜❧❡r❡s ❑♦♥③❡♣t ❡rst❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✳

✺✾



✺ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠✐t ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❳

✺✳✹✳✶ ❑r❛❢t♠❡ss✉♥❣

●r✉♥❞✈♦r❛✉ss❡t③✉♥❣ ❢ür ❞✐❡s❡s ❑♦♥③❡♣t ✐st ❞❛❜❡✐ ❡✐♥❡ ③✉✈❡r❧äss✐❣❡ ▼❡ss✉♥❣ ❞❡r ❙❡✐❧✲

❦rä❢t❡✳ ❲❡r♥❡r ❑r❛✉s ❤❛t ❞❛❢ür ❞r❡✐ ❆♥♦r❞♥✉♥❣❡♥ ✐♥ s❡✐♥❡r ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ✏❋♦r❝❡ ❈♦♥✲

tr♦❧ ♦❢ ❈❛❜❧❡✲❉r✐✈❡♥ P❛r❛❧❧❡❧ ❘♦❜♦ts✏ ❬❑r❛✶✺❪ ✈♦r❣❡st❡❧❧t✱ ❛❜❣❡❜✐❧❞❡t ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣

✺✳✻✳ ▼❡t❤♦❞❡ ✭❛✮ ✈❡r✇❡♥❞❡t ❡✐♥❡ ❑r❛❢ts❡♥s♦r ❛♥ ❞❡r ▼❛♥✐♣✉❧❛t♦r♣❧❛tt❢♦r♠✱ ❢ür ✇❡❧✲

❝❤❡♥ ❡✐♥ ❙✐❣♥❛❧❦❛❜❡❧ ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r ❙❡✐❧❡ ✈❡r❧❡❣t ♦❞❡r ❡✐♥❡ ❋✉♥❦ü❜❡rtr❛❣✉♥❣ ♠✐t ❡✐✲

♥❡r ✉♥③✉✈❡r❧äss✐❣❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡✈❡rs♦r❣✉♥❣✱ ❆❦❦✉s ♦❞❡r ❇❛tt❡r✐❡♥✱ ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇❡r❞❡♥

♠✉ss✳ ❉✐❡ ③✇❡✐t❡ ✉♥❞ ❞r✐tt❡ ❆♥♦r❞♥✉♥❣ s✐♥❞ s❡❤r ä❤♥❧✐❝❤ ✉♥❞ ❦ö♥♥❡♥ ❡✐♥❢❛❝❤ ✈❡r✲

✇❡♥❞❡t ✇❡r❞❡♥✳

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✻✿ ❑♦♥③❡♣t❡ ③✉r ❑r❛❢t♠❡ss✉♥❣ ❬❑r❛✶✺❪

❉❛ ❞✐❡ ❑rä❢t❡ ✐♥ ❞❡♥ ♦❜❡r❡♥ ❆r❜❡✐ts❜❡r❡✐❝❤ r❛s❛♥t st❡✐❣❡♥✱ ♠✉ss ❛♥❣❡♥♦♠♠❡♥ ✇❡r✲

❞❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❑r❛❢t♠❡ss✉♥❣ ❞♦rt ✉♥❣❡♥❛✉ ✇✐r❞ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❞✐❡ P♦s✐t✐♦♥s❣❡♥❛✉✐❣❦❡✐t

♥✐❝❤t ♠❡❤r ❣❛r❛♥t✐❡rt ✐st✳ ■♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✷✳✷ ✇✐r❞ ❞❡r ❱❡r❧❛✉❢ ❞❡r ❙❡✐❧❦r❛❢t ❡rört❡rt✱ ❞❛❜❡✐

✇✐r❞ ❡rs✐❝❤t❧✐❝❤✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❞✐❡ ❙❡✐❧❦r❛❢t ❜✐s ③✉ ❡✐♥❡r ❍ö❤❡ z = 25♠ ✈♦♥ ❝❛✳ ✶✵ ❦◆

❛✉❢ ✸✵ ❦◆ ❡r❤ö❤t✱ ❛✉❢ ❞❡♥ ❧❡t③t❡♥ ✺ ▼❡t❡r♥ ✈♦♥ z = 25♠ ❜✐s z = 30♠ s♣r✐♥❣t

s✐❡ ❛❜❡r ✈♦♥ ✸✵ ❦◆ ❛✉❢ ❞✐❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❙❡✐❧❦r❛❢t ✻✽✳✹✾ ❦◆✳ ❉✐❡ ●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ❞❡r ❑r❛❢t✲

♠❡sss❡♥s♦r❡♥ ❜❡✐ ❑rä❢t❡♥ ❃ ✸✵ ❦◆ ♦❞❡r ❞❡♥ ❤♦❤❡♥ ●r❛❞✐❡♥t❡♥ ❞❡r ❑r❛❢t ❢ür ❣❡r✐♥❣❡

P♦s✐t✐♦♥sä♥❞❡r✉♥❣❡♥ ❧❛ss❡♥ ✈❡r♠✉t❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❘❡❣❡❧✉♥❣ ✐♠ ❘❡❛❧❢❛❧❧ ❢ür ❍ö❤❡♥ ❃

✷✺♠ ♥✉r s❝❤✇❡r ③✉ r❡❛❧✐s✐❡r❡♥ ✐st✳ ■♥ ❞❡♥ ♠❡✐st❡♥ ❋ä❧❧❡♥ ✐st ❞✐❡ P♦s✐t✐♦♥s❣❡♥❛✉✐❣❦❡✐t

✐♥ ❣r♦ÿ❡r ❍ö❤❡♥ ❢ür ❞❡♥ ◆♦r♠❛❧❜❡tr✐❡❜ ♥✐❝❤t s✐❣♥✐✜❦❛♥t✳

❋ür ❞✐❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡r ❘❡❣❡❧✉♥❣ s✐♥❞ ❞✐❡s❡ ❊✐♥s❝❤rä♥❦✉♥❣❡♥ ♥✐❝❤t ♠❛ÿ❣❡❜❡♥❞✱ ❞❛

❞✐❡ ❑r❛❢t ❞✐r❡❦t ✐♠ ❙❡✐❧❡❧❡♠❡♥t ✉♥t❡r ✐❞❡❛❧❡♥ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❣❡♠❡ss❡♥ ✇✐r❞✳

✺✳✹✳✷ ❆✉❢❜❛✉ ❞❡r ❘❡❣❡❧✉♥❣

❉❡r ❘❡❣❡❧❦r❡✐s ③✉r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❙❡✐❧❧ä♥❣❡♥ä♥❞❡r✉♥❣ ③✉♠ ❆✉s❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❉❡❤♥✉♥❣

✉♥❞ ❞❡s ❙❡✐❧❞✉r❝❤❤❛♥❣s ❜❛s✐❡rt ❛✉❢ ❞❡r ❲✐❡❞❡r✈❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ❜❡r❡❝❤♥❡t❡♥ ❲✐♥❦❡❧

✭α1 ✉♥❞ α2✮ ❜❡✐♠ ♥ä❝❤st❡♥ ❉✉r❝❤❧❛✉❢ ❞❡r ❙❡✐❧❦✉r✈❡♥❜❡r❡❝❤♥✉♥❣✳ ❉❛❜❡✐ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡

✻✵



✺✳✹ ❘❡❣❡❧✉♥❣ ❞❡s ❙✐♠❳✲▼♦❞❡❧❧s ✉♥t❡r ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣ ✈❡rä♥❞❡r❧✐❝❤❡r ▼❛ss❡♥

❑r❛❢t❛♥❣r✐✛s✇✐♥❦❡❧ ❛♠ ❊♥❞❡ ❥❡❞❡r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ♥❡✉ ❡r♠✐tt❡❧t ✉♥❞ ❞❛❞✉r❝❤ ❛♥ ❞✐❡

❣❡♠❡ss❡♥❡ ❙❡✐❧❦r❛❢t ❛♥❣❡♣❛sst✳ ◆❛❝❤ ❝❛✳ ✷✵ ❲✐❡❞❡r❤♦❧✉♥❣❡♥ st✐♠♠❡♥ ❞✐❡ ❜❡r❡❝❤✲

♥❡t❡♥ ❲✐♥❦❡❧ ♠✐t ❞❡♥❡♥ ❛✉s ❞❡r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡ ü❜❡r❡✐♥ ✭❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣

αi < 0.0001◦✮✳

■♠ Pr✐♥③✐♣ ✇✐r❞ ❞✐❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❙❡✐❧❦✉r✈❡♥ ❛✉s ❑❛♣✐t❡❧ ✸✳✷ ♠✐t ❇❛✉✲

st❡✐♥❡♥ ✐♥ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❳ ♥❛❝❤❣❡❜✐❧❞❡t✳ ■♠ ●❡❣❡♥s❛t③ ③✉r ✐t❡r❛t✐✈❡♥ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ✇✐r❞

❞✐❡ ❘❡❣❡❧✉♥❣ ♥✐❝❤t ♥❛❝❤ ✶✵✵ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣s❞✉r❝❤❧ä✉❢❡♥ ❜❡❡♥❞❡t✱ s♦♥❞❡r♥ ✐st ❞❛✉❡r❤❛❢t

❛❦t✐✈ ✉♠ ❡t✇❛✐❣❡ ➘♥❞❡r✉♥❣❡♥ ❞❡r ▲❛st ❛✉s❣❧❡✐❝❤❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✳

❉❡r ❆✉❢❜❛✉ ❞❡r ❘❡❣❡❧✉♥❣ ✭❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✼✮ ❜❛s✐❡rt ✇✐❡❞❡r ❛✉❢ ❞❡♠ ❞❡r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣s✲

✈♦rs❝❤r✐❢t ❛✉s ❑❛♣✐t❡❧ ✸✳✻✱ ❞❛r❣❡st❡❧❧t ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✶✶✳

▲✐♥❦s ♦❜❡♥ ❜❡✜♥❞❡♥ s✐❝❤ ✇✐❡❞❡r ❞✐❡ ❑♦♥st❛♥t❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❑❡♥♥❧✐♥✐❡ ③✉♠ ❊✐♥s❝❤❛❧✲

t❡♥ ❞❡r ❘❡❣❡❧✉♥❣ ✭✈❡r❣❧❡✐❝❤❜❛r ♠✐t ❑❛♣✐t❡❧ ✺✳✸✳✶✮✳ ❉✐❡ ❑♦rr❡❦t✉r❢❛❦t♦r❡♥ ❡♥t❢❛❧❧❡♥✱

❣❡♥❛✉s♦ ✇✐❡ ❞✐❡ ❛♥❢ä♥❣❧✐❝❤❡ ❲✐♥❦❡❧❜❡r❡❝❤♥✉♥❣✳ ❉✐❡ ❲✐♥❦❡❧ α1 ✉♥❞ α2 ✇❡r❞❡♥ ❡rst

✐♠ ❧❡t③t❡♥ ❙❝❤r✐tt ❞❡s ❘❡❣❡❧❦r❡✐s❡s ❜❡r❡❝❤♥❡t ✭sin1 ✉♥❞ sin2✮✳ ❉✉r❝❤ ❞❡♥ ❇❛✉st❡✐♥

start✱ ❞❡r ❡✐♥❡ ③❡✐t✈❡rs❡t③t❡ ❆❦t✐✈✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❘❡❣❡❧✉♥❣ ❡r♠ö❣❧✐❝❤t✱ s✐♥❞ ❛✉❝❤ ❦❡✐♥❡

❙t❛rt✇❡rt❡ ♥♦t✇❡♥❞✐❣ ✉♥❞ ❞❡r ❊✐♥s❝❤✇✐♥❣✈♦r❣❛♥❣ ✇✐r❞ ✈♦♥ ❞❡r ❘❡❣❡❧✉♥❣ ✐❣♥♦r✐❡rt✳

❉✐❡ ❇❛✉st❡✐♥❡ Fges01 ✉♥❞ Fges02 ✈❡r❦ör♣❡r♥ ❞✐❡ ❙❡♥s♦r❡♥ ③✉r ❑r❛❢t♠❡ss✉♥❣ ✐♥

❞❡♥ ❙❡✐❧❡♥✱ ❞❛ s✐❝❤ ✐♥ ❞❡r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✐❡ ❑r❛❢t s❡❤r s♣r✉♥❣❤❛❢t ä♥❞❡rt✱ ✇✐r❞ ❥❡✇❡✐❧s

❡✐♥ PT1 −Glied ❛♥❣❡❤ä♥❣t✱ ✉♠ ❞✐❡ ❙♣✐t③❡♥ ③✉ ❣❧ätt❡♥✳

◆❡✉ s✐♥❞ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❇❛✉st❡✐♥❡ last❴zeit ✉♥❞ last❴vorgabe✱ ❞❛❜❡✐ ❤❛♥❞❡❧t ❡s s✐❝❤ ✉♠

❞❡♥ ❱❡r❧❛✉❢ ❞❡r ▲❛st ü❜❡r ❞✐❡ ❣❡s❛♠t❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s❞❛✉❡r✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t✐❡rt s✐♥❞ ❞✐❡✲

s❡ ✇✐❡❞❡r✉♠ ❛❧s PT1 − Glieder ❞✐❡ r❡❛❧❡s ❱❡r❤❛❧t❡♥ ❞❡r ▲❛stä♥❞❡r✉♥❣ s✐♠✉❧✐❡r❡♥

s♦❧❧❡♥✳ ❊✐♥ ▼❡✐❧❡♥st❡✐♥ ❢ür ❞✐❡ r❡❡❧❧❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ✐st ❞❡r ❇❛✉st❡✐♥ Last❴berechnet✿

❉✐❡s❡r ❦❛♥♥ ❞✐❡ t❛tsä❝❤❧✐❝❤❡ ❛♥ ❞❡r ▼❛♥✐♣✉❧❛t♦r♣❧❛tt❢♦r♠ ✇✐r❦❡♥❞❡ ▲❛st ③✉ ❥❡❞❡♠

❩❡✐t♣✉♥❦t ✉♥❞ ❥❡❞❡r P♦s✐t✐♦♥ ✐♠ ❆r❜❡✐tsr❛✉♠ ❜❡st✐♠♠❡♥✳ ❉❛❢ür ✇✐r❞ ❞✐❡ ❣❡♠❡ss❡✲

♥❡ ❙❡✐❧❦r❛❢t Fges1 ❛❜③ü❣❧✐❝❤ ❞❡s ❊✐❣❡♥❣❡✇✐❝❤ts❛♥t❡✐❧s ♠✐t ❞❡♥ ❛❦t✉❡❧❧❡♥ ❲✐♥❦❡❧♥

❦♦♠❜✐♥✐❡rt ✭s✐❡❤❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✺✳✷ ❜✐s ✺✳✹✮✳

Fs1 = Fges1− Fg1 ✭✺✳✷✮

Fg1 = ρq · (h− zp) ✭✺✳✸✮

Last❴berechnet =
Fs1 · sin(α1) + Fs2 · sin(α2)

g
✭✺✳✹✮

✻✶



✺ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠✐t ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❳

■♠ ●❡❣❡♥s❛t③ ③✉ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✷✻ ✐st ❞❛s ❢ür ❞✐❡ ❘❡❣❡❧✉♥❣ r❡❧❡✈❛♥t❡ ❊✐❣❡♥❣❡✇✐❝❤t

✭●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✺✳✸✮ ❞♦♣♣❡❧t s♦ ❣r♦ÿ✱ ✇❡✐❧ ❞✐❡ ❋♦r♠❡❧♥ ❛✉s ❑❛♣✐t❡❧ ✸✳✶✳✶ ❢ür ❞✐❡ ❙❡✐❧❞❡❤✲

♥✉♥❣ ❡rst❡❧❧t ✇♦r❞❡♥ s✐♥❞✳ ❉❛s ❙❡✐❧ ❞❡❤♥t s✐❝❤ ü❜❡r ❞✐❡ ❣❡s❛♠t❡ ▲ä♥❣❡✳ ❖❜❡♥ ✇✐r❦t

❞❛s ❣❡s❛♠t❡ ❊✐❣❡♥❣❡✇✐❝❤t✱ ✇❡✐t❡r ✉♥t❡♥ ✇✐r❦t ♥✉r ♥♦❝❤ ❞❡r ✉♥t❡r❡ ❚❡✐❧ ❞❡s ❙❡✐❧❡s✳

●❛♥③ ✉♥t❡♥ ✇✐r❦t ❦❡✐♥ ❊✐❣❡♥❣❡✇✐❝❤t✱ ❞❛s ❤❡✐ÿt ❞❛s ❙❡✐❧ ❡r❢ä❤rt ❞♦rt ❦❡✐♥❡ ❉❡❤♥✉♥❣✳

❉❡r✱ ③✉r ❉❡❤♥✉♥❣ ❜❡✐tr❛❣❡♥❞❡✱ ❊✐❣❡♥❣❡✇✐❝❤ts❛♥t❡✐❧ ✐st ❞❛❤❡r ♦❜❡♥ ❛♠ ❣röÿt❡♥ ✉♥❞

✇✐r❞ ✉♥t❡♥ ③✉ ♥✉❧❧ ✭❡♥ts♣r✐❝❤t ❡✐♥❡r ❞r❡✐❡❝❦✐❣❡♥ ❙tr❡❝❦❡♥❧❛st✮✱ ❢ür ❞✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣

❞❡r ❉❡❤♥✉♥❣ ✇✐r❞ ❞❡r ▼✐tt❡❧✇❡rt ✈❡r✇❡♥❞❡t✳

❉✐❡ ❢ür ❞✐❡ ❙❡✐❧❦✉r✈❡ r❡❧❡✈❛♥t❡ ❑r❛❢t ✐st ❛❜❡r ❞✐❡ t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ✇✐r❦❡♥❞❡ ❑r❛❢t ❛♥ ❞❡r

▼❛♥✐♣✉❧❛t♦r♣❧❛tt❢♦r♠✱ ❞❛❢ür ♠✉ss ✈♦♥ ❞❡r ❣❡♠❡ss❡♥❡♥ ❑r❛❢t ❛♠ ♦❜❡r❡♥ ❊♥❞❡ ❞❡s

❙❡✐❧❡s ❞❛s ❣❡s❛♠t❡ ❊✐❣❡♥❣❡✇✐❝❤t s✉❜tr❛❤✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳

❋ür ❞✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ●❡✇✐❝❤ts❦r❛❢t ✇✐r❞ ❞❡r ❙❡✐❧❞✉r❝❤❤❛♥❣ ✇✐❡❞❡r ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣t✱

✇❡✐❧ ❞✐❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ●❡✇✐❝❤ts❦r❛❢t✈❡r❡✐♥❢❛❝❤✉♥❣ ✇❡s❡♥t❧✐❝❤ ❦❧❡✐♥❡r s✐♥❞

❛❧s ❞✐❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❜❡✐ ❞❡r ❑r❛❢t♠❡ss✉♥❣✳ ❆✉❝❤ ❜❡✐ ❣r♦ÿ❡♥ ❙❡✐❧❦rä❢t❡♥ ✭❢ür ❍ö❤❡♥

✈♦♥ zp > 25♠✮✱ s♣✐❡❧t ❞✐❡ ●❡✇✐❝❤ts❦r❛❢t✈❡r❡✐♥❢❛❝❤✉♥❣ ❦❡✐♥❡ r❡❧❡✈❛♥t❡ ❘♦❧❧❡✱ ✇❡✐❧ ❞❡r

❙❡✐❧❞✉r❝❤❤❛♥❣ ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣❜❛r ❦❧❡✐♥ ✇✐r❞✳

❆♠ ❙❝❤❧✉ss ✇✐r❞ ❞✐❡ ❜❡r❡❝❤♥❡t❡ ❙❡✐❧❧ä♥❣❡ ✇✐❡❞❡r ♠✐t ❞❡r ❆✉s❣❛♥❣s❧ä♥❣❡ ✭l1−0 = 50m

✉♥❞ l2−0 = 50m✮ ✈❡r❣❧✐❝❤❡♥✱ ❞✐❡ ▲ä♥❣❡♥ä♥❞❡r✉♥❣ ♥♦❝❤♠❛❧s ❣❡❣❧ätt❡t ✭PT1−Glied✮

✉♥❞ ❞❡♠ ▼♦❞❡❧❧ ü❜❡r♠✐tt❡❧t✳

f(x)

l1real

f(x)

l2real

f(x…

Fy1

f(x…

Fy2

f(x)

g

f(x)

l

Pos

f(x)

rhoq
f(x)

sinhC1_

f(x)

C1_

f(x)

l1abgew

f(x)

l1_0

deltal1 Deltal1

f(x)

sinhC2_

f(x)

C2_

f(x)

l2abgew

f(x)

l2_0

deltal2 Deltal2

f(x)

Last_berechnet

last_zeit last_vorgabe

f(x)

Fs1

f(x)

Fs2

Fges1 Fges2

f(x)

Fges01

f(x)

Fges02

f(x)

z1_

f(x)

z2_

f(x)

sin1

f(x)

sin2

start

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✼✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥sr❡❣❡❧✉♥❣

❉✐❡ ❑❡♥♥❧✐♥✐❡♥s❝❤❛r Pos ü❜❡r♥✐♠♠t ✇✐❡❞❡r ❞✐❡ P♦s✐t✐♦♥sst❡✉❡r✉♥❣✱ ❞❡r ③❡✐t❧✐❝❤❡

✻✷



✺✳✹ ❘❡❣❡❧✉♥❣ ❞❡s ❙✐♠❳✲▼♦❞❡❧❧s ✉♥t❡r ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣ ✈❡rä♥❞❡r❧✐❝❤❡r ▼❛ss❡♥

❆❜❧❛✉❢ ♠✉ss ❛❜❡r ❡t✇❛s ❛♥❣❡♣❛sst ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛ ♠❡❤r❡r❡ PT1 − Glieder ✐♥ ❘❡✐❤❡

❣❡s❝❤❛❧t❡t ✇❡r❞❡♥✱ ✇✐r❞ ❞❛s ❙②st❡♠ trä❣❡r ✉♥❞ r❡❛❣✐❡rt ❧❛♥❣s❛♠❡r ❛✉❢ ❡✐♥❡♥ ❇❡❢❡❤❧

③✉r P♦s✐t✐♦♥sä♥❞❡r✉♥❣✳ ❯♠ ❡✐♥❡♥ ❣ü❧t✐❣❡♥ ▼✐tt❡❧✇❡rt ❜✐❧❞❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✱ ✇✐r❞ ❞✐❡

❊✐♥s❝❤✇✐♥❣③❡✐t ❛✉❢ ✷✵ s ❡r❤ö❤t✱ ✇♦❞✉r❝❤ s✐❝❤ ❞✐❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡♥ ❱❡r✇❡✐❧③❡✐t❡♥ ❛♥ ❞❡♥

❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ P♦s✐t✐♦♥❡♥ ❛✉❢ ✹✵ s ✈❡r❧ä♥❣❡r♥✳

❉✐❡ ❜❡♥öt✐❣t❡ ❩❡✐t ❢ür ❞❡♥ P♦s✐t✐♦♥s✇❡❝❤s❡❧ ❜❧❡✐❜t ❣❧❡✐❝❤ ✉♥❞ ✐st ✇✐❡❞❡r ❞✐st❛♥③❛❜✲

❤ä♥❣✐❣ ✭❢ür ❉✐st❛♥③❡♥ ❁ ✸✵♠ s✐♥❞ ✶✵ s ❛✉sr❡✐❝❤❡♥❞✮✳

✺✳✹✳✸ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠✐t ❑r❛❢t♠❡ss✉♥❣

▼✐t ❍✐❧❢❡ ❞✐❡s❡r ❘❡❣❡❧✉♥❣ ❦ö♥♥❡♥ ✇✐❡❞❡r ❞✐❡ ❡①❛❦t❡♥ ✷✵ ❆✉s❣❛♥❣s♣♦s✐t✐♦♥❡♥ ❛✉s ❚❛✲

❜❡❧❧❡ ✹✳✷ ❛♥❣❡❢❛❤r❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ✇❡r❞❡♥ ❞❛♥♥ ✇✐❡❞❡r ✐♥ ❡✐♥❡r ❚❡①t✲❉❛t❡✐

❡①♣♦rt✐❡rt✱ ❞✐❡ ✈♦♥ ▼❛t❧❛❜✱ ③✉r ▼✐tt❡❧✇❡rt❜✐❧❞✉♥❣ ❞❡r ❊♥❞♣♦s✐t✐♦♥❡♥✱ ❛✉s❣❡✇❡rt❡t

✇✐r❞✳

❉❡r ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ▼✐tt❡❧✇❡rt❡ ♠✐t ❞❡♥ ❊♥❞♣♦s✐t✐♦♥❡♥ ❛✉s ❑❛♣✐t❡❧ ✸✳✷ ✇✐r❞ ✐♥ ❚❛❜❡❧❧❡

✺✳✷ ❛✉❢❣❡❧✐st❡t ✉♥❞ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✽ s♦✇✐❡ ✺✳✾ ü❜❡r ❞✐❡ ❧✐♥❦❡ ❆r❜❡✐tsr❛✉♠❤ä❧❢t❡

❣r❛✜s❝❤ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳

❉✐❡ P♦s✐t✐♦♥s❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ s✐♥❞ ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉r ❙t❡✉❡r✉♥❣ ♠✐♥✐♠❛❧ ❦❧❡✐♥❡r✱ ✇❛s

✉♥t❡r ❛♥❞❡r❡♠ ❛✉❢ ❞✐❡ ❧ä♥❣❡r❡ ❊✐♥s❝❤✇✐♥❣❞❛✉❡r ✉♥❞ ❞✐❡ ❞r❡✐❢❛❝❤❡ ●❧ätt✉♥❣ ❞✉r❝❤

PT1 −Glieder ③✉rü❝❦③✉❢ü❤r❡♥ ✐st✳

❉✐❡ ❣röÿt❡♥ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ♣❛ss✐❡r❡♥✱ ✇✐❡ ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✺✳✸✱ ✇✐❡❞❡r ✐♠ ❧✐♥❦❡♥ ✉♥t❡r❡♥

❇❡r❡✐❝❤✳

❲✐❡ ❣❡♥❛✉ ❞✐❡ ❘❡❣❡❧✉♥❣ ✐♥ ❞❡r ❘❡❛❧✐tät ❢✉♥❦t✐♦♥✐❡rt✱ ❦❛♥♥ ♥✉r ❞✉r❝❤ ❱❡rs✉❝❤❡ ❡r✉✲

✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ✇❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤ s✐♥❞ ❣röÿ❡r❡ ❋❡❤❧❡r ③✉ ❡r✇❛rt❡♥✱ ♥✐❝❤t ③✉❧❡t③t ❞✉r❝❤ ❞✐❡

❯♥❣❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ❞❡r ❑r❛❢t♠❡ss✉♥❣✳ ■♠ ✐❞❡❛❧❡♥ ❋❛❧❧ ❞❡r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ s✐♥❞ ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡

❥❡❞♦❝❤ ❡✐♥❞❡✉t✐❣✿ ❉✐❡ ❣röÿt❡♥ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❜❡trä❣t ✽✳✽♠♠ ✐♥ ②✲ ❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡

✻✳✵♠♠ ✐♥ ③✲❘✐❝❤t✉♥❣✱ ✇❛s ③✉ ❞❡♥ ❙t❛♥❞❛r❞❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ σy = 0.64mm ✉♥❞

σz = 0.7mm ❢ü❤rt✳

❆✉ÿ❡r❞❡♠ ✇✉r❞❡♥ ✈❡rs✉❝❤s✇❡✐s❡ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡♥ P♦s✐t✐♦♥❡♥ ♠✐t ✈❛r✐✐❡r❡♥❞❡r ▲❛st ❛♥✲

❣❡❢❛❤r❡♥ ✭❛♥ P♦s ✼ ✇✐r❞ ❞✐❡ ▲❛st ❛✉❢ ✶✺✵✵ ❦❣ ❡r❤ö❤t ✉♥❞ ❛♥ P♦s ✶✸ ❛✉❢ ✺✵✵ ❦❣

✈❡rr✐♥❣❡rt✮✳ ❉✐❡ P♦s✐t✐♦♥s❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❛✉s ❚❛❜❡❧❧❡ ✺✳✷ ✇✉r❞❡♥ ❞❡♥♥♦❝❤ ♥✐❝❤t ü❜❡r✲

s❝❤r✐tt❡♥✳

❲❡♥❞❡t ♠❛♥ ❞✐❡ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣s✈♦rs❝❤r✐❢t ❛♠ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❳✲▼♦❞❡❧❧ ❛♥ ❦ö♥✲

♥❡♥ ❞✐❡ ❣❡✇ü♥s❝❤t❡♥ P♦s✐t✐♦♥❡♥ ♠✐t ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣❜❛r❡♥ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❛♥❣❡❢❛❤r❡♥

✇❡r❞❡♥✳ ❉❛♠✐t ✇✐r❞ ❞✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣s✈♦rs❝❤r✐❢t ❡r♥❡✉t ✈❡r✐✜③✐❡rt✳
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✽✿ P♦s✐t✐♦♥s❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣∆y ❞❡s ❙✐♠❳✲▼♦❞❡❧❧s ♠✐t ❑r❛❢t♠❡ss✉♥❣ ③✉ ❞❡♥
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✾✿ P♦s✐t✐♦♥s❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣∆z ❞❡s ❙✐♠❳✲▼♦❞❡❧❧s ♠✐t ❑r❛❢t♠❡ss✉♥❣ ③✉ ❞❡♥
❜❡r❡❝❤♥❡t❡♥ ❊♥❞♣♦s✐t✐♦♥❡♥
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✺✳✺ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉ ❙✐♠s❝❛♣❡ ▼✉❧t✐❜♦❞②

❚❛❜❡❧❧❡ ✺✳✷✿ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❛✉s ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ✉♥❞ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❳ ✭❙t❡✉❡r✉♥❣✮

❊♥❞♣♦s✐t✐♦♥

❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ✴ ♠

❊♥❞♣♦s✐t✐♦♥

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✴ ♠

P♦s✳✲❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✴ ♠♠

◆r ②♣r ③♣r ②♣s ③♣s ∆② ∆③
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✺✳✺ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉ ❙✐♠s❝❛♣❡ ▼✉❧t✐❜♦❞②

■♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉ ❙✐♠s❝❛♣❡ ▼✉❧t✐❜♦❞② ✐st ❜❡✐ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❳ ❞❛s ❙❡✐❧ ❡✐♥ ❊❧❡♠❡♥t✱ ❞❛s

❜❡❧✐❡❜✐❣ ❞✐❡ ▲ä♥❣❡ ä♥❞❡r♥ ❦❛♥♥ ✭❞✐❡ ▲ä♥❣❡ ✐st ♥✐❝❤t ♠❡❤r ❛♥ ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❊❧❡✲

♠❡♥t❡ ❣❡❜✉♥❞❡♥✮✳ ❆❧s ❉✐s❦r❡t✐s✐❡r✉♥❣ ✇❡r❞❡♥ ❢ür ❞❡♥ ❙❡✐❧r♦❜♦t❡r ✷✵ ❊❧❡♠❡♥t❡ ♣r♦

❙❡✐❧ ❣❡✇ä❤❧t ✭✈❡rs✉❝❤s✇❡✐s❡ ✇✉r❞❡♥ ❛✉❝❤ ✶✵✵ ❊❧❡♠❡♥t❡ ♣r♦❜✐❡rt✱ ✇❛s ❞❡♥ ❘❡❝❤❡♥✲

❛✉❢✇❛♥❞ ❡r❤ö❤t❡✱ ❛❜❡r ③✉♠ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❊r❣❡❜♥✐s ❢ü❤rt❡✮✱ ❞✐❡ ❙❡✐❧❧ä♥❣❡ ❦❛♥♥ ♥✉♥ ✈♦♥

❛✉ÿ❡♥ ❣❡ä♥❞❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ♦❤♥❡ ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❊❧❡♠❡♥t❡ ③✉ ❜❡❡✐♥✢✉ss❡♥✳

❉❛s ❡r❧❡✐❝❤t❡rt ❞❛s Pr♦❣r❛♠♠✐❡r❡♥ ❞❡s ❱❡rs✉❝❤s❛❜❧❛✉❢s✱ ✐♥ ♥✉r ❡✐♥❡♠ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s✲

❞✉r❝❤❣❛♥❣ ❦ö♥♥❡♥ ❛❧❧❡ ❣❡✇ü♥s❝❤t❡♥ P♦s✐t✐♦♥❡♥ ❛♥❣❡st❡✉❡rt ✇❡r❞❡♥ ✭❜❡✐ ❙✐♠s❝❛♣❡

▼✉❧t✐❜♦❞② ♠✉sst❡ ❞❛s Pr♦❣r❛♠♠ ❢ür ❥❡❞❡ P♦s✐t✐♦♥ ❡✐♥③❡❧♥ ❛♥❣❡♣❛sst ✉♥❞ ♥❡✉ ❣❡st✲

❛rt❡t ✇❡r❞❡♥✮✳ ❉✐❡ ❩❡✐t✱ ❞✐❡ ❢ür ❥❡❞❡ P♦s✐t✐♦♥ ❣❡❜r❛✉❝❤t ✇✉r❞❡✱ ✉♠ ❞✐❡ ❙❡✐❧❡ ✐♥ ❞✐❡
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✺ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠✐t ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❳

❣❡✇ü♥s❝❤t❡ ▲ä♥❣❡ ③✉ ❜r✐♥❣❡♥✱ ❢ä❧❧t ❤✐❡r ✇❡❣✳ ❆✉ÿ❡r❞❡♠ ✐st ❞❛s ❙❡✐❧❡❧❡♠❡♥t ❛✉❢ ❞✐❡

❙♦❢t✇❛r❡ ❛❜❣❡st✐♠♠t✱ ✇❛s ❞✐❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s❞❛✉❡r ✇❡✐t❡r ✈❡r❦ür③t✳

❇❡✐ ❙✐♠s❝❛♣❡ ▼✉❧t✐❜♦❞② ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❢ür ❥❡❞❡ P♦s✐t✐♦♥✱ ✐♥❦❧✉s✐✈❡ ♠❛♥✉❡❧❧❡r ❙❡✐❧❧ä♥❣❡✲

♥ä♥❞❡r✉♥❣✱ ♠✐♥❞❡st❡♥s ✺ ♠✐♥ Pr♦③❡ss❞❛✉❡r ❛♥♥❡❤♠❡♥ ✭✐♥ ❊①tr❡♠❢ä❧❧❡♥ ✸ ❙t✉♥❞❡♥✮✱

❜❡✐ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❳ ✇✐r❞ ❞❡r ❣❡s❛♠t❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s♣r♦③❡ss ✭✷✵ P♦s✐t✐♦♥❡♥✮ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ✈♦♥

❡t✇❛ ✶✽♠✐♥ ❞✉r❝❤❣❡r❡❝❤♥❡t ✉♥❞ ❞❡r ❇❡❞✐❡♥❡r ♠✉ss ♥✉r ❛♥❢❛♥❣s ❞✐❡ ❣❡✇ü♥s❝❤t❡♥

P♦s✐t✐♦♥❡♥ ✐♥ ❡✐♥❡r ▲✐st❡ ❡✐♥tr❛❣❡♥✳

❙✐♠s❝❛♣❡ ▼✉❧t✐❜♦❞② ❡r✇❡✐st s✐❝❤ ❞❛❤❡r ❛❧s ❡❤❡r ✉♥❣❡❡✐❣♥❡t ❢ür ❞✐❡s❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣✱

✐♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✇✐r❞ ❞✐❡ ❙♦❢t✇❛r❡ ❥❡❞♦❝❤ ♥✉r ❢ür ❡✐♥❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❱❡r✐✜③✐❡r✉♥❣ ❞❡r

❊r❣❡❜♥✐ss❡ ✈♦♥ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❳✱ ❜③✇✳ ❞❡r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣s✈♦rs❝❤r✐❢t✱ ✈❡r✇❡♥❞❡t✱ ✇♦❜❡✐ ❞✐❡

■♥❡✣③✐❡♥③ ❞❡s ▼♦❞❡❧❧s ❢ür ❡✐♥❡♥ ❡✐♥♠❛❧✐❣❡♥ ❱❡rs✉❝❤s❞✉r❝❤❧❛✉❢ ♥❡❜❡♥sä❝❤❧✐❝❤ ✐st✳

❉✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ✈♦♠ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❳✲▼♦❞❡❧❧ ✇❡r❞❡♥ ❛❜s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ♥♦❝❤ ♠✐t ❞❡♥ ❊r❣❡❜✲

♥✐ss❡♥ ❛✉s ❑❛♣✐t❡❧ ✹ ✭❙✐♠s❝❛♣❡ ▼✉❧t②❜♦❞②✮ ✈❡r❣❧✐❝❤❡♥✱ ❞❛❢ür ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❛♥❣❡♣❛sst❡♥

❆✉s❣❛♥❣s♣♦s✐t✐♦♥❡♥ ❛✉s ❚❛❜❡❧❧❡ ✹✳✷ ✈❡r✇❡♥❞❡t ✉♠ ❡✐♥❡♥ ❞✐r❡❦t❡♥ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉ ❡r✲

♠ö❣❧✐❝❤❡♥✳

■♥ ❚❛❜❡❧❧❡ ✺✳✸ st❡❤❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❊♥❞♣♦s✐t✐♦♥❡♥ ❛✉s ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s♣r♦❣r❛♠♠❡♥

❣❡❣❡♥ü❜❡r✳ ❉❡r ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ✇✐r❞ ❛✉ÿ❡r❞❡♠ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✶✵ ✉♥❞ ✺✳✶✶ ü❜❡r ❞✐❡ ❧✐♥❦❡

❆r❜❡✐tsr❛✉♠❤ä❧❢t❡ ❣r❛✜s❝❤ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳

❉✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣❡♥ ❜③✇✳ ❞✐❡ ❲❡rt❡ ❛✉s ❞❡r ❚❛❜❡❧❧❡ s✐♥❞ ❞❡♥❡♥ ❛✉s ❑❛♣✐t❡❧ ✹ ✭❆❜❜✐❧✲

❞✉♥❣ ✹✳✼ ✉♥❞ ✹✳✽✱ ❜③✇✳ ❚❛❜❡❧❧❡ ✹✳✹✮ s❡❤r ä❤♥❧✐❝❤✳ ❉✐❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ❤❛✉♣t✲

sä❝❤❧✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❯♥❣❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ❞❡s ❙✐♠s❝❛♣❡✲▼✉❧t✐❜♦❞②✲▼♦❞❡❧❧s ❜❡❣rü♥❞❡t ✇❡r✲

❞❡♥✱ ❞✐❡ ❣❡♥❛✉❡ ❊r❦❧är✉♥❣ ③✉r ❯♥❣❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ✜♥❞❡t s✐❝❤ ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✹✳✷✳✸✳

❉✐❡ ❣röÿt❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s♣r♦❣r❛♠♠❡♥ ❜❡❧ä✉❢t s✐❝❤

❛✉❢ ✽✸✳✵ ♠♠ ✉♥❞ ❞✐❡ ❙t❛♥❞❛r❞❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❜❡tr❛❣❡♥ σy = 6.67mm ✉♥❞ σz =

11.03mm✱ ✇❛s ❜❡✐ ❞❡♠ ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ❆r❜❡✐tsr❛✉♠ ✉♥❞ ●❡✇✐❝❤t✱ ♥✐❝❤t ❜❡s♦♥❞❡rs

✈✐❡❧ ✐st✳

❋ür ❞✐❡ t❛tsä❝❤❧✐❝❤❡ ❱❡r✐✜③✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣s✈♦rs❝❤r✐❢t ✇✐r❞ ❛✉❢ ❞❛s ❙❡✐❧r♦❜♦✲

t❡r♠♦❞❡❧❧ ✈♦♥ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❳ ✈❡rtr❛✉t✳

✻✻



✺✳✺ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉ ❙✐♠s❝❛♣❡ ▼✉❧t✐❜♦❞②
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✶✵✿ P♦s✐t✐♦♥s❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ∆y ❞❡s ❙✐♠s❝❛♣❡✲▼♦❞❡❧❧s ③✉♠ ❙✐♠❳✲▼♦❞❡❧❧
♠✐t ❑r❛❢t♠❡ss✉♥❣
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✶✶✿ P♦s✐t✐♦♥s❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ∆z ❞❡s ❙✐♠s❝❛♣❡✲▼♦❞❡❧❧s ③✉♠ ❙✐♠❳✲▼♦❞❡❧❧
♠✐t ❑r❛❢t♠❡ss✉♥❣
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✺ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠✐t ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❳

❚❛❜❡❧❧❡ ✺✳✸✿ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ✈♦♥ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❳ ♠✐t ❙✐♠s❝❛♣❡ ▼✉❧t✐❜♦❞②

❊♥❞♣♦s✐t✐♦♥

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❳ ❬♠❪

❊♥❞♣♦s✐t✐♦♥

❙✐♠s❝❛♣❡ ❬♠❪

P♦s✳✲❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣

❙✐♠s❝❛♣❡ ❬♠♠❪

◆r ②♣s ③♣s ②♣s ③♣s ∆② ∆③
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✶✸ ✷✵✳✽✻✷✻ ✺✳✵✻✼✶ ✷✵✳✽✷✶✾ ✹✳✾✾✼✵ ✲✹✵✳✼ ✲✼✵✳✶

✶✹ ✷✵✳✺✾✹✺ ✶✷✳✷✵✵✶ ✷✵✳✺✽✷✵ ✶✷✳✶✹✼✶ ✲✶✷✳✺ ✲✺✸✳✶

✶✺ ✷✹✳✼✽✺✾ ✽✳✺✺✹✼ ✷✹✳✼✷✵✸ ✽✳✺✶✵✺ ✲✻✺✳✼ ✲✹✹✳✷

✶✻ ✷✽✳✼✹✶✹ ✷✻✳✷✻✽✻ ✷✽✳✼✶✺✹ ✷✻✳✷✾✶✹ ✲✷✻✳✵ ✷✷✳✽

✶✼ ✷✽✳✽✵✸✾ ✶✾✳✷✹✷✽ ✷✽✳✼✼✶✽ ✶✾✳✷✶✸✶ ✲✸✷✳✶ ✲✷✾✳✼

✶✽ ✷✵✳✹✶✵✹ ✶✾✳✸✸✽✸ ✷✵✳✹✵✾✺ ✶✾✳✸✻✶✾ ✲✵✳✾ ✷✸✳✻

✶✾ ✷✵✳✷✻✼✻ ✷✻✳✸✾✸✵ ✷✵✳✷✽✸✻ ✷✻✳✹✼✻✵ ✶✻✳✵ ✽✸✳✵

✷✵ ✷✹✳✺✸✹✺ ✷✷✳✽✹✶✶ ✷✹✳✺✼✸✽ ✷✷✳✼✾✼✶ ✸✾✳✸ ✲✹✹✳✵
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✻ ❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss✉♥❣ ✉♥❞ ❉✐s❦✉ss✐♦♥

✻✳✶ ❉✐s❦✉ss✐♦♥ ❞❡r ❊r❣❡❜♥✐ss❡

❊✐♥❡ ❞❡r ❜❡❞❡✉t❡♥❞st❡♥ ❊r❦❡♥♥t♥✐ss❡ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✐st ✇♦❤❧ ❞✐❡ ❊r❢❛ss✉♥❣ ❞❡r ❲✐❝❤✲

t✐❣❦❡✐t ❞❡s ❙❡✐❧❞✉r❝❤❤❛♥❣s✳ ❍ä♥❣❡♥❞❡ ❙❡✐❧r♦❜♦t❡r✱ ❞✐❡ ♥✐❝❤t ♥❛❝❤ ✉♥t❡♥ ♠✐t ③✉sät③✲

❧✐❝❤❡♥ ❙❡✐❧❡♥ ✈❡rs♣❛♥♥t s✐♥❞✱ ❡r❢❛❤r❡♥ ❡✐♥❡ P♦s✐t✐♦♥s❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❙❡✐❧✲

❞❡❤♥✉♥❣ ✉♥❞ ❞❡s ❙❡✐❧❞✉r❝❤❤❛♥❣s✱ ✇♦❜❡✐ ❞❡r ❙❡✐❧❞✉r❝❤❤❛♥❣ ♠❡✐st ❞❡♥ ❣röÿ❡r❡ ❆♥t❡✐❧

❜✐❧❞❡t✳

■♥ ❚❛❜❡❧❧❡ ✻✳✶ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❡✐♥❢❛❝❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❑✐♥❡♠❛t✐❦✱ ❜❛s✐❡r❡♥❞ ❛✉❢ ✉♥❣❡❞❡❤♥t❡♥✱ ❣❡✲
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✻ ❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss✉♥❣ ✉♥❞ ❉✐s❦✉ss✐♦♥

❩✉r ❱❡r❛♥s❝❤❛✉❧✐❝❤✉♥❣ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✐♥ ②✲ ✉♥❞ ③✲❘✐❝❤t✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ ❊♥❞✲

♣♦s✐t✐♦♥❡♥ ♠✐t ❉❡❤♥✉♥❣ ♦❤♥❡ ❉✉r❝❤❤❛♥❣ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✳✶ ✉♥❞ ✻✳✷ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❉❛❜❡✐

✇❡r❞❡♥ ♥✐❝❤t ♥✉r ❞✐❡ ❣❡✇ä❤❧t❡♥ P♦s✐t✐♦♥❡♥ ❛✉s ❚❛❜❡❧❧❡ ✻✳✶ ❣r❛✜s❝❤ ✈❡r❛♥s❝❤❛✉❧✐❝❤t✱

s♦♥❞❡r♥ ❛❧❧❡ ❡rr❡✐❝❤❜❛r❡♥ P♦s✐t✐♦♥❡♥ ✐♠ ❆r❜❡✐tsr❛✉♠✳

❇❡✐ ❞❡r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ♠✐t ❉❡❤♥✉♥❣ ♦❤♥❡ ❉✉r❝❤❤❛♥❣ ❜❡✜♥❞❡♥ s✐❝❤ ❛❧❧❡ ❊♥❞✲

♣♦s✐t✐♦♥❡♥ ✐♥ ❞❡r ❧✐♥❦❡♥ ❆r❜❡✐tsr❛✉♠❤ä❧❢t❡ ✇❡✐t❡r ❧✐♥❦s ✉♥❞ ✇❡✐t❡r ✉♥t❡♥ ❛❧s ❞✐❡

❞❡r ❡✐♥❢❛❝❤❡♥ ✐♥✈❡rs❡♥ ❑✐♥❡♠❛t✐❦ ✭❞✐❡ r❡❝❤t❡ ❆r❜❡✐tsr❛✉♠❤ä❧❢t❡ ✈❡r❤ä❧t s✐❝❤ ❜❡✐ ❞❡r

②✲❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ❣❡♥❛✉ ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐s❝❤✮✳ ❉❛s ❧✐♥❦❡ ❙❡✐❧ ✐st ✐♥ ❞❡r ❧✐♥❦❡♥ ❆r❜❡✐tsr❛✉♠✲

❤ä❧❢t❡ ✐♠♠❡r ❦ür③❡r ❛❧s ❞❛s ❘❡❝❤t❡✱ s♦♠✐t ✐st ❞✐❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❉❡❤♥✉♥❣ ❞❡s ❧✐♥❦❡♥ ❙❡✐❧❡s

❦❧❡✐♥❡r ❛❧s ❞✐❡ ❞❡s ❘❡❝❤t❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ P❧❛tt❢♦r♠ ❜❡✇❡❣t s✐❝❤ ♥❛❝❤ ❧✐♥❦s✳

❉✐❡ ②✲❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ s✐♥❞ ❤✐❡r ♥♦❝❤ ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣❜❛r ❦❧❡✐♥✱ ∆ymax− = −32.7♠♠

❜❡✐ yp = 20♠ ✉♥❞ zp = 30♠✱ ❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡ ∆ymax+ = 32.7♠♠ ❜❡✐ yp = 80♠

✉♥❞ zp = 30♠✳

❉❛ s✐❝❤ ❜❡✐❞❡ ❙❡✐❧❡ ❞❡❤♥❡♥ ✉♥❞ ♥♦❝❤ ✐♠♠❡r ❛❧s ●❡r❛❞❡ ❣❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥✱ ♠✉ss

s✐❝❤ ❞✐❡ ❊♥❞♣♦s✐t✐♦♥ ❛✉❝❤ ❛♥ t✐❡❢❡r❡r ❙t❡❧❧❡ ❛❧s ❞✐❡ ❆✉s❣❛♥❣s♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡✜♥❞❡♥ ✭❞❛❜❡✐

✈❡r❤ä❧t s✐❝❤ ❞✐❡ ③✲❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✐♥ ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❆r❜❡✐tsr❛✉♠❤ä❧❢t❡♥ s②♠♠❡tr✐s❝❤✮✳

❉✐❡ ●röÿ❡ ❞❡r ③✲❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ❧ässt s✐❝❤ ❞✐r❡❦t ♠✐t ❞❡r P♦s✐t✐♦♥ ✐♠ ❘❛✉♠ ❦♦rr❡✲

❧✐❡r❡♥ ✭❥❡ ❤ö❤❡r ❞❡st♦ ❣röÿ❡r ❞✐❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣✮✱ ❞✐❡ ❣röÿt❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ∆zmax =

−594.5♠♠ ♣❛ss✐❡rt ❜❡✐ yp = 50♠ ❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡ zp = 30♠✳

✼✵
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❉✐❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❞❡r ❊♥❞♣♦s✐t✐♦♥❡♥ ❜❡r❡❝❤♥❡t ♠✐t ❉❡❤♥✉♥❣ ✉♥❞ ❉✉r❝❤❤❛♥❣ ✇❡r✲

❞❡♥ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✳✸ ✉♥❞ ✻✳✹ ❛❧s ❋✉♥❦t✐♦♥ ü❜❡r ❞❡♥ ❆r❜❡✐tsr❛✉♠ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳
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✻ ❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss✉♥❣ ✉♥❞ ❉✐s❦✉ss✐♦♥

❋ür ❞✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ♠✐t ❉❡❤♥✉♥❣ ✉♥❞ ❉✉r❝❤❤❛♥❣ tr❡✛❡♥ ❛♥❞❡r❡ ●❡s❡t③♠ä✲

ÿ✐❣❦❡✐t❡♥ ③✉✳ ❉✐❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ∆y ❛✉s ❚❛❜❡❧❧❡ ✻✳✶ s✐♥❞ t❡♥❞❡♥③✐❡❧❧ ♣♦s✐t✐✈ ✭❣✐❧t

♥✉r ❢ür ❞✐❡ ❧✐♥❦❡ ❆r❜❡✐tsr❛✉♠❤ä❧❢t❡✮✳ ❉❛s ❜❡r✉❤t ❛✉❢ ❞❡r ❚❛ts❛❝❤❡✱ ❞❛ss ❞❛s ❧ä♥❣❡✲

r❡ r❡❝❤t❡ ❙❡✐❧ ♠❡❤r ❞✉r❝❤❤ä♥❣t ✉♥❞ ❞❛❞✉r❝❤ ❞✐❡ ▼❛♥✐♣✉❧❛t♦r♣❧❛tt❢♦r♠ ♥❛❝❤ r❡❝❤ts

③✐❡❤t✳ ◆❡❣❛t✐✈❡ ❲❡rt❡ ❦ö♥♥❡♥ ❛❧s ♥✉♠❡r✐s❝❤❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ✈♦♥ ✵ ✐♥t❡r♣r❡t✐❡rt ✉♥❞

❞❛❤❡r ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ②✲❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ tr✐tt ❛♥ ❞❡r ❆r❜❡✐tsr❛✉♠✲

❣r❡♥③❡ ❛✉❢ ✭yp = 16♠ ✉♥❞ zp = 1♠✮ ✉♥❞ ❜❡trä❣t ∆ymax = 1454.9♠♠ ✭❞✐❡

r❡❝❤t❡ ❆r❜❡✐tsr❛✉♠❤ä❧❢t❡ ✈❡r❤ä❧t s✐❝❤ ✇✐❡❞❡r ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐s❝❤✮✳ ❋ür ❞❡♥ ●r♦ÿt❡✐❧

❞❡s ❆r❜❡✐tsr❛✉♠s ✐st ❞✐❡ ②✲❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ❥❡❞♦❝❤ ❦❛✉♠ r❡❧❡✈❛♥t✳ ❏❡ t✐❡❢❡r ❞✐❡ P❧❛tt✲

❢♦r♠ ❤ä♥❣t✱ ❞❡st♦ ❣❡r✐♥❣❡r ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❙❡✐❧❦rä❢t❡✳ ❏❡ ✇❡✐t❡r ❛✉ÿ❡r❤❛❧❜ ❞❡r ▼✐tt❡ s✐❡

s✐❝❤ ❜❡✜♥❞❡t✱ ❞❡st♦ ✉♥❣❧❡✐❝❤❡r ✇✐r❞ ❞✐❡ ▲❛st ❛✉❢ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❙❡✐❧❡ ❛✉❢❣❡t❡✐❧t✳ ❉❛s ❧✐♥❦❡

❙❡✐❧ ♥✐♠♠t ✐♠ ❧✐♥❦❡♥✱ ✉♥t❡r❡♥ ❇❡r❡✐❝❤ ❞❡♥ ●r♦ÿt❡✐❧ ❞❡r ❑r❛❢t ❛✉❢ ✉♥❞ ❡r❢ä❤rt ❦❛✉♠

❡✐♥❡♥ ❉✉r❝❤❤❛♥❣✱ ❞❛s r❡❝❤t❡ ❙❡✐❧ ✇✐r❞ r❡❧❛t✐✈ ✇❡♥✐❣ ❜❡❧❛st❡t✱ ❤ä♥❣t ❞❛❤❡r t✐❡❢ ❞✉r❝❤✳

❋ür ❞✐❡ ③✲❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ✐st ❞✐❡ ❑♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❞❡r ②✲ ❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡ ③✲P♦s✐t✐♦♥ ❞❡r

▼❛♥✐♣✉❧❛t♦r♣❧❛tt❢♦r♠ ❛✉ss❝❤❧❛❣❣❡❜❡♥❞✳

■♠ ❣röÿ❡r❡♥ ❚❡✐❧ ❞❡s ❆r❜❡✐tsr❛✉♠s ✐st ❞✐❡ ❊♥❞♣♦s✐t✐♦♥ ♠✐t ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣ ❞❡r ❉❡❤✲

♥✉♥❣ ✉♥❞ ❞❡s ❉✉❝❤❤❛♥❣s ❤ö❤❡r ❛❧s ❞✐❡ ❞❡r ❡✐♥❢❛❝❤❡♥ ❑✐♥❡♠❛t✐❦✱ ✇❡✐❧ ❞❡r ❉✉r❝❤❤❛♥❣

❞❡♥ ❞✐r❡❦t❡♥ ❆❜st❛♥❞ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❙❡✐❧r♦❧❧❡♥ ✉♥❞ ❞❡r P❧❛tt❢♦r♠ ✈❡r❦ür③t✳ ❆✉s♥❛❤✲

♠❡♥ s✐♥❞ P♦s✐t✐♦♥❡♥ ✈♦♥ zp ≥ 25♠✱ ❤✐❡r ✈❡rs❝❤✐❡❜t s✐❝❤ ❞✐❡ P❧❛tt❢♦r♠ ♥❛❝❤ ✉♥t❡♥✳

●r✉♥❞ ❞❛❢ür ✐st ❞✐❡ ❣r♦ÿ❡ ❍ö❤❡ ✭❜❡✐❞❡ ❑r❛❢t❛♥❣r✐✛s✇✐♥❦❡❧ s✐♥❞ ä❤♥❧✐❝❤✱ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤

✢❛❝❤✱ ❡s ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ❞❛❞✉r❝❤ ❣r♦ÿ❡ ❙❡✐❧❦rä❢t❡✱ ❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡ ❡✐♥❡♥ r❡❧❛t✐✈ ❣❡r✐♥✲

❣❡r ❉✉r❝❤❤❛♥❣✮✱ ❞❛s ❜❡❞❡✉t❡t ❞✐❡ P♦s✐t✐♦♥s❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ❤ä♥❣t ❜❡✐ ❣r♦ÿ❡♥ ❍ö❤❡♥ ❢❛st

❛✉ss❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ✈♦♥ ❞❡r ❙❡✐❧❞❡❤♥✉♥❣ ❛❜ ✉♥❞ ♥✐❝❤t ✈♦♠ ❉✉r❝❤❤❛♥❣✳

❇❡✐ ❞❡r ♥❡❣❛t✐✈❡♥ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❞❡r ③✲❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ✭∆zmax(negativ) = −554♠♠✮✱ ♣❛s✲

s✐❡rt ❞✐❡ ▼❛①✐♠❛❧❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣✱ ✇✐❡ ❜❡✐ ❞❡r ❉❡❤♥✉♥❣✱ ❜❡✐ yp = 50♠ ✉♥❞ zp = 30♠

✉♥❞ ♥✐♠♠t ❛✉❝❤ ❡✐♥❡♥ ä❤♥❧✐❝❤❡♥ ❲❡rt ❛♥✳

❉✐❡ ❣röÿt❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ③✲❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ✭∆zmax = 687.5mm✮ ❦❛♥♥ ❣❧❡✐❝❤ ✇✐❡ ❞✐❡ ②✲

❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ❜❡❣rü♥❞❡t ✇❡r❞❡♥ ✭yp = 16♠ ✉♥❞ zp = 1♠✮✳ ❉✐❡ ❣röÿt❡ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣

♥❛❝❤ ♦❜❡♥ ♣❛ss✐❡rt ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ❧❛♥❣❡♥✱ t✐❡❢ ❞✉r❝❤❤ä♥❣❡♥❞❡♥ r❡❝❤t❡♥ ❙❡✐❧ ✉♥❞ ❡✐♥❡♠

r❡❧❛t✐✈ str❛✛ ❣❡s♣❛♥♥t❡♥ ❧✐♥❦❡♥ ❙❡✐❧ ✭❞✐❡ r❡❝❤t❡ ❆r❜❡✐tsr❛✉♠❤ä❧❢t❡ ✈❡r❤ä❧t s✐❝❤ ❜❡✐

❞❡r ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ✐♥ ③✲❘✐❝❤t✉♥❣ ✇✐❡❞❡r s②♠♠❡tr✐s❝❤✮✳
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✳✸✿ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ∆y ❞❡r ❊♥❞♣♦s✐t✐♦♥❡♥ ♠✐t ❉❡❤♥✉♥❣ ✉♥❞ ❉✉r❝❤❤❛♥❣
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✳✹✿ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ∆z ❞❡r ❊♥❞♣♦s✐t✐♦♥❡♥ ♠✐t ❉❡❤♥✉♥❣ ✉♥❞ ❉✉r❝❤❤❛♥❣
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✻ ❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss✉♥❣ ✉♥❞ ❉✐s❦✉ss✐♦♥

✻✳✶✳✶ ❙❝❤❛✉❜❡✐s♣✐❡❧ ❞❡r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❤❛♥❞ ③✇❡✐❡r P♦s✐t✐♦♥❡♥

❩✉r ❱❡r❛♥s❝❤❛✉❧✐❝❤✉♥❣ ❞❡r ❘❡❣❡❧✉♥❣ ❞❡s ❙✐♠❳✲▼♦❞❡❧❧s ✉♥t❡r ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣ ✈❡r✲

ä♥❞❡r❧✐❝❤❡r ▼❛ss❡♥ ❞✐❡♥t ❞✐❡s❡s ❦♦♥❦r❡t❡ ❋❛❧❧❜❡✐s♣✐❡❧✳ ❉❛❜❡✐ s♦❧❧ s✐❝❤ ❞❡r ❙❡✐❧r♦❜♦t❡r

❛♥❢❛♥❣s ❛✉❢ P♦s✐t✐♦♥ ✶ ❜❡✜♥❞❡♥ ✭yp = 25♠ ✉♥❞ zp = 3♠✮✱ ❞♦rt ♥✐♠♠t ❡r ③✉sät③❧✐✲

❝❤❡ ▲❛st ❛✉❢ ✭✈♦♥ m = 700 ❦❣ ❛✉❢ m = 1200 ❦❣✮✱ ✐♠ ❆♥s❝❤❧✉ss ❢ä❤rt ❡r ③✉ P♦s✐t✐♦♥

✷ ✭yp = 80♠ ✉♥❞ zp = 25♠✮✱ ✇♦ ❞✐❡ ▲❛st ✇✐❡❞❡r ❛✉❢ m = 1000 ❦❣ ✈❡rr✐♥❣❡rt ✇✐r❞✳

■♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✳✺ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❜❡r❡❝❤♥❡t❡♥ ❙❡✐❧❦✉r✈❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ P♦s✐t✐♦♥❡♥ ❞❛r✲

❣❡st❡❧❧t✳
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✳✺✿ ❙❡✐❧❦✉r✈❡♥ ❢ür ❞✐❡ ③✇❡✐ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ P♦s✐t✐♦♥❡♥ ✐♠ ❆r❜❡✐tsr❛✉♠

❉❡r ✈♦♥ ❞❡r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥sr❡❣❡❧✉♥❣ ✈♦r❣❡❣❡❜❡♥❡ P♦s✐t✐♦♥s✈❡r❧❛✉❢ ✇✐r❞ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣

✻✳✻ ✐♥ ❣rü♥ ü❜❡r ❞✐❡ ❩❡✐t ❞❛r❣❡st❡❧❧t ✭❞✐❡ P♦s✐t✐♦♥sä♥❞❡r✉♥❣ ✜♥❞❡t ✈♦♥ ✽✵ s ❜✐s ✶✵✵ s

st❛tt✮✳ ▲❡✐❝❤t ③❡✐t✈❡r③ö❣❡rt ❢♦❧❣t ❞❛s ❙❡✐❧r♦❜♦t❡r♠♦❞❡❧❧ ❞❡r ✈♦r❣❡❣❡❜❡♥❡♥ P♦s✐t✐♦♥

✭r♦t❡ ▲✐♥✐❡✮✳ ❙✐♥❞ ❞✐❡ P♦s✐t✐♦♥❡♥ ❡✐♥♠❛❧ ❡✐♥❣❡♥♦♠♠❡♥✱ ä♥❞❡r♥ s✐❡ s✐❝❤ ♣r❛❦t✐s❝❤

♥✐❝❤t ♠❡❤r ✱ ❛✉❝❤ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ▲❛st ✐♥ ❞❡♥ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ P♦s✐t✐♦♥❡♥ st❛r❦ ✈❛r✐✐❡rt✳

Pr✐♥③✐♣✐❡❧❧ st❛rt❡♥ ❞✐❡ ❱❡r❧ä✉❢❡ ❡rst ❜❡✐ ✹✵ s✱ ✈♦r❤❡r ✜♥❞❡♥ ♥✉r ❞❡r ❊✐♥s❝❤✇✐♥❣✈♦r❣❛♥❣

✉♥❞ ❞❛s ❊✐♥s❝❤❛❧t❡♥ ❞❡r ❘❡❣❡❧✉♥❣ st❛tt✳

✼✹



✻✳✶ ❉✐s❦✉ss✐♦♥ ❞❡r ❊r❣❡❜♥✐ss❡

tatsächliche y-Position

vorgegebene y-Position

tatsächliche z-Position

vorgegebene z-Position

Länge y / m

Höhe y / m

Zeit / s

Zeit / s

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✳✻✿ P♦s✐t✐♦♥s✈❡r❧❛✉❢ ❞❡r ▼❛♥✐♣✉❧❛t♦r♣❧❛tt❢♦r♠ ✭t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ③✉ ✈♦r❣❡❣❡✲
❜❡♥✮

■♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✳✼ ✇✐r❞ ❞✐❡ t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ❛✉❢ ❞✐❡ P❧❛tt❢♦r♠ ✇✐r❦❡♥❞❡ ▲❛st ✐♥ ❣rü♥ ❞❛r❣❡✲

st❡❧❧t ✭✈♦♥ ✺✵ s ❜✐s ✺✺ s ä♥❞❡rt s✐❝❤ ❞✐❡ ▲❛st ✈♦♥ ✼✵✵ ❦❣ ❛✉❢ ✶✷✵✵ ❦❣✱ ✈♦♥ ✶✷✵ s ❜✐s ✶✷✺ s

❣❡❤t s✐❡ ✇✐❡❞❡r ③✉rü❝❦ ❛✉❢ ✶✵✵✵ ❦❣✮✳ ❉✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ▲❛st ✭r♦t❡ ▲✐♥✐❡✮ ❜r❛✉❝❤t

❜❡✐ ❡✐♥❡r ▲❛stä♥❞❡r✉♥❣ ❝❛✳ ✷✵ s ❜✐s s✐❡ ✇✐❡❞❡r ❞❡♥ ❦♦rr❡❦t❡♥ ❲❡rt ❛♥♥✐♠♠t ✭●r✉♥❞

❞❛❢ür ✐st ❞✐❡ ❚rä❣❤❡✐t ❞❡s ❙②st❡♠s✱ ✈❡r✉rs❛❝❤t ❞✉r❝❤ ❞✐❡ PT1 −Glieder✮✳ ❲ä❤r❡♥❞

❞❡r ❇❡✇❡❣✉♥❣ ❞❡s ❘♦❜♦t❡rs ③✇✐s❝❤❡♥ ✽✵ s ✉♥❞ ✶✵✵ s ✇✐r❞ ❞✐❡ P❧❛tt❢♦r♠ ❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t

✉♥❞ ❞✐❡ ▲❛st❜❡r❡❝❤♥✉♥❣ ✇❡✐❝❤t ❞❡✉t❧✐❝❤ ❛❜✳ ❱❡r❤❛rrt ❞❡r ▼❛♥✐♣✉❧❛t♦r ✇✐❡❞❡r ❧ä♥❣❡r

❛♥ ❡✐♥❡r P♦s✐t✐♦♥ ✭❛❜ ✶✵✵ s✮ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❞✐❡ ❜❡r❡❝❤♥❡t❡ ▲❛st✱ ♥❛❝❤ ❆❜❧❛✉❢ ❞❡r ✈♦r❤✐♥

❡r✇ä❤♥t❡♥ ✷✵ s✱ ✇✐❡❞❡r ❞❡r t❛tsä❝❤❧✐❝❤❡♥ ▼❛ss❡✳

✼✺



✻ ❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss✉♥❣ ✉♥❞ ❉✐s❦✉ss✐♦♥

berechnete Last

tatsächliche LastLast / kg

Zeit / s

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✳✼✿ ▲❛st✈❡r❧❛✉❢ ✭t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ③✉ ❜❡r❡❝❤♥❡t✮

■♥ ❚❛❜❡❧❧❡ ✻✳✷ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ▼✐tt❡❧✇❡rt❡ ❞❡r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s❡r❣❡❜♥✐ss❡ ③✉ ❞❡♥ ❥❡✇❡✐❧✐✲

❣❡♥ P♦s✐t✐♦♥❡♥ ✉♥❞ ▲❛st❡♥ ❛✉❢❣❡❧✐st❡t✳ ❉✐❡ ❊♥❞♣♦s✐t✐♦♥❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ❥❡ ♥❛❝❤ ▲❛st

✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤ ✈♦♠ ■❞❡❛❧✇❡rt ❛❜✇❡✐❝❤❡♥✱ ❞✐❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ P♦s✐t✐♦♥s❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ✈♦♥

∆Posmax = −13♠♠ ✐st ❥❡❞♦❝❤ ❡rst❛✉♥❧✐❝❤ ❦❧❡✐♥✳

❚❛❜❡❧❧❡ ✻✳✷✿ ▼✐tt❡❧✇❡rt❡ ❞❡r P♦s✐t✐♦♥❡♥ ♠✐t ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ▲❛st❡♥

▲❛st

✴ ❦❣

P♦s✐t✐♦♥s✲

✈♦r❣❛❜❡ ✴ ♠

❊♥❞♣♦s✐t✐♦♥

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✴ ♠

P♦s✳✲❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✴ ♠♠

P♦s ♠ ②♣ ③♣ ②♣s ③♣s ∆② ∆③

✶ ✼✵✵ ✷✺ ✸ ✷✺✳✵✶✵✽ ✸✳✵✵✾✻ ✶✵✳✽ ✾✳✻

✶ ✶✷✵✵ ✷✺ ✸ ✷✹✳✾✽✼✵ ✷✳✾✽✽✼ ✲✶✸✳✵ ✲✶✶✳✸

✷ ✶✷✵✵ ✽✵ ✷✺ ✼✾✳✾✽✽✵ ✷✹✳✾✾✹✹ ✲✶✷✳✵ ✲✺✳✻

✷ ✶✵✵✵ ✽✵ ✷✺ ✼✾✳✾✾✽✽ ✷✺✳✵✵✷✵ ✲✶✳✷ ✷✳✵

❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss❡♥❞ ❦❛♥♥ ❜❡❤❛✉♣t❡t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ P♦s✐t✐♦♥sr❡❣❡❧✉♥❣ tr♦t③ ▲❛stä♥✲

❞❡r✉♥❣ ❤❡r✈♦rr❛❣❡♥❞ ❢✉♥❦t✐♦♥✐❡rt ✉♥❞ ❞✐❡ t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡ ▲❛st ❛♠ ▼❛♥✐♣✉✲

❧❛t♦r ❡①❛❦t ❜❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥ ✭✈♦r❛✉s❣❡s❡t③t ❞❡r ❘♦❜♦t❡r ❜❧❡✐❜t ♠✐♥❞❡st❡♥s

✶✺ s ❛♥ ❡✐♥❡r P♦s✐t✐♦♥✮✳

✻✳✷ ❈♦♥❝❧✉s✐♦

❉✐❡ P♦s✐t✐♦♥s❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❉❡❤♥✉♥❣ s✐♥❞ s❝❤❧✉ss❡♥❞❧✐❝❤ ❡✐♥ ✇✐❝❤t✐✲

❣❡r ❚❡✐❧ ❞❡r ●❡s❛♠t❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣✱ ü❜❡r ✇❡✐t❡ ❚❡✐❧❡ ❞❡s ❆r❜❡✐tsr❛✉♠s ✐st ❞✐❡ ❆❜✲

✼✻



✻✳✸ ❆✉s❜❧✐❝❦

✇❡✐❝❤✉♥❣ ❛✉❢ ●r✉♥❞ ❞❡s ❉✉r❝❤❤❛♥❣s ❥❡❞♦❝❤ ❤ö❤❡r✳ ❊r ❞❛r❢ ❜❡✐ ●❡✇✐❝❤ts✈❡r❤ä❧t✲

♥✐ss❡♥ ✭▲❛st ✐♠ ❱❡r❤ä❧t♥✐s ③✉r ❙✉♠♠❡ ❞❡r ❙❡✐❧♠❛ss❡♥✮ ✈♦♥ m = 1000 ❦❣ ③✉ ❝❛✳

mEigengewichtSeil1/2 = 450 ❦❣ ❛✉❢ ❦❡✐♥❡♥ ❋❛❧❧ ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣t ✇❡r❞❡♥✳

❋ür ❞✐❡ ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣ ❞❡r ❙❡✐❧❞❡❤♥✉♥❣ ✉♥❞ ❞❡s ❉✉r❝❤❤❛♥❣s✱ ❞❛s ❤❡✐ÿt ❢ür ❞✐❡ ❡①✲

❛❦t❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ■♥✈❡rs❡♥ ❑✐♥❡♠❛t✐❦ ❞❡s ❙❡✐❧r♦❜♦t❡rs✱ ✇✉r❞❡♥ ❞✐❡ ❤❡r❣❡❧❡✐t❡t❡♥

❋♦r♠❡❧♥ ❛✉s ❑❛♣✐t❡❧ ✸ ♠❡❤r❢❛❝❤ ❞✉r❝❤ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥ ✈❡r✐✜③✐❡rt ✭s✐❡❤❡ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡

❚❛❜❡❧❧❡ ✺✳✷✮✳

❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss❡♥❞ ❦❛♥♥ ❛❧s♦ ❞✐❡ ❘✐❝❤t✐❣❦❡✐t ❞❡r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣s✈♦rs❝❤r✐❢t ❛✉s ❑❛♣✐t❡❧ ✸

❜❡stät✐❣t s♦✇✐❡ ❞✐❡ ❙t❡✉❡r✉♥❣ ✉♥❞ ❘❡❣❡❧✉♥❣ ❛✉s ❑❛♣✐t❡❧ ✺ ❢ür ❡✐♥❡ r❡❡❧❧❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣

❢r❡✐❣❡❣❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳

✻✳✸ ❆✉s❜❧✐❝❦

❋ür ❞✐❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ✐♠ ❞r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❋❛❧❧ ♠✉ss ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ✐♥ ①✲❘✐❝❤t✉♥❣ ❡r✲

✇❡✐t❡rt ✇❡r❞❡♥ ✭s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✳✽✮✳ ❇❡✐ ❞❡r P♦s✐t✐♦♥sr❡❣❡❧✉♥❣ ❧❛✉t ❑❛♣✐t❡❧ ✺✳✹

s♦❧❧t❡♥ s✐❝❤ ❦❛✉♠ Pr♦❜❧❡♠❡ ❡r❣❡❜❡♥✱ ❢ür ❞✐❡ ❙t❡✉❡r✉♥❣ ❛✉s ❑❛♣✐t❡❧ ✺✳✸ ♠üsst❡♥ ❞✐❡

❑♦rr❡❦t✉r❢❛❦t♦r❡♥ ✉♠ ❡✐♥❡ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❡r✇❡✐t❡rt ✇❡r❞❡♥✳

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✳✽✿ ▼♦❞❡❧❧ ❡✐♥❡s ❞r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❙❡✐❧r♦❜♦t❡rs

✼✼



❆❜❜✐❧❞✉♥❣s✈❡r③❡✐❝❤♥✐s

❆❜❜✐❧❞✉♥❣s✈❡r③❡✐❝❤♥✐s

✶✳✶ ❇❡✐s♣✐❡❧❡ ❞❡r ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ✈♦♥ ❙❡✐❧r♦❜♦t❡r♥ ❬❨✉❛✶✺❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶

✶✳✷ ❘❡❣❛❧❜❡❞✐❡♥❣❡rät ❛✉❢ ❇❛s✐s ❞❡r ❙❚❊❲❆❘❚✲●❖❯●❍✲P❧❛tt❢♦r♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸

✶✳✸ ❙tr✉❦t✉r❡❧❧❡r ❆✉❢❜❛✉ ❞❡r ▼❛st❡r❛r❜❡✐t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻

✶✳✹ ❆r❜❡✐tsr❛✉♠ ❞❡s ✷❉✲▼♦❞❡❧❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼

✷✳✶ ❑r❛❢t❛✉❢t❡✐❧✉♥❣ ❛✉❢ ❜❡✐❞❡ ❙❡✐❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾

✷✳✷ ❱❡r❧❛✉❢ ❞❡r ❙❡✐❧❦r❛❢t ✶ ü❜❡r ② ❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡ ③ ✭■♥✈❡rs❡ ❑✐♥❡♠❛t✐❦✮ ✳ ✶✵

✷✳✸ ❱❡r❧❛✉❢ ❞❡r ❙❡✐❧❦r❛❢t ✷ ü❜❡r ② ❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡ ③ ✭■♥✈❡rs❡ ❑✐♥❡♠❛t✐❦✮ ✳ ✶✶

✷✳✹ P♦s✐t✐♦♥s❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❙❡✐❧❞❡❤♥✉♥❣ ü❜❡r ❞❡♥ ❆r❜❡✐tsr❛✉♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶

✷✳✺ P♦s✐t✐♦♥s❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❙❡✐❧❞❡❤♥✉♥❣ ✭❱♦r✇ärts❦✐♥❡♠❛t✐❦✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

✷✳✻ ❱❡r❧❛✉❢ ❞❡r ❙❡✐❧❦r❛❢t ✶ ü❜❡r ② ❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡ ③ ✭❱♦r✇ärts❦✐♥❡♠❛t✐❦✮ ✶✸

✷✳✼ ❱❡r❧❛✉❢ ❞❡r ❙❡✐❧❦r❛❢t ✷ ü❜❡r ② ❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡ ③ ✭❱♦r✇ärts❦✐♥❡♠❛t✐❦✮ ✶✸

✷✳✽ P♦s✐t✐♦♥s❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❙❡✐❧❞❡❤♥✉♥❣ ✭❱♦r✇ärts❦✐♥❡♠❛t✐❦✮ ✳ ✶✸

✷✳✾ ❱❡r❧❛✉❢ ❞❡r ●❡s❛♠t❦r❛❢t ✐♠ ❙❡✐❧ ✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

✷✳✶✵ ❱❡r❧❛✉❢ ❞❡r P♦s✐t✐♦♥s❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

✷✳✶✶ ❱❡r❧❛✉❢ ❞❡r ●❡s❛♠t❦r❛❢t ✐♠ ❙❡✐❧ ✶ ❜❡✐ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❍ö❤❡♥ ✉♥❞ ❦♦♥✲

st❛♥t❡r ▲❛st ♠❂✶✵✵✵ ❦❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻

✷✳✶✷ ❱❡r❧❛✉❢ ❞❡r P♦s✐t✐♦♥s❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ❜❡✐ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❍ö❤❡♥ ✉♥❞ ❦♦♥✲

st❛♥t❡r ▲❛st ♠❂✶✵✵✵ ❦❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻

✷✳✶✸ ❑✉r✈❡♥❛♥♣❛ss✉♥❣ ❞✉r❝❤ P♦❧②♥♦♠❡✿ ❋❣❡s✶ ❜❡✐ ③❂✶✵♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼
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❚❛❜❡❧❧❡♥✈❡r③❡✐❝❤♥✐s

✻✳✼ ▲❛st✈❡r❧❛✉❢ ✭t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ③✉ ❜❡r❡❝❤♥❡t✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

✻✳✽ ▼♦❞❡❧❧ ❡✐♥❡s ❞r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❙❡✐❧r♦❜♦t❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼

❆✳✶ ■♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❡s ❊❧❡♠❡♥t ❞❡s ❧✐♥❦❡♥ ❙❡✐❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷

❆✳✷ ■♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❡s ❊❧❡♠❡♥t ❞❡s r❡❝❤t❡♥ ❙❡✐❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻

❚❛❜❡❧❧❡♥✈❡r③❡✐❝❤♥✐s

✶✳✶ ❙❡✐❧❡✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❬❋❛t✶✾❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼

✷✳✶ ▼❛①✐♠❛s ③✉ ❞❡♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣❡♥ ✷✳✾ ✉♥❞ ✷✳✶✵ ✈♦♥ ❙❡✐❧❦r❛❢t ✶ ✉♥❞ P♦s✐✲

t✐♦♥s❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ❜❡✐ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ▲❛st❡♥ ✉♥❞ ❦♦♥st❛♥t❡r ❍ö❤❡ ③❂✷✺♠ ✶✺

✷✳✷ ▼❛①✐♠❛s ③✉ ❞❡♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣❡♥ ✷✳✶✶ ✉♥❞ ✷✳✶✷ ✈♦♥ ❙❡✐❧❦r❛❢t ✶ ✉♥❞

P♦s✐t✐♦♥s❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ❜❡✐ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❍ö❤❡♥ ✉♥❞ ❦♦♥st❛♥t❡r ▲❛st

♠❂✶✵✵✵ ❦❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

✷✳✸ P❛r❛♠❡t❡r ❢ür ❞✐❡ P♦❧②♥♦♠❡ ✹✳●r❛❞❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

✹✳✶ ❊♥❞♣♦s✐t✐♦♥ ✈♦♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❊❧❡♠❡♥t❧ä♥❣❡♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶

✹✳✷ ❱❡r✇❡♥❞❡t❡ ❆✉s❣❛♥❣s♣♦s✐t✐♦♥❡♥ ❢ür ❙✐♠s❝❛♣❡ ▼✉❧t✐❜♦❞② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✹✳✸ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ✉♥❞ ❙✐♠s❝❛♣❡✲❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠✐t ❙❡✐❧❞❡❤♥✉♥❣ ♦❤♥❡ ❉✉r❝❤❤❛♥❣ ✹✾

✹✳✹ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ✉♥❞ ❙✐♠s❝❛♣❡✲❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠✐t ❙❡✐❧❞❡❤♥✉♥❣ ✉♥❞ ❉✉r❝❤❤❛♥❣ ✺✷

✺✳✶ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❛✉s ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ✉♥❞ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❳ ✭❙t❡✉❡r✉♥❣✮ ✺✾

✺✳✷ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❛✉s ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ✉♥❞ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❳ ✭❙t❡✉❡r✉♥❣✮ ✻✺

✺✳✸ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ✈♦♥ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❳ ♠✐t ❙✐♠s❝❛♣❡ ▼✉❧t✐❜♦❞② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

✻✳✶ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❡✐♥❢❛❝❤❡♥ ✐♥✈❡rs❡♥ ❑✐♥❡♠❛t✐❦ ♠✐t ❞❡♥ ❊♥❞♣♦s✐t✐♦♥❡♥ ✳ ✳ ✻✾

✻✳✷ ▼✐tt❡❧✇❡rt❡ ❞❡r P♦s✐t✐♦♥❡♥ ♠✐t ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ▲❛st❡♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻
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▲✐t❡r❛t✉r✈❡r③❡✐❝❤♥✐s

▲✐t❡r❛t✉r✈❡r③❡✐❝❤♥✐s

❬❋❛t✶✾❪ ❋❛t③❡r✳ ❙❡✐❧❜❛✉ ✲ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❘♦♣❡s✳ ✷✵✶✾✳ ✉r❧✿ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❢❛t③❡r✳❝♦♠✴

✇♣✲❝♦♥t❡♥t✴✉♣❧♦❛❞s✴✷✵✶✽✴✵✷✴❋❆❚❩❊❘✲❙❡✐❧❜❛✉✲❙tr✉❝t✉r❛❧✲❘♦♣❡s✲

❇r♦❝❤✉r❡✲✐♥❝❤✲❉❊✲❊◆✳♣❞❢✳ ❆❝❝❡ss❡❞✿ ✵✶✳✵✾✳✷✵✶✻✳

❬◆❛♥✵✻❪ ❘❡♥❞♦♥❣ ◆❛♥✳ ✒❋✐✈❡ ❤✉♥❞r❡❞ ♠❡t❡r ❛♣❡rt✉r❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ r❛❞✐♦ t❡❧❡s❝♦♣❡

✭❋❆❙❚✮✏✳ ■♥✿ ❙❝✐❡♥❝❡ ✐♥ ❈❤✐♥❛ s❡r✐❡s ● ✹✾✳✷ ✭✷✵✵✻✮✱ ❙✳ ✶✷✾✕✶✹✽✳

❬❙✐♠✵✾❪ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❳✳ ❍❛♥❞❜✉❝❤ ❙✐♠❳✸✳ ✸✳ ❆✉✢✳ ■❚■ ●♠❜❍ ❉r❡s❞❡♥✳ ❲❡❜❡r❣❛ss❡

✶✱ ✵✶✵✻✼ ❉r❡s❞❡♥✱ ✷✵✵✾✳

❬❇r✉✶✵❪ ❚♦❜✐❛s ❇r✉❝❦♠❛♥♥✳ ✒❆✉s❧❡❣✉♥❣ ✉♥❞ ❇❡tr✐❡❜ r❡❞✉♥❞❛♥t❡r ♣❛r❛❧❧❡❧❡r ❙❡✐❧✲

r♦❜♦t❡r✏✳ ❉✐ss✳ ❯♥✐✈❡rs✐tät ❉✉✐s❜✉r❣✲❊ss❡♥✱ ✷✵✶✵✳

❬❉❉✶✶❪ ❏✳ ❉❛♥❦❡rt ✉♥❞ ❍✳ ❉❛♥❦❡rt✳ ✒❚❡❝❤♥✐s❝❤❡ ▼❡❝❤❛♥✐❦✏✳ ■♥✿ ❱✐❡✇❡❣✰❚❡✉❜♥❡r✱

✷✵✶✶✳ ❑❛♣✳ ✶✶✱ ❙✳ ✶✺✼✕✶✻✻✳

❬❇P✶✸❪ ❚♦❜✐❛s ❇r✉❝❦♠❛♥♥ ✉♥❞ ❆♥❞r❡❛s P♦tt✳ ❈❛❜❧❡✲❞r✐✈❡♥ Pr❛❧❧❡❧ ❘♦❜♦ts✳ ❇❡r✲

❧✐♥✿ ❙♣r✐♥❣❡r ❱❡r❧❛❣✱ ✷✵✶✸✳

❬▲❛❧✶✸❪ ❲✐❧❞❛♥ ▲❛❧♦✳ ✒❊✐♥ ❇❡✐tr❛❣ ③✉r ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ✈♦♥ ❆ss✐st❡♥③s②st❡♠❡♥ ❢ür s❡✲

r✐❡❧❧❡ ✉♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧❡ ❘♦❜♦t❡r ❛♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ✈♦♥ ❆✉t♦❜❡t♦♥♣✉♠♣❡♥ ✉♥❞ s❡✐❧✲

❜❛s✐❡rt❡♥ ❘❡❣❛❧❜❡❞✐❡♥❣❡rät❡♥✏✳ ❉✐ss✳ ❯♥✐✈❡rs✐tät ❉✉✐s❜✉r❣✲❊ss❡♥✱ ✷✵✶✸✳

❬❑r❛✶✺❪ ❲❡r♥❡r ❑r❛✉s✳ ✒❋♦r❝❡ ❈♦♥tr♦❧ ♦❢ ❈❛❜❧❡✲❉r✐✈❡♥ P❛r❛❧❧❡❧ ❘♦❜♦ts✏✳ ❉✐ss✳

❋r❛✉♥❤♦❢❡r ■♥st✐t✉t✱ ✷✵✶✺✳

❬❨✉❛✶✺❪ ❍❛♥ ❨✉❛♥✳ ✒❙t❛t✐❝ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ st✐✛♥❡ss ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❝❛❜❧❡✲❞r✐✈❡♥ ♣❛r❛❧❧❡❧

r♦❜♦ts✏✳ ❉✐ss✳ ■◆❙❆ ❘❡♥♥❡s✱ ✷✵✶✺✳

❬❍❛❛✶✼❪ ❋r❛♥③ ❍❛❛s✳ ✒■♥❞✉str✐❡r♦❜♦t❡r✏✳ ■♥✿ ■♥st✐t✉t ❢ür ❋❡rt✐❣✉♥❣st❡❝❤♥✐❦ ❚❯

●r❛③✱ ✷✵✶✼✳ ❑❛♣✳ ✹✱ ❙✳ ✺✻✕✻✷✳

❬▼✐❧✰✶✼❪ ❙✳ ▼✐❧❧❡r✱ ❚✳ ❙♦❛r❡s✱ ❨✳ ❱❛♥ ❲❡❞❞✐♥❣❡♥ ✉♥❞ ❏✳ ❲❡♥❞❧❛♥❞t✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❋❧❡✲

①✐❜❧❡ ❇♦❞✐❡s ✇✐t❤ ❙✐♠s❝❛♣❡ ▼✉❧t✐❜♦❞② ❙♦❢t✇❛r❡✳ ❚❡❝❤♥✳ ❇❡r✳ ✶✳ ▼❛t❤✇♦r❦s✱

✷✵✶✼✳
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❆♥❤❛♥❣

❆♥❤❛♥❣

❆ ❍❡r❧❡✐t✉♥❣ ❞❡r ❙❡✐❧st❛t✐❦

❉✐❡ ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✸ ♣räs❡♥t✐❡rt❡ ❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss✉♥❣ ❞❡r ❙❡✐❧❦✉r✈❡ ✇✐r❞ ❤✐❡r ♥♦❝❤♠❛❧

❙❝❤r✐tt ❢ür ❙❝❤r✐tt ❤❡r❣❡❧❡✐t❡t✳

❉❛❢ür ❞✐❡♥❡♥ ❞✐❡ ❜❡r❡❝❤♥❡t❡♥ ❙❡✐❧❦rä❢t❡ ✭❥❡✇❡✐❧s ❞✐❡ ②✲ ✉♥❞ ③✲❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥✮ ❛✉s ❞❡♥

●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❆✳✶ ❜✐s ❆✳✹ ❛❧s ●r✉♥❞❧❛❣❡ ❢ür ❞✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡s ❙❡✐❧✈❡r❧❛✉❢s ❢ür ❞❛s

❧✐♥❦❡ ✉♥❞ r❡❝❤t❡ ❙❡✐❧✳

Fy1 =
F

tan(α1) + tan(α2)
✭❆✳✶✮

Fz1 = Fy1 · tan(α1) ✭❆✳✷✮

Fy2 = Fy1 ✭❆✳✸✮

Fz2 = Fy2 · tan(α2) ✭❆✳✹✮

❆✳✶ ▲✐♥❦❡s ❙❡✐❧ ✭❙❡✐❧ ✶✮

❋ür ❞✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r s♦❣❡♥❛♥♥t❡♥ ❙❡✐❧❦✉r✈❡ ✇✐r❞ ❡✐♥ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❡s ❊❧❡♠❡♥t ❢r❡✐

❣❡s❝❤♥✐tt❡♥✱ s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ❆✳✶✳

z

y

Fs1(y)

Fs1(y+dy)

dz

dy

ds
dq

Fz1(y)

Fy1(y)

Fy1(y+dy)

Fz1(y+dy)

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ❆✳✶✿ ■♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❡s ❊❧❡♠❡♥t ❞❡s ❧✐♥❦❡♥ ❙❡✐❧❡s

❋ür ❞❛s ❊✐❣❡♥❣❡✇✐❝❤t ❞❡s ❙❡✐❧❡s ✇✐r❞ ❞✐❡ ❙tr❡❝❦❡♥❧❛st ρq = ρ∗g ♠✐t ❞❡r ▲ä♥❣❡ ❞✐❡s❡s

✽✷



❆♥❤❛♥❣

❙❡✐❧❡❧❡♠❡♥t❡s ♠✉❧t✐♣❧✐③✐❡rt✳

dq = ρq · ds ✭❆✳✺✮

■♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ▲ä♥❣❡ ds ❧❛✉t ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❆✳✻ ♠✐t ❞❡♠ ❙❛t③ ❞❡s P②t❤❛❣♦r❛s

❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ▼✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❆✳✻ ❜✐s ❆✳✾ ✇✐r❞ ❞❛s ❙❡✐❧❡❧❡♠❡♥t

❞✉r❝❤ z1′ ✉♥❞ dy ❞❡✜♥✐❡rt✳

ds =
√

dy2 + dz2 ✭❆✳✻✮

z1′ = −dz

dy
✭❆✳✼✮

dz2 = z1′2 · dy2 ✭❆✳✽✮

ds =
√
1 + z1′2 · dy ✭❆✳✾✮

❆✉s ❞❡r ❙✉♠♠❡ ❞❡r ❑rä❢t❡ ✐♥ ②✲❘✐❝❤t✉♥❣ ✇✐r❞ ❡rs✐❝❤t❧✐❝❤✱ ❞❛ss ❞✐❡ ②✲❑♦♠♣♦♥❡♥t❡

❞❡r ❙❡✐❧❦r❛❢t ü❜❡r ❞❛s ❣❡s❛♠t❡ ❙❡✐❧ ❦♦♥st❛♥t ✐st ✭Fy1(y + dy) = Fy1(y)✮✳

ΣFy = 0 = Fy1(y + dy)− Fy1(y) ✭❆✳✶✵✮

❉✐❡ ❙✉♠♠❡ ❞❡r ❑rä❢t❡ ✐♥ ③✲❘✐❝❤t✉♥❣ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ③✉ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❆✳✶✶✳ ❯♥t❡r ❱❡r✇❡♥✲

❞✉♥❣ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❆✳✺ ✉♥❞ ❆✳✾ ❧ässt s✐❡ s✐❝❤ ③✉ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❆✳✶✷ ✉♠❢♦r♠❡♥✳

ΣFz = Fz1(y)− dq · ds− Fz1(y + dy) ✭❆✳✶✶✮

ΣFz = Fz1(y)− ρq ·
√
1 + z1′2 · dy − Fz1(y + dy) ✭❆✳✶✷✮

❉✐❡ ❡rst❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❞❡r ③✲❑♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❞❡r ❙❡✐❧❦r❛❢t Fz1′ ❦❛♥♥ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ●r❡♥③✇❡rt

❞❡r ❑r❛❢tä♥❞❡r✉♥❣ ❞❛r❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✳ ❲✐r❞ ❞❡r ❩ä❤❧❡r ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❆✳✶✷

❡rs❡t③t✱ ❧ässt s✐❝❤ dy ❦ür③❡♥ ✉♥❞ ❞❡r ▲✐♠❡s ✇✐r❞ ü❜❡r✢üss✐❣ ✭●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❆✳✶✹✮✳

Fz1′ = lim
dy→0

Fz1(y + dy)− Fz1(y)

dy
= lim

dy→0
−ρq ·

√
1 + z1′2 · dy
dy

✭❆✳✶✸✮

Fz1′ = −ρq ·
√
1 + z1′2 ✭❆✳✶✹✮

❆✉s ❞❡♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❡✐♥❡s ❙❡✐❧❡s ✐st ❜❡❦❛♥♥t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❙❡✐❧❦r❛❢t

✐♠♠❡r ✐♥ ❙❡✐❧r✐❝❤t✉♥❣ ✈❡r❧ä✉❢t✱ ❞❛s ❤❡✐ÿt ❞✐❡ ❡rst❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❞❡r ❙❡✐❧❦✉r✈❡ ❦❛♥♥

❛✉❝❤ ❞✉r❝❤ ❞❛s ❑rä❢t❡✈❡r❤ä❧t♥✐s ❞❛r❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥ s✐❡❤❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❆✳✶✺✳ ❉✐❡ ③✇❡✐t❡

✽✸



❆♥❤❛♥❣

❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ③✉ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❆✳✶✻✱ ✇❡✐❧ Fy1 ü❜❡r ❞❛s ❙❡✐❧ ❦♦♥st❛♥t ❜❧❡✐❜t✳

z1′ = −dz

dy
=

Fz1

Fy1
✭❆✳✶✺✮

z1′′ =
Fz1′

Fy1
✭❆✳✶✻✮

▲ös✉♥❣ ❞❡r ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳❖r❞♥✉♥❣

❑♦♠❜✐♥✐❡rt ♠❛♥ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❆✳✶✹ ♠✐t ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❆✳✶✻✱ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❡✐♥❡ ❉✐✛❡r❡♥✲

t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳ ❖r❞♥✉♥❣✳

z1′′ = − ρq

Fy1
·
√
1 + z1′2 ✭❆✳✶✼✮

❉✐❡ ❡rst❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❞❡r ❑✉r✈❡ ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ u = z1′ = −dz
dy

s✉❜st✐t✉✐❡rt✱ ❞❛r❛✉s ❢♦❧❣t

z1′′ = du
dy
✳ ❊✐♥❣❡s❡t③t ✐♥ ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❡r❣✐❜t ❞❛s ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❆✳✶✽✳

du

dy
= − ρq

Fy1
·
√
1 + u2 ✭❆✳✶✽✮

■♠ ❆♥s❝❤❧✉ss ❢♦❧❣t ❞✐❡ ❚r❡♥♥✉♥❣ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ✭●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❆✳✶✾✮ ✉♥❞ ❡✐♥❡ ✉♥❜❡✲

st✐♠♠t❡ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✭●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❆✳✷✵✮✳

du√
1 + u2

= − ρq

Fy1
· dy ✭❆✳✶✾✮

asinh(u) = − ρq

Fy1
· y + C1′ ✭❆✳✷✵✮

❉✉r❝❤ ❞✐❡ ❘ü❝❦s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✈♦♥ u = z1′ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✐❡ ❡rst❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ z1′ ✉♥❞

❞✉r❝❤ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞❡ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❜❡r❡❝❤♥❡t s✐❝❤ ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ❣❡s✉❝❤t❡♥✱ ❧✐♥❦❡♥

❙❡✐❧❦✉r✈❡ ✭●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❆✳✷✷ ✉♥❞ ❆✳✷✸✮✳

z1′ = sinh

(

− ρq

Fy1
· y + C1′

)

= −dz

dy
✭❆✳✷✶✮

dz = −sinh(− ρq

Fy1
· y + C1′) · dy ✭❆✳✷✷✮

z1(y) =
Fy1

ρq
· cosh

(

− ρq

Fy1
· y + C1′

)

+ C1 ✭❆✳✷✸✮

❩✉r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ■♥t❡❣r❛t✐♦♥s❦♦♥st❛♥t❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥✲

❣✉♥❣❡♥ ❡✐♥❣❡s❡t③t✳ ❉✐❡ ❊rst❡ ✭●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❆✳✷✹✮ s❡t③t ✈♦r❛✉s✱ ❞❛ss ❞❛s ❙❡✐❧ ✶ ❜❡✐ y = 0

❛✉❢ ❞❡r ❍ö❤❡ ❤ ❜❡❢❡st✐❣t ✐st ✭❯♠❧❡♥❦r♦❧❧❡ ❧✐♥❦s✮ ✉♥❞ ❞✐❡ ③✇❡✐t❡ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣ ✜①✐❡rt

✽✹



❆♥❤❛♥❣

❞❛s ❙❡✐❧ ❛♥ ❞❡r ▼❛♥✐♣✉❧❛t♦r♣❧❛tt❢♦r♠ ✭●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❆✳✷✺✮✳

z1(0) = h ✭❆✳✷✹✮

z1(yp) = zp ✭❆✳✷✺✮

❆✉s ❞❡r ❡rst❡♥ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✐❡ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥s❦♦♥st❛♥t❡ C1 ③✉ ●❧❡✐✲

❝❤✉♥❣ ❆✳✷✻✳

C1 = h− Fy1

ρq
· cosh(C1′) ✭❆✳✷✻✮

❊✐♥❣❡s❡t③t ✐♥ ❞✐❡ ③✇❡✐t❡ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣ ✉♥❞ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❈♦s✐♥✉s✲

❍②♣❡r❜♦❧✐❦✉s ✭●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❆✳✷✼✮ ❧ässt s✐❝❤ C1′ ❡r♠✐tt❡❧♥ ✭●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❆✳✷✽ ❜✐s ❆✳✸✷✮✳

cosh(x)− cosh(y) = 2 ∗ sinh
(

x− y

2

)

· sinh
(

x+ y

2

)

✭❆✳✷✼✮

zp =
Fy1

ρq
· cosh

(

− ρq

Fy1
· yp+ C1′

)

+ h− Fy1

ρq
· cosh (C1′) ✭❆✳✷✽✮

ρq

Fy1
· (zp− h) = cosh

(

C1′ − ρq

Fy1
· yp
)

− cosh (C1′) ✭❆✳✷✾✮

ρq

Fy1
· (zp− h) = 2 · sinh

(

− ρq
Fy1

· yp
2

)

· sinh
(

2 · C1′ −
ρq
Fy1

· yp
2

)

✭❆✳✸✵✮

C1′ − ρq · yp
2 · Fy1

= asinh





ρq · (zp− h)

2 · Fy1 · sinh
(

− ρq ·yp

2·Fy1

)



 ✭❆✳✸✶✮

C1′ = asinh

(

ρq · (zp− h)

2 · Fy1 · sinh(− ρq ·yp

2·Fy1
)

)

+
ρq · yp
2 · Fy1

✭❆✳✸✷✮

❙❡✐❧❧ä♥❣❡♥

❋ür ❞✐❡ ❣❡❞❡❤♥t❡✱ r❡❛❧❡ ❙❡✐❧❧ä♥❣❡ l1real ♠✉ss ♥✉r ♥♦❝❤ ❞❛s ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❡ ❊❧❡♠❡♥t

ü❜❡r ❞❡♥ ②✲❇❡r❡✐❝❤ ❞❡s ❧✐♥❦❡♥ ❙❡✐❧❡s ✐♥t❡❣r✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ds ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❆✳✾

❡rs❡t③t✳

l1real =

∫ yp

0

ds · dy =

∫ yp

0

√
1 + z1′2 · dy ✭❆✳✸✸✮

❉✉r❝❤ ❞❛s ❊✐♥s❡t③❡♥ ❞❡r ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❆✳✶✼ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❆✳✸✹ ✉♥❞

❞✉r❝❤ ❞✐❡ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❆✳✸✺✳

l1real =

∫ yp

0

−Fy1

ρq
· z1′′ · dy ✭❆✳✸✹✮

✽✺



❆♥❤❛♥❣

l1real = −
[

Fy1

ρq
∗ z1′

]yp

0

✭❆✳✸✺✮

▼✐t❤✐❧❢❡ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❆✳✷✶ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❧✷r❡❛❧ ③✉✿

l1real = −Fy1

ρq
·
[

sinh

(

− ρq

Fy1
· y + C1′

)]yp

0

✭❆✳✸✻✮

❉✐❡ ▲ä♥❣❡ ❞❡s ❧✐♥❦❡♥ ❙❡✐❧❡s ❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥ ❞❡r ▼❛♥✐♣✉❧❛t♦r♣♦s✐t✐♦♥ ❦❛♥♥ s❝❤❧✉ss❡♥❞✲

❧✐❝❤ ♠✐t ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❆✳✸✼ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳

l1real = −Fy1

ρq
·
(

sinh

(

− ρq

Fy1
· yp+ C1′

)

− sinh(C1′)

)

✭❆✳✸✼✮

❆✳✷ ❘❡❝❤t❡s ❙❡✐❧ ✭❙❡✐❧ ✷✮

❉✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❙❡✐❧❦✉r✈❡ ❞❡s r❡❝❤t❡♥ ❙❡✐❧s ✈❡r❧ä✉❢t ❛♥❛❧♦❣✳

❉✐❡ ②✲❑♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❞❡r ❙❡✐❧❦r❛❢t ✷ ✭●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❆✳✸✽✮ ♠✉ss ❣❧❡✐❝❤ ❣r♦ÿ s❡✐♥✱ ✇✐❡ ❞✐❡

❞❡r ❙❡✐❧❦r❛❢t ✶ ✭▼❛♥✐♣✉❧❛t♦r♣❧❛tt❢♦r♠ ❜❡✜♥❞❡t s✐❝❤ ✐♠ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t✮✳

Fy2 = Fy1 ✭❆✳✸✽✮

z

y

Fs2(y)

Fs2(y+dy)

dz

dy

ds

dq

Fz2(y)

Fy2(y)

Fy2(y+dy)

Fz2(y+dy)

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ❆✳✷✿ ■♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❡s ❊❧❡♠❡♥t ❞❡s r❡❝❤t❡♥ ❙❡✐❧❡s

❆✉s ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ❆✳✷ ✇✐r❞ ❡rs✐❝❤t❧✐❝❤✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❜❡✐ ❞❡r ❙t❡✐❣✉♥❣ z2′ ❞❡s ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❡♥

❊❧❡♠❡♥t❡s ✭●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❆✳✼ ❜❡✐♠ ❧✐♥❦❡♥ ❙❡✐❧✮ ❞❛s ❱♦r③❡✐❝❤❡♥ ✉♠❦❡❤rt✳ ■♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧

❦❛♥♥ ❞✐❡ ▲ä♥❣❡ ds ✇✐❡❞❡r ❧❛✉t ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❆✳✸✾ ♠✐t ❞❡♠ ❙❛t③ ❞❡s P②t❤❛❣♦r❛s ❜❡✲

s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ▼✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❆✳✸✾ ❜✐s ❆✳✹✷ ✇✐r❞ ❞❛s ❙❡✐❧❡❧❡♠❡♥t

✽✻



❆♥❤❛♥❣

❞✉r❝❤ z2′ ✉♥❞ dy ❞❡✜♥✐❡rt✳

ds =
√

dy2 + dz2 ✭❆✳✸✾✮

z2′ =
dz

dy
✭❆✳✹✵✮

dz2 = z2′2 · dy2 ✭❆✳✹✶✮

ds =
√
1 + z2′2 · dy ✭❆✳✹✷✮

❆✉s ❞❡r ❙✉♠♠❡ ❞❡r ❑rä❢t❡ ✐♥ ②✲❘✐❝❤t✉♥❣ ✇✐r❞ ❡rs✐❝❤t❧✐❝❤✱ ❞❛ss ❞✐❡ ②✲❑♦♠♣♦♥❡♥t❡

❞❡r ❙❡✐❧❦r❛❢t ü❜❡r ❞❛s ❣❡s❛♠t❡ ❙❡✐❧ ❦♦♥st❛♥t ✐st ✭Fy2(y + dy) = Fy2(y)✮✳

ΣFy = 0 = Fy2(y + dy)− Fy2(y) ✭❆✳✹✸✮

❉✐❡ ❙✉♠♠❡ ❞❡r ❑rä❢t❡ ✐♥ ③✲❘✐❝❤t✉♥❣ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ③✉ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❆✳✹✹✳ ❯♥t❡r ❱❡r✇❡♥✲

❞✉♥❣ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❆✳✺ ✉♥❞ ❆✳✹✷ ❧ässt s✐❡ s✐❝❤ ③✉ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❆✳✹✺ ✉♠s❝❤r❡✐❜❡♥✳

ΣFz = Fz2(y + dy)− dq · ds− Fz(y) ✭❆✳✹✹✮

ΣFz = Fz2(y + dy)− ρq ·
√
1 + z2′2 · dy − Fz2(y) ✭❆✳✹✺✮

❉✐❡ ❡rst❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❞❡r ③✲❑♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❞❡r ❙❡✐❧❦r❛❢t Fz1′ ❦❛♥♥ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ●r❡♥③✇❡rt

❞❡r ❑r❛❢tä♥❞❡r✉♥❣ ❞❛r❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✳ ❲✐r❞ ❞❡r ❩ä❤❧❡r ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❆✳✹✺

❡rs❡t③t✱ ❧ässt s✐❝❤ dy ❦ür③❡♥ ✉♥❞ ❞❡r ▲✐♠❡s ✇✐r❞ ü❜❡r✢üss✐❣ ✭●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❆✳✹✼✮✳

Fz2′ = lim
dy→0

Fz2(y + dy)− Fz2(y)

dy
= lim

dy→0

ρq ·
√
1 + z2′2 · dy
dy

✭❆✳✹✻✮

Fz2′ = ρq ·
√
1 + z2′2 ✭❆✳✹✼✮

❆✉s ❞❡♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❡✐♥❡s ❙❡✐❧❡s ✐st ❜❡❦❛♥♥t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❙❡✐❧❦r❛❢t

✐♠♠❡r ✐♥ ❙❡✐❧r✐❝❤t✉♥❣ ✈❡r❧ä✉❢t✳ ❉❛s ❜❡❞❡✉t❡t ❞✐❡ ❡rst❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❞❡r ❙❡✐❧❦✉r✈❡ ❦❛♥♥

❛✉❝❤ ❞✉r❝❤ ❞❛s ❑rä❢t❡✈❡r❤ä❧t♥✐s ❞❛r❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✱ s✐❡❤❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❆✳✹✽✳ ❉✐❡ ③✇❡✐t❡

❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❡r❣✐❜t ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❆✳✹✾✱ ✇❡✐❧ Fy2 ü❜❡r ❞❛s ❙❡✐❧ ❦♦♥st❛♥t ❜❧❡✐❜t✳

z2′ =
dz

dy
=

Fz2

Fy2
✭❆✳✹✽✮

z2′′ =
Fz2′

Fy2
✭❆✳✹✾✮

✽✼



❆♥❤❛♥❣

▲ös✉♥❣ ❞❡r ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳❖r❞♥✉♥❣

❑♦♠❜✐♥✐❡rt ♠❛♥ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❆✳✹✼ ♠✐t ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❆✳✹✾✱ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❉✐✛❡r❡♥✲

t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳ ❖r❞♥✉♥❣✳

z2′′ =
ρq

Fy2
·
√
1 + z2′2 ✭❆✳✺✵✮

❉✐❡ ❡rst❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❞❡r ❑✉r✈❡ ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ u = z2′ = dz
dy

s✉❜st✐t✉✐❡rt✱ ❞❛r❛✉s ❢♦❧❣t

z2′′ = du
dy
✳ ❊✐♥❣❡s❡t③t ✐♥ ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❡r❣✐❜t ❞❛s ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❆✳✺✶✳

du

dy
=

ρq

Fy2
·
√
1 + u2 ✭❆✳✺✶✮

■♠ ❆♥s❝❤❧✉ss ❢♦❧❣t ❞✐❡ ❚r❡♥♥✉♥❣ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ✭●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❆✳✺✷✮ ✉♥❞ ❡✐♥❡ ✉♥❜❡✲

st✐♠♠t❡ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✭●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❆✳✺✸✮✳

du√
1 + u2

=
ρq

Fy2
· dy ✭❆✳✺✷✮

asinh(u) =
ρq

Fy2
· y + C2′ ✭❆✳✺✸✮

❉✉r❝❤ ❞✐❡ ❘ü❝❦s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✈♦♥ u = z2′ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✐❡ ❡rst❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ z2′ ✉♥❞

❞✉r❝❤ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞❡ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❜❡r❡❝❤♥❡t s✐❝❤ ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ❣❡s✉❝❤t❡♥✱ ❧✐♥❦❡♥

❙❡✐❧❦✉r✈❡ ✭●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❆✳✺✺ ✉♥❞ ❆✳✺✻✮✳

z2′ = sinh

(

ρq

Fy2
· y + C2′

)

=
dz

dy
✭❆✳✺✹✮

dz = sinh(
ρq

Fy2
· y + C2′) · dy ✭❆✳✺✺✮

z2(y) =
Fy2

ρq
· cosh

(

ρq

Fy2
· y + C2′

)

+ C2 ✭❆✳✺✻✮

❩✉r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ■♥t❡❣r❛t✐♦♥s❦♦♥st❛♥t❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥✲

❣✉♥❣❡♥ ❡✐♥❣❡s❡t③t✳ ❉✐❡ ❡rst❡ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣ ✭●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❆✳✺✼✮ s❡t③t ✈♦r❛✉s✱ ❞❛ss

❙❡✐❧ ✷ ❜❡✐ y = yp ❛♥ ❞❡r ▼❛♥✐♣✉❧❛t♦r♣❧❛tt❢♦r♠ ❜❡❢❡st✐❣t ✐st✳ ❉✐❡ ❩✇❡✐t❡ ✜①✐❡rt ❞❛s

❛♥❞❡r❡ ❊♥❞❡ ❞❡s ❙❡✐❧❡s ❛♥ ❞❡r r❡❝❤t❡♥ ❯♠❧❡♥❦r♦❧❧❡ ✭●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❆✳✺✽✮✳

z2(yp) = zp ✭❆✳✺✼✮

z2(l) = h ✭❆✳✺✽✮

❆✉s ❞❡r ❡rst❡♥ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✐❡ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥s❦♦♥st❛♥t❡ C2 ③✉ ●❧❡✐✲

✽✽



❆♥❤❛♥❣

❝❤✉♥❣ ❆✳✺✾✳

C2 = zp− Fy2

ρq
· cosh

(

ρq

Fy2
· yp+ C2′

)

✭❆✳✺✾✮

❊✐♥❣❡s❡t③t ✐♥ ❞✐❡ ③✇❡✐t❡ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣ ✉♥❞ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❈♦s✐♥✉s✲

❍②♣❡r❜♦❧✐❦✉s ✭●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❆✳✻✵✮ ❧ässt s✐❝❤ C2′ ❡r♠✐tt❡❧♥ ✭●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❆✳✻✶ ❜✐s ❆✳✻✺✮✳

cosh(x)− cosh(y) = 2 ∗ sinh
(

x− y

2

)

· sinh
(

x+ y

2

)

✭❆✳✻✵✮

h =
Fy2

ρq
· cosh

(

ρq

Fy2
· l + C2′

)

+ zp− Fy2

ρq
· cosh

(

ρq

Fy2
· yp+ C2′

)

✭❆✳✻✶✮

ρq

Fy2
· (h− zp) = cosh

(

ρq

Fy2
· l + C2′

)

− cosh

(

ρq

Fy2
· yp+ C2′

)

✭❆✳✻✷✮

ρq

Fy2
· (h− zp) = 2 · sinh

(

ρq
Fy2

· (l − yp)

2

)

· sinh
(

ρq
Fy2

· (l + yp) + 2 · C2′

2

)

✭❆✳✻✸✮

ρq · (l + yp)

2 · Fy2
+ C2′ = asinh





ρq · (h− zp)

2 · Fy2 · sinh
(

ρq ·(l−yp)

2·Fy2

)



 ✭❆✳✻✹✮

C2′ = asinh

(

ρq · (h− zp)

2 · Fy2 · sinh(ρq(l−yp)

2·Fy2
)

)

− ρq · (l + yp)

2 · Fy2
✭❆✳✻✺✮

❙❡✐❧❧ä♥❣❡♥

❋ür ❞✐❡ ❣❡❞❡❤♥t❡✱ r❡❛❧❡ ❙❡✐❧❧ä♥❣❡ l2real ♠✉ss ♥✉r ♥♦❝❤ ❞❛s ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❡ ❊❧❡♠❡♥t

ü❜❡r ❞❡♥ ②✲❇❡r❡✐❝❤ ❞❡s r❡❝❤t❡♥ ❙❡✐❧❡s ✐♥t❡❣r✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ds ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ●❧❡✐❝❤✉♥❣

❆✳✹✷ ❡rs❡t③t✳

l2real =

∫ l

yp

ds · dy =

∫ l

yp

√
1 + z2′2 · dy ✭❆✳✻✻✮

❉✉r❝❤ ❞❛s ❊✐♥s❡t③❡♥ ❞❡r ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❆✳✺✵ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❆✳✻✼ ✉♥❞

❞✉r❝❤ ❞✐❡ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❆✳✻✽✳

l2real =

∫ yp

0

Fy2

ρq
· z2′′ · dy ✭❆✳✻✼✮

l2real =

[

Fy2

ρq
∗ z2′

]l

yp

✭❆✳✻✽✮
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l2real =
Fy2

ρq
·
[

sinh

(

ρq

Fy2
· y + C2′

)]l

yp

✭❆✳✻✾✮

✽✾
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❧✐❝❤ ♠✐t ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❆✳✼✵ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳

l2real =
Fy2

ρq
·
(

sinh

(

ρq

Fy2
· l + C2′

)

− sinh(
ρq

Fy2
· yp+ C2′)

)

✭❆✳✼✵✮
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