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Abstract

The object of this master’s thesis was to provide numerical methods to compute the periodic
steady state solution of nonlinear electrical networks which are supplied with periodic sources.
The modified nodal analysis (MNA) is used for electrical network analysis and it forms the basis
for the application of the time domain methods transient analysis and single shooting as well as
the frequency domain method harmonic balance to compute the periodic steady state solution.
This master’s thesis provides the theory and implementation in MATLAB of the above mentioned
methods. The considered methods are verified by the computation of the periodic steady state
solution of a simple half and full wave rectifier.

In many applications the quasi-static partial element equivalent circuit (PEEC) method for con-
ductors is an useful method to model an electromagnetic field problem in terms of an equivalent
circuit. The application of MNA to analyse such an equivalent circuit of an electromagnetic field
problem in combination with an external lumped circuit, that contains linear elements and non-
linear resistive elements, forms the basis of further investigations. On that basis the numerical
methods transient analysis, single shooting and harmonic balance can be applied to compute the
periodic steady state solution. A near field communication (NFC) system consisting of two in-
ductive air coupled coils in combination with an external lumped circuit containing nonlinear
resistive elements served as a test problem. The above mentioned numerical methods are applied
and investigated to this test problem to compute the periodic steady state solution.

Kurzfassung

Fiir elektrische Netzwerke mit nichtlinearen Elementen und periodischer Anregung, werden ausge-
wéhlte numerische Methoden vorgestellt, welche die Berechnung des periodisch eingeschwungenen
Zustands erlauben. Der Schwerpunkt liegt hierbei im Grofsignalverhalten, sowie auf elektrische
Netzwerke, welche durch periodische Quellen angeregt werden und durch nicht autonome Diffe-
rentialgleichungen beschrieben werden kénnen.

Die Analyse eines elektrischen Netzwerkes erfolgt durch das modifizierte Knotenspannungsver-
fahren, welches die Basis fiir die Anwendung der Zeitbereichsmethoden transiente Analyse und
einfaches Shooting, sowie der Frequenzbereichsmethode Harmonic Balance bildet, um den peri-
odisch eingeschwungenen Zustand zu berechnen.

In dieser Masterarbeit wurde die Theorie der drei besprochenen Methoden erarbeitet und in
MATLAB implementiert. Die Ubereinstimmung der Berechnungen der betrachteten Verfahren, zur
Ermittlung des periodisch eingeschwungenen Zustands, wurden anhand einer einfachen Einweg-
und Briickengleichrichterschaltung verifiziert.

In vielen Anwendungen ist es moglich mittels der quasi-stationéren Partial Element Equivalent
Circuit (PEEC) Methode, die leitfahige Struktur eines elektromagnetischen Feldproblems zu mo-
dellieren und als dquivalentes elektrisches Netzwerk darzustellen.

Die Anwendung des modifizierten Knotenspannungsverfahrens, zur Analyse eines solchen dquiva-
lenten elektrischen Netzwerkes, in Kombination mit einem externen elektrischen Netzwerk, welches
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lineare Elemente, sowie nichtlineare resistive Elemente enthalten kann, bildet die Grundlage fiir
weiterfithrende Untersuchungen. Auf dieser Grundlage konnen die numerischen Methoden transi-
ente Analyse, einfaches Shooting und Harmonic Balance angewendet werden, um den periodisch
eingeschwungenen Zustand zu berechnen. Als Testproblem dient ein Near Field Communicati-
on (NFC) System, bestehend aus zwei luftgekoppelten Spulen, sowie einer externen Beschaltung
mit nichtlinearen resistiven Elementen. Fiir die Ermittlung des periodisch eingeschwungenen Zu-
stands des Testproblems, werden die besprochenen numerischen Methoden angewendet und un-
tersucht.
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Bezeichnungen
€ : Elementrelation
C : Teilmengenrelation
\ : Mengendifferenz
—, = : Zuordnungssymbole bei einer Funktionsdefinition, z.B. f: D — Z : 2 — f(x)

bedeutet, dass D die Definitionsmenge und Z die Zielmenge von f sind und
f ordnet jedem x € D, eindeutig das Element f(z) zu

: leere Menge

: Menge der natiirlichen und der reellen Zahlen

: Reeller m- dimensionaler euklidischer Vektorraum

: Reeller Vektorraum der m x n Matrizen

: Einheits- oder Identitatsmatrix I, ., € R™*™

: Nullmatrix 0,,,y, € R™*"

: Nullvektor 0,, € R™

: Jacobi-Matrix von f im Punkt a. Siehe S. |3 Def.
: n X n Diagonalmatrix mit den Elementen aq, ..
: Partielle Jacobi-Matrix von f bzgl. x, im Punkt (a,b). Siehe S. , Def.
: Rang der Matrix A € R™*" d.h. die Anzahl der linear unabhéngigen

., a, auf der Hauptdiagonale

Spalten- oder Zeilenvektoren von A

: Kern der Matrix A € R™*" d.h. ker(A) ={x € R" : A-x=0,,}
: Menge der stetig differenzierbaren Funktionen f : D — R™. Siehe S.
: Menge der T- periodischen Funktionen, welche auf [0, T] quadratisch

integrierbar sind. Siehe S.

: m- Tupel von P(T,R),

d.h. fir x = (z1,...,2,) € [P(T,R)]™ gilt ; € P(T,R)

: Approximation mit K Harmonischen fiir x € P(T,R). Siehe S.
: m- Tupel von Pk (T,R), d.h. fur x € [Px(T,R)|™ gilt z; € Px(T,R)



Einleitung

In vielen Anwendungsbereichen werden elektrische Netzwerke durch periodische Quellen angeregt.
Beispiele hierfiir sind Gleichrichterschaltungen, Switched-Capacitor Anwendungen oder schmal-
bandige Verstidrker und Filter (sieche z.B. [16, Chapter 2]). Bei der Analyse der Funktionsweise
sind vor allem Kennwerte des Langzeitverhaltens bzw. des periodisch eingeschwungenen Zustands
von Interesse. Beispielsweise interessiert man sich fiir die effektive Strom- oder Leistungsaufnahme
oder die harmonische Verzerrung (engl. total harmonic distortion). Besteht das elektrische Netz-
werk nur aus linearen Elementen, so ist eine effiziente Berechnung des eingeschwungenen Zustands
mit Phasoren méglich. Sind hingegen nichtlineare Elemente vorhanden, so werden zur Bestimmung
des Grofisignalverhaltens, im Allgemeinen numerische Verfahren zur Ermittlung des eingeschwun-
genen Zustands benotigt.

Mit dem Ziel, elektrische Netzwerke fiir einen groffen Anwendungsbereich mathematisch beschrei-
ben zu konnen, erfolgt die Modellierung mit dem modifizierten Knotenspannungsverfahren (MKV).
Aufbauend auf [17] und [2I] wird das MKV hergeleitet, wobei zeitvariante und nichtlineare resisti-
ve, kapazitive und induktive Elemente, sowie gesteuerte und ungesteuerte Quellen berticksichtigt
werden. Die Modellierung mit dem MKV ist einfach und automatisierbar, dabei geht man aller-
dings den Kompromiss ein, dass die mathematische Beschreibung mit differentiell-algebraischen
Gleichungen (DAG) erfolgt. Die numerische Losung von DAG ist dabei im Vergleich zu gewohn-
lichen Differentialgleichungssystemen anspruchsvoller. Zur Charakterisierung und Auswahl geeig-
neter numerischer Verfahren, erweist sich allerdings das Konzept des DAG Index als niitzlich.
Um bei elektrischen Netzwerken mit nichtlinearen Elementen, numerisch den eingeschwungenen
Zustand zu ermitteln, eignen sich z.B. die Zeitbereichsmethoden transiente Analyse und Shoo-
ting, die Frequenzbereichsmethoden Harmonic Balance (HB) und Volterra Reihe, sowie das mized
frequency-time (MFT) Verfahren (siche beispielsweise [16] oder [15]).

Die transiente Analyse beruht auf der Losung eines Anfangswertproblems. Ist das Anfangswert-
problem wohlgestellt, dann liegt nach abgeklungenem transienten Vorgang, der periodische ein-
geschwungene Zustand vor. Hierfiir kann die erforderliche Simulationszeit allerdings grofl werden,
wenn die Periodendauer im Vergleich zu Umladevorgédngen sehr klein ist. Mit den Grundlagen der
transienten Analyse kann das Shooting Verfahren beschrieben werden, welches unmittelbar den
periodisch eingeschwungenen Zustand berechnet. Eine Alternative zu den Zeitbereichsmethoden
ist das Harmonic Balance (HB) Verfahren. Dieses Verfahren ermittelt fiir den periodisch einge-
schwungenen Zustand eine approximierte Fourierreihe mit vorgegebener Anzahl an Harmonischen,
wobei die Fourierkoeffizienten effizient durch die DFT berechnet werden konnen. Im Shooting und
HB Verfahren wird dabei die Suche nach dem periodisch eingeschwungenen Zustand, auf die Lo-
sung eines Randwertproblems zuriickgefiihrt.

In vielen Anwendungen kann ein elektromagnetisches Feldproblem, unter Anwendung der quasi-
stationédren Partial Element Equivalent Circuit Methode, durch ein dquivalentes elektrisches Netz-
werk, bestehend aus resistiven, sowie gekoppelten kapazitiven und induktiven Elementen, be-
schrieben bzw. modelliert werden. Damit ist es moglich, ein externes elektrisches Netzwerk mit
dem elektromagnetischen Feldproblem direkt zu koppeln. Fiir die Berechnung des periodisch einge-
schwungenen Zustands fiir dieses resultierende elektrische Netzwerk, konnen numerische Methoden
verwendet werden, welche fiir die Analyse elektrischer Netzwerke geeignet sind.
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Kapitel 2| enthélt die Herleitung eines allgemeinen modifizierten Knotenspannungsverfahrens, wel-
ches nichtlineare und zeitvariante Elemente, sowie gesteuerte und unabhéngige Quellen beriick-
sichtigt. Ausgehend von diesen Grundlagen, wird in Kapitel [3]ein Modellproblem definiert, welches
lineare resistive, induktive und kapazitive Elemente, sowie nichtlineare resistive Elemente und un-
abhédngige periodische Quellen beriicksichtigt. Auf dieses Modellproblem werden zur Ermittlung
des eingeschwungenen Zustands, die transiente Analyse, das einfache Shooting Verfahren, sowie
das HB Verfahren eingefiihrt und numerische Losungsstrategien besprochen. Zur Verifikation der
einzelnen numerischen Methoden fiir das Modellproblem, wird eine einfache Einweg- und Briicken-
gleichrichterschaltung mit ohmsch-kapazitiver Last berechnet.

In Kapitel [4 wird beschrieben, unter welchen Voraussetzungen ein elektromagnetisches Feldpro-
blem, unter Anwendung der PEEC Methode, mit einem externen elektrischen Netzwerk gekoppelt
werden kann, sodass eine Beschreibung der Anwendung mit dem Modellproblem aus Kapitel
moglich wird. Fiir solche Anwendungen ist es moglich die numerischen Methoden aus Kapitel [3]
zur Berechnung des periodisch eingeschwungenen Zustands anzuwenden.

Die ausgewéhlten numerischen Methoden haben gemeinsam, dass fiir elektrische Netzwerke mit
nichtlinearen Elementen, nichtlineare Gleichungssysteme geldst werden miissen, wobei hierfiir stets
das Newton Verfahren verwendet wird. Die mathematischen Grundlagen in Kapitel [1] dienen als
Ergénzung, um einerseits Notationen anzugeben und andererseits um ergédnzende mathematische
Grundlagen zur Verfiigung zu stellen, welche dem interessierten Leser helfen sollen, mathematische
Zusammenhénge besser verstehen zu konnen.



1 Mathematische Grundlagen

Dieser Abschnitt dient als mathematische Ergénzung und kann ggf. iibersprungen werden.

1.1 Graphentheorie

Dieser Abschnitt enthélt einige Definitionen und Aussagen aus der Graphentheorie, welche zur
Beschreibung von elektrischen Netzwerken benotigt werden.

Definition 1.1 (Gerichteter (Multi-) Graph, siehe [17, Abschnitt 5.1.1.1}):

Seien V # 0, E endliche Mengen. Die Elemente von V werden als Knoten (engl.: vertices) be-
zeichnet und die Elemente von E werden als Kanten (engl.: edges) bezeichnet.

Durch eine Funktion o : E — V XV sei fiir jede Kante e € E festgelegt, in welcher Rethenfolge
zwet Knoten durch die Kante e verbunden werden. D.h. ist fiire € E

ale) = (ai(e), az(e)) = (v, v2) € V x V

gegeben, dann ist vy = ay(e) der Startknoten und vy = ay(e) der Endknoten von e. Man sagt dazu
auch, dass die Kante e inzident mit den Knoten vy und vy ist. Ein gerichteter (Multi-) Graph wird
dann durch das Tripel (V, E, «) definiert.

Der Begriff Multigraph bezieht sich darauf, dass zwei Knoten durch verschiedene Kanten ver-
bunden werden konnen. Bei elektrischen Netzwerken entspricht dies einer Parallelschaltung. Im
Folgenden wird ein gerichteter Multigraph aber stets als gerichteter Graph bezeichnet. Die Menge
der Knoten V entspricht in den elektrischen Netzwerken den Knotenpunkten und die Kantenmenge
E entspricht den Zweigen (engl.: branches).

Definition 1.2 (Pfad, geschlossener Pfad, Schleife, siche [I7, Abschnitt 5.1.1.2]):
Sei (V, E,«) ein gerichteter Graph. Fir ¢ € N seien vy, v, € V.
(a) Ein Pfad ist eine endliche Folge (vo, €1, V1, ...,V 1,€q,vg), wobei fiir alle 1 < i < ¢ die Kante
e; mit den Knoten v;_1 und v; inzident ist, d.h. es gilt a(e;) = (v;_1,v;) oder a(e;) = (vi, vi_1).
(b) Ein Pfad heifst geschlossen, wenn vy = v, gilt.
(¢) Eine Schleife (engl.: loop) ist ein geschlossener Pfad mit { > 2, wobei e; # e; und v; # v,
fir alle 1 < i < j < /¥ gelte (¢ > 2, da im Folgenden Figenschleifen mit { = 1 ausgeschlos-

sen werden). Im Folgenden geniigt es eine Schleife als die Menge der enthaltenen Kanten
{e1,...,e¢} zu betrachten.

Es sei darauf hingewiesen, dass in Definition [I.2][(a)] die gerichtete Kante als ungerichtete Kan-
te betrachtet wird. In Definition stimmen die definierten Begriffe somit mit jenen in einem
ungerichteten Graphen iiberein.

Definition 1.3 (Zusammenhingender Graph, Schnittmenge, siehe [17, Abschnitt 5.1.1.2]):
Sei (V, E,«) ein gerichteter Graph.

(a) Der gerichtete Graph (V, E,«) heifit zusammenhdngend, wenn fir alle Knoten v,w € V' mit
v #£ w ein Pfad existiert, welcher die Knoten v und w verbindet.

1



2 1 Mathematische Grundlagen

(b) Sei (V,E,«a) ein zusammenhdngender gerichteter Graph. Fine Teilmenge K C E der Kan-
tenmenge heifst Schnittmenge (engl.: cutset), wenn der gerichtete Graph (V,E \ K, «) nicht
mehr zusammenhdngend ist und wenn K in dieser Eigenschaft minimal ist. Dies bedeutet,
dass fiir alle echt kleineren Teilmengen K' C K, der gerichtete Graph (V, E \ K', ) zusam-
menhdngend ist.

Abbildung [T.1] zeigt Beispiele fiir Schnittmengen des gerichteten vollsténdigen Graphen geméif
Abbildung [1.1a) mit V = {vi,v2,v3} und E = {e1, e, €3, e4}. GemiB Abbildung [1.1b| und [I.1¢

werden die Schnittmengen mit K’ und K" bezeichnet.

V2 e, V3 Vo V3 V2 V3

[ [
e
Vi Vi Vi
(a) Vollstéindiger Graph (b) K' ={ea,e3,e4}, E\K' = {e1} (¢) K" = {e1,ea}, E\K" = {es,e4}

Abbildung 1.1: Beispiele von Schnittmengen eines vollstandigen Graphen.

Definition 1.4 (Vollstdndige und (reduzierte) Inzidenzmatrix, siehe [I7, Abschnitt 5.1.1.4]):
Seien n,b € N mit b > 1 und n > 2. Seien V = {vy,...,v,} eine n-elementige Knotenmenge und
E = {ey,...,ep} eine b-elementige Kantenmenge. Sei (V, E,«) ein gerichteter Graph, welcher
keine Eigenschleifen, also Schleifen der Linge 1, enthdlt.

(a) Die vollstindige Inzidenzmatriz (auch Knoten-Kanten-Matriz) A € R™ des gerichteten
Graphen (V, E,«), ist eine Matriz welche die Beziehungen (d.h. die Inzidenz) der Knoten
und Kanten des gerichteten Graphen speichert. Die Elemente (a;-,j)?:l,,,,,n der vollstindigen

j=1,...,b
Inzidenzmatriz sind folgendermafen definiert (mit a = (o, ag))
1 , wenn v; der Startknoten der Kante e; ist, d.h. ay(e;) = v;
a;j = —1 , wennv; der Endknoten der Kante e; ist, d.h. as(e;) = v;
0 , wenn Kante e; nicht mit Knoten v; inzident ist, d.h. oy(e;) # vi, as(ej) # v;

(b) Sei (V,E,«a) ein zusammenhingender gerichteter Graph. Wihlt man aus der vollstindigen
Inzidenzmatriz A € R™ eine beliebige Zeile i mit 1 < i < n aus und streicht die Elemente
dieser Zeile aus der vollstindigen Inzidenzmatriz A, dann wird die daraus erhaltende Matrix
als (reduzierte) Inzidenzmatriz A € R bezeichnet.

(c) Sei (V,E,a) ein zusammenhdngender gerichteter Graph und sei A € R"=D>Y eine beliebige

(reduzierte) Inzidenzmatriz. Fir k € N und 1 < k < b set K = {ej,,...,e;,} C E eine
beliebige k-elementige Teilmenge von E, wobei 1 < ji, ..., Jr < b Indizes sind.

Dann bezeichnet Ax € R"=Dxk die Matriz, welche die Spalten ji, . ..,k von A enthdlt.
Und Ap\x € RO=DxC=k) pezeichnet die Matriz, welche durch A entsteht, wenn die Spalten
Jiy---,Jk aus A entfernt werden.

Das nachfolgende Lemma liefert eine wichtige Aussage tiber die vollstdndige und (reduzierte)
Inzidenzmatrix eines zusammenhéngenden gerichteten Graphen. Im Folgenden wird mit Inzidenz-
matrix stets die reduzierte Inzidenzmatrix bezeichnet.

Lemma 1.5 (siche [I7, Abschnitt 5.1.1.4)):

Seien n,b € N mit b > 1 und n > 2. Seien V eine n-elementige Knotenmenge und E eine b-
elementige Kantenmenge. Sei (V, E, «) ein zusammenhdngender gerichteter Graph, welcher keine
Figenschleifen besitzt. Gemdfl Definition sei A € R™ die vollstindige Inzidenzmatriz und
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fur ein beliebiges 1 < © < n und der Entfernung der i-ten Zeile aus :&, sei A € RO=Dxb e
(reduzierte) Inzidenzmatriz. Dann gelten folgende Eigenschaften.

(a) rang(A) =n — 1. D.h. A besitzt (n — 1) linear unabhingige Zeilen und Spalten.
(b) rang(A) =n — 1. D.h. unabhingig von der entfernten Zeile aus ;&, stimmt der Rang von A

und A tberein.

(c) Sei K C E eine beliebige k-elementige Teilmenge von E mit1 < k < b und sei Ax € RM—1xk
und Ap\g € RO=DxO=k) gemifs Definition . Dann gilt
(i) Die Kantenmenge K beinhaltet keine Schleifen genau dann, wenn Ak vollen Spaltenrang
besitzt (d.h. rang(Ak) = k).
(ii) Die Kantenmenge K beinhaltet keine Schnittmenge genau dann, wenn Apg\ g vollen Zei-
lenrang besitzt (d.h. rang(Ap\x) =n —1).

1.2 Differentialrechnung mehrerer Variabler

Notation 1.6 (Vektoren und Vektoren als Funktionsargumente):

Seien n,m,p € N. In diesem Dokument sei ein Vektor x € R" stets ein Spaltenvektor und x"
ein Zeilenvektor. Haufig werden Vektoren in Funktionsargumenten bendtigt und hierbei wird zur
einfacheren Lesbarkeit die Konvention getroffen, dass Vektoren als Funktionsargumente stets Zei-
lenvektoren sind. Beispielsweise fir eine Funktion £ : R x R™ — RP : (x,y) — f(x,y) sei das
Funktionsargument (x,y) € R*"™™ ein Zeilenvektor (wdren stattdessen das Funktionsargument und
die Vektoren weiterhin Spaltenvektoren, dann miisste man (x",y )" schreiben).

Definition 1.7 (Jacobi-Matrix, siche [27, Abschnitt 3.5]):
Seien m,n € N. Es sei ) # D C R"™ offen und f : D — R™ : x — f(x) differenzierbar im Punkt
a € D. Dann heifst die Matriz

g—ﬁ(a) %(a)
Je(a) == : : e R™™
P G

die Jacobi-Matriz (oder Funktionalmatriz) von f im Punkt a.
Wenn m =1 ist, dann gilt zudem J¢(a) = grad f(a) (d.h. Gradient als Zeilenvektor).

Satz 1.8 (Stetige Differenzierbarkeit, C''- Funktion, siche [27, Abschnitt 3.8, 3.9]):

Seien m,n € N und sei ) # D C R"™ offen, sowie £ : D — R™ : x — f(x). Wenn fiir alle x € D

und fir alle1 <i <m und1 < j <n die partiellen Ableitungen von f; : D — R nach x; existieren
0fi

und wenn die partiellen Ableitungen .= : D — R stetig sind, so ist f eine stetig differenzierbare
J

Funktion, d.h. £ € CY(D,R™). Insbesondere ist f dann differenzierbar auf D.

Satz 1.9 (Kettenregel, siche [27, Abschnitt 3.10]):

Seien m,n,p € N. Es sei ) # U C R" und ) #V C R™ offen. Seien £ : U — V : x — f(x)
differenzierbar im Punkta € U und g : V — RP : y — g(y) differenzierbar im Punkt b := f(a) €
V. Dann ist die zusammengesetzte Funktion h : U — RP : x — h(x) = g(f(x)) differenzierbar in
a € U und es gilt mit Jg(a) € R™™ und Jg(b) € RP*™

Ju(a) = J4(f(a)) - Je(a) € RP<™ |
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Definition 1.10 (Partielle Jacobi-Matrix, siehe [27, Abschnitt 4.4]):
Seien k,m,n € N. Es sei ) # D C R¥ x R* = R¥™" offen und f : D — R™ : (x,y) — f(x,y)
differenzierbar im Punkt (a,b) € D, mit a,x € R* und b,y € R". Dann heiflen die Matrizen

fl(ab) ... gi(ab) Fhab) ... F(ab)
Jx;f(aa b) = ) 5 Jy;f<aa b) = )
Un(ab) ... Yn(ab) Ye(a,b) ... F=(a,b)

die partiellen Jacobi-Matrizen von f im Punkt (a,b) beziiglich dieser Produktzerlegung, wobei
Jet(a,b) € R™* ynd Jy.¢(a,b) € R™ ™. Insbesondere gilt Jg(a,b) = (Jx;f(a, b),Jy.¢(a, b))
Eine Darstellung fiir eine Produktzerlegung von mehr als zwei Vektoren erfolgt analog.

Die Notation der partiellen Jacobi-Matrix mag auf den ersten Blick etwas ungewohnt sein. Ein
Vorteil dieser Notation ist aber, dass durch die Indizes die beriicksichtigte Funktion und die Va-
riablen ersichtlich sind, nach denen differenziert wird. Das J deutet zudem darauf hin, dass es sich
im Allgemeinen um eine Matrix handelt. Anstatt der Notation der partiellen Jacobi-Matrix im
Punkt (a, b) geméB Definition [1.10} sind auch folgende Notationen in der Literatur zu finden

of of
&(a, b), @(a, b), oder fx(a,b), f,(a,b).

Satz 1.11 (Hauptsatz iiber implizite Funktionen, siche [27, Abschnitt 4.5]):

Seien m,n € N. Es sei ) # D C R™ x R™ = R""™ offen und f : D — R™ : (x,y) — f(x,y) eine
stetig differenzierbare Funktion, d.h. f € C*(D,R™), mit x € R" und y € R™. Fiir einen Punkt
(a,b) € D gelte

f(a,b) =0 wund det(Jy¢e(a, b)) #0,

d.h. der Punkt (a,b) ist eine Nullstelle von f und Jy.¢ ist in (a,b) invertierbar.
Dann ezistieren offene Mengen U C R™ mit a € U und V. C R™ mit b € V und eine stetig
differenzierbare Funktion g : U — V : x — g(x), sodass fir alle (x,y) € U x V' Folgendes gilt

flx,y)=0 < y=2g(x).
Insbesondere gilt somit fir alle x € U, dass f(x,g(x)) = 0.

1.3 Newton Verfahren

In vielen Anwendungen ist es erforderlich eine Losung eines nichtlinearen Gleichungssystems zu
ermitteln. Ziel dieses Abschnitts ist es, die Idee des lokalen Newton Verfahrens zu vermitteln und
auch Algorithmen fiir eine globalisierte Version vorzustellen, sofern die Jacobi-Matrix der zu un-
tersuchenden Funktion bekannt ist. Es gibt auch viele Anwendungen bei denen die Angabe der
Jacobi-Matrix nicht moglich ist oder nur mit groem Aufwand berechnet werden kann. Hierfiir
stellen z.B. Newton-artige oder Quasi- Newton Verfahren, Alternativen zum klassischen Newton
Verfahren dar. Darauf wird im Folgenden aber nicht weiter eingegangen und fiir weitere Informa-
tionen sei z.B. auf die angegebene Literatur verwiesen.

Lokales Newton Verfahren

Fiir die nachfolgenden Uberlegungen sei eine offene Menge D C R”, sowie eine stetig differenzier-
bare Funktion F : D — R" : x — F(x) vorausgesetzt. Gesucht wird eine Nullstelle x* € D, des
im Allgemeinen nichtlinearen Gleichungssystems

F(x")=0. (1.1)
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Die Idee ist nun, ausgehend von einer Niherungslosung x¥) € D, die Funktion F, komponen-
tenweise mit Hilfe der mehrdimensionalen Taylorreihe, im Punkt x*) zu approximieren. Unter
Verwendung der Jacobi-Matrix Jg(x®) (siche Definition wird die folgende affin lineare Ap-

proximation verwendet
F:R" 5 R": x— F(x) = Fx®) + Jpx®) . (x —x®) .

Wird vorausgesetzt, dass die Jacobi-Matrix Jg(x*)) invertierbar ist, dann kann die Gleichung
f‘(d(k) +x®)) = 0 eindeutig gelost werden. Im lokalen Newton Verfahren berechnet sich dann die
neue Iterierte durch x**1) = x® 4 d® und x**+1 kann als eine neue Néherung einer Nullstelle
x* in interpretiert werden. d®) € R™ wird auch als Newton-Schritt bezeichnet und zur
Berechnung von d® ist eine der beiden fquivalenten Gleichungen zu 13sen

Je(x®) . d® = —F(x®) | (1.2a)
d® = —(Jp(x®)) " Fx®). (1.2b)

Gleichung wird auch als Newton-Gleichung bezeichnet. Beginnend von einem Startwert x(©)
kann diese Vorgehensweise solange wiederholt werden bis eine Iterierte F(X(k)) = 0 erfiillt, oder
wenn sichergestellt ist, dass die Folge (X(k)) ren Segen eine Nullstelle x* konvergiert und man "nahe
genug’ bei der Nullstelle das Verfahren abbricht.

Das lokale Newton Verfahren kann in dieser Form einfach implementiert werden. In der Praxis
kann dieses Verfahren aber auch haufig fehlschlagen, da eine Konvergenz unter bestimmten Vor-
aussetzungen, vor allem nur in einer kleinen lokalen Umgebung um eine Nullstelle x*, gewéahrleistet
werden kann. Eine wichtige Voraussetzung fiir die Konvergenz des Verfahrens ist, dass fiir die Null-
stelle F(x*) = 0 die Jacobi-Matrix Jg(x*) invertierbar ist. Dadurch wird auch sichergestellt, dass
Jg(x) in einer Umgebung um x* invertierbar ist und dass es in einer kleinen Umgebung um x*
keine weitere Nullstelle gibt. Ist Jg(x*) singulér, dann wird das Verhalten des Newton Verfahrens
sehr kompliziert. Bei skalaren Gleichungen kann es zwar in bestimmten Féllen konvergieren, doch
im mehrdimensionalen Fall tritt meist keine Konvergenz auf.

Die Konvergenz des lokalen Newton Verfahrens hingt auch stark von dem Startwert x(*) € D ab,
da dieser in unmittelbarer 'Nédhe’ zur Nullstelle x* liegen sollte. Dies begriindet auch die Bezeich-
nung lokales Newton Verfahren. Fiir eine detaillierte Betrachtung des lokalen Newton Verfahrens,
inkl. Konvergenzaussagen, wird z.B. auf [22] Abschnitt 5.1] oder [26, Abschnitt 10.1] verwiesen.
Wichtig anzumerken ist, dass bei Erfiillung der nétigen Voraussetzungen, im lokalen Newton Ver-
fahren g-quadratische Konvergenz auftritt, d.h. es existiert eine Konstante C' > 0, sodass

[x*+D) — x| < O |x® —x*||?,  fiir alle k > 0

gilt. Um die Abhingigkeit durch einen geeigneten Startwert x(*) abzuschwichen, kénnen globa-
lisierte Newton Verfahren verwendet werden. Damit ist unter bestimmten Voraussetzungen eine
Konvergenz zur Nullstelle x* gewihrleistet, auch wenn x(©) nicht 'nahe’ bei x* liegt. In [9, Kapitel
3] kann z.B. eine ausfiihrliche Behandlung globaler Newton Verfahren nachgelesen werden.

Gediampftes Newton Verfahren

Mit den Algorithmen [I] und [2] werden nun zwei globalisierte Newton Verfahren vorgestellt.

Um die Konvergenz von globalen Newton Verfahren gewéhrleisten zu kénnen, muss die Funktion
F : D — R” und der Startwert x(9) € D einige Voraussetzungen erfiillen. Eine Konvergenzanalyse
inkl. Voraussetzungen der vorgestellten Algorithmen, kann in [9] und [3] nachgelesen werden. Fiir
die nachfolgenden Algorithmen kann vereinfachend aber angenommen werden, dass F : D — R”
auf der offenen Menge D C R™ stetig differenzierbar ist, die Jabobi-Matrix Jg(x) fir alle x € R
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invertierbar ist und das x* € D die einzige Nullstelle in D ist.

Algorithmus 1 : Einfaches geddmpftes Newton Verfahren
Eingabe : F: D - R"”, Jp: D — RY x© ¢ D C R»
Ausgabe : Bei Terminierung ist das aktuelle x*) eine Niherung fiir x*

Voraussetzung : Streng monoton fallende Funktion ¢pgmp, : N — (0, 1] mit ¢pgm,(0) = 1
k<0

-

2 while F(x®)) #£ 0 ODER Abbruchkriterium nicht erfiillt do
/* Berechne Newton-Schritt d(®*) durch Lésen der Newton- Gleichung */
s | Je(x®).a® = —F(xH)
4 {0
5 | while [|[F(x® + tpgn,(¢) - d®)|| > |[F(x®)| do
6 L (L0 +1
/* Berechnung des Dampfungsfaktors t; und der neuen Iterierten x(F+1) */
7 ty < tDamp(g); X(k+1) — X(k) + 1 - d(k)
8 k+—k+1

Algorithmus 2 : Gedampftes Newton Verfahren nach Bank-Rose [3, Abschnitt 3]

Eingabe : F: D - R" Jg: D — R™" xO ¢ D CR", we€ (0,1)
Ausgabe : Bei Terminierung ist das aktuelle x*) eine Niherung fiir x*
1 K+ 0,k<0

2 FO < FxV) F,, + [Fx) /% =
3 while F](fgrm # 0 ODER Abbruchkriterium nicht erfillt do
/* Berechne Newton-Schritt d(®¥) durch Lésen der Newton- Gleichung */
4 JF(X(k)) .d®) = _F(X(k))
/* Ermittlung des Dampfungsfaktors fy */
Statuspr < 0 // Statuspr == 0: t; nicht akzeptiert; Statuspr == 1: t;, akzeptiert
while Statuspr == 0 do
. t (1 + K- F](\;’Co)rm)fl // Diampfungsfaktor ¢, berechnen
/* Berechnung der neuen Iterierten x(F+1) und Auswertung der Funktion F */
8 XKD o x®) g dB); PR o F(xHDY), FEED R (xR
9 if (1—%}};1) -t;' < w then
10 if K ==0 then
11 L K«+1
12 else
13 L K<+ 10-K
14 else
15 K + 150; k+—k+1
16 Statuspr < 1 // Démpfungsfaktor {; wird akzeptiert

Algorithmus [1] zeigt ein einfaches geddmpftes Newton Verfahren. Entlang der Richtung, welche
durch den Newton-Schritt d*) vorgegeben wird, wird fiir jeden Schritt ein skalarer Dampfungs-
faktor t; gesucht, bei dem es zu einer Abnahme des Residuums kommt. Zur Existenz eines solchen
Déampfungsfaktors und fiir einen Beweis der Konvergenz von Algorithmus |1| sei auf [9, Abschnitt
3.1.3 und 3.2] verwiesen. In den Algorithmen [I|und [2]ist zudem das Ziel, dass der Ddmpfungsfaktor
i gegen 1 konvergiert und sich somit in einer Umgebung um der Nullstelle x* wie das lokale New-
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ton Verfahren verhélt und am Ende g-quadratisch konvergiert (Algorithmus [If ohne while Schleife
in Zeile 5 und 6 und mit ¢; = 1 entspricht dem lokalen Newton Verfahren).
In Algorithmus [I] wird ein passender Démpfungsfaktor ¢, nach dem 7Trial and Error Prinzip er-
mittelt. Beispiele fiir ¢pgm, : N — (0, 1] sind geméf [6], Abschnitt 2.6.2], z.B.

tpamp(0) =270, oder  tpamp(f) =27 "2, fiir €=0,1,2,... .
Algorithmus [2| wurde aus [3, Abschnitt 3] entnommen. Hierbei werden bei der Berechnung des
Déampfungsfaktors ¢, auch Informationen aus dem Residuum beriicksichtigt. Die notwendigen Vor-
aussetzungen und Konvergenznachweise kénnen in [3, Abschnitt 2] nachgelesen werden. Gemaf [3),
Abschnitt 1] ist der Algorithmus auch fiir approximierte Newton Verfahren geeignet. Weshalb auch
eine Konvergenz gewahrleistet werden kann, wenn z.B. eine Approximation der Jacobi-Matrix
Jp(x®) verwendet wird.

Es folgt nun noch eine Diskussion iiber Abbruchkriterien und worauf bei der Berechnung der
Newton-Gleichung ([1.2a)) zu achten ist.

Abbruchkriterien

In diesem Abschnitt soll eine kleine Ubersicht iiber Abbruchkriterien im Newton Verfahren gege-
ben werden. Die Grundlagen hierzu wurden vorwiegend aus [10] entnommen.

Fiir die theoretische Analyse von Newton Verfahren erfolgt ein Abbruch der Iteration wenn fiir eine
Iterierte x*) = x*, bzw. F(x*)) = 0 gilt. In diesem Fall endet der Algorithmus nach endlich vielen
Schritten. Ansonsten wird eine unendliche Folge (x(k)) ren €rzeugt, welche im Erfolgsfall gegen x*
konvergiert. Bei der Implementierung ist ein Algorithmus aber immer nach endlich vielen Itera-
tionen abzubrechen und hierbei muss entschieden werden, unter welchen Kriterien eine Iterierte
x(¥) als ausreichende Niherung von x* gilt, bzw. ob die Folge (x(k))k oy Uberhaupt konvergiert.
Es werden nun einige Kriterien vorgestellt, wobei jedes Vor- und Nachteile besitzt und daher kann
auch empfohlen werden, verschiedene Kriterien zu kombinieren. Zusétzlich soll eine maximale
Iterationszahl vorgegeben werden. Wird diese erreicht, konnten z.B. andere Abbruchkriterien zu
streng sein oder die Folge (X(k)) ren Pesitzt keinen Grenzwert.

Im Folgenden seien Parameter Tol,,s, Tol,;, Tolpg; > 0 gegeben, welche den Toleranzen fiir den
absoluten und relativen Fehler bzw. die Toleranz bei der Nullstellenbewertung bzw. des Residuums
entsprechen. Wire die Nullstelle x* bekannt und ist X eine Ndherungslosung, dann koénnte eines
der folgenden Abbruchkriterien verwendet werden

% — x*]| < Toly, . (1.3a)
% - x*]| < Tola - x|, (1.3b)
IF(&)|| < ol (1.30)

Nachdem die Losung x* gewohnlich nicht bekannt ist, werden anstatt ((1.3al), (1.3b]) auch folgende
Kriterien als Schiatzungen des absoluten und relativen Fehlers verwendet

[x*+0 — x®) || < Toly, | (1.4a)

[x*+D — x® || < Tol, - x| . (1.4b)

k+1

Zur Vermeidung von Schwierigkeiten bei ||x*+1)|| =~ 0, kann auch die Kombination

||X(k+1) - X(k)H < TOlabs + TOlrel : ||X(k+1)|| (140)

verwendet werden.
Ob (|1.4a)) bis (1.4¢) zufriedenstellende Abbruchkriterien darstellen, ist u.a. von der Konvergenzge-
schwindigkeit der Folge (x(’“)) abhéngig. Angenommen die Folge (x(k))k oy Konvergiert schnell

keN
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gegen x*, d.h. es gelte ||x* 1) — x*|| < ||x®) — x*||. Wegen der Dreieicksungleichung

[l — x| = [l = x| < flx®H = x® < Jlx®HD — x| + [lx = x| = " = x|
folgt ||x*+D —x®) || a2 [|x®) —x*||. Aus [|x*F) —x®)|| < Toly, folgt somit [|x*+Y —x*|| < Tol ups.
Wird allerdings angenommen, dass die Folge (X(k))keN langsam gegen x* konvergiert, dann gilt
[x*+D) — x*|| a ||[x®) — x*|| und es kann [[x**1) — x®)|| sehr klein sein, obwohl die Iterierten
noch nicht nahe genug bei x* liegen. Es kénnte daher zu einem zu frithen Abbruch der Iterationen
kommen. Ob eine zu langsame Konvergenz vorhanden ist, konnte z.B. mit dem Kriterium (eps

entspricht der Maschinengenauigkeit)
I —x O < eps - [[xM] (1.4d)

abgefragt werden und zur Terminierung des Algorithmus fithren. Bei einem Abbruch des Algorith-
mus bei zu langsamer Konvergenz, sollte allerdings auch eine Meldung ausgegeben werden, weil
eine langsame Konvergenz auftreten konnte, wenn das Problem schlecht konditioniert ist oder die
Toleranzparameter zu klein gewéhlt wurden oder aufgrund von Rundungsfehlern die Iterierten in
einer Umgebung um x* oszillieren.

Als Abbruchkriterium kann auch das Residuum (|1.3c)) verwendet werden, wobei empfohlen wird,
dieses in Kombination mit den Kriterien bis zu kombinieren. Angenommen fiir die
Norm der Jacobi-Matrix in X gelte ||[Jg(X)|| > 1 (z.B. wenn partielle Ableitungen grof sind), dann
konnte der Fehler ||x — x*|| bereits klein sein, auch wenn ||F(xX)| > Tolgy gilt.

Berechnung der Newton-Gleichung

Die Methoden welche in diesem Unterkapitel vorgestellt wurden, haben gemeinsam, dass fiir die
neue Iterierte x**1), die Berechnung des Newton-Schritts d*) gemif Gleichung oder
erforderlich ist. Gleichung ist gut fiir das Versténdnis, sollte aber bei Implementierungen
vermieden werden, da der Aufwand fiir eine Matrixinversion sehr grof§ und ineffizient ist. Fiir die
Implementierung wird hingegen das Losen der Newton-Gleichung empfohlen, da es viele
effiziente Moglichkeiten gibt, um ein lineares Gleichungssystem zu l6sen. Unterschieden wird hier-
bei zwischen iterativen und direkten Losern. Iterative Loser konnen das lineare Gleichungssystem
im Allgemeinen nicht exakt 16sen, dafiir kann aber meist in wenigen Iterationen bereits eine gute
Approximation der Losung gefunden werden. Bei groBlen Gleichungssystemen, z.B. Dimensionen
groBer als 10000, werden zunehmend iterative Loser bevorzugt. Abgesehen von Rundungsfehlern,
konnen direkte Loser ein Gleichungssystem exakt losen. Fiir eine invertierbare Matrix A € R"*"
kann zum direkten Losen des linearen Gleichungssystems A-x = b, z.B. die LR Zerlegung (links-
rechts Zerlegung, engl.: lower-upper bzw. LU-Zerlegung) fiir n < 10000 empfohlen werden. Dabei
existiert eine invertierbare untere Dreiecksmatrix L € R™*" und eine invertierbare obere Dreiecks-
matrix R € R™" sodass A = L- R gilt. Der Rechenaufwand fiir die arithmetischen Operationen
liegt bei O (% n?’). Das lineare Gleichungssystem lésst sich aufgrund der Dreiecksstruktur von L, R,
durch Vorwiérts- und Riickwértssubstitutionen, folgendermaflen effizienter 16sen

Der Rechenaufwand der arithmetischen Operationen fiir die Vorwérts- und Riickwértssubstitu-
tionen betriigt O(n?) und kann gegebeniiber dem Aufwand fiir die LR Zerlegung vernachliissigt
werden.
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1.4 Differentiell-algebraische Gleichung(en) (DAG)

Ziel dieses Abschnitts ist es, die grundlegenden Ideen und Begriffe von differentiell-algebraischen
Gleichungen (engl.: differential-algebraic equation(s), Abk.: DAE) zu vermitteln und welche nume-
rischen Methoden darauf angewendet werden konnen. Dieses Themengebiet ist sehr umfangreich
und fiir eine weiterfithrende detailliertere Behandlung, u.a. mit Schwerpunkt auf elektrische Netz-
werke, sei beispielsweise auf die angegebene Literatur, sowie auf [12] verwiesen.

1.4.1 Einleitung

Definition von differentiell-algebraischen Gleichungen und Motivation

Die Grundlagen dieses Abschnitts wurden aus [4, Abschnitt 1.1] und [I7, Abschnitt 1] entnommen.
Ausgangspunkt ist die Darstellung eines impliziten gewohnlichen Gleichungssystems, welches Funk-
tionen und Ableitungen 1. Ordnung enthélt. Hierfiir seien m € N und eine offenen Menge

D C R™ x R™ x R = R*™"! sowie eine (hinreichend oft) stetig differenzierbare Funktion
F:D — R™: (v,w,t) — F(v,w,t) gegeben. D.h. abhéingig von der Anwendung, erfiillen
die Komponenten von F, Eigenschaften wie Stetigkeit oder seien ausreichend oft stetig differen-
zierbar. Existiert fiir ein geeignetes Zeitintervall 7 C R eine stetig (differenzierbare) Funktion
x: T — R™, sodass fiir alle t € T

dx(t)
F( o ,x(t),t) ~0 (1.6)
erfiillt ist, so wird die Funktion x(¢) eine klassische Losung des impliziten Gleichungssystems
genannt. Klassisch bezieht sich in diesem Fall auf die stetige Differenzierbarkeit von allen Kom-
ponenten von x(t). Diese Voraussetzung kann abhéngig von der Anwendung auch abgeschwicht
werden, wenn z.B. nicht alle Komponenten von x(¢) differenziert werden miissen. Einen wichtigen
Spezialfall bilden explizite gewthnliche Differentialgleichungssysteme 1. Ordnung, d.h. wenn es
moglich ist Gleichung folgendermaBen zu schreiben

dx(t)
dt

Es sei darauf hingewiesen, dass fiir Gleichung zumindest eine lokale Darstellung gemif
existiert, wenn die nétigen Voraussetzungen von Satz erfiillt sind, bzw. wenn speziell
F (v, wo,t0) = 0 und det(Jy.r(vo, Wo, o)) # 0 fiir einen Punkt (vo, wo,tp) € D gilt. In diesem
Fall bezeichnet man Gleichung als implizites gewohnliches Differentialgleichungssystem 1.
Ordnung. Wenn in einer Differentialgleichung hohere Ableitungen enthalten sind, so ist es aber
stets moglich diese Differentialgleichung als Differentialgleichungssystem 1. Ordnung zu schreiben.
Im Folgenden sind nun implizite Gleichungssysteme geméaf3 interessant, bei denen eine Dar-
stellung geméaf weder lokal noch global moglich oder weniger wiinschenswert ist. Ein Sys-
tem von DAG zeichnet sich durch algebraische Nebenbedingungen einzelner Variablen aus (d.h.
Gleichungen ohne Ableitungen). Die Nebenbedingungen konnen beispielsweise auftreten, wenn ge-
méiB die partielle Jacobi-Matrix (siehe Definition[I.10)) Jy, ¢ (v, w, t) singulér ist oder wenn das
implizite Gleichungssystem durch eine Funktion F (v, wq, wo, t) mit invertierender partieller
Jacobi-Matrix Jy,.F, (v1, W1, Wo,t) und einer Funktion Fy(wy, wo,t) fiir die Nebenbedingungen,
geméf

= £(x(t), 1) . (1.7)

F, (d}(’i?) Ly (1), z(), t)

FQ(Y(t>7 Z(t)7 t) =

, (1.8a)
, (1.8b)

0
0
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dargestellt werden kann, wobei x(t) = (y(t)",z(t)")" mit 0 < p < m, y(t) € R? und z(t) € R™P
gelte.

Differentiell-algebraische Gleichungen treten vor allem bei der Simulation physikalischer Probleme
auf (z.B. modifiziertes Knotenspannungsverfahren oder Mehrkorpersysteme). Ein grofer Vorteil
ist hierbei, dass die Modellierung des physikalischen Problems automatisiert werden kann und die
DAG- Variablen fiir gewohnlich auch eine physikalische Bedeutung haben. Zudem ist es teilweise
nur mit grofem Aufwand moglich, physikalische Probleme durch ein explizites Differentialglei-
chungssystem geméf zu modellieren und dieses Vorgehen kann im Allgemeinen auch nicht
automatisiert werden. DAG sind somit fiir viele physikalische Probleme einfach zu erhalten, al-
lerdings ist die numerische Berechnung fiir viele DAG nicht trivial. Dies liegt u.a. daran, dass
einige Komponenten der Losung x(¢) redundant sind oder es auch versteckte Nebenbedingungen
gibt, weshalb die Anfangszustédnde meist nicht beliebig wihlbar sind (siche Anmerkung zu Defi-
nition [1.16). Vor allem fiir die Numerik von DAG hilft eine Kennzahl, welche Index genannt wird
und im nachfolgenden Abschnitt erlautert wird.

Index-Konzept fiir DAG

Um unterschiedliche Typen von differentiell-algebraischen Gleichungen charakterisieren zu kénnen,
ist der ganzzahlige DAG Index > 0, eine wichtige Kennzahl. Der Index ist u.a. ein Maf3 dafiir, wie
schwierig es ist, die numerische Losung der dazugehorigen DAG zu bestimmen. Zunéchst sei darauf
hingewiesen, dass es einige verschiedene Definitionen fiir den DAG-Index gibt, z.B. die englischen
Bezeichnungen Differentiation-Index, Tractability-Index, Geometric-Index, Perturbation-Indez (ei-
ne kurze Ubersicht iiber diese Indizes kénnen in [17] nachgelesen werden). Dies liegt u.a. daran, dass
abhéngig von dem Typ der DAG, Kriterien zur Ermittlung eines speziellen DAG-Index einfacher
zu iiberpriifen sind, als fiir einen anderen Index. Die Vielfalt an verschiedenen Indexdefinitionen
soll aber nicht als Nachteil gesehen werden, da sich fiir eine bestimmte Anwendung, die Werte der
unterschiedlichen Indizes meist nur um Werte 41 oder gar nicht unterscheiden.

Zunéchst wird der globale Index definiert, welcher vor allem die Idee des Index-Konzepts bei
bestimmten DAG-Typen am besten erklart. und die Bedeutung in den nachfolgenden Beispielen
zeigt.

Definition 1.12 (Globaler Index, siehe [4, Abschnitt 2.2, Definition 2.2.2]):
Der globale Index v € N ist die minimale Anzahl an Zeitableitungen, einzelner Komponenten oder
aller Gleichungen von (1.6)), bis g5 stetige Funktion, welche nur von x(t) und t abhdngt,

dt
dargestellt werden kann (d.h. wenn es eine explizite Darstellung gemafs (1.7) gibt).

Neben Definition haben auch andere Indexdefinitionen gemeinsam, dass die Gleichung
einen DAG-Index 0 besitzt, wenn durch eine explizite Darstellung geméis ersetzt werden
kann. Das nachfolgende Beispiel einer semi-expliziten DAG entspricht der Struktur von ,
und soll die Ermittlung des globalen Index zeigen. Durch dieses Beispiel lasst sich nachfolgend auch
eine Index-Abhéngigkeit, bestimmter DAG-Eigenschaften nachvollziehen.

Beispiel 1.13 (Semi-explizite DAG, siehe [4, Abschnitt 2.2]):

Seienm,n € N, D C R"xR"XR eine offene Menge, sowie (hinreichend oft) stetig differenzierbare
Funktionen f; : D — R™ : (y,z,t) — fi(y,z,t), f: D = R" : (y,2,t) — £5(y,z,t) gegeben. Eine
semi-explizite DAG besitzt folgende Darstellung

——= =1i(y(t),z(t),t), (1.9a)
0="f(y(t),z(t),t) . (1.9b)
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Wird (1.9b) nach t abgeleitet und setzt man (1.9a) ein, so fihrt dies mit Hilfe der Kettenre-
gel (gemafs Satz und den partiellen Jacobi-Matrizen (gemdfS Definition |1.10), zu folgender
Gleichung

0= S Bly(1),2(0). 1)
= 3y ly 0,200 B 1 020,00 Py (v, 200).0)

= Jyie (y(1), 2(2),1) - £1(y (1), 2(1), ) + Juir, (y (1), 2(1), 1) - @) + Jir, (y(2),2(t), 1) (1.9¢)

Ist die partielle Jacobi-Matriz J,.¢,(y(t), z(t), t) invertierbar, dann kann Gleichung von links
mit Jy.1,(y(t),z(t), t) "1 multipliziert werden und nach dz(:) umgeformt werden. Diese umgeformte
Gleichung entspricht der expliziten Darstellung gemdyfs . In diesem Fall besitzt die semi-
explizite DAG nach Definition[1.19 den globalen Index 1. Gilt hingegen det(J g, (y(t),2(t),t)) =0
(d.h. die partielle Jacobi-Matrixz ist nicht invertierbar), dann wird angenommen, dass durch al-
gebraische Umformungen und Koordinatentransformationen Gleichung in eine Darstellung
gemdfS (1.94)), gebracht werden kann, allerdings mit neuen Funktionen y(t), z(t). Ist es
dann mdéglich, wie bei eine explizite Darstellung gemdf zu erhalten, dann besitzt die
DAG , den globalen Index 2. Ist es nicht mdglich, dann kann das Vorgehen weiter
wiederholt werden und die Anzahl der bendtigten zeitlichen Ableitungen ergibt den globalen Index.

Die ggf. in Beispiel [[.13] benotigten algebraischen Umformungen und Koordinatentransformatio-
nenen sollen im nachfolgenden Beispiel erlautert werden.

Beispiel 1.14 (Quasilineare DAG, siche [13| Abschnitt 1]):

Seien m > 2, eine Matrix M € R™ ™ eine offene Menge D C R™xR, sowie eine (hinreichend
oft) stetig differenzierbare Funktion f : D — R™ : (x,t) — f(x,t), gegeben, welche die folgende
quasilineare-DAG beschreiben

dx(t)
M-=5

Wenn M invertierbar ist, dann besitzt einen globalen Index 0. Ist M singuldr, dann wird
angenommen, dass rang(M) = r mit 0 < r < m. Durch das Gaufsche Eliminationsverfahren
st es maoglich, M derart umzuformen, dass lediglich Diagonalelemente den Wert 1 besitzen und
alle restlichen Elemente den Wert 0. Diese Umformung kann durch zwei invertierbare Matrizen
S, T € R™"™  sowie der Finheitsmatriz I, € R™*", mit n = (m — r), folgendermaflen geschrieben
werden

= f(x(t),1) . (1.10a)

o Ir Onxn
M‘S'(onxn 0) T

Mit der Transformation

wobei y(t) € R” und z(t) € R™ gelte, lisst sich (1.10a]) nach Multiplikation mit S~* von links und
Funktionen £, f5, dann folgendermaflen als semi-explizite DAG schreiben

()0 ().
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_ (B (t),2(t),1)
_( (1), 2 t). (1.10Db)

Um den globalen Index von (1.10a)) zu ermitteln, kann nun ausgehend von (L.10bf), wie in Bei-
spiel [1.13 beschrieben wurde, vorgegangen werden.

Wird die Idee des globalen Index im Hinblick auf nichtlineare DAG verallgemeinert, so fithrt dies
zur Definition des Differential-Index (im Folgenden auch als Index bezeichnet).

Definition 1.15 (Differentiation-Index, siche [4, Abschnitt 2.5.1, Definition 2.5.1]):
Ausgehend von Gleichung (1.6), sei der Differentiation-Index k € N, das kleinste k bei dem das

Gleichungssystem

F(d’;—f),x@),t) —0,

die Funktion d’;—it) eindeutig als stetige Funktion, abhdingig von x(t) und t, liefert und somit ein-

deutig durch eine stetige Funktion £ wie in dargestellt werden kann.

Zur Motivation des Differentiation-Indez sei auch auf [17, Abschnitt 3.7] verwiesen (hier ldsst sich
auch nachlesen, dass eine semi-explizite DAG (geméafi Beispiel mit globalen Index 1, auch
einen Differentiation-Indez 1 besitzt).

Im Folgenden werden zwei Spezialfille fiir DAG angegeben, welche man u.a. bei der Modellierung
eines elektrischen Netzwerkes, durch das MKV erhilt (sieche Unterkapitel .

Lineare DAG

Fiir m > 1 seien konstante Matrizen A, B € R™*™ sowie auf einem offenen Zeitintervall 7 C R
eine Funktion q : 7 — R™ : ¢t — q(t) gegeben. Eine zeitinvariante lineare DAG besitzt folgende
Darstellung (im Allgemeinen ist A singulér)
dx(t

A-% +Bx(t) = qt) . (1.11)
Gleichung (|1.11)) tritt beispielsweise bei linearen elektrischen Netzwerken auf, wenn dieses mit
dem MKV modelliert wird. Eine zeitvariante lineare DAG entspricht der Form (1.11]), allerdings
mit zeitabhéngigen Matrizen A(¢), B(t). Es gibt eine umfangreiche Theorie zu linearen DAG und
hierfiir sei beispielsweise auf [4, Abschnitt 2.3] oder [17, Kapitel 2] verwiesen.

Quasilineare DAG

Seien m > 1, eine offene Menge D C R™XR, sowie eine (hinreichend oft) stetig differenzierbare
Funktion f : D — R™ : (x,t) — f(x,t) und eine Matrix-Funktion A : D — R"™™ : (x,t) —
A (x,t) mit (hinreichend oft) stetig differenzierbaren Komponenten gegeben. Dann wird (nach [17,
Abschnitt 1.4.3])

A(x(t), t)- L = £(x(t), 1) . (1.12)
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als quasilineare DAG bezeichnet. Diese allgemeine Form tritt beispielsweise auf, wenn ein elektri-
sches Netzwerk, welches nichtlineare oder zeitvariante Elemente besitzt, mit dem MKV modelliert
wird. Die Zeitvarianz bei energiespeichernden Elementen, wird in der Matrix A(x,t) durch die
Komponente ¢ beriicksichtigt. In einem zeitinvarianten elektrischen Netzwerk entféllt diese Kom-
ponente und Nichtlinearitédten in Spulen und Kondensatoren werden durch eine Matrix A(x)
beriicksichtigt. Eine quasilineare DAG geméiB Beispiel [1.14] tritt beispielsweise in einem elektri-
schen Netzwerk auf, welches lineare Spulen und Kondensatoren besitzt, sowie resistive Elemente
mit linearen Verhalten oder mit algebraischen Nichtlinearitéiten (z.B. Dioden).

Konsistente Anfangsbedingungen

Zunéchst wird der Begriff konsistente Anfangsbedingung definiert, wobei von den Bezeichnungen
fir Gleichung (1.6]) ausgegangen wird.

Definition 1.16 (Konsistente Anfangsbedingung, siehe [20, Abschnitt 2, Definition 2.1]):
Ein Vektor xo € R™ wird konsistente Anfangsbedingung fir Gleichung (1.6) genannt, wenn eine
Losung x(t) fir (1.6) existiert, welche x(ty) = X¢ erfillt.

Ein Vorteil von expliziten Differentialgleichungen der Darstellung ist, dass eine geschlossene
Losungstheorie existiert, vor allem Aussagen iiber die Existenz und Eindeutigkeit von Anfangs-
wertproblemen (siche Sétze von Peano oder Picard-Lindelof). Erfiillt z.B. die rechte Seite einfach
iiberpriifbare Stetigkeitskriterien, so ist sichergestellt, dass fiir jeden beliebigen Anfangswert ei-
ne Losung existiert und diese ggf. auch eindeutig ist (diese Eigenschaften sind auch wesentlich
fiir die Numerik von expliziten Differentialgleichungen). Bei DAG ist hingegen die Wahl der An-
fangsbedingung im Allgemeinen nicht beliebig. Einerseits muss die Losung x(t) von DAG auch
algebraische Bedingungen erfiillen und zusétzlich konnen DAG auch versteckte Nebenbedingungen
beinhalten (diese treten auf, wenn die algebraischen Bedinungen nach der Zeit abgeleitet werden).
Eine versteckte Nebenbedingung entspricht z.B. Gleichung einer semi-explizite DAG mit In-
dex 1, geméaf Beispiel , d.h. eine konsistente Anfangsbedingung muss und erfiillen.
Aus diesem Beispiel wird auch ersichtlich, dass die Anzahl der versteckten Nebenbedingungen mit
dem Index zunimmt. Dies hat z.B. auch eine Auswirkungen bei der numerischen Lésung von MKV
Modellen fiir elektrische Netzwerke. So kann z.B. bei Index 0 oder 1 DAG, eine DC-Analyse kon-
sistente Anfangsbedinungen liefern, allerdings kann dies bei einem gréflerem Index nicht mehr der
Fall sein (siehe z.B. [19], [20]).

1.4.2 Numerische Methoden fiir DAG

Wie bereits erwdhnt wurde, ist der Index eine wichtige Kennzahl fiir die Auswahl von numeri-
schen Methoden, zur numerischen Berechnung bestimmter DAG-Typen. Zuverlissige numerische
Methoden gibt es nur fiir eine breite Klasse von DAG bis zu einem Index von 2. Es gibt DAG
mit einem Index grofler 2, welche eine bestimmte Struktur besitzen und bei denen eine numerische
Berechnung moglich ist. Bei allgemeinen DAG mit einem Index gréfler 2 kann aber eine numerische
Berechnung nicht sichergestellt werden oder es kommt z.B. zu Konvergenzproblemen bei kleinen
Schrittweiten (siehe z.B. [I, Abschnitt 10.1.4]). Es gilt daher, je kleiner der Index einer DAG ist,
umso besser kann die DAG auch numerisch berechnet werden. In Simulationsprogrammen kommen
daher u.a. auch Algorithmen zur Indexreduzierung zum Einsatz, um fiir eine breite Anwendung die
Konvergenz sicherzustellen (Details zur Indexreduzierung kénnen z.B. in [19, Abschnitt 2.4] oder
[1'7, Kapitel 3] nachgelesen werden). Die Idee der Indexreduzierung kann anhand von Beispiel
gut nachvollzogen werden. So besitzt die DAG, welche neben ((1.9a]) und (1.9b)), auch die versteck-
te Nebenbedingung enthélt, einen Index der gegeniiber einer DAG bestehend aus (1.9a)),
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(1.9b), um 1 niedriger ist (d.h. durch zeitliche Ableitung der algebraischen Nebenbedingungen
konnte der Index um 1 reduziert werden).

Zur Beschreibung der Konvergenzeigenschaften der nachfolgenden numerischen Verfahren fiir DAG,
wird zunéchst der Begriff Konvergenzordnung erklart.

O-Notation und Konvergenzordnung

Im Folgenden wird das Landau Symbol O (Big-O) zur Beschreibung verschiedener Fehler verwen-
det (siehe [1, Kapitel 3]). In numerischen Verfahren ist eine wesentliche Eigenschaft, wie sich ein
Fehler in Abhéngigkeit einer Schrittweit h > 0 verhélt, d.h. mit welchem Verhalten wird der Fehler
kleiner, wenn h kleiner wird. Fiir m > 1 und einem Vektor der von h abhéngt, d.h. d = d(h) € R™,
bedeutet die Notation

[df = O")
dass zwei Konstanten p > 0 und C' > 0 existieren, sodass fiir alle h > 0 und A klein genug,
df < C-n”,

gilt. C' darf dabei nicht von h abhéngen und || - || bezeichnet eine beliebige Vektornorm im R™,
z.B. die euklidische Norm. Aufgrund der Norméquivalenz in endlich dimensionalen normierten
Vektorrdumen, sind zwei Normen im R™ mit einer Konstante abschétzbar, weshalb die obige
Definition unabhéngig von der verwendeten Norm ist.

Mit Hilfe der O-Notation wird nun der Begriff der Konvergenzordnung erklért. Hierfiir sei ein
Zeitintervall [a,b] C R gegeben, sowie N + 1 Zeitschritte a = tg < t; < .-+ < ty = b und die
maximale Schrittweite

hi=hpos = 12?5\{ h,, = lgagv (tn —tp_1) -
Sei x(t) die Losung einer DAG geméif (1.6) und x,, sei der durch ein numerisches Verfahren er-
mittelte approximierte Losungsvektor zum Zeitpunkt t,. Das numerische Verfahren heifit dann

konvergent mit der Ordnung p, wenn der globale Fehler e, = x, — x(t,) mit ey = 0, fiir alle
n €{1,...,N} die Eigenschaft |le,|| = O(h?) besitzt.

BDF Verfahren

Das erste numerische Verfahren, welches zur Losung von impliziten DAG der Form betrachtet
wird, ist das Backward Differentiation Formula (BDF) Verfahren, welches bei konstanter Schritt-
weite h > 0 erldutert wird. Dieses Verfahren funktioniert nur fiir eine Index 1 DAG zuverléssig,
bzw. lasst sich im Allgemeinen die Konvergenz bei einem Index gréfler 1 nicht gewéhrleistet.
Das BDF Verfahren ist ein lineares Mehrschrittverfahren und dies bedeutet, dass bei der Be-
rechnung eines neuen Zeitschritts, auch mehrere Vorgéngerwerte beriicksichtigt werden koénnen.
Sei mit x(t) die Losung von bezeichnet, dann werden fiir £ < 7, bei einem k-Schritt BDF
(oder BDFk) Verfahren, k bekannte Werte x,,, X,,_1, . . . , X,,_g41 vorausgesetzt, welche die Losungen
X(tn), X(tn-1), ... X(tn—g+1) approximieren. Die Idee des BDFk Verfahrens ist nun, ein Interpolati-
onspolynom zu erstellen, welches in den Zeitpunkten ¢,,,t,_1,...,tn_r+1 (Wwobei h =t; —t;_1), mit
Xpy Xn—1, - - -y Xn—k+1 Ubereinstimmt (d.h. ein Polynom je Komponente). Weiters erfiille dieses In-
terpolationspolynom die Eigenschaft, dass die Zeitableitung zum Zeitpunkt ¢, 1, ndherungsweise
mit % iibereinstimmt. In Tabelle sind die Koeffizienten des Mehrschrittverfahrens BDFk&
angegeben, welche sich nach diesem Ansatz ergeben (siehe [I, Abschnitt 5.1.2, Table 5.3]). BDF1
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] Schritte k H Bo H ay  og o7 Q3 Qy Qs Qg

1 11 -1
2 4 1
2 3 1 3 3
6 _18 9 _2
3 11 ]' 11 11 11
12 48 36 _16 3
4 25 1 25 25 25 25
5 60 |[ 1 _300 300 _200 7 _ 12
137 137 137 137 137 137
6 60 |[ ] _360 450 _d00 225 _ 72 10
147 147 147 147 147 147 147

Tabelle 1.1: Koeffizienten fiir das k-Schritt BDF Verfahren.

stimmt zudem mit dem Backward Fuler Verfahren iiberein. Ausgehend von der Darstellung einer
impliziten DAG der Form (1.6)), ist fiir das BDFk Verfahren (geméafl Tabelle , die Gleichung

1 k
¥ (ﬂo h ' ; (ai 'X"*‘l—i)? Xn+1; tn-l—l) =0, (1.13)

fiir x,,11 zu erfiillen (siehe [1I, Abschnitt 10.1.2]). x,,4+; kann z.B. mit dem Newton Verfahren gemé8
Unterkapitel ermittelt werden und entspricht der Approximation von X(t,41). Es sei zudem
angemerkt, dass aufgrund (1.6), der erste Term der Funktion F in (1.13), einer Approximation
von % entspricht.

GemésB [1l, Abschnitt 10.1.2] bzw. [4, Abschnitt 3.2.2, Theorem 3.2.1] gilt folgendes Konvergenzver-
halten. Fiir eine implizite DAG mit Index 0 oder 1 und fiir & < 7, konvergiert das BDFk Verfahren
geméf mit O(h*), besitzt also die Konvergenzordnung k, wenn die k Startwerte korrekt mit
O(h¥) sind (d.h. fiir 0 <n < k—1 gilt ||x, —x(t,)|| = O(h¥)) und wenn Gleichung in jedem
Schritt mit einer Genauigkeit von O(h*™!) berechnet wurde. Wenn also das Newton Verfahren,
Gleichung nur nitherungsweise 16st, soll sich der Fehler mit O(h**!) verhalten.

Fiir ein BDFk Verfahren kann geméfl [I, Abschnitt 5.1.3] bzw. [5, Abschnitt 8.2], folgende Start-
strategie empfohlen werden. Ausgehend von einem Startwert xo = x(to) werden der Reihe nach die
Verfahren BDF1, ..., BDF(k — 1) angewendet um die erforderlichen k Startwerte fiir das BDFk
Verfahren zu erhalten. In den weiteren Schritten wird dann stets das BDFk Verfahren verwendet.

Radau ITA Verfahren

Das zweite numerische Verfahren welches zur Losung von impliziten DAG der Form betrach-
tet wird, ist das Radau ITA Verfahren, mit konstanter Schrittweite h > 0. Dieses ist ein implizites
Runge-Kutta Einschrittverfahren und kann zur Lésung von semi-expliziten DAG, gemafl der Struk-
tur in Beispiel [I.13] bis zu einem Index 2 zuverlissig verwendet werden. Zudem sei angemerkt, dass
implizite Runge-Kutta Verfahren auch fiir quasilineare DAG der Form angewendet werden
konnen, da diese invariant gegeniiber Transformationen sind, welche in Beispiel vorgestellt
wurden (siehe Abschnitt Classes of implicit Runge-Kutta methods in [13, Kapitel 2]).

Bevor das Verfahren vorgestellt wird, soll zunéchst die Idee eines Einschrittverfahren (inkl. Runge-
Kutta Verfahren) vermittelt werden (siehe [1, Abschnitt 4.1]). Ausgangspunkt ist bei h = ¢, —t,,_1
die Gleichung

tn

x(t,) — x(t,—1) = / d);_it) dt

tn—1

Die Methode des Einschrittverfahrens wird nun durch das Integrationsverfahren bestimmt, welches
zur Losung des Integrals verwendet wird. Hierbei ist das Ziel, dass das Integral fiir Polynome
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mit moglichst grofem Polynomgrad (als Integrand), exakt berechnet wird. Hierbei gilt als obere
Schranke, dass s-stufige Integrationsverfahren, Polynome mit maximalen Polynomgrad 2-s, exakt
berechnen kénnen. Ein Integrationsverfahren zeichnet sich dabei durch die Wahl der Stiitzstellen
und der Wahl des Interpolationspolynoms aus. Das Radau ITA Verfahren leitet sich dabei aus den
Radau Integrationsformeln ab.

Es ist {iblich, die Koeffizienten eines s-stufigen Einschrittverfahrens in einem Butcher-Tableau
anzugeben (siche Tabelle [I.24). In den Tabellen bis sind zudem fiir s € {1,2,3} die
Koeffizienten fiir das s-stufige Radau IIA(2-s — 1) Verfahren angegeben, wobei die Zahl in der
Klammer, der maximalen Ordnung entspricht (siehe [14, Abschnitt IV.5, Table 5.5,5.6] oder [13],
Kapitel 2, Table 2.1,2.2]). Ausgehend von der Darstellung einer impliziten DAG der Form ((1.6)),

|G ... QGis 4—/6 88—7/6 206—169-v6  —2+3/6
e | ay ... ao 10 360 1800 225
5 1] 5 1 446 | 296+169-v/6 88+7-1/6 —2-36
3| 12 12 10 1800 360 225
1|3 1 1 16—v6 16+v6 1
Cs | Qs1 ... Qg 111 4 4 36 36 9
b b 1 ‘ 3 1 16—/6 1646 1
I s 1 1 36 36 9
(a) Butcher Tableau (b) Radau IIA(1)  (c) Radau ITA(3) (d) Radau ITA(5)

Tabelle 1.2: Butcher Tableau und Koeffizienten des Radau ITA(2-s—1) Verfahrens mit s € {1,2,3}.

sind fiir das s-stufige Radau ITA Verfahren (geméfl Tabelle , die Gleichungen

F (k Xo+ Y (ai- k), tn+ci-h) =0, firallei=12,...,s, (1.14a)
j=1
fir ky, ...,k zu erfiillen (siehe [I, Abschnitt 10.1.3]). ky, ..., ks konnen z.B. mit dem Newton
Verfahren geméafl Unterkapitel ermittelt werden und entsprechen den approximierten zeitlichen
Ableitungen von x(t), zum Zeitpunkt t,, 4 ¢; - h. Der neue Zeitschritt x,,,1, d.h. die Approximation
von x(t,.1), ergibt sich dann durch

Xni1 =X+ 0 Y (biki) . (1.14D)
i=1

GeméB [I, Abschnitt 10.1.3], [13, Kapitel 2, Table 2.3] bzw. [14, Kapitel VI,VII], gilt folgendes
Konvergenzverhalten. Zunéchst wird vorausgesetzt, dass eine konsistente Anfangsbedingung xq
(geméafl Definition vorliegt und die Gleichungen fiir k; hinreichend genau gel6st wur-
den. Fiir eine implizite DAG mit Index 0 oder 1 konvergiert das s-stufige Radau ITA(2-s — 1)
Verfahren mit O(h*~Y) Bei einer Index 2 semi-expliziten DAG geméif Beispiel , konvergiert
die differentielle Komponente y, 1 mit O(h?*~Y) und die algebraische Komponente 2z, mit
O(h*). Diese Eigenschaft gilt auch fiir die differentielle und algebraische Komponente bei quasili-
nearen Index 2 DAG.
Ein Radau ITA Verfahren hat im Vergleich mit dem BDF Verfahren den Vorteil, dass eine gréflere
Konvergenzordnung erzielt werden kann und das damit auch Index 2 Gleichungen gelost werden
kénnen. Das BDF Verfahren ist hingegen bei DAG einfacher zu implementieren und das nichtlinea-
re Gleichungssystem, welches in jedem Zeitschritt gelost werden muss, ist kleiner (vergleiche ((1.13))
mit (1.14al)). Bei einem Radau IIA Verfahren wird zudem neben dem Startwert xo = x(#() auch

die erste Ableitung % benotigt, da zur Losung des Gleichungssystems z.B. bei Radau
ITA(3), bei der ersten Newton Iteration der Startwert k; = ky = dxd(:()) empfohlen wird (siehe [5,
Abschnitt 8.3, Gl. (8.45)]). Eine Approximation von % konnte z.B. durch das Radau ITA(1)
oder das BDF1 Verfahren ermittelt werden (beides entspricht dem impliziten Euler Verfahren).




2 Knotenspannungsverfahren

In diesem Kapitel werden die Grundlagen der Knotenspannungsverfahren (engl.: nodal analy-
sis) bereitgestellt, mit dem Ziel, durch das Modell des modifizierten Knotenspannungsverfahrens

(MKV) (engl.: modified nodal analysis, Abk.: MNA), eine sehr allgemeine Beschreibung elektri-
scher Netzwerke zu erhalten.

2.1 Grundlegende Aspekte fiir elektrische Netzwerke

Dieses Unterkapitel stellt die wesentlichen Grundlagen und Voraussetzungen zur Verfiigung, wel-
che fiir Knotenspannungsverfahren benotigt werden. Die Grundlagen dieses Unterkapitels wurden
aus [17, Abschnitt 5.1] und [2I] entnommen.

2.1.1 Anwendung der Graphentheorie auf elektrische Netzwerke

In diesem Abschnitt wird ein Zusammanhang zwischen elektrischen Netzwerken und der Gra-
phentheorie gegeben. Dadurch ist es moglich strukturelle Eigenschaften der Graphentheorie auf
elektrische Netzwerke anzuwenden.

Allgemeine Voraussetzungen

Die grundlegenden Voraussetzungen sind, dass sich ein elektrisches Netzwerk durch Zweipole bzw.
Eintore aufgebauen lasst und es in diesem elektrischen Netzwerk nur ein Bezugspotential bzw. eine
Bezugsmasse gibt. Dies stellt aber keine allzu grofie Einschrinkung dar, da ein ’isoliertes’, elektri-
sches Netzwerk eine 'virtuelle’ Masse besitzen kann, welche iiber einen hohen Isolationswiderstand
mit dem Bezugspotential verbunden ist. Beispielsweise konnte bei einem Einphasentransformator,
die Primér- und Sekundérseite iiber einen Isolationswiderstand verbunden werden.

In einem elektrischen Netzwerk wird nun jedem Zweig, welche je einem Zweipolelement entspricht,
eine beliebige (Z#hlpfeil-) Richtung zugeordnet. Die Richtung des Zweiges legt nun die positive
Bezugsrichtung des Strom- und Spannungszéhlpfeils des Zweiges fest. Diese Konvention gilt nicht
nur fiir passive Bauteile, sondern auch fiir Strom- und Spannungsquellen. Sei beispielsweise ei-
ne Spannungsquelle in einem elektrischen Netzwerk gegeben, bei dem die positive Richtung des
Strom- und des Spannungszahlpfeils vom Plus- zum Minuspol der Spannungsquelle zeigt. Gibt die
Spannungsquelle Leistung ab, so wird aufgrund der Kirchhoffschen Gesetze gewéhrleistet, dass die
Berechnung ein negatives Vorzeichen fiir den Strom der Spannungsquelle liefert. Die Zahlpfeile
legen daher lediglich die positive Bezugsrichtung fest.

Mit diesen Voraussetzungen ist es nun moglich das elektrische Netzwerk als zusammenhdngenden
gerichteten Graphen (V) E, a), gemafl Definition zu betrachten. Hierbei enthélt die Menge V
die n Knoten und die Menge E die b Zweige des zu modellierenden elektrischen Netzwerkes. Nach-
dem nichttriviale elektrische Netzwerke mindestens 2 Knoten und 2 Zweige besitzen, wird zudem
vorausgesetzt, dass b,n > 2 gilt. Zuséatzlich darf das elektrische Netzwerk keine Eigenschleifen
besitzen, weshalb die beiden Anschliisse eines Zweiges nicht mit demselben Knoten inzident bzw.
verbunden sein diirfen. In der Funktion « sei zudem die (Zéhlpfeil-) Richtung der Zweige gespei-
chert.

17
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Konvention zur Nummerierung der Knoten und Zweige

Es wird nun folgende Konvention bzgl. der Nummerierung der Knoten und der Zweige getroffen.
Aus den n Knoten kann nun ein beliebiger Knoten als Bezugsknoten bestimmt werden, wodurch das
Bezugspotential definiert ist. Dieser Knoten wird mit kg bezeichnet. Die restlichen Knoten werden
beliebig mit &y, ..., k,_1 bezeichnet. Die b Zweige werden nun in 5 Gruppen eingeteilt, ndmlich
in by resistive Zweige, bo kapazitive Zweige, by, induktive Zweige, by Zweige mit gesteuerten und
ungesteuerten Spannungsquellen und b; Zweige mit gesteuerten und ungesteuerten Stromquellen,
sodass b = bg+bc +br, + by + by gilt. Fiir 1 < j < b wird ein Zweig mit z; bezeichnet. Die Reihen-
folge der Nummerierung der Zweige erfolgt so, dass resistive Zweige, kapazitive Zweige, induktive
Zweige, Zweige mit Spannungsquellen und Zweige mit Stromquellen in dieser Reihenfolge aufstei-
gend nummeriert werden. Damit entsprechen zy, ..., 2, den resistiven Zweigen, zy,+1, - - -, Zbptbo
den kapazitiven Zweigen und bei Fortsetzung dieser Reihenfolge zp,, b+, +by+1, - - -, 2o den Zwei-
gen der Stromquellen. Wenn b, = 0 fiir £ € {R,C, L,U, I} gilt, dann wird diese Gruppe bei der
Nummerierung iibersprungen. Ist beispielsweise b;, = 0, dann gibt es keinen induktiven Zweig im
gerichteten Graphen. Es sei bemerkt, dass die gewéhlte Konvention der Gruppenreihenfolge und
Nummerierung der Elemente im elektrischen Netzwerk, lediglich der einheitlichen Darstellung in
der weiteren Betrachtung dient, im Allgemeinen aber beliebig wihlbar ist.

Inzidenzmatrix

Durch die gewédhlte Nummerierung der Zweige und Knoten ist es nun méglich die vollstandige

Inzidenzmatrix A = (@ij)i=0,..n-1 € R™? gem#B Definition |1.4}|(a)| anzugeben (Knoten werden
j=1,..b
anstatt mit v; mit k; bezeichnet und Kanten bzw. Zweige anstatt mit e; durch z;). Geméf8 Lem-

ma @ sind die Zeilen der vollstéindigen Inzidenzmatrix A linear abhéingig. Die Wahl eines
Bezugsknotens enspricht nun der Entfernung der Zeile in A, welche dem Bezugsknoten ky ent-

spricht. Dies fiihrt gem#8 Definition [1.4]}(b)| zur (reduzierten) Inzidenzmatrix A = (a;;)i=1,.n-1 €
j=1,0b
R™=Dxb mit den Koeffizienten
1 , wenn k; der Startknoten des gerichteten Zweiges z; ist
a;j = —1 , wenn k; der Endknoten des gerichteten Zweiges z; ist
0 , wenn der Zweig z; nicht mit Knoten k; inzident bzw. verbunden ist

Um dies an einem Beispiel zu erlautern, werden die Koeffizienten fir den Zweig z, in Abbildung[2.1|
angegeben. Hierbei ergibt sich a;, = —1 und a;, = 1, sowie ay, = 0 fiir £ ¢ {3, j}.

Bezugsknoten

Abbildung 2.1: Zusammenhang zwischen Zweig- und Knotenspannungen.

Die (reduzierte) Inzidenzmatrix A wird ab nun nur mehr als Inzidenzmatrix bezeichnet, da die
vollsténdige Inzidenzmatrix im Folgenden nicht mehr benétigt wird. Geméf Lemma [L5][(D)] besitzt
die Inzidenzmatrix A den Zeilenrang (n — 1), und daher sind alle Zeilen von A linear unabhéngig.
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Durch die gewéhlte Reihenfolge der gruppierten Elemente des elektrischen Netzwerkes, ist es nun
moglich die Inzidenzmatrix folgendermafien zu schreiben

A= (Ap,Ac, AL, Ay, A;) , mit A, € R fir ¢ € {R,C,L,U, I}, (2.1)

wobei fiir £ € {R,C,L,U, I}, die Matrix A, nur dann in A enthalten ist, wenn b, > 1 gilt. Ist
beispielsweise by, = 0, dann fehlt die Matrix Ay in A.

UC-Schleifen und IL- Schnittmengen

Im Folgenden werden bestimmte Schleifen bzw. Maschen, sowie Schnittmengen definiert, welche
u.a. bei der Analyse des MKV fiir numerische Methoden einen wesentlichen Beitrag liefern.

Definition 2.1 (UC-Schleife, IL-Schnittmenge, siehe [21), Seite 6]):

Es sei ein elektrisches Netzwerk gegeben, welches die bisher beschriebenen Voraussetzungen aus
Unterkapitel erfillt und (V, E,«) sei der zusammenhdngende gerichtete Graph, welcher die
Struktur des elektrischen Netzwerkes abbildet.

(a) Eine UC-Schleife, ist gemdfS Definition |1.9|(c) eine Schleife bzw. Masche, welche nur Zweige
von Spannungsquellen und kapazitive Zweige besitzt.

(b) Eine IL-Schnittmenge, ist gemdfS Definition [1.3)(b) eine Schnittmenge, welche nur Zweige

von Stromquellen und/oder induktive Zweige besitzt.

Abbildung [2.2) zeigt Beispiele fiir eine UC-Schleife und eine IL-Schnittmenge.

Ref =

Ry
(a) UC—Schleif (b) IL—Schm’ttmengeﬂ

Abbildung 2.2: Beispiele fiir eine UC-Schleife und eine IL-Schnittmenge.

Geméf Definition [2.1}}(a)| sind reine U-Schleifen oder C-Schleifen, also Schleifen, welche nur aus
Zweigen mit Spannungsquellen oder nur aus kapazitiven Zweigen bestehen, keine UC-Schleifen.
Andererseits sind reine I-Schnittmengen oder L-Schnittmengen, also Schnittmengen, welche nur
aus Zweigen mit Stromquellen oder nur aus induktiven Zweigen bestehen, geméfl Definition @
IL-Schnittmengen.

Im Folgenden wird nun zusétzlich vorausgesetzt, dass das elektrische Netzwerk keine reinen U-
Schleifen und keine reinen I-Schnittmengen besitzt. Ansonsten konnten beispielsweise bei unab-
héngigen Quellen die Kirchhoffschen Gesetze nicht erfiillt sein. Diese Voraussetzung wurde von [21],
Theorem 1.1] bzw. [17, Abschnitt 5.1.2.1, Seite 206, well-posed circuit] iibernommen.

Es soll nun eine Méglichkeit angegeben werden, mit der die vorhergehenden Eigenschaften, mit
Hilfe der Inzidenzmatrix A iiberpriift werden konnen. Geméfl Lemma besitzt das elek-
trische Netzwerk genau dann keine UC-Schleifen, wenn die Matrix (A¢, Ay) vollen Spaltenrang

!Die Grafik von Abbildung [2.2a] wurde aus [I7, Abschnitt 5.4.1, Example 2, Fig. 5.2, Seite 229] entnommen.
’Die Grafik von Abbildung [2.2b[ wurde aus [17, Abschnitt 5.4.1, Example 3, Fig. 5.3, Seite 231] entnommen.
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besitzt, d.h. wenn rang(A¢, Ay) = be + by gilt. Weiters gibt es genau dann keine U-Schleifen,
wenn die Matrix Ay vollen Spaltenrang besitzt, d.h. wenn rang(Ay) = by gilt. Geméafl Lem-
ma besitzt das elektrische Netzwerk genau dann keine IL-Schnittmenge, wenn die Ma-
trix (Ag,Ac, Ay) vollen Zeilenrang besitzt, d.h. wenn rang(Ag, Ac, Ay) = n — 1 gilt. Weiters
gibt es genau dann keine I-Schnittmenge, wenn die Matrix (Ag, Ac, Ar, Ay) vollen Zeilenrang
besitzt, d.h. wenn rang(Ag, Ac, A, Ay) =n — 1 gilt.

Kirchhoffsche Gesetze

GeméB der Struktur der Inzidenzmatrix A in (2.1) werden nun zeitabhéngige Spaltenvektoren
definiert, welche die Zweigstrome und die Zweigspannungen des elektrischen Netzwerkes enthalten

1(t) — (iR<t)T, ic<t>T, iL(t)T, iU(t)T, i[(i)T)T c RbR+bo+bL+bU+bI — Rb ’

u(t) == (ug(®) ", uct) ", uL(t) " up(t) L u(t) ") € Rortbotbitbutts — Rb (2.3)

wobei fiir ¢ € {R, C, L,U, I} die Vektoren iy(¢) und u,(¢) nur dann in i(¢) und u(¢) enthalten sind,
wenn by > 1 gilt. Ist beispielsweise by, = 0, dann sind die Vektoren i (¢) und uz(¢) in i(¢) und u(t)
nicht enthalten.

Mit dieser Konvention der Zweigstrome und Zweigspannungen kénnen nun die Kirchhoffschen
Gesetze formuliert werden, welche die Grundlage zur Analyse elektrischer Netzwerke liefert. Es
handelt sich dabei um die Knotenregel und die Maschenregel. Diese GesetzméBigkeiten ergeben
sich bei stationédren oder quasistationdren Vorgéngen aus der Voraussetzung, dass das elektrische
Feld wirbelfrei ist und aus dem Kontinuitétsgesetz fiir elektrische Stromungsfelder.

Die Kirchhoffsche Knotenregel liefert eine Aussage iiber die Strome der Zweige, welche in einem
Knoten zusammengeschaltet sind. Es gilt, dass die Summe der von einem Knoten abflieBenden
Strome in jedem Zeitpunkt gleich Null ist, wobei zuflieBende Strome negativ einzusetzen sind.
Die Zéahlweise ob ein Strom zu- oder abflieend ist, ergibt sich aus der gewéhlten Richtung des
Zweiges. Mit der Inzidenzmatrix A gemif und dem Stromvektor i(t) geméB (2.2), kann die
Kirchhoffsche Knotenregel auch folgendermafien angegeben werden

A-i(t)=0. (2.4)

Geméfl Lemma [1.5](b)| erhélt man hiermit (n — 1) linear unabhéngige Gleichungen. Die Kirchhoff-
sche Maschenregel bezieht sich auf die Zweigspannungen einer Schleife bzw. Masche. Es gilt, dass
bei einem elektrischen Netzwerk die Summe der Zweigspannungen in einer Schleife, in jedem Zeit-
punkt gleich Null ist, wobei die Zweigspannung negativ einzusetzen ist, falls die Zahlpfeilrichtung
der Zweigspannung nicht mit der Durchlaufrichtung der Schleife iibereinstimmt. Fiir 1 < i < (n—1)
sei e;(t) die zeitabhéngige Knotenspannung des Knotens k;, bezogen auf das Bezugspotential am
Bezugsknoten kg, wobei der Knotenspannungszahlpfeil von e;(t) von k; nach kg zeigt (siche Ab-
bildung auf Seite [18). Es werden nun alle Knotenspannungen e;(¢) der Knoten k; in einem
Knotenspannungsvektor e(t) € R zusammengefasst. Nachdem das elektrische Netzwerk als
zusammenhéangend vorausgesetzt wurde, ist es nun moglich, jede Zweigspannung im elektrischen
Netzwerk, mit Hilfe der Kirchhoffschen Maschenregel zu beschreiben. Die Durchlaufrichtung der
Schleife, zur Beschreibung einer Zweigspannung, stimmt hierbei mit der gewéahlten (Zahlpfeil-)
Richtung des Zweiges iiberein. Mit der Inzidenzmatrix A geméf und dem Spannungsvektor
u(t) gemaf (2.3)), gilt folgender Zusammenhang zwischen Zweigspannung und Knotenspannung

u(t)—AT-e(t) = 0. (2.5)
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2.1.2 Elemente im elektrischen Netzwerk

In diesem Abschnitt wird ein Uberblick iiber die Elemente des elektrischen Netzwerkes fiir das
Knotenspannungsverfahren gegeben. Hierbei soll mit der Beriicksichtigung von nichtlinearen und
zeitvarianten Elemente, sowie unabhéngigen und gesteuerten Quellen ein grofler Anwendungsbe-
reich abgedeckt werden. Die Beschreibung von resistiven, kapazitiven und induktiven Elementen
muss allerdings mit geeigneten explizite Gleichungen moglich sein. Dabei werden u.a. Funktionen
vorausgesetzt, welche global definiert sind und z.B. Eigenschaften wie stetige Differenzierbarkeit
besitzen. Dabei sei angemerkt, dass stetige Differenzierbarkeit auf einer Definitionsmenge, auch
Stetigkeit impliziert. Diese Voraussetzungen gewéhrleisten dann auch den Einsatz geeigneter nu-
merischer Verfahren zur Losung des Knotenspannungsverfahrens. Bei der numerischen Losung
liegt in weiterer Folge allerdings der Fokus auf dem modifizierten Knotenspannungsverfahren.

Es sei aber darauf hingewiesen, dass in den Anwendungen auch Modelle interessant sein kénnen,
welche diese globalen Eigenschaften nicht erfiillen, wie beispielsweise Elemente dessen Kennlinien
stiickweise definiert sind oder Elemente bei denen nur lokale Beschreibungen existieren. Hierauf
wird im Folgenden nicht weiter eingegangen und im wesentlichen miissten diese Spezialfille einzeln
analysiert werden, speziell auch hinsichtlich der Auswahl geeigneter numerischer Methoden.

Kapazitive Elemente

Die elektromagnetische Beziehung von kapazitiven Elementen, ist durch folgende Differentialglei-
chung gegeben

_dqe(?)

ic(t) = ST (2.6)

wobei q¢(t) den Ladungen und ic(t) den Stromen in den Zweigen der kapazitiven (konzentrierten)
Elementen entspricht. Im Allgemeinen konnte das Verhalten kapazitiver Elemente iiber eine stetig
differenzierbare Funktion

go i RPOXR" xR — R" : (q,u,t) = go(q, u,t)
d.h. go € CH(Rb xR xR, R") (siche Satz und die folgende implizite Gleichung

go(qe(t),uc(t),t) =0, (2.7)

beschrieben werden. Im Folgenden wird nun aber vorausgesetzt, dass die Ladung der kapazi-
tiven Zweige, durch eine Funktion dargestellt werden kann, welche abhéngig von den kapazi-
tiven Zweigspannungen und der Zeit ist. D.h. es existiere eine stetig differenzierbare Funktion
Yo € CHRPe xR, Rb), mit

Yo : ROXR — R : (u,t) — v (u,t) |
und es gilt

qo(t) = ve(uc(t), 1) - (2.8)

Fiir Knotenspannungsverfahren wird eine explizite Darstellung gemif Gleichung benotigt.
Falls eine implizite Darstellung geméafl Gleichung existiert, so sei darauf hingewiesen, dass bei
Erfiillung der Voraussetzungen von Satz [1.11] d.h. fiir einen Punkt (qq,ug,t)" € R xR xR
gelte insbesondere g (qo, g, to) = 0 und det(Jq; g (do, o, to)) # 0, zumindest eine lokale Darstel-
lung g = ¥¢0.(u, t) um den Punkt (qg,ug,%)" existiert.

Wird nun Gleichung in Gleichung eingesetzt und definiert man f(t) = (uc(t)",t)7,
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dann fiithrt die Anwendung der Kettenregel (geméf Satz auf v(f(¢)) und die Verwendung
der partiellen Jacobi-Matrizen (geméf Definition |1.10]), zu folgender Gleichung

ie(t) = < voluc(t),

= 3, (£(1)) - Je(1)

= Ty (uc(t). 1) dugt(t)

| d“dct(” 3o (uelt) ) (2.9)

T (u0(t), ) - 1

= C(uc(t),1)

Hierbei kann J; . (uc(t),t) # 0 nur auftreten, wenn es zeitvariante kapazitive Elemente im elek-
trischen Netzwerk gibt. Weiters wird die Matrix C(u,t) := Jy 4.(u,t) in Gleichung (2.9) als
Kapazitédtsmatrix bezeichnet und es gilt

E) E)
;fl’l (u,t) ... 81(;; (u,t)
C(u,t) := : : € Rbexbe (2.10)
Ovc, e,

Wenn die kapazitiven Elemente im elektrischen Netzwerk ungekoppelt sind, dann ist die Kapazi-
tatsmatrix C(u,t) eine Diagonalmatrix. Falls die Beschreibung der kapazitiven Elemente gemifl
Gleichung linear und zeitinvariant ist und somit v (u,t) = y-(u) = C-u gilt, dann ist die
Kapazititsmatrix C(u,t) = C € R*b¢ konstant.

Induktive Elemente

Abgesehen von unterschiedlichen Indizes und Variablenbezeichnungen stimmen die mathemati-
schen Eigenschaften und Uberlegungen von kapazitiven und induktiven Elementen iiberein. Ins-
besondere gilt dies auch fiir die Beschreibung von induktiven Elementen durch implizite Gleichun-
gen. Im Folgenden werden allerdings nur jene Eigenschaften von induktiven Elementen angegeben,
welche fiir Knotenspannungsverfahren benotigt werden. Im Anschluss werden als Anwendungsbei-
spiele, die Gleichungen von zwei gekoppelten Spulen angegeben, sowie die Approximation eines
idealen Ubertragers gezeigt, da fiir Knotenspannungsverfahren die Implementierung eines idealen
Ubertragers mit Kopplungsfaktor 1 nicht moglich ist.

Die elektromagnetische Beziehung von induktiven Elementen, ist durch folgende Differentialglei-
chung gegeben

uL(t) = d¢st(t) )

(2.11)

wobei ¢ (t) dem magnetischen Fluss und uy(¢) den Spannungen in den Zweigen der induktiven
(konzentrierten) Elementen entspricht. Im Folgenden wird nun vorausgesetzt, dass der magnetische
Fluss der induktiven Zweige, durch eine Funktion dargestellt werden kann, welche abhéngig von
den induktiven Zweigstromen und der Zeit ist. D.h. es existiere eine stetig differenzierbare Funktion
~v; € CHR: xR, R"), mit

v REXR — R : (i, t) = v, (i, 1) ,
und es gilt

¢r(t) =y, (1L(t),1) . (2.12)
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Wird nun Gleichung (2.12)) in Gleichung (2.11]) eingesetzt, so erhélt man

S L in(t), 1
_ : di (¢)
= T, (1), 0) -

dip (t) ,
2 Ti (i (), ) (2.13)

llL(t) =

= ORI

= L(i(t), 1) -

Hierbei kann Jy -, (i(t),t) # O nur auftreten, wenn es zeitvariante induktive Elemente im elektri-
schen Netzwerk gibt. Weiters wird die Matrix L(i, t) := J; 4, (i,¢) in Gleichung (2.13) als Induk-
tivitdtsmatrix bezeichnet und es gilt

0 0 .
TE ) L GEGL)
L(i,t) := : : € Rbrxbr (2.14)
8’YL,bL (i t) a’YL,bL (i t)
di1 ’ T 3ibL ’

Wenn die induktiven Elemente im elektrischen Netzwerk ungekoppelt sind, dann ist die Indukti-
vitdtsmatrix L(i,¢) eine Diagonalmatrix. Falls die Beschreibung der induktiven Elemente geméf3
Gleichung linear und zeitinvariant ist, und somit ~;(i,t) = (i) = L-1 gilt, dann ist die
Induktivitidtsmatrix L(i, t) = L € RP2*’% konstant.

Linearer Ubertrager:

Fiir gekoppelte Induktivitéiten ist folgende Beziehung zwischen Strom und Spannung bekannt (fiir
eine physikalische Begriindung der Bauteilbeziehungen sei z.B. auf [23] Abschnitt 7.2] verwiesen):

dig, (7) 4o i (t)

ug, () = Ly - —— sl (2.15a)
dig, (¢ dig, (1
ury(t) = o 00 g, dll), (2.150)

Hierbei entsprechen L, Ly den Selbstinduktivitdten der Spulen 1 und 2 und M der Gegeninduk-
tivitéit des Spulenpaares. Die Gleichungen gelten unter den Zahlpfeilen, welche in Abbildung 23]
angegeben sind. Die Punkte bei den Spulen in Abbildung geben eine Information iiber den
gemeinsamen Bezugssinn der Verkettungsfliisse, welcher vom Wicklungssinn der Spulen abhéngt.
In den Gleichungen und gilt M >0 bei gleichem Wicklungssinn und M <0
bei entgegengesetztem Wicklungssinn Sollte bei einer Schaltung in Abbildung ein Zahl-
pfeil umgedreht werden, so muss bei dieser Grofie in den Gleichungen und das
Vorzeichen geédndert werden.

iLa(t) J’L i (t) in® M ()
O O
uLl(t)| upo(t) U (t) L L, u(t)
O O
(a) Gleicher Wicklungssinn (b) Entgegengesetzter Wicklungssinn

Abbildung 2.3: Schaltzeichen und Zahlpfeile zweier gekoppelter Induktivitdaten.
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Wie in [23, Abschnitt 3.1.3.1] erldutert, gelten fiir die Selbstinduktivitéten Ly, Ly >0 und fiir die
Gegeninduktivitit M? < L;-Lo. GemiB [23, Abschnitt 7.2.4.1] wird der Kopplungsfaktor & durch
die Gleichung M = k-+/L; - Ly definiert und es gilt |k| < 1. Wird in den Gleichungen und
die Beziehung eingesetzt und nach der Variable ¢ integriert (mit Integrationskon-
stante Null), dann erhélt man folgende Darstellung geméf der Bezichung

¢L1 (t) = L1 . iL1 (t) + M - iL2<t) s (216&)
Gr,(t) =M -ir, (t) + Lo - ig, () . (2.16b)

Approximation des idealen Ubertragers:

Geméf [23, Abschnitt 3.1.3] bzw. [23, Abschnitt 7.2] kénnen aus den Gleichungen ((2.15a)) und
(2.15Dbf), die nachfolgenden Gleichungen des idealen Ubertragers hergeleitet werden

ur, (t) =t -ug,(t), (2.17a)
ir,(t) = —% cir,(t) (2.17b)

wobei Ut =4,/ f—; dem Ubertragungsverhiltnis entspricht, mit dem selben Vorzeichen wie M.

Die algebraischen Gleichungen (2.17al) und (2.17bf), entsprechen geméfl Gleichung (2.18)), einem

resistiven Element in impliziter Darstellung. Nachdem bei Knotenspannungsverfahren, fiir resis-
tive Elemente, eine Beschreibung durch explizite spannungsgesteuerte algebraische Gleichungen
benétigt wird, kann der ideale Ubertrager nicht als resistives Element implementiert werden.

Ein idealer Ubertrager kann aber approximiert werden, wenn M? = L - Ly gilt und wenn bei
gleichbleibenden Ubertragungsverhéltnis i, /L1 - Ly > 1 gilt. GeméaB [23, Abschnitt 3.1.3.1] wiir-
de unter diesen Bedingungen, der ideale Ubertrager folgen, wenn der Grenzwert /L; - Ly — 00
gebildet wird.

Resistive Elemente

Als resistive Elemente werden jene Elemente im elektrischen Netzwerk bezeichnet, welche eine
algebraische Beschreibung zwischen resistiven Zweigspannungen und Zweigstromen besitzen (al-
gebraisch bedeutet insbesondere, dass die Beschreibung keine Differentialquotienten enthélt). Im
Allgemeinen kénnte das Verhalten resistiver Elemente iiber eine stetig differenzierbare Funktion
gr € CY (R xR xR, R’?) und die folgende implizite Gleichung

gR(uR(t),iR(t),t) =0 s (218)
beschrieben werden. In Knotenspannungsverfahren wird hingegen eine Beschreibung der resistiven
Elemente vorausgesetzt, bei der die resistiven Zweigstrome von den resistiven Zweigspannungen
und der Zeit abhingen. D.h. es existiere eine stetig differenzierbare Funktion v, € C*(R*® xR, R%r)
mit

vpREXR — R : (u,t) = yp(u,t),
und es gilt
ir(t) = Yr(ur(t),1) . (2.19)

Durch eine explizite Darstellung der resistiven Elemente gem#f Gleichung (2.19)), kénnen nun
beispielsweise lineare ohmsche Widerstédnde, ein Gyrator mit Gyratorkonstante g > 0 der Form

iGyrl (t) = g - UGyr, (t> ’
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iGyrz (t) = — g UGgyr (t) ’

oder Dioden, welche durch die Shockley Gleichung mit reellen Konstanten Iy, Uy

in(t) = I - (exp (“?]it)) . 1)

definiert sind, beriicksichtigt werden.

Bei der Anwendung von numerischen Methoden auf das modifizierte Knotenspannungsverfahren
zeigt sich, dass die partielle Jacobi-Matrix Jy . (u,t) benotigt wird (siche Kapitel . Dies moti-
viert zur Definition der Leitwertsmatrix G(u, t) := Jy 4, (u,t), mit der Darstellung

0 0
pr(wt) o G ()
G(u,t) := : : € Rbr*0r (2.20)
0 o
Db (u,r) L ()

Wenn die Beschreibung der resistiven Elemente geméf Gleichung (2.19)) linear ist, dann ist die
Leitwertsmatrix G(u,t) = G € R’#*’r konstant. Die Leitwertsmatrix G(u,t) ist zudem eine
Diagonalmatrix, wenn die Leitwerte im elektrischen Netzwerk ungekoppelt sind.

Strom- und Spannungsquellen

In Knotenspannungsverfahren kénnen unabhéngige oder gesteuerte Strom- und Spannungsquellen
beriicksichtigt werden. Fiir den allgemeinen Fall der gesteuerten Quellen, konnten diese im Allge-
meinen von jedem Zweigstrom- oder Zweigspannung abhéingig sein. Die Abhédngigkeit der Strom-
und Spannungsquellen sei hierbei durch die Funktionen

ug : RPXRY xR xR xR — R™ : (w,i¢, i, iy, t) = ug(u,ic, iz, iy, 1) ,

ig : REXRY xR xR xR — R : (u,i¢, iz, iy, t) = ig(w, ic, iz, iy, t)

beschrieben. Es sei darauf hingewiesen, dass eine Abhéngigkeit von Stromen aus resistiven Zweigen
oder von Zweigen mit Stromquellen, durch die angegebenen Variablen, auch beriicksichtigt wird.
Sollten in einem elektrischen Netzwerk keine gesteuerten Quellen vorhanden sein, dann kann die
Quellenbeschreibung vereinfacht durch zeitabhéingige Funktionen ug : R — R : ¢ + ug(t) und
ig : R — RY : ¢ — ig(t) dargestellt werden.

Mit der Beschreibung der Quellen folgt dann im allgemeinen Fall

uU(t) = uQ(u(t)>iC(t)aiL(t)aiU(t)>t) ) (221)
i[(lf) = iQ(u(t),ic(t),iL(t),iU(t),t> . (222)

Gewohnlich hingt eine gesteuerte Strom- oder Spannungsquelle nur von einer Variable ab. In
diesem Fall unterscheidet man zwischen spannungsgesteuerten Spannungsquellen (engl.: voltage-
controlled voltage sources, Abk.: VCVS), stromgesteuerten Spannungsquellen (engl.: current-controlled
voltage sources, Abk.: CCVS), spannungsgesteuerten Stromquellen (engl.: voltage-controlled cur-
rent sources, Abk.: VCCS) und stromgesteuerten Stromquellen (engl.: current-controlled current
sources, Abk.: CCCS).

Passivitit

Die nachfolgende Definition definiert den Begriff der positiven Definitheit fiir quadratische Matri-
zen. Dabei sei hingewiesen, dass in dieser Definition, die Matrix nicht symmetrisch sein muss.
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Definition 2.2 (positive Definitheit):
Seien m,n € N.

(a) Fine Matriz M € R™*™ heifit genau dann positiv definit, wenn fir alle v.e R™\ {0}
v -M-v >0

gilt.

(b) Sei D C R™ und M : D — R™™ : x s M(x) eine von dem Parameter x € D abhingige
Matriz M(x). M ist genau dann positiv definit, wenn fiir alle x € D und fiir alle v e R™\ {0}

v -M(x)v >0

gilt (d.h. wenn M(x) punktweise positiv definit ist).

Die kapazitiven, induktiven oder resistiven Elemente im elektrischen Netzwerk werden strikt lokal
passiv genannt, wenn die den Elementen entsprechende Kapazitiéts-, Induktivitats- oder Leitwerts-
matrix geméf Definition [2.2}(b)| positiv definit sind. Die physikalischen Eigenschaften, welche sich
aus der Definitheit oder anderen Voraussetzungen ergeben (wie z.B. Reziprozitét), konnen in [7]
nachgelesen werden. Es sei auch darauf hingewiesen, dass aus der Eigenschaft der positiven De-
finitheit einer Matrix, auch stets die Invertierbarkeit der Matrix folgt. Fiir eine positive definite
Matrix M € R™ ™ gilt ndmlich fiir dessen Kern, ker(M) = {x € R™ : M- x =0,,} = {0,,}.

2.2 Modifiziertes Knotenspannungsverfahren (MKV)

Mit den Grundlagen aus Unterkapitel ist es nun moglich das MKV zu formulieren. Das MKV
zeichnet sich vorallem dadurch aus, dass eine grofie Klasse elektrischer Netzwerke schnell und auto-
matisiert modelliert werden kann. Ein Hauptanwendungsbereich ist beispielsweise die Simulation
integrierter Schaltungen. Den Kompromiss den man dabei eingeht ist, dass das MKV differentiell-
algebraische Gleichungen (DAG) liefert und hierfiir geeignete numerische Verfahren benotigt wer-
den. Alternativ wére es auch moglich viele Anwendungen elektrischer Netzwerke, mit Hilfe der
Graphentheorie durch explizite Differentialgleichungssysteme zu modellieren. Explizite Differen-
tialgleichungssysteme sind numerisch einfacher zu losen, allerdings kann diese Modellierung des
elektrischen Netzwerkes, bei Vorhandensein von nichtlinearen Elemente, im Allgemeinen nicht
automatisiert werden.

2.2.1 Herleitung

Die Grundlagen dieses Unterkapitels wurden aus [17, Abschnitt 5.2] und [2I] entnommen. In [17]
werden zudem auch weitere Knotenspannungsverfahren analysiert, wie z.B. die Node Tableau Ana-
lysis und die Augmented Nodal Analysis.

Zusammenfassung der Voraussetzungen und Notationen zur Erstellung des MKV

Zunéchst werden die wesentlichen Voraussetzungen und Notationen aus Unterkapitel zusam-
mengefasst. Geméfl Abschnitt [Allgemeine Voraussetzungen] sei ein zusammenhéngendes elektri-
sches Netzwerk, mit b Zweigen {z1, ..., 2,} ohne Eigenschleifen, und n Knoten {ko, k1, ..., kn_1}
gegeben, wobei kg der Bezugsknoten sei. Hierbei gelten zudem die Nummerierungen und die Be-
zeichnungen geméfl Abschnitt [Konvention zur Nummerierung der Knoten und Zweigd, d.h. ins-
besondere besitze das elektrische Netzwerk bg resistive Zweige, bo kapazitive Zweige, by, induktive
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Zweige, by Zweige mit gesteuerten und ungesteuerten Spannungsquellen und b; Zweige mit ge-
steuerten und ungesteuerten Stromquellen, wobei b = bg + b + by, + by + by gelte. Geméafl dem
Abschnitt {[nzidenzmatriaf erhélt die Inzidenzmatrix somit folgende Darstellung (siehe ([2.1]))

A = (AR>A07AL7AU7AI) , mit Ay € RV fijy ¢ € {R,C,L,U,I}.

Weiters sei geméfl Abschnitt 1UC-Schleifen und [L- Schnittmengen| vorausgesetzt, dass das elek-
trische Netzwerk keine reinen U-Schleifen und keine reinen I-Schnittmengen besitzt
GeméiB dem Abschnitt [Kirchhoffsche Gesetzd kann nun mit den Vektoren (siehe (2.2) und (2.3))

i(t) == (ir(t) ", ic() ", in(t) T ip() T, if (1) ") T € RomHberbetbutn — Rb)

u(t) := (up(t) ", uc(t) ", uL(t) ", up(t) L, ur(t) ") € Rortbotbotbutir — Rb

die Knotenregel mit A-i(t) = 0 formuliert werden und der Zusammenhang zwischen Zweigspan-
nungsvektor u(¢) und Knotenspannungsvektor e(t) ist durch u(t) — A7-e(t) = 0 gegeben.

Es folgen nun noch die wesentlichen Voraussetzungen aus Unterkapitel . Fir ¢ € {R,C, L}
seien stetig differenzierbare Funktionen ~, : R% xR — R¥ gegeben, sodass qc(t) = vo(uc(t), t),
¢ (t) =~ (L(t),t) und ig(t) = vg(ur(t), t) gelte. Weiters beschreiben zudem Funktionen ug und
ig das Verhalten der Zweige mit unabhéngigen und gesteuerten Spannungs- und Stromquellen.

NTA, ANA und grundlegende Gleichungen des MKV

Der Ausgangspunkt bei der Herleitung des MKV bilden die Grundgleichungen der Node Tableau
Analysis (NTA) (2.23]), wobei die Begriindung der Gleichungen im Anschluss erfolgt.

d

O = 34 — (vo(uc(t),t) —ic(t) (2.23a)
0y, = (;it(%(lL(t) t)) —ug(t), (2.23b
0p, = ir(t) — Yr(ur(t).t) (2.23c
0y, = uy(t) —ug(A'-e(t),ic(t),iL(t),iv(t),t) (2.23d
0y, = ir(t) — i(AT-e(t), ic(t), in(), i (1), 1) | (2.23¢
0,1 = Apig(t) + Ap-ir(t) + Ac-ic(t) + Ap-ip(t) + Ar-if(t) , (2.23f

Y

OszuR()—AT e(t

) (2.
0y = uc(t) — Ag-e(t) , (2.23h
0, =up(t) — Ap e(t) , (2.23i
Oy, = up(t) — Aj-e(t) (2.23]
O, = us(t) — A -e(t) . (2.23k

Gleichung (2.23al) entspricht den Gleichungen der kapazitiven Elemente geméfl (2.6) und (]: :
Gleichung ([2.23b]) entspricht den Gleichungen der induktiven Elemente gemif - ) und (]z
Die resistiven Elemente werden in Gleichung ([2.23(] gemaﬁ - beruckswhtlgt Die Gleichungen
der Quellen und entsprechen ([2.21)) und . Gleichung (|2 entspricht den
Kirchhoffschen Knotengleichungen gemé8 (2.4) und die Gleichungen (2.23¢] bis (2.23k)) entspre-
chen dem Zusammenhang zwischen Zweig- und Knotenspannungen geméf ED

Es kénnen nun einige Variablen des Gleichungssystems eliminiert werden, ohne die Struktur
des Modells wesentlich zu &ndern. Dies fithrt dann zu den Grundgleichungen der Augmented Nodal
Analysis (ANA) (2.24)), wobei die Begriindung der Gleichungen im Anschluss erfolgt.

0y = C(lit (vo(ue(t), 1) —ic(t) , (2.24a)
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0,, = %(VL(iL(t),t)) —Aj-e(t), (2.24b)
0,1 = Ar-Yr(Aj-e(t),t) + Ap-ip(t) + Ag-ic(t) + Ay-ip(t) +

+ Ar-ig(AT-e(t),ic(t),iL(t),iv(t),t) , (2.24c)

Op. = uc(t) — Al-e(t), (2.24d)

0y, = Aje(t) —ug (AT e(t),ic(t),ir(t),iv(t),t) . (2.24¢)

Wird in Gleichung uy(t) durch die Beziehung ersetzt, so fiihrt dies zu Glei-
chung (2.24b). Werden die Beziehungen von ix(t) und i;(¢) gemd8 (2.23d) und in Glei-
chung eingesetzt und wird zudem ug(t) durch die Beziehung ([2.23c)) ersetzt, so fiihrt dies
zu Gleichung . Wird in Gleichung uy (t) durch die Beziehung ersetzt, so fithrt
dies zu Gleichung . Gleichung wird nicht bendétigt, da uy(t) ggf. nur fiir gesteuerte
Quellen benétigt wird und dies wird in den Funktionen ig bzw. ug durch das Argument AT e(t)
beriicksichtigt.

Ausgehend von den Gleichungen (2.24) kénnen nun folgende Grundgleichungen des modifizierten
Knotenspannungsverfahrens abgeleitet werden. Hierfiir wird zunéchst in Gleichung (2.24a) uc(t)
durch die Beziehung (2.24d)) ersetzt. Diese Gleichung wird nach ic(¢) umgeformt und in die Glei-

chungen ([2.24d) und ([2.24€)) eingesetzt. Dies fithrt zu den MKV Grundgleichungen ([2.25)), mit den
Unbekannten (e(t)T,i (¢)T,iy(t)T)T € Rr-1+botbu,

d . .
On—l = AC‘ E (WC(AE« e(t), t)) + AR' ’}/R(AE e(t), t) + AL' lL(t) + AU' 1U<t) +

+ Arig(AT-et), & (e (AL (1), ). ix(0),iu(0).1)
d

0, = E(VL(iL(t)at)) — A e(t),

0, = AJ-e(t) — ug(AT-e(t), %(MAE-e<t>,t>>,iL<t>,iU<t>,t) .
Ausgehend von den Gleichungen kénnen nun die Gleichungen des konventionellen MKV und
des ladungsorientierten MKV angegeben werden. Hierbei wird in den Anwendungen bei nichtli-
nearen kapazitiven oder induktiven Elementen meist das ladungsorientierte MKV bevorzugt, da
bei diesem Modell u.a. das Prinzip der Ladungserhaltung besser erfiillbar ist (dies ist beispielswei-
se bei Switched-Capacitor Anwendungen oder bei Ladungspumpen erforderlich). Weitere Details
konnen in [12], Kapitel I, Abschnitt 3-4] nachgelesen werden.

(2.25)

Konventionelles modifiziertes Knotenspannungsverfahren

Wird in den Gleichungen ([2.25)) die zeitliche Ableitung gemaf (2.9) und (2.13)) ausgefiihrt, dann
fiihrt dies zum konventionellen MKV (2.26)), mit den Unbekannten (e(t)',i,(¢)7,ipy(t)")" €

Rnfl+bL +bU

0,1 =Ac- C(Al-e(t), 1) Al - dz(tt) + Ao T (AL e(t),t) + Ap-yr(Ag e(t),t) +
AL iL(t) + Ap-in(t) + Apig (AT. e(t), %(%(Ag. e(t),1)),i(t), ip(t), t) ,
0, =L (0).)- T2 3, Gu(e).0) - AT-e(r). (2.26)

0, = AG-elt) —ug(AT-e(t), T (1e(AL-e(t). 1), in(1) (1))
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Dabei ist geméf C(Al-e(t),t) € Rbexbe die Kapazitdtsmatrix, ausgewertet im Punkt
(Al-e(t),t) € Rb¢ x R, sowie gemaB (2.14) L(iz(t),t) € R’2*’t die Induktivitditsmatrix, ausge-
wertet im Punkt (i (t),t) € R* x R. Weiters treten die Vektoren J;...(Al-e(t),t) € R’ oder
Ji.n (in(t),t) € R nur auf, wenn zeitvariante Kondensatoren oder Induktivititen im elektrischen
Netzwerk vorhanden sind.

In werden in den Funktionen ig und ug, die Abhéngigkeit der kapazitiven Strome, durch
% (fyc(Ag- e(t), t)) beriicksichtigt. Es sei angemerkt, dass die Abhéangigkeit der kapazitiven Strome

auch durch A/l d‘;it) beriicksichtigt werden kann, sofern man die Funktionen ig und ug, gemés

den Beziehungen (2.9) und uc(t) = A/l- e(t) anpasst.

Ladungsorientiertes modifiziertes Knotenspannungsverfahren

Wird das Gleichungssystem ([2.25)) mit den Gleichungen (2.8]) und (2.12]) erweitert, dann fiithrt dies

zum ladungsorientierten MKV (2.27)), mit den Unbekannten (e(¢)",ip(t)",ip(t)",qc(t) ", &, (1)) " €
Rn—1+bL+bU+bc+bL .

01 = Ac: dq§t<t) + Ar-Yr(AL-e(t),t) + Ap-ip(t) + Ap-ip(t) +
+A,-iQ<AT-e(t),(mst@,iL(t),iU(t),t) ,
d
0y, = %@ —Aj-e(t), (2.27)
qu(t)

0b, = Al e(t) — ug (AT-e(t), c ,iL(t),iU(t),t> ,

0p. = qc(t) —vo(Ad-e(t), 1),
0y, = @ (t) —yr(ir(t),t) .

Das ladungsorientierten MKV wird bei der numerischen Berechnung vor allem dann bevorzugt,
wenn das elektrische Netzwerk nichtlineare kapazitive oder induktive Elemente besitzt. Mathema-
tisch sind die Gleichungssysteme (2.26)) und ([2.27]) Aquivalent, es zeigt sich aber beispielsweise bei
der Verwendung numerischer Methoden, dass das in vielen Anwendungen benotigte Prinzip der
Ladungserhaltung, mit besser erfiillt werden kann.

Struktur des MKV bei zeitinvarianten Elementen und unabhingigen Quellen

Die Grundgleichungen der MKV sind in einer sehr allgemeinen Form angegeben, welche
u.a. nichtlineare und zeitvariante resistive, kapazitive und induktive Elemente, sowie gesteuerte
Quellen beriicksichtigen. Haufig sind aber elektrische Netzwerke mit zeitinvarianten resistiven,
kapazitiven und induktiven Elementen von Interesse, d.h. fiir £ € {R, C, L} werden die Elemente
durch Funktionen ~y, : R* — RY beschrieben (anstatt mit v, : R¥¢xR — R). Weiters wird
angenommen, dass lediglich unabhéngige Quellen im elektrischen Netzwerk vorhanden sind. D.h.
die Funktionen fiir die Quellen ug : R — R% und ig : R = R’ sind lediglich zeitabhingig.

Wird mit x(¢) := (e(t)",i (t)",ig(t)")" € R*1+0e+bu der Vektor der Unbekannten bezeichnet,
dann besitzen die Grundgleichungen der MKV folgende kompakte Darstellung

3 4x(®) +£(x(1)) + b(t) =0, (2.28)
mit den gegebenen Funktionen
Ac-vc(Ad-e)
q: Rn_l X RbL X RbU — Rn_1+bL+bU : (e, iL7 IU) — q(e, iL7 lU) = 7L<1L> ,
0y,
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AR' ’YR(AE 6) + AL' iL + AU' iU

f: R IR xRV — RPIHLH00 - (e i i) > f(e,ip,ip) = ~Aj-e
Al-e
Apig(t)
b:R — Rt ¢ b(t) = 0,
—ug(t)

Wird in (2.28)) die Zeitableitung durchgefiihrt, so erhélt man mit Hilfe der Kettenregel (gemifl
Satz , folgende kompakte Darstellung des konventionellen MKV ([2.26))
dx(t)

M(x(t)) - == + £(x(1)) + (1) = 0, (2.29)

wobei d’;—gt) =4 ((e®)",ir()",ig(t)")") gelte und sich M(x) € R~ 1+betbu)x(n=1+botbu) mit Hilfe

der partiellen Jacobi-Matrix (geméfl Definition [1.10)) folgendermafien berechnen lasst

M(X> = M(e> iL7 iU) = Jq(e> iL7 iU) = (Je;q<ea iL7 iU)7 JiL;q<ea iL> iU)7 JiU;q(ea iL7 iU))
AC' C<A—|C—’ e)' Ag O(nfl)XbL O(nfl)xbU
= Obe(nfl) L<iL> 0y, xbys
ObUX(n—l) ObUXbL ObUXbU

Die Gleichungsstruktur von ([2.29) entspricht somit jener, einer quasilinearen DAG geméaf} (1.12]).

2.2.2 DAG Index fiir MKV Gleichungen

Der nachfolgende Satz liefert eine Aussage dariiber, unter welchen Voraussetzungen das konven-
tionelle MKV und das ladungsorientierte MKV einen (Differentiation-)Index < 2 garantieren
(siehe Definition [1.15). In [2I, Abschnitt 2] wird auch darauf hingewiesen, dass fiir den Satz der
Tractability-Inder mit dem Differentiation-Index iibereinstimmt.

Satz 2.3 (Index von MKV, siehe [I7, Abschnitt 5.4.2, Theorem 5.2] und [21, Abschnitt 2, Theo-
reme 2.1 und 2.2]):

Es sei ein elektrisches Netzwerk gegeben, welches die Voraussetzungen aus Unterkapitel er-
fillt (siehe auch Abschnitt [Zusammenfassung der Voraussetzungen und Notationen zur Erstel
llung des MKV|" in Unterkapitel [2.2.1)). Dieses elektrische Netzwerk bestehe aus kapazitiven, in-
duktiven und resistiven Elementen, sowie ungesteuerten Quellen (d.h. anstatt und
gilt uy(t) = ug(t) und i;(t) = ig(t)). Die Kapazititsmatriz C(u,t) (gemdf (2.10)), Induktivi-
tiatsmatriz L(i, t) (gemdf (2.14)) und Leitwertsmatriz G(u,t) (gemdfs (2.20)) seien positiv definit
(gemafs Deﬁmtion. Es gelten dann folgende Eigenschaften fir den (Differentiation-)Index des
konventionellen MKV und des ladungsorientierten MKV (siehe Deﬁnition.

(a) Das konventionelle MKV- System (2.26|) besitzt den (Differentiation-) Index 0 genau dann,

wenn

(i) keine Spannungsquellen existieren, und

(i1) kein kapazitiver Baum im elektrischen Netzwerk ezistiert, d.h. es existiert im elektrischen
Netzwerk kein zusammenhdngender Teilgraph ohne Schleifen, welcher nur aus kapazitiven
Zweigen besteht.

Angenommen, es sei eine der Bedingungen |(a))(i) oder |(a)|(i1) nicht erfillt.

(b) Die MKV- Systeme (2.26)) und (2.27) besitzen den (Differentiation-)Index 1 genau dann,
wenn das elektrische Netzwerk weder IL-Schnittmengen noch UC-Schleifen besitzt (sieche De-

finition .
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(¢) Die MKV- Systeme (2.26|) und (2.27) besitzen den (Differentiation-)Index 2 genau dann,
wenn das elektrische Netzwerk IL-Schnittmengen und/oder UC-Schleifen besitzt.

Satz wurde fiir ungesteuerte Quellen formuliert, er behélt aber auch fiir eine grofie Klasse
von gesteuerten Quellen seine Giiltigkeit, wobei diese bestimmte Eigenschaften erfiillen miissen.
Fiir eine umfangreiche Formulierung des Satzes mit gesteuerten Quellen, sei auf [21, Abschnitt
2, Theoreme 2.1 und 2.2, Corollary 2.3] verwiesen. Dass MKV Systeme mit einem héheren Index
nicht ausgeschlossen werden konnen, zeigen z.B. Beispiele mit Index 3 in [12], Kapitel I, Abschnitt
7-8]. Satz und dessen umfangreiche Erweiterungen fiir gesteuerte Quellen kénnen daher auch
als Designregeln fiir elektrische Netzwerke gesehen werden, um die Konvergenz bei geeigneten
numerischen Verfahren zu gewéhrleisten. Der Index ist hierbei eine wichtige Kennzahl bei der
Anwendung numerischer Zeitschrittverfahren fiir DAG. Bei einem Index < 2 gibt es zuverlissige
numerische Verfahren, bei einem Index > 2 kann eine Konvergenz numerischer Verfahren im
Allgemeinen nicht gewéahrleistet werden (siehe Unterkapitel. Es sei auch darauf hingewiesen,
dass es bei einem Index > 2 zudem schwieriger wird, konsistente Anfangsbedingungen anzugeben
(sieche Unterkapitel . In einem Simulationsprogramm sind neben den Integrationsverfahren
und Schrittweitensteuerungen, vor allem Konzepte zur Indexreduktion und die Ermittlung von
konsistenten Anfangsbedingungen wesentliche Bestandteile Eine ausfithrlichere Ubersicht hierzu,
wird z.B. in [12] gegeben.

2.2.3 Beispiele

In diesem Abschnitt wird fiir den Einweg- und den Briickengleichrichter geméf Abbildung [2.4]
das konventionelle MKV angewendet. Die Pfeile in den Schaltungen entsprechen der gewihlten
(Zahlpfeil-) Richtung der Zweige und in der Inzidenzmatrix entspricht Zeile ¢ dem Knoten i. Die
Gleichrichterschaltungen zeichnen sich dadurch aus, dass die Elemente zeitinvariant sind und der
Kondensator, sowie der Widerstand linear sind, d.h. es gelte g0, = Ci-ue, und i, = g1-ug,
(bei konstanter Kapazitdt C; und konstantem Leitwert g;). Durch die Dioden treten allerdings
algebraische Nichtlinearititen auf. Fiir die Modellierung der Diode wird die Shockley Gleichung

in(up) = Is <exp (n“DUT) - 1>

verwendet. Hierbei entspricht Is dem Séattigungssperrstrom der Diode, n dem Emissionskoeffizien-

ten und Uy der Temperaturspannung. Mit der Boltzmannkonstante kg, der absoluten Temperatur

T und der Elementarladung e gilt zudem Uy = kBTT

I uo(t)l D
Uo(t)l O R, ==C; H . _T_ c.
© . or T
(a) Binweggleichrichter (b) Briickengleichrichter

Abbildung 2.4: Elektrisches Netzwerk eines Einweg- und Briickengleichrichter.

Fiir die beiden Gleichrichterschaltungen wird nun das konventionelle MKV geméf (2.26)) erstellt.
Hierbei seien die wesentlichen Bezeichnungen dem Abschnitt [Zusammenfassung der Vorausset
[zungen und Notationen zur Erstellung des MKV] in Unterkapitel zu entnehmen.
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Nachdem in den Beispielen zeitinvariante Bauteile vorausgesetzt werden und es nur eine unabhén-
gige Spannungsquelle ug(t) gibt, kann das konventionelle MKV geméif} dargestellt werden.
In den nachfolgenden Beispielen sind die Unbekannten die Knotenspannungen e;(¢) und der Strom
der Spannungsquelle ig(¢). Nachdem in den betrachteten elektrischen Netzwerken keine Induk-
tivitdten vorhanden sind, enthélt der Vektor der Unbekannten auch keine Induktivitdtsstrome

i(t).

Beispiel 2.4 (Eingweggleichrichter gemi Abbildung [2.4a)):

Es gilt n = 3, bo = 1, b, = 0, bg = 2, by = 1, by = 0. Der Vektor der Unbekannten sei
(e(t)T,io(t)" = (e1(t), ea(t),io(t)) " € R=1H0etbv = RS ynd der Vektor der Zweigspannungen sei
u(t) = (up, (t), ur, (t), uc, (t), uo(t)) " € R™.

D1|R1
1 0
a4 0) s

Yr(1) = vp(u1,uz) = (ip, (w1),

( ) ( ) , A= (Ar Ac,Ay), u(t)=AT-e(t),
g1 )T ) C= C(1 ) uQ(t) = UO(t) ) lU(t) = Zo(t) :
Das konventionelle MKV (2.26) des Einweggleichrichters fiihrt zur Darstellung

de(t)
dt

Ac-C-AL + Ar-Yr(AR-e(t)) + Ay-ig(t) = 0y,

A—IE e( ) — Uo(t) 0.

(2.30)
Die Gleichungen (2.30)) konnen nun gemdf (2.29) auch als quasilineare DAG dargestellt werden.

(AC.(%.AE g),%(5)((?))+(AR.VR<A§§2(>®+AU-%@>>+(_302(t)) _ (%) (2.31)

—M —f(o(),i0(1)) —b(1)
Die Anwendung von Satz|[2.5 aus Unterkapitel [2.2.3 liefert fiir (2.31) den DAG Index 1.

Beispiel 2.5 (Briickengleichrichter gem#f Abbildung [2.4b)):

Es gilt n = 4, bo = 1, b, = 0, bg = 5, by = 1, by = 0. Der Vektor der Unbekannten sei
(e(t)T,ig(t))T = (e1(t), ex(t), es(t),io(t))" € R+ttt = R* ynd der Vektor der Zweigspannun-
gen sei u(t) = (up, (t),up,(t), up, (t), up,(t), ur, (t), uc, (t), uo(t))" € RT.

Dy | Dy | D3 | Ds | Ry 4 uo
T 1 | — | | p— |
1 0 0 -1 0 0 1
Ap=[-10 -1 0 1], Ac=|1], Ap=[0], A=(AgAc,Ay),
0o 1 0 1 -1 -1 0

7R<u) = PYR(ul? Uz, U3, Uq, u5) = (iDl (u1>? Z.D2 (U’?)v iD3 (U3), iD4 <U4>, g1 U5)T , C= Ch )
ug(t) = up(t), iy(t) =io(t), u(t)=A"-e(t).
Das konventionelle MKV (2.26)) des Briickengleichrichters fihrt zur Darstellung

de(t)
dt

Ac-C-Al + Ap Yr(Ag-e(t)) + Ay-io(t) = 05,

Al-e(t) —u(t) =0.

(2.32)

Die Gleichungen (2.32) konnen nun gemdaf (2.29) auch als quasilineare DAG dargestellt werden.
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(N ) L) o (2)-(8) o

=M =f(e(t),io(t)) =b(t)

Die Anwendung von Satz|[2.5 aus Unterkapitel [2.2.3 liefert fir (2.33) den DAG Index 1.






3 Ausgewihlte Methoden zur
Berechnung des eingeschwungenen
Zustands

In diesem Kapitel werden drei ausgewéhlte numerische Verfahren vorgestellt, welche zur Ermitt-
lung des periodisch eingeschwungenen Zustands verwendet werden kénnen. Die Implementierung
soll zudem fiir ein Modellproblem beschrieben werden. Als Grundlage dieses Kapitels dienten [16]

und [2].
Periodisch eingeschwungener Zustand

Ziel ist es, bei periodischen Vorgéingen den periodisch eingeschwungenen Zustand zu bestimmen,
wobei vorausgesetzt wird, dass ein eingeschwungener Zustand existiert, also sémtliche transiente
Vorgéinge abgeklungen sind. Als periodisch eingeschwungener Zustand sei eine Losung zu verste-
hen, dessen asymptotisches Verhalten (d.h. fiir ¢ — 00), eine Linearkombination zwischen Gleich-
anteil, auch DC-Anteil genannt, und einer Fourierreihe entspricht. Der periodisch eingeschwungene
Zustand kann z.B. eine Eigenschwingung eines Oszillators sein oder aufgrund periodischer Ein-
ginge entstehen. Wird ein elektrisches Netzwerk durch eine Differentialgleichung beschrieben, so
ist das asymptotische Verhalten im Allgemeinen, bei Vorhandensein von nichtlinearen Elementen,
von der Anfangsbedingung abhéngig. Zudem kann es abhéngig von der Anfangsbedingung keinen,
einen oder mehrere eingeschwungene Zustidnde geben. Im Folgenden wird aber angenommen, dass
das elektrische Netzwerk ’hinreichend stabil’ ist, d.h. jede Anfangsbedingung der Differentialglei-
chung, soll bei periodischen Eingéngen zu einem periodisch eingeschwungenen Zustand fiihren.
Dies ist allerdings eine der wesentlichen Vorgaben, bei der Entwicklung eines elektrischen Netz-
werkes, fiir eine bestimmte Anwendung.

Neben periodisch eingeschwungenen Zusténden sind in den Anwendungen auch quasi-periodische
Vorgénge interessant. Es treten daher im elektrischen Netzwerk Frequenzen auf, welche in kei-
nem ganzzahligen Vielfachen zu einer Grundschwingung stehen. Dies ist u.a. bei Mixern relevant.
Quasi-periodische Vorginge werden in diesem Kapitel aber nicht betrachtet. Eine ausfiihrlichere
Ubersicht zum Thema eingeschwungener Zustand (engl.: steady state), kann z.B. in [16, Chapter
1, Abschnitt 2] nachgelesen werden.

Einteilung der Verfahren zur Ermittlung des eingeschwungenen Zustands

Verfahren zur Ermittlung des eingeschwungenen Zustands, kénnen in Zeit- und Frequenzbereichs-
verfahren eingeteilt werden (siehe z.B. [16, Chapter 1, Abschnitt 4] oder [15]). Transiente Analyse
(sieche Unterkapitel ist ein Verfahren im Zeitbereich und man erhélt den eingeschwungenen
Zustand nach ausreichend grofler Simulationsdauer. Treten im elektrischen Netzwerk aber sehr
lange transiente Vorginge auf (d.h. mit groflen Zeitkonstanten) oder sind z.B. Eingangssignale
mit weit auseinanderliegenden Frequenzen vorhanden, dann kann die Simulationszeit sehr grofl
werden und das Verfahren somit ineffizient. Dieser Nachteil der transienten Analyse kann durch
das Zeitverfahren Shooting (siche Unterkapitel verbessert werden. Aufgrund der Periodizi-
tét stimmt der Anfangszustand mit dem Wert nach einer Periodendauer iiberein und daher wird

35



36 3 Ausgewahlte Methoden zur Berechnung des eingeschwungenen Zustands

anstatt eines Anfangswertproblems ein Randwertproblem betrachtet. Im Shooting Verfahren wer-
den dann die Anfangsbedingungen solange variiert, bis der Endzustand nach einer Periodendauer
mit dem Anfangszustand iibereinstimmt. Ein weiteres Zeitbereichsverfahren wire beispielsweise,
wenn das Randwertproblem durch finite Differenzen berechnet wird und hierbei die Periodizitét
beriicksichtigt wird. Es sei angemerkt, dass im Shooting Verfahren oder auch bei der Losung des
Randwertproblems durch finite Differenzen, bei grofler zeitlicher Auflésung, bereits fiir kleinere
elektrische Netzwerke grofle lineare Gleichungssysteme zu berechnen sind. Fiir eine ausfiihrlichere
Betrachtung von Zeitbereichsmethoden sei z.B. auf [16, Chapter 4]) verwiesen.

Eine Alternative zu Zeitbereichsverfahren sind Verfahren im Frequenzbereich. Hierbei arbeitet
man mit den Koeffizienten der Fourierreihe, der zu suchenden Losung. Im Allgemeinen besitzt
eine Fourierreihe unendlich viele Summanden. Daher wird fiir praktische Berechnungen lediglich
eine Approximation mit einer bestimmten Anzahl an Harmonischen berechnet. Ein Vorteil von
Frequenzbereichsverfahren ist, dass durch eine trigonometrische Reihe, ein periodischer Vorgang
viel besser beschrieben werden kann, als durch ein Zeitschrittverfahren. Grund dafiir ist, dass Zeit-
schrittverfahren dafiir optimiert sind, polynomiale Losungen moglichst exakt zu berechnen. Sinus
und Kosinus kénnen aber durch Polynome nur schlecht approximiert werden, wodurch kleine
Schrittweiten erforderlich werden). In einem linearen elektrischen Netzwerk kann u.a. eine periodi-
sche Losung mit Frequenzbereichsverfahren sehr schnell und effizient berechnet werden. Aufwendi-
ger wird die Berechnung allerdings, wenn das elektrische Netzwerk nichtlineare Elemente besitzt.
Einerseits gilt hierbei nicht mehr das Prinzip der Superposition und andererseits gibt es keinen
bekannten Weg, wie bei einem nichtlinearen elektrischen Netzwerk, die Koffizienten der Losung
aus den Koeffizienten der Eingangssignale ermittelt werden kénnten. Aufgrund von nichtlinearen
Elementen treten in der Losung auch sehr viele Mischfrequenzen auf, welche u.a. Summen- und
Differenzfrequenzen der Frequenzen der Eingangssignale sind. Wenn man daher bei der Berech-
nung der Losung zu wenige Harmonische beriicksichtigt, kann der Fehler zwischen der berechneten
Approximation und der wahren Losung, im Allgemeinen nicht mehr vernachlissigt werden. Ein
Beispiel einer Frequenzbereichsmethode ist z.B. die Volterra Reihe, welche im Frequenzbereich die
Nichtlinearitéten beriicksichtigt und bei schwach nichtlinearen Systemen verwendet werden kann.
Als ein weiteres Beispiel fiir Frequenzbereichsverfahren kann Harmonic Balance genannt werden
(sieche Unterkapitel oder [16, Chapter 5,6], [2 Kapitel 3]). Bei Harmonic Balance werden die
Nichtlinearitdten zwar im Zeitbereich beriicksichtigt, allerdings findet die Berechnung ausschlief3-
lich mit Fourierkoeffizienten statt. Je nach Definition kénnte man Harmonic Balance daher auch
als Vertreter eines gemischten Zeit-Frequenz-Verfahrens ansehen. Weiters gibt es auch gemisch-
te Zeit-Frequenz-Verfahren. Hierfiir sei beispielsweise auf das mized frequency-time Verfahren fiir
quasi-periodische Losungen in [16, Chapter 7] verwiesen, wobei gemifl [16, Chapter 3, Abschnitt
1, Seite 29] ein Zusammenhang zwischen periodischen und quasi-periodischen Funktionen besteht.
Weiters werden in [16] zudem Methoden fiir periodische und quasi-periodische eingeschwunge-
ne Zustidnde vorgestellt, welche die Anwendung nicht nur auf konzentrierte elektrische Elemente
beschreiben, sondern auch auf verteilte Systeme, wie z.B. Leitungen.

Modellproblem

Modellproblem 3.1 (Spezialfall des MKV):
Es sei ein elektrisches Netzwerk mit folgenden Figenschaften gegeben.

(i) Es gelten die grundlegenden Voraussetzungen und Notationen gemdaj$ Abschnitt
lfassung der Voraussetzungen und Notationen zur Erstellung des MKV in Unterkapitel|2.2. 1.

(i1) Die resistiven, kapazitiven und induktiven Elemente sind zeitinvariant, d.h. fir ¢ € {R,C, L}
werden die Elemente durch Funktionen v, : R% — R% beschrieben.
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(iii) Die induktiven und kapazitiven Elemente sind linear, d.h. es existieren Matrizen C € Rbc*bc
und L € R*2%% | sodass v (uc) = C-ueg und v, (i) = L-i, gelte.

(iv) Es sind nur unabhdngige periodische Quellen mit Periode T > 0 im elektrischen Netzwerk
vorhanden, d.h. die Funktionen fiir die Quellen ug : R — R und ig : R — R sind lediglich
zeitabhdingig und es gilt ug(t) =ug(t+ 1), ig(t) =ig(t+1T) fir alle t € R.

Gemdfs Abschnitt [Struktur des MKV bei zeitinvarianten Elementen und unabhdngigen Quellen|’
i Unterkapitel wird mit m :=n — 1+ by, + by und dem Vektor der Unbekannten
x(t) ;= (e(t)",iL(t)",ig(t)") " € Rr-1+oetbo = R™ das elektrische Netzwerk durch die Gleichung

SLalx(t) + EGx(1) + b(t) = 0, (3.12)

beschrieben, wobei das MKV System als nicht autonom vorausgesetzt wird und somit b nicht der
Nullvektorfunktion entspricht, bzw. b # 0 gelte. Die Funktionen q,f und b sind dabei durch

AC' IVC(AE e)

q: R X R xR 5 R™: (e,ir,iv) — qle, iz, ip) = vr(ir) :
0y,
AR~ ’}/R(AE e) -+ AL' iL + AU' iU
f:R"IXREXRY — R™ : (e,ir, iy) = f(e,is,iy) = —Al-e :
Al-e
As-ig(t)
b:R—=R":t— b(t) = 0y,
—ug(t)
gegeben. Wird in (3.1a)) die Kettenregel angewendet, so fiihrt dies zu der dquivalenten Gleichung
dx(t
M- % + f(x(t)) + b(t) = 0,, , (3.1b)
wobei die Matriz M die folgende Darstellung besitzt
Ac-C-AL O0p-1yxb, Om—1)xby
M= | Oy, xn-1) L Op, xb, | € R™™.

ObUX(n—l) ObU XbL ObUXbU
Mit x := (e",i},i};,)T € Rttt = R™ gilt zudem fiir die Jacobi-Matriz Je(x) € R™*™,

ARJVR(AEG)Aﬁ AL AU
Je(x) = Je(e,in,iv) = (Jeye, Jipses Jise) = —A] Ob,xb, Opxby | - (3.2)
AE ObUXbL ObUXbU

Mit der Leitwertsmatriz G gemdfs (2.20) gilt zudem G(AL-e) =J,,. (AL e).

Wie dem Modellproblem zu entnehmen ist, werden in diesem Kapitel lediglich eingeschwun-
gene Zustdnde beriicksichtigt, welche durch periodische Eingénge entstehen. Nachdem b # 0
vorausgesetzt wird, bedeutet dies, dass nur elektrische Netzwerke betrachtet werden, welche durch
nicht autonome Differentialgleichungen beschrieben werden kénnen. Insbesondere werden hierbei
keine Oszillatoren beriicksichtigt, da diese durch autonome Differentialgleichungen beschrieben
werden. Bei Ostzillatoren ist zudem die numerische Berechnung im Allgemeinen schwieriger, vor
allem auch deswegen, weil meist die Eigenfrequenz nicht bekannt ist. Voraussetzung des Mo-
dellproblems ist keine Einschrankung der numerischen Methoden, welche in diesem Kapitel
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beschrieben werden, sondern fiihrt lediglich zu einer einfacheren Berechnung bei den vorgestellten
numerischen Methoden. Bei nichtlinearen induktiven oder kapazitiven Zweigen sei aber eine Dar-
stellung geméisB oder (2.28)), dem Modell zu bevorzugen. Bei kénnte es aufgrund
von numerischen Fehlern zu einer Verletzung der Ladungserhaltung kommen, bzw. kénnte beim
Lésen von nichtlinearen Gleichungssystemen die Jacobi-Matrix fiir das Newton Verfahren schwie-
riger zu berechnen sein. Ein weiterer wichtiger Vorteil der Darstellung gemifl oder ([2.28)) ist,
dass durch die Beschreibung von nichtlinearen kapazitiven Elementen durch Ladungen und Span-
nungen bzw. die Beschreibung von nichtlinearen induktiven Elementen durch Fliisse und Stréme,
die Nichtlinearitédten algebraisch auftreten. Folglich wiirde deren Beschreibung keine Differentiale
oder Integrale beinhalten, weshalb diese Elemente auch kein ’Gedéchtnis’ besitzen wiirden. Dies
ist u.a. fiir viele numerische Verfahren wesentlich, da sich dadurch die Berechnungen vereinfachen.
Zudem sind die vorgestellten Methoden auch nicht nur auf unabhéngige Quellen beschrénkt, d.h.
es ist auch der Einsatz von gesteuerten Quellen moglich. Eine allgemeine Behandlung wiirde aller-
dings auf Kosten der Ubersichtlichkeit gehen, welche zudem keine neue Informationen liefert, da
sich bei praxisrelevanten Anwendungen, die Vorgehensweise zwischen unabhéngigen und gesteu-
erten Quellen nicht unterscheidet. Im Modellproblem wiirden im Fall von gesteuerten Quellen
z.B. b(t) nur unabhéngige Quellen beinhalten und gesteuerte Quellen wiirden in f(x) beriicksich-
tigt werden. Es sei aber darauf hingewiesen, dass das Modellproblem das elektrische Netzwerk
nicht mit einer Differentialgleichung modelliert, sondern durch eine DAG. Bei allen Methoden
kann daher nur empfohlen werden, den DAG Index so klein wie moglich zu halten. Durch den
DAG Index wird ndmlich nicht nur der Einsatz von Zeitschrittverfahren beschriankt, sondern es
wird auch bei einem DAG Index > 2 schwieriger konsistente Anfangsbedingungen zu ermitteln
(siehe auch Unterkapitel [I.4). In Unterkapitel liefert z.B. Satz [2.3| eine Einschiitzung fiir den
DAG Index des Modellproblems [3.1]

Es sei darauf hingewiesen, dass Voraussetzung des Modellproblems auch Eingangssignale
mit unterschiedlicher Frequenz erlaubt, sofern die Frequenzen in einem ganzzahligen Vielfachen
zueinander stehen.

3.1 Transiente Analyse

Dieser Abschnitt gibt einen kurzen Uberblick iiber die transiente Analyse, sowie notwendige Be-

rechnungen zur Implementierung des BDF und des Radau ITA Verfahrens, angewendet auf das
Modellproblem 3.1}

Uberblick

Gemaéf Unterkapitel werden nun Algorithmen vorgestellt, mit denen das Modellproblem
bei konstanter Schrittweite berechnet werden kann. Mit den Bezeichnungen aus dem Modellpro-
blem ﬂ, sei eine Funktion F(v, w,t) folgendermaflen gegeben

F:R™"XR™xR — R™: (v,w,t) — F(v,w,t) := M-v + f(w) + b(t) , (3.3)

sodass F(2W x(t),1) = 0,, mit Gleichung iibereinstimmt. Diese Funktion wird u.a. in den
nachfolgenden Algorithmen und Berechnungen benétigt.

Die nachfolgenden Algorithmen sollen vor allem einen Einblick in zwei Losungsverfahren geben, mit
denen im Allgemeinen DAG numerisch gelost werden kénnen. In professionellen Softwarepaketen
sind die Integrationsmethoden zur Losung der DAG aber nur ein kleiner Bestandteil und weitere
wichtige Aufgaben eines professionellen Softwarepakts sind z.B. Indexreduktion, Schrittweiten-
steuerung und die Ermittlung von konsistenten Anfangszustdnden. Ein Ablauf fiir ein professio-

nelles Softwareprogramm sei z.B. Abbildung zu entnehmen. Ein professionelles Softwarepaket
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auf Basis des BDF Verfahrens ist z.B. DASSL (siche 4, Kapitel 5]) und auf Basis des Radau IIA
Verfahrens beispielsweise RADAUS5 (siehe [13, Kapitel 10]).
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Abbildung 3.1: Ablaufdiagramm einer transienten Analys.

Algorithmus zur Losung des Modellproblems durch das BDF Verfahren

Wie bereits in Unterkapitel erwédhnt wurde, kann eine zuverldssige Anwendung des BDF
Verfahrens nur gewéhrleistet werden, wenn der DAG Index des Modellproblems hochstens 1
ist. Im Folgenden wird der Algorithmus fiir das BDFk Verfahren angegeben, wobei 1 < k£ < 6
gelte und die Koeffizienten des BDFE Verfahrens Tabelle zu entnehmen sind.

Algorithmus 3 : BDFk Verfahren zur Losung des Modellproblems 3.1

Eingabe : F : R"xR™xR — R™ gemif (3-3), Startzeitpunkt ¢, Schrittweite h > 0,
Schrittanzahl N € N (N > k), Startwerte xq, ...x;_1 € R™, wobei
X, = X(to +n-h) = x(t,)
Ausgabe : Zeitschritte xg, ... Xy
1 forn«—k—1,...,N—1do
/* Lose gemdf Tabelle die Gleichung nach X,.1 auf */

_ k
2 F(ﬁ . ;} (% Xnt1-4), Xnt1, tn+1) = On

1=

Die notigen Startwerte in Algorithmus [3] konnten beispielsweise mit einem Verfahren héherer
Ordnung bestimmt werden, wie z.B. mit einem Radau ITA Verfahren. Alternativ kénnte auch die
Startstrategie geméf Unterkapitel verwendet werden, welche zu Algorithmus [] fithrt. Dabei
ist nur ein Startwert erforderlich und bei einem BDFE£ Verfahren werden in den ersten £ — 1
Schritten, in aufsteigender Reihenfolge die Verfahren BDF1 bis BDF(k — 1) verwendet und ab
dem k-ten Schritt das BDFk Verfahren. Fiir die erforderliche konsistente Anfangsbedingung xq

3Die Grafik von Abbildung wurde aus [5, Abschnitt 8.1, FIGURE 8.1., Seite 320] entnommen.



40 3 Ausgewahlte Methoden zur Berechnung des eingeschwungenen Zustands

wéren z.B. die Werte einer DC-Analyse naheliegend, wobei darauf hingewiesen wird, dass dies
bei einem grofleren DAG Index, keine Garantie fiir eine konsistente Anfangsbedingung sein muss
(siehe hierfiir z.B. Unterkapitel oder [19], [20]).

Algorithmus 4 : Aufsteigendes BDFE Verfahren zur Losung des Modellproblems
Eingabe : F:R™"xR™xR — R™ gemaf (3.3]), Startzeitpunkt ¢y, Schrittweite h > 0,
Schrittanzahl N € N (N > k), Startwert xo = x(ty) € R™

Ausgabe : Zeitschritte x;,...xy
1 forn«+0,...,N—1do

/* Benutze in Zeile |§| das BDFk Verfahren gemaf3 Tabelle (d.h. beginne in
aufsteigender Reihenfolge mit BDF1 bis BDFk) */
2 if (n+1) < k then
3 L 75 —n+1 // Benutze nachfolgend in aufsteigender Reihenfolge BDF1 bis BDF(k — 1)
4 else
5 L E — k // Benutze nachfolgend das BDFk Verfahren
/* Lése gemdB Tabelle die Gleichung nach x,,; auf */
~ k
6 F(ﬁo—lh : Z% (0 - Xng1-3): Xng1, tn+l) =0m
i=

Berechnungen fiir die Algorithmen (3| und |4, bei Verwendung des Newton Verfahrens

Nachfolgend werden die wesentlichen Berechnungen fiir das lokale Newton Verfahren angegeben

(geméafl Unterkapitel , welche in Zeile [2| von Algorithmus , bzw. Zeile |§| von Algorithmus

. . . . 141 . .
erforderlich sind, um x,,41 bzw. eine neue Iterierte Xfl +1) zu berechnen. Diese Berechnungen sind

ebenfalls die Grundlagen fiir die Anwendung eines gedédmpften Newton Verfahrens. Ausgehend
von Algorithmus |3| werden fiir ein k& € {1,...,6} die folgenden Funktionen definiert

F T
1
(Ba.oh x! Bo h Z (i Xppoi)s x 7 tn+1)
i=1

0

@ :R™ - R™"XR™XR : x — p(x)

F:R" > R":x— F(x) =F(px)) .

Ausgehend von den bekannten Vektoren x,_(_1),...,X,, wird nun x,,; gesucht, welches die
Gleichung F(x,41) = 0,, erfiillt. Unter Verwendung der Kettenregel (siche Satz und der
partiellen Jacobi-Matrix (siehe Definition [1.10)) wird folgende Jabobi-Matrix von F berechnet

(7)) o Qg
Bo- h Bo- h

wobei die Matrizen M, J¢(x) und die Funktion f gemé8 Modellproblem gegeben sind.

ffjf ) im lokalen Newton Verfahren berechnet sich dann folgendermaflen

Jr(x) = I 5(p(x)) - M+ J¢(x) |

Ty + 34 5(0(%)) - L + . 5(0(x)) - 0,

Die neue Iterierte x
041 ¢ ¢ -1 ¢
< =x = (Je)) T F) (3.4)

Als Startwert fiir die erste Newton Iteration kann z.B. der Wert des letzten Zeitschritts gewéhlt
werden, d.h. xﬁboil =X,.
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Algorithmus zur Losung des Modellproblems durch das Radau ITA Verfahren

Wie bereits in Unterkapitel erwéhnt wurde, kann eine zuverldssige Anwendung des Radau
ITA Verfahrens nur gewéhrleistet werden, wenn der DAG Index des Modellproblems héchstens
2 ist. Im Folgenden wird fiir s € {1,2,3} der Algorithmus fiir das s-stufige Radau IIA(2-s — 1)
Verfahren angegeben, wobei die Koeffizienten geméfi den Butcher Tableaus von Tabelle zu
entnehmen sind.

Algorithmus 5 : s-stufiges Radau IIA(2-s — 1) Verfahren zur Losung des Modellproblems

Eingabe : F : R"xR™xR — R™ gemf (3-3), Startzeitpunkt ¢, Schrittweite h > 0,
Schrittanzahl N € N (N > 1), Startwerte x, € R™, wobei
x, = x(tog +n-h) = x(t,)

Ausgabe : Zeitschritte xq,...Xy

1 forn<0,..., N—1do
/* Lése gemif Tabelle die Gleichungen (l.14a) nach ki,...,k, auf und bestimme X,

geméf Gleichung */
2 f‘(ki,xn+h~z(aij-kj),tn—kci-h):Om, firalle:=1,2,...,s
j=1

3 Xn+1(—Xn+hi(bZkz>

=1

Berechnungen fiir Algorithmus [5, bei Verwendung des Newton Verfahrens

Nachfolgend werden die wesentlichen Berechnungen fiir das lokale Newton Verfahren angegeben

(gemédB Unterkapitel [I.3), welche in Zeile [2] von Algorithmus [f] erforderlich sind, um ki, ..., k;
bzw. die neuen Iterierten kg”l), . ,kgH) zu berechnen, welche ebenfalls die Grundlagen fiir die
Anwendung eines gedampften Newton Verfahrens sind. Ausgehend von Algorithmus [5| werden fiir

1 <4 < s die folgenden Funktionen definiert

s T
@i 1 R™x . xR™ = R™xR™xR : (ky,..., k) — (kj,xZJrh-Z(aij-k}), tn+ci-h)
_/_/

:Rs»m J:1
F(pi(k,. .. k)
F:R"x ... xR" 5 R"™: (ki,... . k) = F(ky,... k) = :
— '
—Rs'm F((ps(k17 ot 7k5))

Gesucht wird nun k := (k/,..., k)T € R®™ sodass F(k) = F(ky,...,k,) = Oy, gilt. Unter Ver-
wendung der Kettenregel (siche Satz und der partiellen Jacobi-Matrix (siehe Definition [1.10)),
ergibt sich folgende Jabobi-Matrix von F in Blockdarstellung

Je®)n o [Je(k)s
JF<k) = JF(kl, R ,ks) = . c RS'me-m ’

el - [Trk)]s
wobei fiir 1 <i,¢ < s, die Blocke [Jg(k)]ie = [Jp(k, ..., ks)]ie € R™*™ die Darstellung
=1

e (k)i = .
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besitzen, mit den Matrizen M, J¢(x) und der Funktion f gemafl Modellproblem
Die neue Iterierte kY € R*™ im lokalen Newton Verfahren berechnet sich dann folgendermafien

KD — 0 (JF(k“)))_l F(k©Y) . (3.5)

In Algorithmus [5| entsprechen die Vektoren k; Approximationen von d};—(tt), an Stiitzstellen im
Intervall [t,,, t,,+1]. D.h. insbesondere, dass in der ersten Newton Iteration bereits eine hinreichend
gute Naherung von d’;—gf) an diesen Stiitzstellen benétigt wird. Beispielsweise wird in [5, Abschnitt
8.3, GL. (8.45)], fur das 2-stufige Radau ITA(3) Verfahren empfohlen, dass bei der ersten Newton

Iteration der Startwert k§°) = kéo) = % gewahlt wird. Eine Approximation von dxéfo) konnte
z.B. durch das Radau ITA(1) oder das BDF1 Verfahren ermittelt werden (beides entspricht dem

impliziten Euler Verfahren).

3.2 Einfaches Shooting

Ziel dieses Unterkapitels ist es die Idee des einfachen Shooting Verfahrens zu vermitteln und eine
mogliche Implementierung fiir das Modellproblem anzugeben. Hierfiir wurden die Grundlagen
aus [16, Kapitel 4, Abschnitt 2] entnommen.

Idee

Der Ausgangspunkt ist Gleichung zusammen mit einer konsistenten Anfangsbedingung
X(to) = Xo (siche Definition [1.16). Es wird nun vorausgesetzt, dass fiir jede konsistente Anfangs-
bedingung xo € R™, eine eindeutige Losung x(¢) existiert, dessen asymptotisches Verhalten peri-
odisch mit Periodendauer 7" > 0 ist. Folglich werden sdmtliche transiente Vorgénge als abgeklungen
angenommen und fiir ¢ grofl genug gelte x(¢) = x(t+7"). Wird nun eine Anfangsbedingung gew#hlt
bei dem der transiente Vorgang bereits abgeklungen ist, so fithrt dies unmittelbar zur periodischen
Losung und es gilt x(t) = x(t +7T') fiir alle ¢ € R. Das Ziel des Shooting Verfahrens ist es nun, eine
geeignete Anfangsbedingung xg zu finden, die zu einer periodischen Losung fithrt. Mathematisch
bedeutet dies, dass das Randwertproblem
dx(t)

M- T +f(x(t)) +b(t) =0, , x(to) =x¢, x(to+7)=x0 (3.6)
zu 16sen ist. Nachdem fiir die periodische Losung, x(t) = x(t + 7T') fir alle ¢ gelten muss, kann im
Randwertproblem to € R beliebig gewéhlt werden. Dies rechtfertigt im Folgenden die Wahl
to = 0.
Die Abhéngigkeit der Losung x(t) von dem Anfangszustand x(0) soll nun mit Hilfe der Transiti-
onsfunktion ® ausgedriickt werden, sodass x(t) = ®(xo, t) gelte. Das Randwertproblem kann
nun auch fiir konsistente Anfangsbedingungen x, als Fixpunktgleichung fiir ®(x, ) interpretiert
werden. Hierbei wird der Fixpunkt xq gesucht, welcher

(I)(Xo, T) — Xp — Om
erfiillt. Ausgehend von einer konsistenten Anfangsbedingung Xéo) kann der gesuchte Fixpunkt
durch die Fixpunktiteration x((fﬂ) = <I>(x((f), T) ermittelt werden. Dieses Vorgehen ist zwar intui-
tiv, allerdings in den meisten Anwendungen langsam. Daher versucht man die Suche nach dem

Fixpunkt zu beschleunigen. Geméa$ [16, Kapitel 4, Abschnitt 2.1] kann dieses Verfahren beispiels-
weise mittels Extrapolation beschleunigt werden, wobei fiir Details auf die angegebene Literatur
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verwiesen wird. Gemaf [16], Kapitel 4, Abschnitt 2.2] soll nun allerdings ein beschleunigtes Verfah-
ren unter Verwendung des lokalen Newton Verfahrens gemifl Unterkapitel erldutert werden.
Fiir praktische Implementierungen sei allerdings z.B. ein geddmpftes Newton Verfahren geméfl
Unterkapitel zu empfehlen. Es sei angemerkt, dass ein geddampftes Newton Verfahren die
nachfolgende Vorgehensweise nicht beeinflusst und die Implementierung auf den nachfolgenden
Berechnungen aufbaut.

Um das klassische Newton Verfahren anwenden zu kénnen, wird nun vorausgesetzt, dass ®(x,T")
als Funktion in x, stetig differenzierbar ist, d.h. die Komponenten der partiellen Jacobi-Matrix
Jx o(x,T) sind stetig. Es wird nun S(x) := Jx.#(x,T") definiert, wobei S(x) € R™*™ als Sensiti-
vitdtsmatrix bezeichnet wird. Wird nun die Funktion F(x) := ®(x,T) — x definiert, so wird die
Losung F(xg) = 0,, gesucht. Bei Vorgabe einer konsistenten Anfangsbedingung x(()o), ergibt sich
geméfl dem lokalen Newton Verfahren, die neue Iterierte x ) durch

) = x — (Tpx) TR

wobei F(x{”) = ®(x{”, T) — x’ und Jp(x{") = Iy 6 (x\”, T) = Lnsm = S(x{”) = Ly gilt.

Die bisherige Herleitung geht stillschweigend davon aus, dass fiir konsmtente Anfangsbedlngun—
gen x((f), die Transitionsfunktion @(xff), t), sowie die Sensitivitédtsmatrix S(XO ) bekannt sind. In
praktischen Anwendungen ist aber im Allgemeinen beides unbekannt, weshalb fiir praktische Be-
rechnungen die Transitionsfunktion und dessen Sensitivitdtsmatrix approximiert werden miissen.
Eine ausreichend gute Approximation ® und S(x) der Transitionsfunktion ® und der Sensiti-
vitdtsmatrix S(x) erhdlt man unter Verwendung von Zeitschrittverfahren, welche u.a. bei der

transienten Analyse eingesetzt werden. Im Folgenden wird eine Approximation basierend auf dem
BDF Verfahren vorgestellt (siche Unterkapitel [3.1)).

Herleitung basierend auf dem BDF Verfahren

Ausgangspunkt der nachfolgenden Herleitung sei Algorithmus [3] Fiir eine konstante Schrittweite
h >0, ein k € {1,...,6} und bei gegebener konsistenter Anfangsbedingung xo, sei fiir ein N € N
und fiir alle n € {0,..., N}, die approximierte Transitionsfunktion ® durch

®(x0,t,) 1= B(x0,n-h) = x,, (3.7)

gegeben, wobei ty = T gelte und x,, geméfl Algorithmus |3| berechnet wurde. D.h. @ ist durch
die berechneten Zeitschritte aus der transienten Analyse definiert. Geméf dem BDFk Verfah-
ren in Algorithmus 3| und bei Verwendung der approximierten Transitionsfunktion ®, wird die
Zeitableitung folgendermaflen approximiert

AxX(tns1) d
dt+ ~ /30 h Z Q- Xpy1-i) = 50 Z B (%0, ti1- ) -

1=0

Damit ldsst sich das Randwertproblem (3.6) fir n = k—1,..., N —1 folgendermaflen diskretisieren

k
1 = A~
2 (00 200 tuani)) + £( B0k tns) ) + biltnss) = O (35)
=Xn4+1—i =Xp+1

In Gleichung ({3.8)) ist nun jeder Zeitschritt x; geméf (3.7) von der Anfangsbedingung x, abhéngig
und diese Abhéngigkeit wird durch die Transitionsfunktion ® beriicksichtigt. Wird nun auf beiden
Seiten der Gleichung (3.8) die partielle Jacobi-Matrix bzgl. der Variable xy berechnet, so erhélt
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man die Sensitivitét der Zeitschritte x;, in Abhéngigkeit von der Anfangsbedingung x,. Mit der
Definition von S,,(xo) := J, . 5(Xo,t,) fiir alle n € {0,..., N}, fiihrt dies zu

XOatn+1 z)) + Jf(xn—l—l) : JXO;&,(XOatn—f—l) = Omxm - (39)
—_——

~~ =Sn11(x0)

(+
M?r

=qq - Sn+1(X0) Zaz‘ n+17i(x0)

Hierbei ist die Matrix J¢(x,41) gemé Modellproblem [3.1) gegeben und J¢(x;,41) ist zudem bekannt,
wenn Zeile [2] in Algorithmus [3] mit dem Newton Verfahren gelost wird.
Wird nun (3.9) nach S,,;1(xo) umgeformt, dann fithrt dies zu

e

§n+1<X0) ( 0

o h M + Jf(xn+1))

o n+1 i XO)) . (310)

Nachdem </1\>(x0,0) = xq gilt, folgt §0(x0) = Lxm. Ist nun k& > 1, so wird bei der Implementie-
rung des einfachen Shooting Verfahrens empfohlen, in den ersten k — 1 Schritten, in aufsteigender
Reihenfolge, die Verfahren BDF1 bis BDF(k — 1) zu verwenden, wodurch ab dem k-ten Schritt
die Matrizen S,i1_k(X0), ..., Sn(xo) zur Verfiigung stehen und somit ab dem k-ten Schritt das
BDFk Verfahren verwendet werden kann. Somit kann §n+1(x0) gemaf durch eine Matrizen-
multiplikation berechnet werden. In einer Implementierung sollte allerdings die Berechnung einer
inversen Matrix vermieden werden, weshalb empfohlen wird, dass zu dquivalente lineare
Gleichungssystem zu l6sen.

Wird nun S, (xo) fiir alle n € {0,..., N — 1} geméB berechnet, so gilt S(xo) = Sy (xo)
und somit erhédlt man eine Approximation der Sensitivitdtsmatrix S(xg). Wird nun die Funktion
F(x) := ®(x,T) — x definiert, so wird die Losung F(xo) = 0,, gesucht. Bei Vorgabe einer konsis-
tente)n Anfangsbedingung x(()o), ergibt sich gemafl dem lokalen Newton Verfahren, die neue Iterierte

(¢+1
x, ~ durch

xi = x{ = (Tp(x)) T F(x() (3.11)

wobei ]?‘(X((f)) = C/I;(X((f), T) — X((f) = X%) X(() und Jg(x Og)) = S(X(()e)) —Loxm.
Es sei darauf hingewiesen, dass die Berechnungen von (3.10) und (3.11)) bei grofieren elektrischen

Netzwerken, schon bei kleiner Schrittanzahl N aufwendig sind (u.a. ist im Allgemeinen /S\(X[(f) )
eine vollbesetzte Matrix). Zu bedenken sei zudem, dass bei einer Sinus &hnlichen Losung, N nicht
zu klein gewahlt werden darf, damit die approximierte Losung immer noch eine ausreichend gute
Néherung darstellt. Bei grofleren elektrischen Netzwerken kann das einfache Shooting Verfahren
daher sehr aufwendig bzw. ineffizient werden. Zu einer Verbesserung kann hierbei z.B. das mehr-
fache Shooting Verfahren fithren, bei dem Abldufe parallelisiert werden (siehe z.B. [16, Chapter 4,
Abschnitt 2.5]).

Algorithmus basierend auf dem BDF Verfahren

Mit Hilfe der vorhergehenden Herleitung ist es nun moglich den Algorithmus fiir das einfache
Shooting, unter Verwendung des lokalen Newton Verfahrens anzugeben. Algorithmus [6] enthélt
allerdings auch die wesentlichen Schritte, welche z.B. bei einem geddmpften Newton Verfahren
benétigt werden (siehe Unterkapitel .
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Algorithmus 6 : Einfaches Shooting mit BDFE, zur Losung des Modellproblems
Eingabe : F : R"xR™xR — R™ gemaf (3.3), J¢ : R™ — R™ ™ geméf (4.10]), konsistente

Anfangsbedingung x(()o), absoluter Fehler Tol,,; > 0, Schrittweite h > 0,

Schrittanzahl N € N (N > k), sodass xy = x(N-h) = x(T')
(¢ ) O

Ausgabe : Zeitschritte x;’, ..., xy
1 Berechne xg)), . ,xg\,) gemaﬁ Algorlthmus
2 0+ 0 // Iterationsindex fiir das lokale Newton Verfahren
3 while HXN - x0 H > Tolys do
{4
4 | So(xi”) ¢ Lo
forn<«+0,...,N —1do
/* Benutze in Zeile |10| das BDFk Verfahren gemiB Tabelle (d.h. begimne in

aufsteigender Reihenfolge mit BDF1 bis BDFk) x/
6 if (n+1) <k then
7 L k <—n+1 // Benutze nachfolgend in aufsteigender Reihenfolge BDF1 bis BDF(k — 1)
8 else
9 L k< k // Benutze nachfolgend das BDFk Verfahren

. -1 L& .
10 Sni1(xX0) «+ — (% M + Jf(Xn+1)> M- L S (ai . SnH,i(Xo)) // gemss (3.10)
L =1
11 S( (e )) — SN( (())) // approximierte Sensitivitdtsmatrix
(e+1 -1 /() () . )

12 X ( — m><m) . (XN — Xy ) // neue Newton Iterierte gemidB (3.11)
13 Berechne Xé“l), - ((ZH) geméfl Algorithmus |3
14 C+—10+1

3.3 Harmonic Balance Verfahren

Ziel dieses Unterkapitels ist es, ausgehend von Gleichung (3.1a) des Modellproblems , das
Randwertproblem

%q(x(t)) +f(x(t)) +b(t) =0, , x(0)=x9, x(T)=xp. (3.12)

mit dem Harmonic Balance (HB) Verfahren zu l6sen. Zunéchst werden hierfiir die Grundlagen
der reellen Fourierreihe und der diskreten Fourier Transformation (DFT) angegeben. Darauf auf-
bauend werden die wesentlichen Herleitungsschritte fiir das HB Verfahren angegeben, welche zur
Losung von bendtigt werden. Damit ldsst sich zum Abschluss das Verfahren in einem Algo-
rithmus zusammenfassen.

Reelle Fourierreihe

Der Raum der reellwertigen quadratisch integrierbaren Funktionen wird durch

L*([0,T]) := {f [0, 7] =R | f messbar,/T|f(t)|2 dt < oo}

definiert. Physikalisch kann dies als Raum der Signale mit endlicher Energie im Intervall [0, 7]
betrachtet werden. L?*([0,T]) wird zu einem unendlich dimensionalen Hilbert-Raum, wenn fiir
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f.g9 € L*([0,T]) das Skalarprodukt (-, -} z2(jo,77) mit der daraus induzierten Norm || - || 2(j0,77) geméB

T T
(f,9) L2([0,17) /f )dt, ||f||2L2({o,T]) = / |f(t)|2 dt
0 0

sowie Konvergenz im quadratischen Mittel verwendet wird.
Wird fiir eine Funktion f: R — R die Einschrénkung von f auf [0,T] durch flj : [0,7] — R :
t — f(t) definiert, so bezeichnet

P(T,R):={f:R—=R| f(t)=f(t+T) firallet € R, flo7 € L*([0,T])} (3.13)

die Menge der T- periodischen Funktionen, welche auf [0,7] quadratisch integrierbar sind. Fiir

eine Funktion = € P(T,R) mit Kreisfrequenz wy = QT’T gilt nun die Fourierreihendarstellung (siehe
B. [9, Abschnitt 7.3.3])

) + Z X(k) - cos(k-wo-t) + X°(k) - sin(k-wo-t) , (3.14)
mit den reellen Koeffizienten
2 r 2 r X0
Xe(k) = T /x(t) -cos(k-wo-t) dt, X*(k) := T /x(t) -sin(k-wo-t) dt, X(0) := 2< ) , (3.15)
0 0

sowie die Parsevalsche Gleichung (siehe z.B. [27, Abschnitt 10.15])

N o

-/|x(t)|2dt:2 |2+Z | X(k)]” + | X°(k)?) < o0

Damit folgt auch, dass lim X¢(k) =0 und lim X*(k) = 0 gilt.
k—o0 k—oo

Nachdem die Fourierreihe analytisch ist, ist sie auch differenzierbar und es gilt

i —kwo-X(k)) - sin(k-wot) + (k-wo-X°(k)) - cos(k-wp-t) , (3.16)
k=1

Approximation der Fourierreihe und diskrete Fourier Transformation (DFT)

Fiir numerische Berechnungen ist es im Allgemeinen nicht moglich fiir x € P(T,R) die Fourierreihe
mit unendlich vielen Koeffizienten zu bestimmen. Im ersten Schritt wird daher fiir ein X € N die
Funktion z(t) durch z(t) approximiert. Hierfiir wahlt man die reelle trigonometrische Interpolation
bzw. Fourier-Galerkin Approximation (siche z.B. [8, Abschnitt 8.7.2] oder [0, Abschnitt 7.3.3])

x(t) =~ )+ Z X(k) - cos(k-wot) + X*(k) - sin(k-wo-t) ,

wobei die Koeffizienten weiterhin durch (3.15)) gegeben sind. Zur numerischen Berechnung der
Koeffizienten, ist es allerdings auch notig die Integrale in 5) ndherungsweise zu bestimmen.

Wird nun das Intervall [0,77] in (2-K + 1) dquidistante Intervalle der Linge h = 570 unterteilt,
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mit den Stiitzstellen ¢, = h-n fir 0 < n < 2-K+1, sowie die Koeffizienten in (3.15) mit der
Trapezregel ndherungsweise berechnet, dann erhélt man

R 9 2K R 9 2K N X°(0)
Xo(k) = 57077 ~;x(tn) -cos(kwortn) , X7(k) 1= 5oy ~;x(tn) -sin(kwot) , X(0) = =
(3.17)

Die approximierten Koeffizienten in (3.17)) werden im Folgenden als DFT Koeffizienten bezeichnet
und dies fithrt zu folgender Approximation der Fourierreihe ([3.14)) (siehe z.B. [8, Abschnitt 8.7.2]
oder [9, Abschnitt 7.3.3])

B(t) = X(0) + > X(k) - cos(k-wo-t) + X*(k) - sin(k-wot) . (3.18)

Ausgehend von der Darstellung (3.18)), wird nun mit

~ ~ ~

Pi(T,R) := {f R>R ‘ X = (X(0), Xe(1), X*(1), ..., X¢(K), X3(K))T € R¥K+L
- Ko R (3.19)
(1) = X(0) + 3 Xe(k) - cos(k-woet) + X°(k) -sin(kz-wo-t)} ,

k=1

die Menge der T- periodischen Funktionen mit K Harmonischen definiert.
Fir ¥ € Pg(T,R) kann nun folgender Zusammenhang zwischen den DFT Koeffizienten und den

Funktionswerten Z(tg), ..., Z(t2.x) hergestellt werden

X(0)

Z(to) 1 cos(woty)  sin(wotg) ... cos(K-woty) — sin(K-wotp) Xe(1)
z(ty) 1 cos(woty)  sin(woty) ... cos(K-woty) — sin(K-wptq) X3(1)
/x\(tQ.K) 1 COS(WO'tQ.K> Sin(wo-tQ.K) N COS(K'wo'tQ.K) sin(K-wo-tg.K) )?C(K)
Z:}E ::}‘cl XS(K)

—_————
%
(3.20)

Dabei kann die Matrix T™! € REKFDX@K+D zup Berechnung der inversen diskreten Fourier
Transformation (IDFT) (3.20) dienen, sofern die DFT Koeffizienten X bekannt sind. Die inverse
Matrix T' von T'™!, welche I'- "' = T erfiillt, ergibt sich dann gemi8 (3.17)) zu

1 1 1
5 5 . 5
cos(wo-to) cos(woty) ...  cos(wotar)
I— 2 SlIl((Af()'?f(]) 51n(u')0-t1) e Sm(W(?'tZK) € REK+DX@K+D)  (397)
2-K+1 : : - :
cos(K -wptg) cos(K-woty) ... cos(K-wytak)
sin(K-wy-tg) sin(K-wot1) ... sin(K-wotex)

Damit lésst sich bei bekannten Funktionswerten X, die diskrete Fourier Transformation (DFT) (3.22))
berechnen

X=I=%. (3.22)
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Idee des HB Verfahrens

In den nachfolgenden Abschnitten gelte fiir simtliche zeitabhingige vektorwertige Funktionen
x(t), dass gemésf x € [P(T,R)]™. Fiir numerische Berechnungen kann die exakte Darstel-
lung (3.14) im Allgemeinen nicht verwendet werden. Stattdessen wird fiir ein beliebiges aber fest
gewahltes K € N die approximierte trigonometrische Interpolation X € [Pk (T, R)]™ gemaB (3.19 [B-19)
verwendet. Damit konnen erforderliche Berechnungen im Folgenden effizient mlt Hilfe der DFT
durchgefiihrt werden. Fiir eine gegebene Funktion b € [P(7T,R)]™ wird nun eine approximierte

Fourierreihe X € [Pk (T, R)|™ gesucht, welche geméf (3.23)

%q(ﬁ(t)) +f(xX(t)) +b(t) =0, , X(0)=x9, X(T)=x¢, (3.23)

das Randwertproblem (3.12]) ndherungsweise erfiillt. Aufgrund der 7- Periodizitdt von X(t) sind
die Randwertbedingungen stets erfiillt und die Randwertaufgabe reduziert sich auf die Suche nach
den DFT Koeffizienten X von X(1).

Seien B die DFT Koeffizienten von b € [Pk (T, R)]™, wobei b(t) die approximierte Fourierreihe
von b € [P(T,R)]™ darstellt. Dann kann folgendermaBen in symbolischer Schreibweise, in

Abhéngigkeit von den DFT Koeffizienten X formuliert werden

DFT(i

- a(IDFT(X))) + DFT(£(IDFT(X)) ) + B =0, (3.24)

wobei der folgende symbolische Zusammenhang gelte

d - L 4 a(X(to)) +£(X(to)) +b(to)
IDFT (DFT(E a(IDFT(X)) )+ DFT (£(IDFT(X)) )+ B) ~ :
§ A(X(t2x)) + £(X(t2.x)) + b(to.x)

Diese symbolische Schreibweise von (3.24) wird nun im Folgenden begriindet. Zunéchst wird auf-
grund der T- Periodizitit, der Zusammenhang zwischen den DFT Koeffizienten X und X(t) ver-
wendet. Nachdem die Funktionen f(x) und q(x) lediglich algebraische Nichtlinearitéten darstel-
len, ist sichergestellt, dass £(X(¢)) und q(X(¢)) ebenfalls T- periodisch sind. D.h. insbesondere, dass
f.qge [IBK(T R)|™ existieren, welche f (X(t)) und q(X(t)) approximieren, wobei die entsprechenden
DFT Koeffizienten mit F und Q bezelchnet werden. Wird nun mit h( )= t ) die Zeitableitung
von q(t ) bezeichnet, so besteht gemaf (3.16]) ein Zusammenhang zwischen den DFT Koeffizienten
H und Q Dieser Zusammenhang kann durch eine Matrix €2 und die Beziehung H=0Q Q beriick-
sichtigt werden.

Mit d1esen Erlauterungen lésst sich Gleichung - ) und die Suche nach geeigneten DFT Koefhi-
zienten X auf die Losung eines algebraischen nichtlinearen Gleichungssystems zuriickfiithren

Q- QX)+F(X)+B=0.

Zusammenfassend lésst sich feststellen, dass die DFT Koeffizienten X die Veriinderlichen dieses
Gleichungssystems sind. Zudem sei festgestellt, dass das algebraische nichtlineare Verhalten von
f(x) und q(x), die wesentliche Voraussetzung fiir eine effiziente Implementierung des HB Verfah-
rens ist. Weiters ist zu beobachten, dass die algebraischen Nichtlinearitdten im Zeitbereich behan-
delt werden und mit Hilfe der DFT bzw. IDFT zwischen Frequenz- und Zeitbereich gewechselt
wird.
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Herleitung des HB Verfahrens

Aufbauend auf der vorhergehenden Idee, erfolgt nun eine detaillierte Herleitung, welche insbeson-
dere auch fiir die Implementierung benétigt wird.

Gemaf wurde der Zusammenhang zwischen DFT und der approximierten Fourierreihe fiir
eine skalare Funktion 7 € Py (T,R) dargestellt. Nachdem aber x € [P(T,R)]™ in (3:12), baw.
dessen Approximierte X € [ﬁK(T, R)]™ in vektorwertige periodische Funktionen sind, muss
zunidchst geklart werden, wie die DFT auf X(¢) angewendet werden kann. Fiir die Funktionen

T1(t), ..., Tp(t) von X(t) werden nun fiir 1 < i < m, durch
ii = (fl(to), e ,/l’\i(tQ.K))T S RZKJFI (325&)
X o= (X;(0), X¢(1), X3(1), ..., XO(K), X;(K))T € R¥K+! (3.25b)

die Vektoren der Funktionswerte X; und der DFT Koeffizienten X; von Z;(t) definiert. Mit

= (%,...,x])" € RmEK+D (3.26a)
X :=(X/,...,X]))T e Rm@K+D (3.26D)
werden die Funktionswerte X und die DFT Koeffizienten X von 7 (t),...,Tn(t) zusammengefasst.

Es soll darauf hingewiesen werden, dass die gewéhlte Komponentenreihenfolge in (3.25) und ([3.26
beliebig ist, allerdings wurde diese so gewihlt, dass mit Hilfe der Matrizen T und T'™! geméis (3.20
und , einfach zwischen Zeit- und Frequenzbereich gewechselt werden kann. Hierfiir werden
nun folgendermafien Matrizen Ippr, Fppp € R™ 2 K+Dxm-(2-E+1) iy Blockdarstellung definiert

[FDFT]H R [FDFT]lm

r Jfiri =3
I'ppr = : : . [Tprrlij == {0 fiir g 7&]. ;
Torrlm1 -+« [Lorr)mm @K+D)x(2K+1) J
e AR | A=
B [ DI*?T]U | [ DF.T]l . ! fiir i = j
Ippr = : - : ) [FDFT]iJ = 091 . fiir i # j
_ _ 2K+1)x(2-K+1) >
[FDll?T]ml SR [FDE{T]mm @H+L @ KAL)

Damit kann nun die DFT mit X = Ippr- X, sowie die IDFT durch X = | R X berechnet werden.

Ein grofler Vorteil von Fourierreihen ist, dass die Ableitung geméfl einfach berechnet werden
kann. Dieser Zusammenhang gilt zudem auch fiir die approximierte Fourierreihe geméf (3.18). Sei
nun z(t) := dﬁgt), dann gilt gemif Z = Q- X, wobei 2 € R ZE+1)xm-2K+1) foloendermaBen
in Blockdarstellung gegeben ist

U 2 {Qwo , fiir i = j

Q=1 . . [y = T
! 0@ k+1)x@2K+1) , fiiri#j

Hierbei ist €, € REKFDXEEFD) iy 1 < 4,5 < (22K+1) und k € {1,..., K}, durch folgende
Koeffizienten definiert
k-wo Jfire =2k, j=2-k+1
(Qwo)ij = —]{J'WO s fiir ¢ = 2]€+1, j =2k s

0 , sonst
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d.h. Q,, besitzt folgende Darstellung

0O 0 0 0 0 0 0
0 0 w 0 0 0 0
0 —wo 0 0 0 0 0
00 0 0 2w 0 0
Qo=10 0 0 —2w 0 0 0
0 0 0 0 ... 0 Kuw
0O 0 0 0 0 . —Kuw, 0

Damit in weiterer Folge fiir die Funktion f(X(¢)), die approximierte Fourierreihe fe [P (T, R)|™
in Abhéngigkeit von den DFT Koeffizienten X angegeben werden kann, wird im néchsten Schritt
die Funktion f definiert. Nachdem die algebralsche Nichtlinearitat von f(x ) im Zeitbereich be-
riicksichtigt wurde, miissen die DFT Koeffizienten F ermittelt werden. Um F effizient mit I'per
berechnen zu kénnen, muss bei der Definition von f insbesondere die Reihenfolge der Zeitschritte
geméif beriicksichtigt werden. Fiir eine iibersichtlichere Schreibweise wird zunichst folgen-
de Indexfunktion definiert

a:N=>N:i—al)=(0—-1)(2-K+1)
Mit f: R™ — R™ : x > f(x) gemi dem Modellproblem ergibt sich folgende Definition

JiW11a)s Yita@)s - Yisam))
) .

J1(Y24a(1), Yota@)s - - > Y2ta(m))

FoREER) | R @K (o fl(y2~K+1+a(1)ay2~K+1—.&-a(2)7 o Y2 K+ 14a(m))
fm(lera(l)» Y+a(2); - - - aleroz(m))

fm(y2-K+1+a(1)7 Y2.K+1+a(2)) - - - 7?/2-K+1+a(m))

Die im Folgenden benétigte Jabobi-Matrix Jz(y) = Jz(v1, - ..+ Ym-(2.x11)) € RTEEHDxm-(2E+D)

der Funktion Af(y), ist fiir 1 <4,7 <mund 1 < ¢, p < (2-K+1) folgendermafien durch Diagonal-
matrizen [Jz(y)];; € REEFVX2E+D iy Blockdarstellung gegeben

Tz - [J5)]im 5
T E R SO (S0 5 {0 ottty 2P
Ti()m1 - [ T5()]mm R
S (Yiva(s -+ Yira(m)
J:(¥))ij = 0 . 0

g_aj:;(yZK"'l"'a(l)a s o 7y2~K+l+a(m))
(3.27)

Die Differentialquotienten 7( x) der Matrix [J3(y)];; sind dabei die Koeffizienten von J¢(x),

geméB (4.10) des Modellproblems B.1]
Die vorhergehenden Uberlegungen gelten auch in dquivalenter Weise fiir die Funktion q(X(t)). Mit
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q:R™ - R™: x — q(x), geméa dem Modellproblem , kann analog zur Funktion Af(y) die
Funktion q : R™ZK+) 5 Rm-(2K+D) .y s q(y) definiert werden und damit ergibt sich analog zur
Jacobi-Matrix Jz(y) die im Folgenden benétigte Jacobi-Matrix Jg(y) = Jg(v1, .- - Um-2-k41)) €
R (2 E+D)xm-(2K+1) - wobei lediglich die Funktionen f; durch die Funktionen ¢; ersetzt werden
miissen. Nachdem die Matrix M € R™*™ des Modellproblems [3.1] konstant ist, gilt fiir die Funktion
q(x) im Modellproblem auch die dquivalente Darstellung q(x) = M- x. Nachdem J4(x) = M
gilt, erhdlt man fir die Jacobi-Matrix Jg(y), die folgende vereinfachte Darstellung

Jaht - [Ja(¥)im §§; (Yera(r)s - - s Yeram)) = (M)
Jaly) == : : ; ([Jﬁ(}’)]ij)zp = fir  =p
Ja)lm - [Ta()lmm 0 fiir 0 £ p
(3.28)

wobei 1 <4,j <mund 1 </¢,p < (2-K+1) und (M),;; die Koeffizienten von M bezeichnet.
Mit b € [Pg(T,R)]"™ wird nun noch die approximierte Fourierreihe von b € [P(T,R)]™ bezeichnet,
welche die DFT Koeffizienten B besitze.

Es sind nun alle Grundlagen vorhanden um das Randwertproblem ([3.12)) ndherungsweise in Abhén-
gigkeit von den DFT Koeffizienten X zu formulieren. Um im Folgenden eine kompakte Schreibweise
zu ermoglichen, wird die Funktion F : R™ZK+D s Rm-2K+1D) . X s F(X) definiert, wobei

F(X) := Q- Tppr- G(Tppr X) + Pppr- £ (Tppp X) + B (3.29)

Damit kann das Randwertproblem (3.12]) folgendermafien ndherungsweise im Frequenzbereich for-
muliert werden

A~ A~ ~ A~ A~

F(X) = Q Ippr- a(Tppr X) + Cper £ (Cppre X) 4+ B = 021041 - (3.30)

Algorithmus des HB Verfahrens

Aufgrund der vorhergehenden Herleitung kann das HB Verfahren in kompakter Schreibweise durch
Algorithmus [7] angegeben werden.

Algorithmus 7 : HB Verfahren zur Losung des Modellproblems 3.1

Eingabe : F : R™@E+D) _ Rm-CE+D gomif (3.29)), Periodendauer T > 0, Anzahl der
Harmonischen K € N
Ausgabe : X € [Pg(T,R)]™

1 Wy < QTW // Grundschwingungskreisfrequenz
/* Lése gemdB Gleichung (13.30)), F()A() = 0,,.(2.54+1) nach X auf */
e S ~ S .
2 - Ippr- q(FDFT' X) + Tppr- f(FDFT' X) +B = Opn-2.K41)
/* Berechne 7;(t) gemaB (3.18), mit X := (X],..., X )T € R™ZE+D) gemss (3.26D) */
3 fori<1,....mdo

~

4 L Zi(t) < X;(0) + i Xe(k) - cos(k-wo-t) + X2 (k) - sin(k-wo-t)

Geméafl Algorithmus [7] reduziert sich das HB Verfahren auf die Losung eines im Allgemeinen
nichtlinearen Gleichungssystems. Zeile [2] kann auf verschiedene Moglichkeiten gelost werden. Im
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Folgenden wird auf die Losung mit Hilfe des Newton Verfahrens ndher eingegangen. In [16, Chap-
ter 5, Abschnitt 5 und 6] werden auch alternative Losungsmethoden mit Vor- und Nachteilen
besprochen.

Berechnungen fiir Algorithmus [7], bei Verwendung des Newton Verfahrens

Nachfolgend werden dle wesentlichen Berechnungen fiir das lokale Newton Verfahren angegeben
(gemaf Unterkapltel , welche in Zeile |2/ von Algorithmus [7] erforderlich sind, um X bzw. eine
neue Iterierte X (1) zu berechnen Diese Berechnungen sind ebenfalls die Grundlagen fiir die An-
wendung eines gedédmpften Newton Verfahrens

Gesucht wird nun X sodass gemaf (3.30) F = 0y.2.641) gilt. Unter Verwendung der Ketten-

regel (siche Satz wird folgende Jabobi- Matrlx von F berechnet
JF(}A() = Q- Ippr- JG(F]SI{“T' }2) FBI{“T + I'ppr- J~(F1311?T' i)'F]SI*l“T J

wobei die Jacobi-Matrizen J3(y) und Jg(y) gemés8 (3.27) und (3.28) gegeben sind.
Aufgrund der Blockdarstellung der Matrlzen J3(y) und J5(y), sowie der Blockdiagonaldarstellung
von T'ppr und Topp, gilt folgende Darstellung

R T [J?(FB%T' X)] 11 r ... I [J?(FB%T' ﬁ)} im r
Tppr J5(Tppp X)) Tppr = : 5 :
L [JF(I‘B%‘T' X)}m rt..r [J?(FB%T' X)}mm r
R T [JG(FB%?T' X)]n' rt.. T [Jﬁ(FB%?T' X)}lm' r
Tprr Jg(Cppre X)- Topr = : :
T [J6<FB%‘T' X)}ml' r ... I [JQ(FB%?T' X)]mm r

(4+1)

Die neue Iterierte X im lokalen Newton Verfahren berechnet sich dann folgendermafien

-1

X+ — x© _ (JF()A((Z))) .F(f((ﬁ)) _ (3.31)

Gemaéf [2, Abschnitt 3.1. 5] kann als Startwert fiir die erste Newton Iteration z.B. XO = Xpe ge-
wihlt werden, wobei XDC die DFT Koeflizienten des DC- Arbeltspunktes im elektrischen Netzwerk
sind, d.h. Xpe sind die DFT Koeffizienten von Xpc € [PO(T R)|™.

Diskussion und Fehlerursachen im HB Verfahren

Zum Abschluss wird nun auf drei Ursachen hingewiesen, welche zu einem Fehler ||x—X||z2(jo,r)) > 0
fiihren, wobei x(t) die Losung des Randwertproblems ist und X(¢) einer approximierten
Losung gemil entspricht, welche durch Gleichung bestimmt wurde.

Die erste Fehlerquelle resultiert, wenn Gleichung nicht exakt gelost wird. Dieser Fehler lésst
sich aber z.B. mit dem Newton Verfahren beliebig klein machen. Die beiden weiteren Fehlerquellen
haben ihren Ursprung darin, dass die Approximation in [P (7, R)]™ liegt, d.h. nur durch endlich
viele Harmonische dargestellt wird. Hierbei sei erwéihnt, dass fiir eine Funktion x € [P(T,R)]™,
bei hinreichend grofem K, die Funktion x(t) durch X € [Pk (T, R)]™ beliebig genau approximiert
werden kann. Nachdem im HB Verfahren die Komponentenfunktionen von X(t), durch die DFT
Koeffizienten von X vorgegeben werden, resultiert die zweite Fehlerquelle, von der Abweichung
zwischen X(t) und x(¢). Die dritte und dominante Fehlerquelle im HB Verfahren ldsst sich durch
folgende Uberlegung nachvollziehen. Aufgrund der algebraischen Nichtlinearititen von f(x) und
q(x), kann zwar fiir X € [Pk (T, R)]™ gewihrleistet werden, dass die Funktion

. a®(1)) + £(X(1)) +b(1) (3:82)
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periodisch ist, allerdings kénnten fiir die approximierende Fourierreihe der Funktion (3.32)), mehr
als K Harmonische erforderlich sein, um eine gute Néherung zu liefern. Nachdem X geméf
bestimmt wurde, definieren die DFT Koeffizienten F(X) gemif (3:29), eine Funktion in [Py (T, R)]™,
welche eine Nédherung von darstellt. Ob diese Ndherung mit K Harmonischen allerdings
schon ausreichend ist, ist noch nicht sichergestellt. Dieser Fehler ist vor allem deswegen dominant,
da durch die algebraischen Nichtlinearitdten, Terme aus Summen- und Differenzirequenzen entste-
hen, welche im Allgemeinen nicht ausreichend durch eine Funktion in [Pg (T, R)]™ beriicksichtigt
werden konnen. Zudem sei auch zu bemerken, dass bei allgemeinen algebraischen Nichtlinearité-
ten, eine kleine Ursache eine grofle Wirkung erzeugen kann. Weshalb man im Allgemeinen nicht
davon ausgehen kann, dass ’kleine’ Amplituden bei héheren Frequenzkomponenten keine Auswir-
kung haben. Dass das HB Verfahren allerdings fiir eine ausreichend grofie Anzahl an Harmonischen
eine gute Niaherung fiir die Losung des Randwertproblems liefert, kann einerseits durch die
Stetigkeit der Funktionen f(x) und q(x) gewdihrleistet werden, sowie der Eigenschaft, dass fur
eine Funktion aus P(T,R) (geméB (3.13)), die entsprechenden Fourierkoeffizienten eine Nullfolge
bilden. So ist z.B. durch die Stetigkeit von f(x) gewihrleistet, dass fiir jeden Punkt x, € R™,
fir alle ¢ > 0 ein von x, abhéngiges 0(x¢) > 0 existiert, sodass [|f(x) — f(xo)|| < ¢ fiir alle
|x — Xo|| < d(x0) gilt. D.h. bei hinreichend kleiner Aussteuerung, ist auch der Abstand zwischen
den Funktionswerte klein. Ohne zusétzliche Voraussetzungen an eine stetige Funktion, kann man
allerdings im Allgemeinen nicht angeben, wie klein eine Aussteuerung sein muss, damit sich die
Funktionswerte nur unwesentlich &ndern. Falls die Nichtlinearitéten bestimmte Eigenschaften be-
sitzen, ist es allerdings moglich den Fehler zu schétzen und hierdurch kann z.B. eine minimale
erforderliche Anzahl von Harmonischen K,,;, angegeben werden, womit eine Fehlergenauigkeit ga-
rantiert wird. Fiir eine genauere Fehleranalyse sei z.B. auf [16, Chapter 5, Abschnitt 2.2, 3 und §]
und [9, Abschnitt 7.3.3] verwiesen.

Fiir Anmerkungen wie eine Implementierung des HB Verfahrens optimiert bzw. beschleunigt wer-
den kann, sei z.B. auf [16, Chapter 6] verwiesen. In [16, Chapter 6, Abschnitt 1] wird auch be-
griindet, weshalb eine Implementierung des HB Verfahrens mit der FF'T, im Vergleich zur Imple-
mentierung mit der DFT, nur kaum zu einer schnelleren Berechnung fithrt. Der Hauptgrund ist,
dass in der Berechnung, die Anwendung der DFT nur einen kleinen Anteil am Rechenaufwand
hat, da z.B. Funktionsauswertungen und die Lésung eines nichtlinearen Gleichungssystems, mehr
Ressourcen benotigt. Eine FFT ist zudem auch nur effizient, wenn die Anzahl der Frequenzenkom-
ponenten z.B. einer Zweierpotenz entspricht. Hingegen kann die DFT fiir eine beliebige Anzahl
von Frequenzenkomponenten implementiert werden.



54 3 Ausgewahlte Methoden zur Berechnung des eingeschwungenen Zustands

3.4 Anwendungsbeispiele

In diesem Unterkapitel werden die in Kapitel [3| vorgestellten Methoden, auf die Einweg- und
Briickengleichrichterschaltung, geméf der Beispiele 2.4 und [2.5]aus Unterkapitel [2.2.3] angewendet.

Fiir beide elektrische Netzwerke wurde folgende Konfiguration gewéhlt

0F
1pF

I

f(]:?)k?HZ, (,L)O:2'7T'f0, Ug(t):]_‘/'SiIl(wO’t), R1:100§2, 01:{

wobei die Gleichrichterschaltungen mit C; = 0 F und C} = 1 uF' berechnet wurden.
Die Dioden Dy, ..., Dy wurden geméf der Shockley Gleichung

in(up) = Is (exp (n“ZT) . 1>

modelliert und als Schottky Dioden BAR43S implementiert. Die gewédhlten Parameter sind

kg-T
kp = 1.380649-1072 J/K , T=300K , e=1.602176634-10"°C , Up=-—2—
(&

n=14622, Ig=0.434510"°%4,

welche geméf Typ BAR43SFILM, der PSPICE Bibliothek [24] entnommen wurden. Bei der Im-
plementierung der Methoden aus Kapitel |3 war es erforderlich nichtlineare Gleichungssysteme zu
16sen. Diese wurden stets mit dem geddmpften Newton Verfahren nach Bank-Rose, gemafl Algo-
rithmus [2| aus Unterkapitel gelost. Der Algorithmus wurde dabei mit folgenden Parametern
implementiert

Tolgys = 1077, Tol,q =107, Tolpp =107, w=09.

Um die einzelnen Methoden vergleichen zu koénnen, wurde mit Ng/7 = 201, die Anzahl der dqui-
distanten Stiitzstellen je Periodendauer vorgegeben. Nachdem bei den implementierten Methoden
vor allem der eingeschwungene Zustand von Interesse ist und die transiente Analyse bei Verwen-
dung der Zeitschrittverfahren BDF und Radau IIA das transiente Verhalten ermittelt, wurde fiir
den Vergleich der Methoden im Zeit- und Frequenzbereich, lediglich die letzte Periode analysiert,
wobei hierbei bereits der transiente Vorgang abgeklungen war. Bei der Ermittlung des Amplitu-
dengangs, wurden zudem fiir alle verwendeten Zeitbereichsmethoden, mit Hilfe der Ng/r Zeitwerte
pro Periode, die Frequenzkomponenten durch die reelle DFT berechnet. Die Vorgabe von Ng,r
Stiitzstellen je Periode, sind fiir Zeitschrittverfahren intuitiv und werden fiir das HB Verfahren
folgendermaflen beriicksichtigt. Im HB Verfahren wird die Anzahl der Harmonischen mit KX € N
vorgegeben und aus den daraus ermittelten DFT Koeffizienten, erhédlt man fiir jede Komponen-
te der gesuchten Losung x(t), eine approximierte Fourierreihe gemaf . Diese approximierte
Fourierreihe wird dann in den Ng/r Stiitzstellen ausgewertet.



3.4 Anwendungsbeispiele

Zusammenfassung der Ergebnisse des Einweggleichrichters

In Abbildung [3.2) ist die Auswertung des Beispiels bei C} = 0 F zu sehen.

Abbildung zeigt fir die GroBlen wug(t), ug, (t) und —ig(t), den Vergleich im Zeitbereich, der
unterschiedlichen Methoden im periodisch eingeschwungenen Zustand. Zudem ist auch die transi-

ente Analyse enthalten, welche mit dem BDF3 Verfahren berechnet wurde.

Abbildung zeigt fiur die GroBen upg, (t) und —ig(t), den Vergleich des Amplitudengangs, der

unterschiedlichen Methoden im periodisch eingeschwungenen Zustand.
Fiir Abbildung [3.2] wurde dabei das HB Verfahren mit K = 30 berechnet.

[Tpu(f)] in V

Transiente Analyse mit dem BDF3 Verfahren

x10*
7.1978

Methodenvergleich fiir ug(t)

—&— BDF3

0.75 5.3083 075k —6— Radan IIA(3) |
= Shooting
~ 05 3.5989 0.5 - ©--HB
Z 025 1.7994 : > 025
£ o 0 = Z o
g2 o25) 47994 T F 025
= osf -3.5089 05
- — w(t)
075 F | —— (1) -5.3983 075
—_—i(t)
At -7.1978 -1
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 0.6667 1.3333 2 26667 3.3333
tins <10 tins x10*
Methodenvergleich fiir ug; (t) 10 Methodenvergleich fiir —iy(t)
1F i i i ! ] 7.1978 ! ! ! ]
075 5 o g 5.3983 g
05f g 3.5989 g
i % o) -
> 025F > : — > 17994 .
= o 5 G
£ 0250 g T 17994 g
-0.5 [—e—BDF3 — -3.5989 - [ —e— BDF3 .
—6— Radau IIA(3) —6— Radau IIA(3)
-0.75 | | = ©- - Shooting . -5.3983 | | — ©- - Shooting .
- ©--HB - ©--HB
- L Il 1 1 ] -7.1978 I 1 1 L ]
0 0.6667 1.3333 2 2.6667 33333 0 0.6667 1.3333 2 2.6667 3.3333
tins 107 tins %10
(a) Transiente Analyse und Vergleich der Methoden im Zeitbereich
Vergleich des Amplitudengangs fiir |Ug;(f)| «10%  Vergleich des Amplitudengangs fiir [Ij(f)|
0.3324 @ — BDF3 4 3.3242+ @ —— BDF3 R
—o Radau IIA(3) ——o Radau IIA(3)
0.2992 ——© Shooting b 2.9918 ——@ Shooting 1
0.2659 - --O HB g 26593 --O HB 1
02327 4 < 23269} g
0.1995 g = 199451 1
0.1662 4 & 1.6621 1
01330 . = 13207} .
0.0997 |- 1 0.9973 1
0.0665 - g 0.6648 | g
00332} ? 1 0.3324 (? 1
0 P Vs r— 0 P Vet mmmmm—
10° 10* 10° 10° 10° 10* 10° 108
fin Hz fin Hz

(b) Vergleich des Amplitudengangs

Abbildung 3.2: Vergleich der Methoden im Zeit und Frequenzbereich.
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3 Ausgewahlte Methoden zur Berechnung des eingeschwungenen Zustands

In Abbildung [3.3] ist die Auswertung des Beispiels bei O = 1 F zu sehen.

Abbildung zeigt fiir die Groflen wug(t), ug, (t) und —ig(t), den Vergleich im Zeitbereich, der
unterschiedlichen Methoden im periodisch eingeschwungenen Zustand. Zudem ist auch die transi-

ente Analyse enthalten, welche mit dem BDF3 Verfahren berechnet wurde.

Abbildung zeigt fiir die Groflen ug, (t) und —ig(t), den Vergleich des Amplitudengangs, der

unterschiedlichen Methoden im periodisch eingeschwungenen Zustand.
Fiir Abbildung [3.3] wurde dabei das HB Verfahren mit K = 30 berechnet.

Transiente Analyse mit dem BDF3 Verfahren

0.75
0.5
0.25

-0.25

wy(t) und ug, (t) in V
(=]

-0.5

-0.75 -

—w(t)

—uri(t)
—o(t)

L L L L L L L L L

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
tins

Methodenvergleich fiir ug; (t)

0.75
0.5%
0.25

ug; (t) in V
o
T

-0.25 -

T

-0.5

-0.75 -

—e— BDF3

—©— Radan I1A(3)
Shooting

- ©--HB

L L L L

0.6667 1.3333 2 2.6667
tins

3.3333
x 10

ig(t) in V

Methodenvergleich fiir uy(t)

—@— BDF3

Shooting
- ©--HB

—o6— Radau I1A(3) |

0 0.6667 1.3333 2 2.6667 3.3333
tins x 107
Methodenvergleich fiir —i(t)
0.0160f ' ' ‘ !
0.0120
0.0080 e
0.0040
i = S
-0.0040 -
-0.0080 |- [ —e— BDF3
—o— Radau 11A(3)
-0.0120 Shooting
- ©--HB
-0.0160 -
0 0.6667 1.3333 2 2.6667 3.3333
tins x10%

(a) Transiente Analyse und Vergleich der Methoden im Zeitbereich

Vergleich des Amplitudengangs fiir |ﬁn 1(f)]

0.0619 -
0.0557 -
0.0495 -
0.0433 -
0.0371
0.0309 -
0.0248 -
0.0186 -
0.0124 -
0.0062 -

[T (f)] in V

10°

fin Hz

10°

«!

1.1610
1.0449
0.9288

< 08127

£ 06966

< 05805

= 0.4644
0.3483
02322
0.1161

0

«10°  Vergleich des Amplitudengangs fiir |fn(f)|

fin Hz

(b) Vergleich des Amplitudengangs

Abbildung 3.3: Vergleich der Methoden im Zeit und Frequenzbereich.
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Geméf Beispiel mit C; = 0F, ist in Abbildung [3.4] das Ergebnis des HB Verfahrens bei
K € {5,10} zu sehen. Dass das HB Verfahren bereits fiir & = 10 eine gute Ndherung liefert, liegt

vor allem am Amplitudengang von ug, (t) und —ig(t) gemafl Abbildung da k.te Harmonische
mit k£ > 10 nur mehr einen geringen Beitrag leisten.
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Abbildung 3.4: Vergleich des HB Verfahrens bei C; = 0 F und K € {5,10}.

GeméfB Beispiel 2.4 mit C; = 1F, ist in Abbildung [3.5] das Ergebnis des HB Verfahrens bei
K € {5,10} zu sehen. Der Amplitudengang von ug, (t) geméB Abbildung [3.3b] begriindet weshalb
bereits fiir K = 10 eine gute Ndherung von ug, (t) mit dem HB Verfahren gefunden werden kann.
Anderseits wird durch den Amplitudengang von —iy(t) ersichtlich, weshalb fiir eine gute Néherung
auch k.te Harmonische mit k£ > 10 berechnet werden miissen. Zudem erkennt man anhand des
Stroms —io(t) in Abbildung 3.5, dass ein nicht physikalisches Verhalten des Sperrstroms durch die
Diode D zu beobachten ist, da der Sperrstrom vernachlassigbar klein sein sollte. Dieses Verhalten
verbessert sich allerdings, wenn K grofler gewéhlt wird, wie z.B. das Ergebnis in Abbildung [3.3
bei K = 30 zeigt.
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Abbildung 3.5: Vergleich des HB Verfahrens bei C; = 0 F und K € {5,10}.
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Zusammenfassung der Ergebnisse des Briickengleichrichters

In Abbildung [3.6] ist die Auswertung des Beispiels bei C1 = 0 F zu sehen.

Abbildung zeigt fiir die Groflen wug(t), ug, (t) und —ig(t), den Vergleich im Zeitbereich, der
unterschiedlichen Methoden im periodisch eingeschwungenen Zustand. Zudem ist auch die transi-
ente Analyse enthalten, welche mit dem BDF3 Verfahren berechnet wurde.

Abbildung zeigt fur die GroBen ug, (t) und —ig(t), den Vergleich des Amplitudengangs, der
unterschiedlichen Methoden im periodisch eingeschwungenen Zustand.

Fiir Abbildung [3.6] wurde dabei das HB Verfahren mit K = 30 berechnet.
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Abbildung 3.6: Vergleich der Methoden im Zeit und Frequenzbereich.
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In Abbildung ist die Auswertung des Beispiels bei Cy = 1 F zu sehen.

Abbildung zeigt fiir die Groflen wug(t), ug, (t) und —ig(t), den Vergleich im Zeitbereich, der
unterschiedlichen Methoden im periodisch eingeschwungenen Zustand. Zudem ist auch die transi-
ente Analyse enthalten, welche mit dem BDF3 Verfahren berechnet wurde.

Abbildung zeigt fiir die Grofen ug, (t) und —ig(t), den Vergleich des Amplitudengangs, der

unterschiedlichen Methoden im periodisch eingeschwungenen Zustand.
Fiir Abbildung wurde dabei das HB Verfahren mit K = 30 berechnet.
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Abbildung 3.7: Vergleich der Methoden im Zeit und Frequenzbereich.
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Geméf Beispiel mit ¢} = 0F, ist in Abbildung das Ergebnis des HB Verfahrens bei
K € {5,10} zu sehen. Dass das HB Verfahren bereits fiir K = 10 eine gute Ndherung liefert, liegt
vor allem am Amplitudengang von ug, (t) und —ig(¢) geméf Abbildung[3.6b} da k.te Harmonische
mit k£ > 10 nur mehr einen geringen Beitrag leisten.
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Abbildung 3.8: Vergleich des HB Verfahrens bei C; = 0 F und K € {5,10}.

GeméiB Beispiel mit C; = 1F, ist in Abbildung 3.9 das Ergebnis des HB Verfahrens bei
K € {5,10} zu sehen. Der Amplitudengang von ug, (t) geméB Abbildung [3.7b] begriindet weshalb
bereits fiir K = 10 eine gute Néherung von ug, (t) mit dem HB Verfahren gefunden werden kann.
Anderseits wird durch den Amplitudengang von —iy(t) ersichtlich, weshalb fiir eine gute Néherung
auch k.te Harmonische mit k£ > 10 berechnet werden miissen. Zudem erkennt man anhand des
Stroms —ip(¢) in Abbildung dass ein nicht physikalisches Verhalten des Sperrstroms durch
die Dioden Dy, ..., D, zu beobachten ist, da der Sperrstrom vernachlédssighar klein sein sollte.
Dieses Verhalten verbessert sich allerdings, wenn K grofler gewihlt wird, wie z.B. das Ergebnis in

Abbildung 3.7 bei K = 30 zeigt.
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Abbildung 3.9: Vergleich des HB Verfahrens bei C; = 0 F und K € {5,10}.
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4 Berechnung des periodisch
eingeschwungenen Zustands eines

NFC Systems

Unter Verwendung der quasi-stationédren Partial Element Equivalent Circuit (PEEC) Methode
wird ein gegebenes NFC Spulenpaar durch ein dquivalentes elektrisches Netzwerk modelliert. Die-
ses wird mit einem externen elektrischen Netzwerk verbunden, welches lineare Elemente, sowie
Dioden enthélt. Die mathematische Beschreibung des vollstédndigen elektrischen Netzwerkes, er-
folgt durch differentiell algebraische Gleichungen, welche durch die Anwendung des modifizierten
Knotenspannungsverfahrens entstehen. Fiir die Berechnung des periodisch eingeschwungenen Zu-
stands, werden die numerischen Methoden aus Kapitel 3 zur Losung der DAG angewendet und
untersucht.

4.1 Modellierung unter Anwendung der Partial Element
Equivalent Circuit Methode

In vielen Anwendungen kann ein elektromagnetisches Feldproblem, unter Anwendung der PEEC
Methode, durch ein dquivalentes elektrisches Netzwerk, bestehend aus resistiven, kapazitiven und
induktiven Elementen, beschrieben bzw. modelliert werden. Damit ist es moglich, ein externes
elektrisches Netzwerk mit dem elektromagnetischen Feldproblem direkt zu koppeln. Fiir die Be-
rechnung des periodisch eingeschwungenen Zustands fiir dieses resultierende elektrische Netzwerk,
kénnen numerische Methoden verwendet werden, welche fiir die Analyse elektrischer Netzwerke
geeignet sind.

Ausgehend von den Maxwell Gleichungen, kéonnen mit Hilfe der Potentialtheorie, Integralglei-
chungen hergeleitet werden, dessen Diskretisierung und Interpretation zur PEEC Methode fithren
(siehe z.B. |11l Chapter 3]). Es existieren dabei unterschiedliche Ansitze, welche unter anderem
Wellenausbreitung, sowie leitfdhige, magnetische und dielektrische Materialien beriicksichtigen
(siche z.B. [18] oder [11]).

Der Ausgangspunkt dieses Abschnitts, ist die Modellierung eines geeigneten elektromagnetischen
Feldproblems durch ein dquivalentes elektrisches Netzwerk, welches durch die Anwendung der
quasi-stationdren PEEC Methode fiir leitfdhige Strukturen angegeben werden kann und somit mit
einem externen elektrischen Netzwerk verbunden werden kann. Die mathematische Beschreibung
des vollsténdigen elektrischen Netzwerkes, erfolgt durch differentiell algebraische Gleichungen, wel-
che geméf dem Modellproblems [3.1, durch die Anwendung des modifizierten Knotenspannungs-
verfahrens entstehen.

Quasi-stationdre 1D PEEC Methode fiir leitfihige Strukturen

In diesem Abschnitt wurden die Grundlagen zur PEEC Methode aus [11] entnommen.
Eine quasi-stationire PEEC Methode fiir leitfdhige Strukturen vernachldssigt die endliche Aus-
breitungsgeschwindigkeit bzw. den Verschiebestrom und beriicksichtigt keine magnetischen oder
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dielektrischen Materialen. Die geometrische leitfahige Struktur wird dabei in zylindrische Ele-
mente diskretisiert, welche auch als Sticks bezeichnet werden. Jeder Stick wird dabei durch eine
PEEC-Zelle geméfi Abbildung [4.1) modelliert (siehe [11, Abschnitt 3.2.2]).

PEEC-Zellen- I/ PEEC-Zellen-

> /
Knoten i o i, (1) m Knoten j
o JaR  — e,
/ L
C/ — i t) bL.pccc d U ,(t) L C/ = i
Yop T uCi’( Z L . Ziikt(t) G T ' py
| i@ = 1) (1)
pl p.]az
ug (t Bl e (t
<> L ; De,e C() ; De,e “()t <>
i m-te PEEC-Zelle i

Abbildung 4.1: m-te PEEC-Zelle einer leitfdhigen Struktur, zwischen den PEEC-Knoten i, j, be-
stehend aus by peecc PEEC-Zellen und n¢ peec PEEC-Knoten.

Besteht eine leitfahige Struktur aus bp, peec PEEC-Zellen und n¢ peec PEEC-Knoten, so wird das
elektromagnetische Feldproblem gemdfl Abbildung [£.1] durch eine symmetrische und invertier-
bare partielle Potential-Matrix P = (pz-,j) eine partielle Induktivitidts-Matrix L' =

lgi,jgnc,peec ’

( ;J)l <6< poee und eine partielle Widerstands-Diagonalmatrix R’ = diag (R’l, R peec) mo-

delliert, wobei P € R"CpeccXncpecc ynd L/, R/ € RPpeecXPrpece gelte und P, L/ vollbesetzt sind.
Die Berechnung der Koeffizienten der Matrizen P, L', R erfolgt mittels 1D Diskretisierung (siehe

B. [11, Abschnitt 3.3.3]). Die Berechnung der Koeffizienten von P, L’ R’ wurde zur Verfiigung
gestellt (siehe [25].

Fir ¢ € {1,...,n¢peec} gilt pre > 0. Es wird nun die Diagonalmatrix
= diag (L ;) = diag(C1,...,Ch, ) (4.1)
p171 ’ , pTLC peec,VC,peec v Hpece

definiert, dessen Hauptdiagonale aus den Pseudo-Kapazitéiten C! der PEEC-Zellen besteht. Wird
die Matrix S := P -F definiert, dann gilt S™! = (P . F)fl = F~1.P~!. Nachdem P invertierbar
ist gilt P-P~! = P~!.P = I und somit folgt daraus P - (P_l) = (P! P) = 1" = I. Daher
gilt (PT)_1 = (P_l)T. Nachdem PT = P gilt, folgt daraus P! = ( ) . Die Matrix S ist nicht

symmetrisch, aufgrund der Invertierbarkeit von S gilt aber ebenfalls (ST) = (S_l)T. Geméf der
Definition von S, folgt P~' = F-S~!'. Mit der Eigenschaft FT = F folgt nun der Zusammenhang

F.-s'=p'=PY) =Fs) =(s!) -F =(S")"F. (4.2)

Aufgrund der Definition von S, gilt die Darstellung S = (p L CFirie{1,...,ncpeec}

Pj,j ) 1<i,7<n¢ peec

gilt gemaf Abbildung[4.1] fiir die Knotenspannung des i-ten PEEC-Knotens

NC,peec NC,peec

alt) =ug(t) + 30 P u ()= 30 M ue(t) =[S ue(0)],
—1 Do —1 Doy
0F£i

wobei uer (t) = (ucr (t), - - -, ucy (t ))T gelte.

"C,peec

Wird ec peec(t) = (echpeec(t) c ey €O, peeupeec) = (el(t), B (t)) definiert, dann gilt

ec’peec(t) =S Ucr (t) s bzw. Ucr (t) = S_1 : eapeec(t) . (43)
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Wird ic/(t) = (i (), - vicy,, (1 ))T definiert, dann gilt aufgrund der Bauteilgleichung fiir li-
peec
neare kapazitive Elemente sowie der Beziehungen (4.1 . . und (| ., dass

. . ’ ’ duC”( ) deC’ eec( ) -1 deC7 eec(t)
(1) = ding(C1 ., € ) - ot = Fo§H S0 (gT) L p. SECee gy

Werden die Vektoren iy peec(t) = (ithcoc(t), o ,iLpr ,poe(;(t))—r = (z’Lzl (t),... ,iL;)L (t))T und
,peec ,peec

UL pece () := (uLLpeec(t)a e ’uLbL’pCCC,peec(t))T definiert, dann gilt aufgrund der Bauteilgleichung
fir lineare Induktivititen, fir m € {1,...,bL peec}
bL,pccc d/l bL ,peec d
i 1 eec
TRUTSRCES PR S L P
k=1 m
k#m

Insbesondere gilt somit die Beziehung

. i1

dt (4.5)

uL,peec( )

Die Definition der nachfolgenden Matrizen Cpeec Und Lpeec, erfolgt fir i € {1,...,n¢ peec} und
m € {1,...,bL peec }, durch die Verwendung der Zeilenvektoren C/...; und L ... =~ gemiB

peec,i peec,

peec,1 . peec,1
Cpeec = = (ST) . F 9 Lpeec - = L/ . (46)
C;)reec NC,peec L;)reec br, ,peec
Mit der Definition der Vektoren uc peec(t) = (Uchpeec(t), ey UG, peec,peec(t))T i= €( pecc(l) und
10 peec(t) = (ch,peec(t), i, Cvpccc,peec(t)) =i (), gilt geméB den Gleichungen ([4.4)) und (4.5)
iCl:peeC (t) C;)reec 1 du (t)
- - ; el (4.7a)
iC”C,peeC peec (t) Cl;reec NC,peec
= iC::eec (t)
(t) L
UL, peec peec,1 di (t)
. _ : Speell) (4.7b)
uLbL,peec ’peec(t) Ll;l—eec br, ,peec
= uL:eec (t)

Die Einfithrung der Vektoren ic peec(t), Uc peec(t), 1L, peec(t), UL peec(t) UNd €¢ peec(t) sollen vor allem
eine iibersichtlichere Schreibweise bei der nachfolgenden Analyse durch das MKV ermoglichen.
Aufgrund der bisherigen Definitionen und Eigenschaften, kann nun ein zu Abbildung dquiva-
lentes Ersatzschaltbild einer PEEC-Zelle angegeben werden, welches die kapazitive und induktive
Kopplung geméf den Beziehungen (4.7)) verdeutlicht.
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PEEC-Zellen- L] .. . . PEEC-Zellen-
Knoteni ----==~_ L, peec(t) m Knoten j
et . » o 1
L |

_—

ici,peec (t) UL,,, ,peec (t)

R, pecc(t) UR,, peec(t)

€C;,peec (t) CT / 6Cj,peec (t)

peec,i '\—— uCi,peec(t) qu,peec(t) ——,' C}—)reec,j

Y

/ 1 m-te PEEC-Zelle 1

Abbildung 4.2: Aquivalentes Ersatzschaltbild der m-ten PEEC-Zelle einer leitfihigen Struktur,
zwischen den PEEC-Knoten i, j, welches die kapazitive und induktive Kopplung
durch entsprechende Zeilenvektoren der Matrizen Cpeec und Liee. beriicksichtigt.

Vorbereitungen fiir die Analyse des elektrischen Netzwerkes mit dem MKV

Fiir die nachfolgenden Betrachtungen, ist ein elektrisches Netzwerk mit dem MKV zu analysie-
ren, wobei angenommen wird, dass die Voraussetzungen [(D)] [(i)] des Modellproblems
auf Seite [36] erfiillt sind. Das elektrische Netzwerk besteht dabei aus einem dquivalenten elektri-
schen Netzwerk, welches durch die Anwendung der quasi-stationdren PEEC Methode fiir leitfahige
Strukturen entsteht, sowie einem externen elektrischen Netzwerk. Im Folgenden bezieht sich das
Subskript 'ext” auf Elemente des externen Netzwerkes und das Subskript 'peec’ auf Elemente der
PEEC-Zellen. Weiters werden die Notationen des Abschnitts |Quasi-stationare 1D PEEC Methode
[fiir leitfahige Strukturen| verwendet.

Das zu analysierende elektrische Netzwerk besitzt by unabhingige Spannungsquellen, b; unab-
héngige Stromquellen, b := n¢peec + beoeat lineare kapazitive Elemente, by, 1= bp peec + L cat
lineare induktive Elemente, sowie bp := bg peec + Ureqt Tesistive Elemente. Fiir die externen re-
sistiven Elemente gelte bgeqt = Orextiin + ORrext, N1, bestehend aus bg eyt in lineare und bp ext N1
nichtlineare resistive Elemente. Die Anzahl der Knoten im elektrischen Netzwerk ergibt sich zu
n = 14n¢ peec + DL peec + Near. Dabei wird der Bezugsknoten durch die PEEC Methode vorgegeben
und in jeder PEEC-Zelle ist es fiir die Anwendung des MKV erforderlich, gem#f Abbildung [4.2]
zwischen dem resistiven und dem gekoppelten induktiven Element einen zusétzlichen Knoten ein-
zufiithren.

Es wird nun eine Konvention bzgl. der Nummerierung der Knoten getroffen, welche sich ins-
besondere auf die Bedeutung der Zeilen der einzelnen Inzidenzmatrizen auswirkt. Die Knoten
1,...,nCcpeec €ntsprechen geméf Abbildung den PEEC-Knoten an den gekoppelten kapaziti-
ven Elementen. Die Knoten n¢ peec + 1, ..., ¢ peec + br peec €ntsprechen geméf Abbildung , je
PEEC-Zelle dem Knoten zwischen dem induktiven Element und dem Widerstand. Die Knoten-
NUMMEIN N¢ peec + 01 peec+1, - - - s N peec T peec +1ert €ntsprechen den Knoten des externen elektri-
schen Netzwerkes. Mit dieser Konvention der Knotennummerierung kénnen nun die (reduzierten)
Teil-Inzidenzmatrizen der PEEC-Zellen Elemente angegeben werden, wobei fiir die (reduzierte)
Inzidenzmatrix A folgende Aufteilung gewéhlt wird

A = (AR,p6667 AR,ext,lina AR,ext,NLa AC’,peeca AC,ezta AL,peem AL,exta AU7 AI) 5
L 1L 1L 1
=:ApRr =:A¢c =:Ap
mit A, € ROV fiir £ € {R,C, L, U, I} , Apeatin € RUD*Ptewntin
AR7ext,NL e R(n_l)Xbe,ext,NL , Ae,peec c R(n_l)XbZ,peec , Aﬁ,ext c R(n_l)Xbé,e:ct fur g c {R’ 07 L} .

Es werden nun fiir die Elemente der PEEC-Zellen die (reduzierten) Inzidenzmatrizen Ay e fur
¢ € {R,C,L} angegeben. Im Folgenden werden die (Zahlpfeil-) Richtungen der PEEC-Zellen
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Zweigelemente, geméfl Abbildung vorausgesetzt. Weiters beschreibt die j-te Spalte von A¢ peec
das gekoppelte kapazitive Element am PEEC-Knoten j und die j-te Spalte von A pecc bZW. AR pece
dem gekoppelten induktiven Element bzw. dem resistiven Element der j-ten PEEC-Zelle.

Die (reduzierte) Inzidenzmatrix Ac peec = (Ac pecc(ts j]) i=1,..n1 € ROTDXM0pece wird durch
j:17---7nC,peec

1 , wenn Knoten i der Startknoten des gerichteten kap. PEEC-Zweiges j ist
Acpeec[l;j] := < —1 | wenn Knoten i der Endknoten des gerichteten kap. PEEC-Zweiges j ist
0 , wenn der kap. PEEC-Zweig j nicht mit dem Knoten i inzident ist
definiert. Mit den (Z&hlpfeil-) Richtungen gemafl Abbildung folgt damit
I
AC coc = < NC,peec XNC,peec ) 48
P O(bL,peec"l‘nezt)XnC,peec ( )

Die (reduzierte) Inzidenzmatrix A peec = (AL,peec 4, j])i:L,“,nfl € R(=1xbLpeec wird durch
j:17~~~:bL,peec

1 , wenn Knoten i der Startknoten des gerichteten ind. PEEC-Zweiges j ist
Ap peecll,j] == ¢ =1 , wenn Knoten i der Endknoten des gerichteten ind. PEEC-Zweiges j ist
0 , wenn der ind. PEEC-Zweig j nicht mit dem Knoten i inzident ist
definiert.
Die (reduzierte) Inzidenzmatrix A g peec = (Aphpeec [i,j]) i=1..m-1 € RODXbrpece wird durch
j:17~'-7bR,peec
1 , wenn Knoten i der Startknoten des gerichteten res. PEEC-Zweiges j ist
AR peecll;j] := ¢ =1 , wenn Knoten i der Endknoten des gerichteten res. PEEC-Zweiges j ist
0 , wenn der res. PEEC-Zweig j nicht mit dem Knoten i inzident ist

definiert.

Zur Beschreibung der zeitinvarianten resistiven, kapazitiven und induktiven Elemente im elek-
trischen Netzwerk werden nun geméfl Unterkapitel , fir £ € {R,C, L} die Elemente durch
Funktionen ~, : R* — R% beschrieben.

Das Verhalten der linearen kapazitiven Elemente im elektrischen Netzwerk, wird durch die Matri-
zen Cpeee (gemiB (4.0)) und C.,y € RPCest*boent  sowie der kapazitiven Zweigspannungen uc peec
und uc e+ bestimmt und durch die folgende Funktion beschrieben

,-YC : RnC,peec+bC,ezt — Rnc,peec‘i'bc‘,ezt : uC,peec — Cpeec OnC,peechC,eact . uC,peec .
Ce:pt
]

UC ext Obcﬂem XNC,peec UC ext
1 L
=:uc =:C

Der Zusammenhang zwischen den Zweigstromen ic(t) und den Zweigspannungen uc(t) der linea-
ren kapazitiven Elemente, ist durch folgende Beziehung gegeben

. . iC’,peec(t) — i — . dllc(t) _ Cpeec O"C,pCCCXbCﬁIf . i uC,peeC(t)
IC(t) N <iC,ext(t)> Cdt P)/C(UC(t)) =0 dt Obc,eanc,peec Ceat dt uC’ext(t) |

Das Verhalten der linearen induktiven Elemente im elektrischen Netzwerk, wird durch die Matrizen
Lycee (geméfB (4.6)) und L, € RPteet*brieat gowie der induktiven Zweigstrome if peec und ig eu
bestimmt und durch die folgende Funktion beschrieben

PYL : RbL,peec+bL,ezt — RbL,peec+bL,eazt : l.vaeeC — Lpeec ObL,peechL,e:rt . l.L,PeeC .
17 ext Lezt 17 ext
L L 1

ObL,ewt ><bL,peec
(]

::iL =L
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Der Zusammenhang zwischen den Zweigspannungen uy,(t) und den Zweigstromen iy (t) der linearen
induktiven Elemente, ist durch folgende Beziehung gegeben

_ uL,peec(t) _ i . —_T1. diL(t) _ Lpeec ObL,peechLvewt . i iL’peeC(t)
uL(t) = < ) = dt 7L<1L(t)) =L dt o Lext dt iL,e:pt(t> .

uL,e:L"t (t) ObL,ext ><bL,peeC

Das Verhalten der resistiven Elemente im elektrischen Netzwerk, wird durch die Matrizen R;elec =

NnN—-1 _ 1: /\—1 / -1 br, peec Xbr, -1 bR,ext,lin XbR, ext,li
(R/)™* = diag((R}) ™", ( br pece) ) € ROtweeexbipeee yund R, ;) € RPesttinXbrestiin und der
nichtlinearen Funktion g . yz @ RVFestNL — RPRentNL - sowie der resistiven Zweigspannungen

UR peec, UR,ext lin UNA UR ¢ vz Destimmt und durch die folgende Funktion beschrieben

-1
UR peec R cec * UR,peec
PYR . RbL,peec+bR,ezt,lin+bR,ea:t,NL — RbL,peec+bR,ezt,lin+bR,ezt,NL : uR,ext,l'm — R’;xt,lzn . uR,e:pt,lin
UR ext,NL 'YR,ext,NL(uR,ea:t,NL)
=:upr

Hierbei sind R=L und R}

peec ext,lin
-1
und Reazt,lin

Modellproblem unter Anwendung der PEEC Methode

die Inversen der Widerstands-Matrizen Rpcec und Reyt i, d.h. R-!

peec

entsprechen den Leitwertsmatrizen.

Mit den Erlauterungen von Abschnitt Vorbereitungen fir die Analyse des elektrischen Netzwerkes|
|mat dem MKV] ist es nun moglich das Modellproblem anzuwenden, um das zu analysierende
elektrische Netzwerk mit dem MKV zu beschreiben. Dabei setzt sich der Vektor der Unbekannten
X(t) aus den folgenden m:=mn-—1+ bL + bU = TNC,peec + bL,peeC + Next + bL,peeC + bL,ert + bU
Komponenten zusammen

. . . T _
X(t) = (IeC,peec(t)Ta eR,peec(t)T7 eeact(t)—rla IlL,peec(t)Ta lL,ea:t(t)Ta lU(t)T) € R™ +brtby =R" )

=e(t)T =i ()7

wobei €g peec(t) T = (e Ripeec(t), .., € RbL,peec=PeeC> gemafl Abbildung den Knotenspannungen an
den partiellen PEEC-Widerstinden Ry, ..., Ry e entspricht, sowie eg.(t) den Knotenspannun-

gen der externen Knoten und i, .,+(t) den induktiven Strémen der externen Induktivitéten.
Gem#B dem Modellproblem [3.1]ist in der Matrix M der Block Ag- C- A, enthalten, welcher sich
u.a. geméf (4.8) folgendermafien darstellen ldsst

T
T _ Cpeec OTLC eechC,ez A'C,

Ac-C-Al = (AC,peecaAC,e:vt) . <0 pC A A_l_peec

bC,extxnC,peec ext C,ext

T —1
= ( ( Incypeecxnc,peec A—C et . (S ) . F . InC,peecxnC,peeC Oncypeecx(bLypeecﬁ‘nemt)
( I’

T
bL,peectNeat) XNC peec Ce:vt ’ AC,ext

-1
_ ( (ST) -F Onc,peecx(bL,peeCJrnGZt) ) + AC,ewt . Cewt . Ag,ext c R(n—l)x(nfl) )

O(bL,peec +”E-Tt) XN, peec O(bL,peec +”E-’Et) X (bL,peec +nEfEt)

Geméf dem Modellproblem [3.1] kénnen nun auch die ersten n — 1 Komponenten der Funktion
q(e,ir,iy), folgendermaflen angegeben werden

T\—1
(S ) -F O”C,peecx(bhpeec'i_ne“) ) + AC,ea;t : Cext : A—Cr’,ext) €.

(bL,pccc+neavt) XNC,peec (bL,pccc+newt) X (bL,pccc+nez't)
Sowohl die Matrix Ag- C- A/, als auch die Funktion Ac-vo(A/- e) haben den Nachteil, dass die

Matrix (ST)_1 bendtigt wird. Bei numerischen Implementierungen sollte allerdings stets die Be-
rechnung einer inversen Matrix vermieden werden. Es ist nun zu bemerken, dass bei Ag- C- A,
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und Ag-yo(Al-e) die Matrix (ST)f1 ganz links steht. Dies ist kein Zufall, sondern liegt an der
Verwendung der dquivalenten Darstellung (4.2)). Werden nun bei der Anwendung des Modellpro-
blems die ersten n — 1 Zeilen der Gleichungen (3.1a)) und (3.1b)) mit der Matrix

§ = ST Onc7peecx(bL,peec+nezt)

bL,peec +n€zt) XNC, peec I(bL,peec+n€zi) X (bL,peec+nezi)

von links multipliziert, dann kann die Matrix (ST)f1 in den Gleichungen eliminiert werden.
Um eine kompakte Schreibweise zu ermoglichen wird zudem folgende Matrix definiert

~ o~ T\ !
F = S . ( (S ) ' F OnC,peecX(bL,peec+next) )
O(bL,peec+nea:t) XNC,peec O(bL,peec+nea:t) X (bL,peec+nezt)
— ( F OnC,pcch (bL,pccc+n€It) >
0 (bL,peec+n6$t) XN, peec O (bL,peec+n61t) X (bL,peec+n81t)

Die bisherigen Uberlegungen werden nun im Modellproblem zusammengefasst, wobei beriick-
sichtigt werden sollte, dass die Modellprobleme [3.1] und [4.1 unter den Voraussetzungen von Ka-
pitel 4, mathematisch dquivalent sind und zu denselben Losungen fiithren. Das Modellproblem
ist allerdings fiir den Anwendungsbereich dieses Kapitels, bei numerischen Berechnungen zu be-
vorzugen.

Modellproblem 4.1 (Spezialfall des MKV unter Verwendung der PEEC Methode):

Gemdfs dem Abschnitt [Quasi-stationare 1D PEEC Methode fir leitfadhige Strukturen|” des Unter-
kapitels seien Matrizen P,S,F € R"CpeccXnCpecc ynd L/ R/ € ROLpeccXbLpecc gegeben, welche
ein elektromagnetisches Feldproblem unter Anwendung der PEEC Methode, durch ein dquivalentes
elektrisches Netzwerk beschreiben. Dieses dquivalente elektrische Netzwerk sei mit einem externen
elektrischen Netzwerk verbunden, wobei das resultierende elektrische Netzwerk die folgenden Fi-
genschaften erfiille.

(i) Es gelten die grundlegenden Voraussetzungen und Notationen gemdajf$ Abschnitt
lfassung der Voraussetzungen und Notationen zur Erstellung des MKV in Unterkapitel|2.2. 1.

(i1) Die resistiven, kapazitiven und induktiven Elemente sind zeitinvariant, d.h. fir ¢ € {R,C, L}
werden die Elemente durch Funktionen v, : R — R% beschrieben.

(iii) Die induktiven und kapazitiven Elemente sind linear, d.h. es existieren Matrizen C € Rb¢*bc
und L € Rt sodass v (uc) = C-ug und v, (ip) = L-i, gelte.

(iv) Es gelten die Notationen, Bezeichnungen und gewdhiten Nummerierungen gemdjs dem Ab-
schnitt [Vorbereitungen fur die Analyse des elektrischen Netzwerkes mat dem MKV des Un-
terkapitels . Insbesondere gelte fir ¢ € {R,C,L} die Aufteilung der Inzidenzmatrizen
A, € RO-UDXb ynd die Definitionen der Funktionen v, : R — R,

(v) Es sind nur unabhdngige periodische Quellen mit Periode T > 0 im elektrischen Netzwerk
vorhanden, d.h. die Funktionen fiir die Quellen ug : R — R undig : R — R sind lediglich
zeitabhdngig und es gilt ug(t) =ug(t+ 1), ig(t) =ig(t + 1) fir allet € R.

Gemdfs Abschnitt [Struktur des MKV bei zeitinvarianten Elementen und unabhdngigen Quellen)” in
Unterkapitel[2.2.1] und [Modellproblem unter Anwendung der PEEC Methodd’ in Unterkapitel[4.1],
wird mit m :=n — 1+ by, + by = Ne peec + UL peec + Neat + b1 peec + 0L cat + by und dem Vektor der
m Unbekannten

. . . T n— m
X(t) = (IeC7peec (t)Ta eR,peec (t)Ta €ext (t)TI7 IlL,peec (t)T7 lL,ext (t)Ta 1y (t)T) € R Tror+hy = R )

=:e(t)T =i ()T
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das elektrische Netzwerk durch die Gleichung

S alx(t) + E(x(1) + () = 0, (492)

beschrieben, wobei das MKV System als nicht autonom vorausgesetzt wird und somit b nicht der
Nullvektorfunktion entspricht, bzw. b # 0 gelte. Die Funktionen q,f und b sind dabet durch

<ﬁ + g : AC,ezt : Cezt ’ Ag,ext) €

q: R xR” xR - R™: (e,ir,iy) — qle,ir, i) = vi(ip) ,
0y,
g . (AR ’}/R<AE e) —+ AL' iL + AU' lU)
f:R"IXREXRY — R™: (e, i, iy) — f(e, if,iy) = ~AJ-e
Al-e
S-Ap-ig(t)
b:R—R":t— b(t) = 0y,
—ug(t)
gegeben. Wird in (3.1al) die Kettenregel angewendet, so fihrt dies zu der dquivalenten Gleichung
dx(t
M - %) + f(x(t)) + b(t) = 0,, , (4.9b)

wobei die Matrix M die folgende Darstellung besitzt

F + S- AC,eaxt : Ce:vt : Ag’,@m 0(n—1)><bL7peeC O(n—l)XbL,ezt O(n—l)XbU

M — ObL,peecX(nfl) LpeeC ObL,pcchbL,ezt ObL,pcchbU c Rme .
ObL,ewtx(nfl) ObL,e:ctXbL,peec Lext ObL,e:ctXbU
ObUX(n—l) ObUXbL,peec 0p,, Xbr,ext Opy, xbys

Mit x .= (e',i] ,ij;)" € R=1toetbv = R™ gilt zudem fiir die Jacobi-Matriz Jg(x) € R™*™,

Je(x) = Je(e,in,iv) = (Jese, Jipses Jivit) (4.10)
g'AR.J’YR(AE'e).A; S-A, S Ay

= —A; Ob, 6, Opoxby | - (4.11)
A—Ul— ObU ><bL ObUXbU

Mit der Leitwertsmatriz G gemdf (2.20)) gilt zudem G(Aj}-e) =J, (A} e).

4.2 Anwendungsbeispiel

Das Anwendungsbeispiel ist ein NFC System, bestehend aus zwei luftgekoppelten Spulen und
einem gegebenen externen elektrischen Netzwerk. Die duflere Beschaltung bewirkt dabei, dass
sich das NFC System in Resonanz befindet. Fiir die Berechnung des periodisch eingeschwungenen
Zustands des NFC Systems, werden die numerischen Methoden aus Kapitel |3 zur Losung der
DAG angewendet und untersucht.

NFC Spulenanordnung und Modellierung

Abbildung zeigt die Anordnung der NFC Spulen, dessen z-Abstand 5mm betragt. Spule 1
entspricht der Primérspule und Spule 2 der Sekundérspule.
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Abbildung 4.3: NFC Spulen mit einem z-Abstand von 5mm.

Die NFC Primérpule wird iiber ein Anpassnetzwerk durch eine Sinusquelle mit 3V Amplitude
und einer Frequenz von fy = 13.56 MHz versorgt. Uber die Gleichung ¢y = Ao - fo ergibt sich somit
eine Wellenldnge von \g =~ 22,1 m, wobei ¢y der Lichtgeschwindigkeit im freien Raum entspricht.
Aufgrund der geringen geometrischen Ausdehnung der Spulenanordnung, ist es somit zuléssig den
Verschiebestrom zu vernachléssigen und die quasi-stationdre Naherung der Maxwell Gleichungen,
fiir die Beschreibung des elektromagnetischen Verhaltens zu verwenden. Zur Modellierung dieses
elektromagnetischen Feldproblems wurde die quasi-stationdre PEEC Methode geméafl Unterkapi-
tel verwendet. Spule 1 besitzt dabei 126 PEEC-Zellen mit 127 PEEC-Knoten und Spule 2
besitzt dabei 313 PEEC-Zellen mit 314 PEEC-Knoten. Die Modellierung der Spulenanordnung
des NFC Systems erfolgt somit gemafi Abbildung[.4] durch ein dquivalentes elektrisches Netzwerk,
bestehend aus 441 PEEC-Knoten und 439 PEEC-Zellen, d.h. es gilt n¢ peec = 441, bz, peec = 439.

Spule 1, PEEC-Zelle 1 - Spule 2, Zelle 127 a
,® . O_| = Le e T
LS Tel(t) eg(t) T :, § ' T T \ ;E_
O \‘. @ & 54
[ 2

eec,1

p

INSpulc 1 1 ) };T_ -7 Rll 2 * ° 129 \]; ---7 R/128 128 IBISpule 2
peec,1 d hd peec,128
L;—)reec 126 / ¢ ¢ L;eec 439 /
OUTSpulc 1 127 - 22 - R126 126 . 440 - 22 N R439 441 OUTSpule2

3
F2 e o % F2 e o
O 3 O
Spule 1, PEEC-Zelle 126 Spule 2, Zelle 439

Abbildung 4.4: Aquivalentes elektrisches Netzwerk der NFC Antennen
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Berechnung des periodisch eingeschwungenen Zustands

Als externes elektrisches Netzwerk der NFC Spulenanordnung, wurde die Beschaltung geméfi Ab-
bildung (4.5 gewahlt. Die Elemente Cy;, Cs1, C,, R, auf der Primérseite und der 60.23 pF Kondensa-
tor auf der Sekundérseite des Spulenpaars, sind Teil eines Anpassnetzwerkes, welches gewéhrleistet,
dass sich das NFC System in Resonanz befindet. In Abbildung sind zudem die n.,; = 6 exter-
nen Knoten mit der fortlaufenden Nummer 881 bis 886 eingetragen, sowie die Terminalknoten 1
und 127 der Primérspule und die Terminalknoten 128 und 441 der Sekundérspule.
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1 INSpule 1
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Abbildung 4.5: Externes Netzwerk des NFC Systems.

51k

Das beschreibende elektrische Netzwerk des NFC Systems erfiillt dabei die Voraussetzungen des
Modellproblems Nachdem die Modellprobleme [3.1{ und dquivalent sind, werden im Folgen-
den die numerischen Zeitbereichsmethoden transiente Analyse und einfaches Shooting, basierend
auf dem BDF3 Verfahren und die Frequenzbereichsmethode Harmonic Balance (geméafi Kapitel
angewendet, um die DAG (4.9) zu 16sen bzw. um den periodisch eingeschwungenen Zustand nu-
merisch zu ermitteln.

Das vollstandige elektrische Netzwerk besitze gemafl Modellproblems

m:=mn-—1+ bL + bU = NC peec + bL,peec + Neat + bL,peec + bL,e:):t + bU
=441+ 439+6+ 439+ 0+ 1 = 1326

Unbekannte und der Vektor der Unbekannten ist

. . T n— m
X(t) = (IeC,peec(t)T7 eR,peec(t)T) eext(t>TI7 IlL,peec(t>T7 ZO(t)) S R oLty =R" = R1326 .

=:e(t)T =i ()7

Das externe elektrische Netzwerk wird dabei im Modellproblem 4.1/ folgendermaflen beriicksichtigt:
Die Diagonalmatrix

C..t = diag(318.36 pF, 1.87nF, 1.87nF, 60.23 pF, 27 pF, 1 nF)

enthélt die externen Kapazitdten, wobei die Reihenfolge der Elemente in C,,;, auch die Element-

Zuordnung der Spalten der (reduzierten) Inzidenzmatrix Ac et = (AC,ea:t [4, ]]) i=1,..n—1 bestimmt.
jzlv"'z C,ext

Tabelle zeigt jene Zeilen von Ac .., welche Eintridge ungleich Null enthalten kénnen, wobei
die Komponenten von Ac ¢, j| folgendermafien gegeben sind

1 , wenn Knoten i der Startknoten des gerichteten ext. kap. Zweiges j ist
Aceatll,j] :=< =1 , wenn Knoten i der Endknoten des gerichteten ext. kap. Zweiges j ist

0 , wenn der ext. kap. Zweig j nicht mit dem Knoten i inzident ist
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Knoten | 318.36pF | 1.87nF | 1.87nF | 60.23pF | 27pF [ 1nF |

1 1 -1 0 0 0 0
127 -1 0 1 0 0 0
128 0 0 0 1 0 0
441 0 0 0 -1 0 0
881 0 1 0 0 0 0
882 0 0 -1 0 0 0
383 0 0 0 0 0 0
884 0 0 0 0 1 0
885 0 0 0 0 -1 -1
886 0 0 0 0 0 1

Tabelle 4.1: Ausgewéhlte Zeilen der (reduzierten) Inzidenzmatrix Ac eqs -

Die Diagonalmatrix
Rt iin = diag (5, 877.6 Q2,51 kQ, 820 ()

enthélt die externen Widersténde, wobei die Reihenfolge der Elemente in Rz i, auch die Element-
Zuordnung der Spalten der (reduzierten) Inzidenzmatrix Ag eyt iin = (A Riext lin|?, j]) =1, —1

~~~~~
]_1 ~~~~~ bR,ezt,lin

bestimmt. Tabelle zeigt jene Zeilen von Apgcqtiin, welche Eintrdge ungleich Null enthalten
kénnen, wobei die Komponenten von Ag et in[i, j| folgendermafBen gegeben sind

1 , wenn Knoten i der Startknoten des gerichteten ext. res. Zweiges j ist
AR,ezt,lin[iaj] = -1
0 , wenn der ext. res. Zweig j nicht mit dem Knoten i inzident ist

, wenn Knoten i der Endknoten des gerichteten ext. res. Zweiges j ist

Knoten || 5Q | 877.6Q | 51k | 8209 |

Die Dioden Dy, ..

Tabelle 4.2: Ausgewéhlte Zeilen der (reduzierten) Inzidenzmatrix A g eyt jin -

1 0 1 0 0
127 0 -1 0 0
128 0 0 0 0
441 0 0 0 0
881 -1 0 0 0
382 0 0 0 0
883 1 0 0 0
884 0 0 1 1
885 0 0 0 -1
386 0 0 -1 0

in(up) = Is- (exp (-

., Dy wurden geméafl der Shockley Gleichung

%))
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modelliert und als Schottky Dioden BAR43S implementiert. Die gewahlten Parameter sind

kg-T
kp = 13806491072 J/K , T=300K, e=1.602176634-10"°C , Up=-—2—
(&

n=14622, Is=0.434510"%4,

welche gemial Typ BAR43SFILM, der PSPICE Bibliothek [24] entnommen wurden. Die resisti-
ven nichtlinearen Elemente, d.h. die Dioden, werden geméafl der Schockley Gleichung durch die
Funktion

. . T
7R,ext,NL(uD) = ’YR,ext,NL(UDu ., Up,) = (ZDI (up,),.. . ip, (UD4>)

beschrieben. Die Beschreibung der resistiven Elemente erfolgt durch die Funktion

1
UR,peec Rfeec " UR,peec
Y RbL,peec+bR,ea:t,lin"FbR,ezt,NL — RbL,peeC+bR,€$tqli"+bR7E1taNL : UR7e$t,lin — Re_xt lin uRvextJl‘n
up ’YR,ezt,NL(uD)
=:UpRr
Die (reduzierte) Inzidenzmatrix Ag cpe Nz = (AR,eg;t, |t j]) i=1,..n—1 der nichtlinearen resisti-

Jj=1,..., bR,ezt,NL

ven Elemente, ist geméafl Tabelle bzw. der nachfolgenden Definition gegeben.

1 , wenn Knoten i der Startknoten des gerichteten ext. nl. res. Zweiges j ist
ARextiin[l,j] := ¢ —1 , wenn Knoten i der Endknoten des gerichteten ext. nl. res. Zweiges j ist
0 , wenn der ext. nl. res. Zweig j nicht mit dem Knoten i inzident ist
Knoten | D, | D, | D3 | D, |

1 O] 0010

127 O] 0 }0]O

128 1 0] 0 ]-1

441 0| -1 1 0

881 O] 0010

882 O] 0 }[0]O

883 O] 0 }0]O

884 —1] 0 |-1] 0

885 0 1 0 1

886 O] 0 }[0]O

Tabelle 4.3: Ausgewihlte Zeilen der (reduzierten) Inzidenzmatrix A g ert vy, -

Die Jacobi-Matrix J., (U peecs UR,eat,iins Up), Welche fiir die Implementierung der numerischen Me-
thoden bendtigt wird, berechnet sich zu der Diagonalmatrix

—1
Rpeec ObR,pccc leR,ext,lin ObR,pccc XbRA,ezt,NL
ObR,ezt,linXbR,peec Rext,lin ObR,ezt,linXbR,ezt,NL

J'YR (uR,peec, UR ext,lin, U—D) -

)
. diDl (uDl) diD4 (uD4)
ObR,eact,NLXbR,peec ObR,eact,NLXbR,emt,lin dlag( dt L) dt
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wobei sich fiir £ € {1,...,4}, die Ableitung des Diodenstroms folgendermaflen berechnet

diDg(U’Dg) _ IS -exp( Uup, )
dt 7’L'UT 7’L'UT ’

Bei der Implementierung der Methoden aus Kapitel [3] war es erforderlich nichtlineare Gleichungs-
systeme zu losen. Diese wurden stets mit dem geddampften Newton Verfahren nach Bank-Rose,
gemafl Algorithmus [2| aus Unterkapitel gelost. Fiir die transiente Analyse wurde Tolpy = 1077,
fiir das Shooting Verfahrens Tolg, = 10~ und fiir das Harmonic Balance Verfahren Tolyg = 107°
gewahlt, sodass die Methoden mit folgenden Paramtetern implementiert wurden

Tolys = Tolp, Tol,e = Toly, Tolgg = Tol,, fiir £ € {TA,Sh,HB}, sowie w=0.9.

Die nachfolgenden Berechnungen werden die Eingangsspannung wug(t) = 3V-sin(2-7- fy - t) durch-
gefiihrt, wobei sich bei fy = 13.56 MHz eine Periodendauer von T = f_lo ~ 0.07375 us ergibt.

Transiente Analyse (BDF3):

Die Abbildungen [4.6 und zeigen das Verhalten einiger ausgewéhlter Groflen, innerhalb der
ersten 10 Perioden.

3 T
225
15
0.75
-0.75
1.5
225~
Il
1

0.02 T T

Transiente Analyse mit dem BDF3 Verfahren

' ' ' w0 [100575
—ig(t) [ 0.0432
- 0.0288
—0.0144
-0
- -0.0144
<-0.0288
| | |
3 4 5

up(t)in V
o
T
—ip(t) in A

—1-0.0432

, , --0.0575

tins %107

Transiente Analyse mit dem BDF3 Verfahren
T T T T T

0.01 - .

o(t) in A

—lSpule

-0.01 - T

0.02 | I I I I I I
0 1 2 3 4 5 6 7 8
tins %107

Abbildung 4.6: Berechnung von ug(t), —io(t) und —igpue2(t) fiir t € [0, 10-Tp], unter Verwendung
der transienten Analyse (BDF3) mit 30 Stiitzstellen/Periode.
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Transiente Analyse mit dem BDF3 Verfahren
4 T T T T T

R AR TATRTA

urp(t)

N
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Abbildung 4.7: Berechnung von ugspuie2(t), ug, (t) und urp(t) fir ¢ € [0,10-Tp], unter Verwendung
der transienten Analyse (BDF3) mit 30 Stiitzstellen/Periode.

Von besonders grofiem Interesse sind hierbei die Signale ug, (t) und urp(t), da die Frage der ver-
fiigharen Energie bzw. Leistung an der Last Ry, in vielen Anwendungen von grofier Bedeutung
ist. Beispielsweise konnte die induzierte Spannung, an den Anschliissen von Spule 2, die einzige
Energiequelle eines Schaltkreises sein.

Geméfl Abbildung ist ersichtlich, dass sich bei ug, (t) nach wenigen Perioden der eingeschwun-
gene Zustand einstellt. Die Spannung an wupp(t) verdndert sich im Vergleich zur Periodendau-
er Ty nur sehr langsam. Dies lasst sich dadurch begriinden, dass urp(t) die Ausgangsspannung
eines RC-Tiefpasses ist, bestehend aus einem 51 k{2 Widerstand und einem 1nF Kondensator.
Wird die Zeitkonstante dieser beiden Komponenten berechnet, so fithrt dies auf einen Wert von
mrp = 51 kQ - 1nF = 51 us. Mit der Faustformel, dass sich ein ungeladener Kondensator eines RC-
Tiefpasses nach 5-7rp auf den DC-Wert aufgeladen hat, so entspricht dies 255 us oder 3457.8 - Tj.
D.h. um den eingeschwungenen Zustand von urp(t) zu berechnen, miissten mindestens 3458 Pe-
rioden mittels transienter Analyse berechnet werden. Dass diese Uberlegung zulissig ist, zeigt
Abbildung [4.8] welche den zeitlichen Verlauf der Spannung urp(t) innerhalb der ersten 3600 Pe-
rioden darstellt.

) Transiente Analyse mit dem BDF3 Verfahren
T T T T T

X: 0.0002655
1.5~ Y:1.76

1+ -

urp(t) in V

0.5 —
urp(t)

0 L L L I L
0 0.5 1 15 2 25 3
tins 10

Abbildung 4.8: Verlauf von wug, (t) innerhalb der ersten 3600 Perioden, unter Verwendung der
transienten Analyse (BDF3) mit 30 Stiitzstellen/Periode.

Dieses Verhalten kann durch einen RC-Tiefpass mit R = 51k{2 und C' = 1nF erklart werden,
welcher durch eine Gleichspannung Upe versorgt wird, wobei Upc dem Mittelwert von ug, (f) im
eingeschwungenen Zustand entspricht. uc(t) verdndert sich dann gemif

ue(t) = Upe - (1 —exp (_%» |

Diese lange Simulationzeit, im Vergleich zur Periodendauer Tj, hat auch eine direkte Auswir-
kung auf die Laufzeit der Berechnung. Fiir 10 Perioden und 30 Stiitzstellen je Periode, benétigte
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75

MATLAB 44.25 s und fiir 3600 Perioden und 30 Stiitzstellen je Periode, benotigte MATLAB 6
Stunden und 59 Minuten.

Fiir ¢ € [3599-Tp, 3600-Tp] zeigen die Abbildungen und das Verhalten einiger ausgewéhlter

Groflen, wobei die Signalverldufe dem eingeschwungenen Zustand entsprechen.

Transiente Analyse mit dem BDF3 Verfahren
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Abbildung 4.9: Berechnung von ug(t), —io(t) und —igpue2(t) fur t € [3599-T5, 3600-Tp], unter Ver-
wendung der transienten Analyse (BDF3) mit 30 Stiitzstellen/Periode.
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Abbildung 4.10: Berechnung von usyue2(t), ug, (t) und upp(t) fir t € [3599-T5, 3600-15], unter
Verwendung der transienten Analyse (BDF3) mit 30 Stiitzstellen/Periode.
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Einfaches Shooting (BDF3):

Die lange Simulationzeit bzw. Laufzeit zur Berechnung von uzp(t), zeigt die Bedeutung von nume-
rischen Methoden, welche den periodisch eingeschwungenen Zustand effizienter berechnen kénnen.

Die Abbildungen und zeigen fiir einige ausgewéhlte Grofien, die Ergebnisse des einfachen
Shooting Verfahrens.

Einfaches Shooting
|

0.0276
0.0207
0.0138
0.0069

225
1.5
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ugp(t) in V
o
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-0.0138
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| 1 | | | -1
0 1 2 3 4 5 6 7 8
tins %108
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0,02 L \ ! L ! 1 \
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Abbildung 4.11: Berechnung von ug(t), —io(t) und —igpue2(t), unter Verwendung des einfachen
Shooting Verfahrens (BDF3), mit 30 Stiitzstellen/Periode.

Einfaches Shooting

T T T
L / ]

X: 7.375e-08
Y: 1.696
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ug, (t)
urp(t)

0 1 2 3 4 5 6 7 8
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Abbildung 4.12: Berechnung von ugyue2(t), ug, (t) und urp(t), unter Verwendung des einfachen
Shooting Verfahrens (BDF3), mit 30 Stiitzstellen/Periode.

MATLAB benétigte fiir die Berechnung des einfachen Shooting Verfahrens (BDF3) 219.6 s, wo-
bei hierfiir 5 Iterationen im Shooting Verfahren erforderlich waren. Die Laufzeiten der einzelnen
Iterationen sind in Tabelle [4.4] zusammengefasst.

’Iteration“1‘2‘3‘4‘5‘
| Laufzeit in s || 30.63 | 23.71 | 23.82 | 22.86 | 98.99 |

Tabelle 4.4: Laufzeit je Iteration im einfachen Shooting Verfahren (BDF3).

In Abbildung ist exemplarisch der Verlauf der ersten drei Shooting-Iterierten von ug, (t)

dargestellt, sowie der periodisch eingeschwungene Zustand von urp(t) und ug, (t) = ugz (1).
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Einfaches Shooting
25 T
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Abbildung 4.13: Verlauf von urp(t) und ug, (t) = ug (t), sowie der ersten Iterierten ugz (1), ugi (t)

und ug (t), unter Verwendung des einfachen Shooting Verfahrens (BDF3), mit
30 Stiitzstellen/Periode.

Abbildung zeigt den Amplitudengang mit den ersten 15 Harmonischen der Signale ig(¢) und
ug, (t). Fir die Ermittlung des Amplitudengangs wurde zunéchst das Shooting Verfahrens (BDF3)
mit 31 Stiitzstellen je Periode berechnet und anschliefend die reelle DF'T angewendet, um die DF'T
Koeffizienten zu erhalten.

Amplitudengang von |Tu(f)| Amplitudengang von |f7R, ()|
0.0270 —e [I)(H)[[1 0.6025 —e [Ug, (6)|[ 1
0.0231 - — 0.5165 -
< 0.0193 - 1 ~ 04304
i 0.0154 - % 0.3443 -
é 0.0116 [ 1 (;—i 0.2582
0.0077 . T oA7221
0.0039 - 1 0.0861 T
0 Py . * o o .o 0 '3 . - T o a0 40,0
107 108 107 108

fin Hz fin Hz

Abbildung 4.14: Amplitudengang der ersten 15 Harmonischen von iy(t) und ug, (t), unter Verwen-
dung des einfachen Shooting Verfahrens (BDF3), mit 31 Stiitzstellen/Periode.

Ein Vergleich der Abbildungen und zeigt, dass die wesentlichen Spannungsverliufe der
nichtlinearen Last, bzw. der Briickengleichrichterschaltung, iibereinstimmen. Tabelle zeigt zu-
dem einen Vergleich des Wertes urp(0) im eingeschwungenen Zustands, in Abhéngigkeit von
den Methoden transiente Analyse (BDF3) und einfaches Shooting (BDF3) (gemé&fi der Abbil-

dungen und [4.12]).

| | urp(0) in V' |
Transiente Analyse 1.76
Einfaches Shooting 1.696

Tabelle 4.5: Vergleich von urp(0) im eingeschwungenen Zustand, bzgl. der transienten Analyse
(BDF3) und des einfachen Shooting Verfahrens (BDF3), mit jeweils 30 Stiitzstel-
len/Periode.

Die Abweichung der Werte von upp(0) in Tabelle kann damit begriindet werden, dass die
transiente Analyse bei einer langen Simulationszeit, im Vergleich zur Periodendauer T}, einen gro-
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Beren Fehler, als das einfache Shooting Verfahren, welches die transiente Analyse lediglich fiir eine
Periodendauer verwendet. Die Abweichung sollte auch geringer werden, wenn in der transienten
Analyse die Stiitzstellen je Periode vergroflert werden, wobei dies wieder zu einer langeren Laufzeit
fithrt, da mehr Schritte berechnet werden miissen.

Bei der genauen Betrachtung von Abbildung , scheint es so, als ob der Strom —ig(t) einen
kleinen DC-Offset besitzt. Dieser Effekt zeigt allerdings eine Abhéngigkeit von der gewihlten An-
zahl an Stiitzstellen je Periode. So zeigt Abbildung [4.15] dass dieser Effekt bei einer groferen
Anzahl an Stiitzstellen je Periode stark reduziert wird. Diese Auffilligkeit zeigt allerdings auch,
dass die numerischen Berechnungen stets kritisch betrachtet werden sollten und ggf. auf physika-
lische Sinnhaftigkeit tiberpriift werden miissen. Beziiglich des Stroms —ig(t) bedeutet dies, dass
zwar ein transienter Vorgang vorhanden sein kann, da eine Sinusquelle im Zeitpunkt ¢t = 0 s auf ein
ungeladenes System geschaltet wird, aber der transiente Vorgang muss abklingen. Es kann auch
empfohlen werden, dass das Ergebnis des einfachen Shooting Verfahrens mit anderen Methoden
verglichen wird, wie z.B. mit der transienten Analyse oder der Harmonic Balance Methode.
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Abbildung 4.15: Vergleich des Stroms —ig(t), unter Verwendung des einfachen Shooting Verfahrens
(BDF3), bei 30 und 50 Stiitzstellen/Periode.

Harmonic Balance:

Die Berechnung des NFC Systems, welches die externe Beschaltung geméf Abbildung [4.5] vorsieht,
konnte mit der Harmonic Balance Methode nicht berechnet werden. Grund dafiir war, dass das
lineare Gleichungssystem in der ersten Newtoniteration des HB Verfahrens, nicht gelost
werden konnte. MATLAB lieferte dabei die Fehlermeldung, dass das Gleichungssystem nicht nur
sehr schlecht konditioniert ist, sondern auch zu singulér ist, um es zu lésen, wobei als Startbedin-
gung der Nullvektor verwendet wurde.

Wie der néchste Abschnitt zeigt, verursachen vor allem die Kondensatoren Cy; und Cyo (geméf
Abbildung Probleme. Es wird vermutet, dass es einerseits am Aufbau der Matrizen des HB
Verfahrens liegen kénnte, sowie dass die PEEC-Zellen gekoppelte Kapazitdaten in der Gréfenord-
nung von fF besitzen und Cs; und Cs Werte im nF Bereich. Dieser Groflenunterschied kénnte
z.B. aufgrund der endlichen Rechengenauigkeit, zur Singularitdt der Matrix fiihren.
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Weiters sollte auch stets beriicksichtigt werden, dass die resultierenden Gleichungen bei der An-
wendung des MKV’s zu DAG fiihren, welche numerisch schwer zu l6sen sein kénnen. Bei Zeit-
schrittverfahren gibt es z.B. mit Satz eine Aussage, wie sich bestimmte Eigenschaften des
elektrischen Netzwerkes auf den Index der DAG (4.9 und somit auf die Auswahl numerischer Zeit-
schrittverfahren auswirkt. Bei der Erstellung dieser Masterarbeit war ein entsprechendes Resultat
bzgl. dem HB Verfahren nicht bekannt, wobei vermutet wird, dass sich versteckte Nebenbedingun-
gen aufgrund von DAG mit héherem Index auch negativ bemerkbar machen sollten. Es ist
zudem festzustellen, dass die Kondensatoren zwischen den Knoten 1 und 127 bzw. 128 und 441,
zusammen mit den gekoppelten Kapazititen der PEEC-Zellen der entsprechenden Knoten (gemés
Abbildung , Schleifen bilden, welche nur aus kapazitiven Elementen bestehen. Dadurch kann
gemaf Satz davon ausgegangen werden, dass das modellierende elektrische Netzwerk der NFC
Systeme, einen DAG Index von 2 besitzt. Eine Abhilfe konnte hierfiir z.B. sein, wenn bei den Kon-
densatoren zwischen den Knoten 1 und 127 bzw. 128 und 441 ein dquivalenter Serienwiderstand
hinzugefiigt wird.

Uberpriifung der Funktionalitit der Harmonic Balance Methode

Es zeigte sich, dass vor allem die Kondensatoren Cy; und Cj, dafiir verantwortlich waren, dass
die Berechnung des NFC Systems, welches die externe Beschaltung geméfi Abbildung ent-
hélt, durch die Harmonic Balance Methode nicht funktionierte. In diesem Abschnitt wird daher
das externe elektrische Netzwerk des NFC Systems, geméfi Abbildung angepasst. Mit dieser
Modifikation ist es nun méglich, das Harmonic Balance Verfahren zur Ermittlung des eingeschwun-
genen Zustands fiir das vollstdndige elektrische Netzwerk anzuwenden, wobei die Ergebnisse im
Anschluss mit dem einfachen Shooting Verfahren verifiziert werden.

1 INSpule 1
|
wo(t) l —318.36pF R, | [877,69
OUTSpulc 1
127 |
Ilep'ﬂe? —isputea(?) 128 852
Dy
51k
USpule2(t 60.23 pF
Spule2(t) p == 27pF ggs4 H gZLOQ ‘ uRy (t)
OUTSpuleQ qu(t)‘ 1nF
. [T
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Abbildung 4.16: Modifiziertes externes Netzwerk des NFC Systems.

Harmonic Balance:

Das HB Verfahren liefert unmittelbar die DFT Koeffizienten der gesuchten Losung x(t). Die zeit-
liche Darstellung einzelner Komponenten von x(t), erhilt man dabei folgendermafien durch die
approximierte Fourierreihe. Wurde das HB Verfahren fiir K € N Harmonische berechnet, dann
erhélt man fiir jede Komponente der gesuchten Losung x(t), eine approximierte Fourierreihe ge-
méf (3.18)). Diese approximierte Fourierreihe wird dann in 100 #dquidistanten Stiitzstellen ausge-
wertet und dies entspricht dem zeitlichen Verlauf der Lésungskomponenten von x(t).
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Die Abbildungen {.17] und [.1§] zeigen fiir einige ausgewihlte Grofien, die Ergebnisse des HB
Verfahrens.

Harmonic Balance
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2.25 0.0226
1.5 0.0151
0.75 0.0075

-0.75
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-225

() in V
o
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w(t) 00226
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0 1 2 3 4 5 6 7 8
tins %108
Harmonic Balance
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0.01—
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Abbildung 4.17: Berechnung von ug(t), —io(t) und —igpue2(t), unter Verwendung des HB Verfah-
rens, mit 8 Harmonischen.
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Y: 1.962
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Abbildung 4.18: Berechnung von ugpue2(t), ug, (t) und urp(t), unter Verwendung des HB Verfah-
rens, mit 8 Harmonischen.

In Abbildung erkennt man fiir 8 Harmonische bereits eine gute Approximation des Signals
up, (t). Mit der Wahl K > 8 Harmonischen ist zu erwarten, dass die Welligkeit von ug, (t) auf-
grund der approximierenden Fourierreihe geringer wird. Allerdings reichten bei MATLAB bereits
bei 10 Harmonischen ein Arbeitsspeicher von 8 GB nicht mehr aus, um den direkten Loser in
Kombination mit einer LU- Zerlegung auszufiihren.

MATLAB benétigte bei K = 8 Harmonischen, fiir die Initialisierungsphase des HB Verfahrens
75s und im Durchschnitt 11 Minuten und 58.5s je HB Iteration, wobei 19 HB Iterationen bis
zur Konvergenz benotigt wurden. Fiir die Gesamtlaufzeit bis zur Konvergenz benotigte das HB
Verfahren etwa 3 Stunden, 48 Minuten und 47 s.

Es sei angemerkt, dass die Laufzeit je HB Iteration sehr stark von der Vorgabe der Harmonischen-
anzahl K abhéngt. Versuchsweise wurde bei einem Computer mit 16 GB RAM, 13 Harmonische
berechnet und hierbei benétigte eine HB Iteration etwa 45 Minuten, wobei die Konvergenzge-
schwindigkeit ebenfalls langsam war, bzw. nach 30 Iterationen noch keine Konvergenz gemafl der
Algorithmusabbruchbedingung stattgefunden hat.
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In Abbildung 4.19| ist exemplarisch der Verlauf ausgewihlter Iterierter von wug, (t) dargestellt,

sowie der periodisch eingeschwungene Zustand von urp(t) und ug, (t)

Abbildung 4.19: Verlauf von urp(t) und ug, (t)
(15)
URL
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(t), unter Verwendung des HB Verfahrens, mit 8 Harmonischen.

() und

Abbildung zeigt den Amplitudengang mit den ersten 8 Harmonischen der Signale iy(¢) und

up, (t), welche mit dem HB Verfahren berechnet wurden.
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Abbildung 4.20: Amplitudengang von io(¢) und ug, (t), unter Verwendung des HB Verfahrens, mit

& Harmonischen.

Fiir die gegebene NFC Anwendung zeigt sich, dass eine Konvergenz bei der Vorgabe von geraden
Harmonischen besser gelingt, als bei ungeraden. Eine Begriindung konnte hierfiir z.B. der Am-
plitudengang von Abbildung liefern. So ist die dominante Harmonische der Ladekurve von
ug, (t), die doppelte Grundfrequenz und ungerade Harmonische haben kaum einen Beitrag im Si-
gnal ug, (t). Weiters zeigte sich, dass sich die letzten 2 bis 3 Harmonischen kaum auf den idealen
Wert einstellen, sofern nicht ausreichend Harmonische zur Berechnung beriicksichtigt wurden.

Verifikation mit dem einfachen Shooting Verfahren (BDF3):

Die Abbildungen [4.2T] und [4.22] zeigen fiir einige ausgewihlte Grofen, die Ergebnisse des einfachen
Shooting Verfahrens.
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Einfaches Shooting
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Abbildung 4.21: Berechnung von wu(t), —io(t) und —igpue2(t), unter Verwendung des einfachen
Shooting Verfahrens (BDF3), mit 31 Stiitzstellen/Periode.
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Abbildung 4.22: Berechnung von wgpye2(t), ur, (t) und urp(t), unter Verwendung des einfachen
Shooting Verfahrens (BDF3), mit 31 Stiitzstellen/Periode.

Abbildung [4.23) zeigt den Amplitudengang mit den ersten 15 Harmonischen der Signale io(¢) und
URy, (t) .
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Abbildung 4.23: Amplitudengang der ersten 15 Harmonischen von iy(t) und ug, (t), unter Verwen-
dung des einfachen Shooting Verfahrens (BDF3), mit 31 Stiitzstellen/Periode.

Werden die Abbildungen und des HB Verfahrens mit den Abbildungen und des
einfachen Shooting Verfahrens verglichen, bzw. Abbildung [£.20] mit Abbildung [.23] so zeigt sich
eine gute Ubereinstimmung der Ergebnisse. Es ist aber zu beriicksichtigen, dass das HB Verfahren
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mit 8 Harmonischen, die Losung noch nicht ausreichend genau approximiert. Eine grofiere Vorgabe
von Harmonischen wirkt sich aber sehr nachteilig auf die Laufzeit des HB Verfahrens aus, sofern
direkte Loser verwendet werden. Es wird daher empfohlen das HB Verfahren zu verbessern, in
dem iterative Loser in Kombination mit einer passenden Vorkonditionierung implementiert wer-
den. Fiir diese NFC Anwendung, mit der externen Beschaltung geméf Abbildung [4.16] besitzt die
Losung x(t) 1324 Unbekannte. Bereits bei 8 Harmonischen sind im HB Verfahren lineare Glei-
chungssyssteme der Form A-x = b zu lésen, wobei A € RV*N mit N = 1324-(2-8 + 1) = 22508
gelte.






Diskussion

Mit den Zeitbereichsmethoden transiente Analyse und einfaches Shooting, sowie der Frequenz-
bereichsmethode Harmonic Balance, stehen fiir nichtlineare elektrische Netzwerke, numerische
Methoden zur Verfiigung, mit denen der periodisch eingeschwungene Zustand berechnet werden
kann. Diese numerischen Methoden haben jeweils Vor- und Nachteile. Welche Methode sich fiir
eine Anwendung am besten eignet, ist insbesondere von den Quellfunktionen und dem elektri-
schen Netzwerk abhéngig. Besitzt beispielsweise das elektrische Netzwerk grofie Zeitkonstanten im
Vergleich zur Periodendauer, dann kann der transiente Vorgang im Vergleich zur Periodendauer
lange dauern und die transiente Analyse erweist sich als ineffizient. Mit dem einfachen Shooting
Verfahren wird gezielt der eingeschwungene Zustand ermittelt, wodurch man von dem transienten
Vorgang weniger abhéngig ist. Die gemeinsame Basis der betrachteten Zeitbereichsverfahren, bil-
den die Zeitschrittverfahren BDF und Radau ITA. Diese Zeitschrittverfahren sind dafiir optimiert,
um polynomiale Funktionen mit bestimmten Polynomgrad exakt berechnen zu kénnen. Sinusédhn-
liche Funktionen lassen sich durch Polynome aber sehr schlecht approximieren, wodurch hierbei
die Anzahl der Stiitzstellen grof3 gewéhlt werden muss, um eine bestimmte Genauigkeit gewéhr-
leisten zu konnen.

Es gibt viele Anwendungen bei denen ein elektrisches Netzwerk durch eine sinusférmige Quelle an-
geregt wird und die Losung durch eine Fourierreihe mit wenigen Harmonischen gut approximiert
werden kann. Fiir diesen Anwendungsfall besitzt das Harmonic Balance Verfahren den Vorteil,
dass Fourierreihen mit wenigen Harmonischen, am besten durch eine trigonometrische Interpola-
tion dargestellt werden konnen.

In Abschnitt wurde die Ubereinstimmung der verwendeten Methoden anhand zweier Gleich-
richterschaltungen verifiziert. Die Implementierung wurde in MATLAB realisiert, wobei nichtli-
neare Gleichungssysteme mit dem geddmpften Newton Verfahren nach Bank-Rose gelost wurde,
da hiermit die Abhéngigkeit durch den Startwert im Newton Verfahren reduziert wird und dieses
auf den Berechnungen des lokalen Newton Verfahrens aufbaut.

Die spezielle Wahl des Modellproblems ermdoglichte eine iibersichtliche Anwendung der ausge-
wéahlten numerischen Methoden. Wie die Herleitung des MKV aber zeigt, ist es u.a. auch mog-
lich nichtlineare kapazitive oder induktive Elemente, sowie gesteuerte Quellen zu beriicksichtigen.
Sind solche nichtlinearen Elemente im elektrischen Netzwerk enthalten, so wird allerdings zur Mo-
dellierung das ladungsorientierte MKV empfohlen, da hiermit durch die numerischen Verfahren,
beispielsweise das Prinzip der Ladungserhaltung besser erfiillt werden kann.

Die NFC Systeme von Unterkapitel [4.2] bestehend aus einer vorgegebenen NFC Spule und den
dufleren Beschaltungen geméf Abbildung bzw. Abbildung [4.16], bilden weitere Anwendungs-
beispiele zur Uberpriifung der betrachteten numerischen Methoden aus Kapitel |3 Das Anwen-
dungsbeispiel mit der externen Beschaltung geméf Abbildung [4.5] konnte mit den Zeitbereichs-
methoden transiente Analyse und einfaches Shooting, basierend auf dem BDF3 Verfahren, gelost
werden. Aufgrund grofler Unterschiede der Zeitkonstanten in diesem Anwendungsbeispiel, beno-
tigte die transiente Analyse mit mehr als 6 Stunden, deutlich langer als das einfache Shooting
Verfahren, welches zur Berechnung des periodisch eingeschwungenen Zustands etwa 3 Minuten
und 40 Sekunden benétigte. Nachdem das Shooting Verfahren die transiente Analyse ledigleich
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zur Ermittlung einer Periodenzeit einsetzt, ist im Vergleich zur transienten Analyse mit einer lan-
gen Simulationszeit, eine groflere Genauigkeit zu erwarten, da der Fehler der Zeitschrittverfahren
zwischen wahrer und berechneter Losung, bei einem kleinen Zeitintervall kleiner ausfillt. Die Er-
gebnisse fiir das Anwendungsbeispiel zeigten allerdings auch, dass die Anzahl der Stiitzstellen pro
Periode, im einfachen Shooting Verfahren nicht zu klein gew&hlt werden sollte und es auch vorteil-
haft sein kann, wenn das Ergebnis mit anderen numerischen Verfahren iiberpriift wird. Im Rahmen
der Masterarbeit konnte eine detaillierte Fehleranalyse bzw. Uberpriifung der (numerischen) Kon-
vergenzordnung nicht durchgefiihrt werden, wobei dies bei einer weiterfithrenden Verifikation der
numerischen Methoden empfohlen wird.

Bei der Anwendung des Harmonic Balance Verfahrens musste die externe Beschaltung geméifl
Abbildung modifiziert werden. Das HB Verfahren konnte bei Vorhandensein der Kondensa-
toren Cy; und Cyo nicht berechnet werden. Hierfiir konnte keine eindeutige Begriindung gefunden
werden, wobei vermutet wird, dass der Index der DAG und der Groflenunterschied der Kapazi-
taten im Anwendungsbeispiel dafiir verantwortlich sind. Bei Zeitschrittverfahren gibt es z.B. mit
Satz eine Aussage, wie sich bestimmte Eigenschaften des elektrischen Netzwerkes auf den In-
dex der DAG und somit auf die Auswahl numerischer Zeitschrittverfahren auswirkt. Bei der
Erstellung dieser Masterarbeit war ein entsprechendes Resultat bzgl. dem HB Verfahren nicht
bekannt, wobei vermutet wird, dass sich versteckte Nebenbedingungen, aufgrund einer DAG
mit hoherem Index, auch negativ bemerkbar machen sollten. Es ist zudem festzustellen, dass die
Kondensatoren zwischen den Knoten 1 und 127 bzw. 128 und 441, zusammen mit den gekoppel-
ten Kapazititen der PEEC-Zellen der entsprechenden Knoten (geméafi Abbildung , Schleifen
bilden, welche nur aus kapazitiven Elementen bestehen. Dadurch kann geméifl Satz davon
ausgegangen werden, dass das modellierende elektrische Netzwerk der NFC Systeme, einen DAG
Index von 2 besitzt. Eine Abhilfe konnte hierfiir z.B. sein, wenn bei den Kondensatoren zwischen
den Knoten 1 und 127 bzw. 128 und 441 ein dquivalenter Serienwiderstand hinzugefiigt wird.
Das Harmonic Balance Verfahrens konnte allerdings bei der Verwendung der externen Beschaltung
gemifl Abbildung berechnet werden, wobei die Laufzeit mit der Anzahl der Harmonischen
stark zunimmt. So benotigte die Berechnung bei 8 Harmonischen etwa 12 Minuten je HB Iteration
und bei 13 Harmonischen bereits etwa 45 Minuten je HB Iteration, wobei fiir eine Konvergenz
mehr als 15 HB Iterationen bendtigt werden. Bei einer Vorgabe ab 10 Harmonischen war zudem
ein Arbeitsspeicher von 8 GB nicht mehr ausreichend und fiir die Berechnung von 13 Harmoni-
schen war ein Arbeitsspeicher von 16 GB erforderlich, um das HB Verfahren mit direkten Losern
zu berechnen. Dabei sei zu beriicksichtigen, dass bei einer Vorgabe von K Harmonischen im HB
Verfahren, fiir das Anwendungsbeispiel lineare Gleichungssyssteme der Form A-x = b zu lésen
sind, wobei A € RV*N mit N = 1324-(2-K + 1) gelte. Bei 8 Harmonischen entspricht dies schon
N = 22508. Diese Groflenordnungen machen direkte Loser zunehmend ineffizienter und daher kann
fiir weiterfithrende Entwicklungen der HB Implementierung empfohlen werden, iterative Loser mit
geeigneter Vorkonditionierung zu implementieren. Zudem konnten in weiteren Entwicklungen auch
Verfahren zur Modellordnungsreduktion eingesetzt werden, um die Anzahl der Unbekannten zu
reduzieren.
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