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Abstract

This thesis presents a phenomenological material model on the material config-
uration for rate-independent, isotropic elasto-plastic material behaviour at finite
strains. The constitutive model is based on an elastic potential, proposed by
ASMANOGLO et al. [2] and KAISER et al. [14]. As proposed by MIEHE [27], for
the constitutive formulation in the framework of additive plasticity, a plastic metric
to describe the plastic deformations is introduced on the material configuration as
a counterpart of the right Cauchy-Green tensor. Furthermore, to depict isotropic
hardening behaviour, a hardening variable is defined in addition. The integration
algorithm to solve the evolution equations of the internal variables features a classic
"return mapping” scheme, based on the backward Euler method together with a
local Newton algorithm. Furthermore, the constitutive model is implemented into
the finite element computing environment SOOFEA (software for object-oriented
finite element analysis). This is a modular, object-oriented finite element analysis
software based on MATLAB®, developed by members of the Institute of Strength
of Materials at Graz University of Technology. Selected problems are simulated
numerically, to verify the stability of the implementation and the constitutive model
itself. Classical trilinear 8-node hexahedral elements are used for all simulations.

Kurzfassung

Diese Arbeit prisentiert ein auf der Ausgangskonfiguration formuliertes, phdnomen-
ologisches Materialmodell fiir dehnratenunabhéngiges, isotrop elasto-plastisches Ma-
terialverhalten bei groflen Verformungen. Als Ausgangsbasis fiir das Materialgesetz
soll dabei das von ASMANOGLO etal. [2] und KAISER etal. [14] vorgeschlagene
elastische Potenzial dienen. Wie von MIEHE [27] vorgeschlagen, wird fir die
Formulierung der Konstitutivgleichungen im Rahmen der additiven Plastizitét,
als Gegenstiick zum rechten Cauchy-Green-Tensor, eine plastische Metrik zur Be-
schreibung der plastischen Verformungen auf der Ausgangskonfiguration eingefiihrt.
Weiters wird fiir die Interne-Variablen-Formulierung ein Verfestigungsparameter
fiir isotrope Verfestigung definiert. Im Integrationsalgorithmus zum Losen der
Evolutionsgleichungen der internen Variablen kommt ein klassisches ,, Return-
Mapping“-Schema, basierend auf dem impliziten Euler-Verfahren in Verbindung
mit einem lokalen Newton-Algorithmus, zur Anwendung. Ferner wird das Mate-
rialmodell in die FE-Berechnungsumgebung SOOFEA (software for object-oriented
finite element analysis) implementiert. Es handelt sich dabei um ein MATLAB®-
basiertes, objektorientiertes und modulares Finite-Elemente-Programm, entwickelt
von Mitarbeitern des Instituts fiir Festigkeitslehre der Technischen Universitit Graz.
Damit werden durch ausgewéhlte numerische Simulationen die Implementierung und
das Materialmodell selbst hinsichtlich ihrer Stabilitéit getestet. Fiir alle Simulationen
werden klassische, trilineare 8-Knoten-Hexaederelemente verwendet.
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1. Einleitung

In diesem Kapitel wird ein kurzer Uberblick iiber die Entwicklung der klassischen
phianomenologischen Plastizitatstheorie gegeben. Speziell werden zwei Ansétze, die
multiplikative Plastizitat und die additive Plastizitdt, naher betrachtet, ehe auf das
Ziel dieser Arbeit eingegangen wird. Abschliefend folgen noch Anmerkungen zur
mathematischen Notation.

1.1. Uber die Plastizitit fester Korper

Das Interesse, elastisch-plastisches Materialverhalten von festen Korpern unter
aufleren Belastungen moglichst genau vorhersagen zu kénnen, ist heute ebenso grof3,
wie die Anzahl der ungelosten Probleme auf diesem Gebiet. Obwohl diesbeziiglich
vor allem in den letzten 50 Jahren bereits grofie Fortschritte gemacht wurden, hélt
die Plastizitétstheorie auch heute noch interessante Forschungsthemen bereit.

Die Entwicklung der klassischen Plastizitatstheorie geht zuriick auf die Arbeiten
von Henri Edouard TrRESCA, Adhémar Jean Claude Barré DE SAINT-VENANT,
Lucien LEVY und Johann BAUSCHINGER in den Jahren 1864 bis 1878. Spiter
wurden deren Erkenntnisse durch die Arbeiten von Maksymilian Tytus HUBER,
Richard Edler voN Misgs, Heinrich HENCKY, Ludwig PRANDTL, Andras REUSS,
Rodney HirL, William PRAGER, Daniel Charles DRUCKER, Hans ZIEGLER und
vielen anderen mafigeblich weiterentwickelt. Fiir eine detailliertere Betrachtung der
Geschichte sei der interessierte Leser an BERTRAM [3], BRUHNS [5] und STEIN [40]
sowie MULLER [31] verwiesen.

In weiterer Folge entwickelte sich unter anderem eine lineare Theorie fiir raten-
unabhéngige Plastizitdt. Der entsprechende Satz an Konstitutivgleichungen ist
heute unter dem Namen Prandtl-Reuss-Gleichungen 34, 35] bekannt.! Eine zentrale
Annahme ist dabei, dass die Gesamtverzerrung €, bzw. deren Rate €, sich additiv
in einen elastischen Anteil €® bzw. €® und einen plastischen Anteil €' bzw. &P!
aufteilen lassen.

e =g+ & (1.1a)
g =& +¢r! (1.1b)

Diese Annahme ist fiir kleine Verformungen durchaus berechtigt. Gerade viele
metallische Konstruktionswerkstoffe zeigen ein linear-elastisches Verhalten mit einer
ausgepragten FlieSgrenze. Ebenso sind die zu erwartenden elastischen Dehnungen
bei FlieBbeginn klein genug, um mit dieser Theorie gute strukturmechanische
Voraussagen machen zu kénnen. Dennoch gibt es Anwendungsgebiete, bei denen
eine Einschrinkung auf lineares Werkstoffverhalten und kleine Verformungen nicht

IFiir eine detaillierte theoretische Betrachtung siehe beispielsweise KHAN und HUANG [15]
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zuléssig ist. Beispielhaft seien hier sdmtliche Umformprozesse genannt, bei denen
naturgeméfl sehr grofle Formédnderungen auftreten. Eine elasto-plastische Theorie
fiir grofle Verformungen kann abgeleitet werden, indem die additive Zerlegung der
Dehnraten aus der linearen Theorie, wie in Gleichung 1.1b angegeben, auch fiir
grofle Verformungen vereinbart wird. Dies fiihrt zu einer additiven Zerlegung des
Verzerrungsgeschwindigkeitstensors d in der Form

d=d,+d,. (1.2)

Fiir die hierbei eingefithrten Groflen d. und d, werden in volliger Analogie zur
linearen Theorie Evolutionsgleichungen eingefiihrt. Fiir den plastischen Anteil d,
werden diese im Allgemeinen durch eine Fliefiregel angegeben. Die Konstitutiv-
gleichung fiir den elastischen Anteil d., wird durch ein sogenanntes hypoelastisches
Materialgesetz wiedergegeben. Auf diese Weise wird die lineare Prandtl-Reuss-
Theorie direkt in eine nichtlineare {iberfiithrt. Die abhéngigen und unabhéngigen
Variablen der Konstitutivgleichungen (d, d. und d,, sowie die zu d arbeitskonjugier-
te SpannungsgroBe o und deren Raten) sind GroBen auf der Momentankonfiguration
(siche Abschnitt 2.1) und man spricht deshalb von einer eulerschen Betrach-
tungswerse. Ein klarer Vorteil einer derartigen Theorie ist die einfache Struktur
der Konstitutivgleichungen, was eine effiziente Implementierung, beispielsweise in
einem FE-Programm, erlaubt. Demgegeniiber stehen einige Nachteile, wie eine
eingeschriinkte Eignung fiir anisotrope Plastizitdt und die hypoelastische Natur der
Theorie. Diese, sowie weitere Aspekte und daraus resultierende Vor- und Nachteile
werden in X1A0, BRUHNS und MEYERS [46] diskutiert. Weiters stellen KHAN und
HUANG [15] und WU [45] eine grundlegende theoretische Betrachtung dieser Theorie
an.

Obwohl der Ansatz, die lineare Prandtl-Reuss-Theorie fiir grole Verformungen
zu verallgemeinern, auf den ersten Blick ein recht pragmatischer ist, weisen X1AO,
BRrUHNS und MEYERS [46] darauf hin, dass der Schliissel zu einer allgemeinen
Plastizitéatstheorie mit einer selbstkonsistenten Struktur der Konstitutivgleichungen
basierend auf relevanten physikalischen Aspekten sehr wohl in einer eulerschen
Beschreibung durch den Verzerrungsgeschwindigkeitstensors d und die Kirchhoff-
Spannung T liegen kénnte. Eine additive Zerlegung, wie in Gleichung 1.2, ist hierbei
keine a priori Annahme, sondern ergibt sich als Folge physikalischer Uberlegungen.

Neben dieser hypoelastisch-plastischen Theorie entstanden ab den 1960er Jahren
weitere Theorien mit zum Teil sehr unterschiedlichen Strukturen der Konstitutiv-
gleichungen. Speziell waren zwei Ansétze, deren Grundsétze im Folgenden néher
erldutert werden, in der Vergangenheit immer wieder Forschungsschwerpunkt der
Plastizitétstheorie. Ergénzend sei hier erwahnt, dass sich bis heute, trotz intensiver
Forschungstétigkeit, keine der beiden Theorien als allgemeine phénomenologische
Plastizitéatstheorie fiir groffe Verformungen durchsetzen konnte. In einigen funda-
mentalen Fragen, wie der korrekten Identifikation plastischer Verzerrungsmafle, steht
nach wie vor kein Konsens in Aussicht. NAGHDI [32] und X1A0, BRUHNS und
MEYERS [46] nehmen sich in ihren Rezensionen diesem Thema an.
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1.1.1. Multiplikativer Ansatz

Ein sehr verbreitetes Modell basiert auf einer multiplikativen Zerlegung des Defor-
mationsgradienten F' (siche Unterabschnitt 2.1.2) in einen elastischen und einen
plastischen Anteil:

F = F.F,. (1.3)

Eingefiihrt wurde diese von KRONER [18], welcher eine Theorie fiir Kristallplastizitét
formulierte. Denselben Zugang wihlte spédter LEE [21], um phénomenologische
Plastizitdt bei grofien Verformungen zu beschreiben. In der Kristallplastizitét
nach Ekkehart KRONER beschreibt der elastische Anteil Starrkérperrotationen und
Gitterverzerrungen, wohingegen der plastische Anteil das Wandern von Gitterver-
setzungen beschreibt. Wie in Abbildung 1.1 dargestellt, geht mit der oben genannten
multiplikativen Zerlegung die Einfithrung einer spannungsfreien Zwischenkonfigura-
tion einher. Anschaulich geht diese aus der Momentankonfiguration durch lokales
spannungsfrei Machen hervor. Das heifft, sie unterscheidet sich lokal von der
Momentankonfiguration durch die reversiblen elastischen Forménderungen und von
der Ausgangskonfiguration durch die nicht-reversiblen plastischen Formédnderungen.

X3, 23

X27$2
Xlwrl

B

Abbildung 1.1. Kinematik der multiplikativen Zerlegung (nach APEL [1]): Die
Punkte X der Ausgangskonfiguration B werden durch die Deformationsabbildung
¢ auf die Punkte & in die Momentankonfiguration & abgebildet. Motiviert durch
physikalische Phénomene der Kristallplastizitit wird die Tangentialabbildung F' =
V¢ multiplikativ in einen plastischen Anteil F,, und einen elastischen Anteil
F, = FFI;1 aufgeteilt. Daraus folgt die Einfihrung einer lokal inkompatiblen
Zwischenkonfiguration B.

Einerseits spricht die Tatsache, dass sich die kinematischen Uberlegungen dieser
Theorie sehr gut durch Phinomene der Kristallplastizitdt beschreiben lassen, sehr
fiir diese. Andererseits gibt es aber auch einige grundlegende Einschriankungen,
die gegen eine allgemeine phanomenologische Plastizitétstheorie basierend auf einer
multiplikativen Zerlegung des Deformationsgradienten sprechen. Zum Ersten ist die
Zwischenkonfiguration, und damit auch die elastischen und plastischen Komponen-
ten der Zerlegung, nicht eindeutig: Der Zwischenkonfiguration kénnen willkiirliche
Starrkorperrotationen iiberlagert werden, ohne dass sich der Spannungszustand
andert. Eine kritische Diskussion zu diesem Thema in der Literatur fithrt im



1. FEinleitung

Grunde zu zwei Standpunkten. Entweder wird angenommen, dass das elastische
spannungsfrei Machen ohne Rotation vonstattengeht, oder es wird gefordert, dass
die Zwischenkonfiguration nur eine von vielen moglichen Konfigurationen ist, welche
alle dieselben Invarianzbedingungen erfiillen miissen. Eine umfangreiche Diskussion
zu diesem Thema findet sich beispielsweise in LUBARDA und LEE [24] und CASEY
und NAGHDI [6]. Zum Zweiten ist das Erreichen eines spannungsfreien Zustandes
ohne eine weitere plastische Verformung laut NAGHDI [32] nur mdglich, indem man
zum Ursprung im Spannungsraum innerhalb der Flielfliche zuriickkehrt. Fiir eine
allgemeine Plastizitédtstheorie stellt das insofern eine Einschrinkung dar, als dass
sich die Flieifliche im Spannungsraum infolge plastischer Prozesse bewegt. Fiir eine
ausfithrliche Diskussion dieser und weiterer Aspekte der multiplikativen Zerlegung
des Deformationsgradienten wird an dieser Stelle an X1A0, BRUHNS und MEYERS
[46] verwiesen.

Trotz der genannten Nachteile hat sich die Theorie nicht nur in der Kristallplasti-
zitdt, sondern auch in der phdnomenologischen Plastizitét erfolgreich durchgesetzt
und findet heute eine weite Verbreitung in proprietiaren FE-Anwendungen.

1.1.2. Additiver Ansatz

Wahrend bei kleinen Verformungen die aus Gleichung 1.1a hervorgehenden elas-
tischen und plastischen Anteile € und P der Gesamtverzerrung kinematisch
relevante Groflen im Sinne der Kontinuumsmechanik sind, kann die entsprechende
Zerlegung

E=F +E, (1.4)

des Green-Lagrange-Verzerrungstensors E (siche Unterabschnitt 2.1.3) in einen elas-
tischen und plastischen Anteil jedoch nicht so vereinbart werden, dass die jeweiligen
Komponenten E. und E, eine kinematische Bedeutung haben. Im Allgemeinen
sind plastische Prozesse pfadabhéngig, womit auch die plastischen Verzerrungen
ohnehin nicht als rein kinematische Gréflen im Sinne der Kontinuumsmechanik
angesehen werden konnen. Es erscheint daher sinnvoll, eine verzerrungsahnliche
Grofle E,,, zur Beschreibung der plastischen Verzerrung, als sogenannte interne
Variable in die Konstitutivgleichungen einzufiihren. Diese Idee wurde erstmals von
GREEN und NAGHDI [9, 10] veroffentlicht. Laut X140, BRUHNS und MEYERS [46]
stellte dies den ersten Versuch dar, thermo-elasto-plastisches Materialverhalten fiir
grofle Verformungen umfassend mittels Kontinuumsmechanik und -thermodynamik
zu beschreiben. Abbildung 1.2 zeigt die Kinematik einer Plastizitdtstheorie mit
additiver Zerlegung einer lagrangeschen Verzerrungsgrofie. Es sei angemerkt, dass
die explizite Einfiihrung einer elastischen Gréfle E. = E — E,, iiberfliissig ist.

Im Vergleich zur multiplikativen Plastizitdt weist eine derartige Theorie eine
ausgesprochen einfache Struktur der Konstitutivgleichungen auf. So kann das
elastische Materialverhalten durch Einfiihren einer Potenzialfunktion einfach nach
den Gesetzméafigkeiten der Hyperelastizitét formuliert werden. Fiir die Entwicklung
der zusétzlich eingefiihrten internen Variable E,, wird eine konstitutive Evolutions-
gleichung in Ratenform angegeben. Obwohl damit eine sehr allgemeine Beschreibung
des elastisch-plastischen Verhaltens vieler Materialien mdéglich ist, konnte sich die
Theorie vor allem gegeniiber dem multiplikativen Ansatz nicht wirklich durchsetzen.
Weiters geben X140, BRUHNS und MEYERS [46] zu bedenken, dass die Einfiihrung
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X3, x3
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Abbildung 1.2. Kinematik der additiven Zerlegung einer lagrangeschen Verzer-
rungsgrofe: Die Punkte X der Ausgangskonfiguration B werden durch die Deforma-
tionsabbildung ¢ auf die Punkte & in die Momentankonfiguration & abgebildet. Die
Gesamtverformung wird auf der Ausgangskonfiguration durch ein Verzerrungsmafl
FE gemessen. Der irreversible plastische Anteil der Gesamtverformung wird durch
eine verzerrungsdihnliche GroBe E,, der Ausgangskonfiguration angegeben.

der internen Variablen eher mathematisch motiviert ist und eben diesen somit keine
definierte physikalische Bedeutung zukommt.

Ein etwas neuerer Ansatz fiir phdnomenologische Plastizitdt bei grofien Ver-
formungen geht auf die Arbeiten von MIEHE [27, 28, 29] zuriick. Anstelle einer
plastischen Verzerrungsgréfie E,, wird hier eine sogenannte plastische Metrik G, auf
der Ausgangskonfiguration als interne Variable eingefiihrt. In Analogie zum Green-
Lagrange-Verzerrungstensor E kann die Beziehung zwischen plastischer Metrik G|,
und plastischer Verzerrung E|, angegeben werden als

B, - %(Gp e (1.5)

wobei G die Metrik (siche Unterabschnitt 2.1.3) auf der Ausgangskonfiguration ist.

1.1.3. Anisotrope Plastizitat

Ein Phénomen, das bisher nicht angesprochen wurde, ist die Richtungsabhéngigkeit
des elastisch-plastischen Materialverhaltens?. Wihrend das elastische Verhalten bei
metallischen Werkstoffen weitestgehend richtungsunabhingig, also isotrop ist, kann
es bei plastischen Verformungen zu einem ausgeprigten anisotropen Verhalten
kommen. Ein prominentes Beispiel dafiir ist die sogenannte Zipfelbildung beim
Tiefziehen kaltgewalzter Bleche (siehe Abbildung 1.3). Fiir weiterfithrende Literatur
zum Thema plastische Anisotropie im Zusammenhang mit Umformprozessen sei
hier stellvertretend auf HOSFORD und CADDELL [13] verwiesen. Die Arbeiten zahl-
reicher Autoren beschéftigen sich damit, anisotropes Materialverhalten bei grofien
Verformungen in all seinen Aspekten zu modellieren. Beispielhaft sei hier APEL [1]
erwahnt, der auch einen Vergleich zwischen additiver und multiplikativer Plastizitét
in Bezug auf anisotrope Plastizitit anstellt. Zahlreiche weitere Literaturverweise
sind dort zu finden.

2Eine ausfiihrliche theoretische Behandlung richtungsabhéingigen Materialverhaltens von poly-
kristallinen Stoffen, zu denen Metalle im Allgemeinen gezéihlt werden, findet sich beispielsweise
in Kocks, ToME und WENK [17].
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Abbildung 1.3. Zipfelbildung beim Abbildung 1.4. In Walzrichtung
Tiefzichen (vgl. SINGH etal. [39]). ausgerichtete ~Mikrostruktur —eines
Links: Experiment, Rechts: Finite- kaltgewalzten Tiefziehstahlblechs
Elemente-Simulation (vgl. ZHOU etal. [47]).

Ein erwidhnenswerter Aspekt plastischer Anisotropie ist, dass sich die Rich-
tungsabhéangigkeit mit dem Verlauf der plastischen Verformung éndern kann. Bei-
spielsweise weisen kaltgewalzte Stahlbleche eine gerichtete Mikrostruktur auf (siehe
Abbildung 1.4), welche fiir anisotrope Effekte verantwortlich ist. Durch inhomogene
Verformungen als Folge von Blechumformprozessen werden lokale Bereiche nicht
nur Streckungen, sondern auch Drehungen unterworfen, wodurch sich die lokale
Ausrichtung der Mikrostruktur &ndert. Damit &ndert sich in jenen Bereichen auch
die Richtungsabhingigkeit des Materialverhaltens entsprechend (siehe dazu auch
DAFALIAS [7]).

In den Konstitutivgleichungen der Plastizitatstheorie wird dieses Phanomen durch
eine eigene tensorielle Grofle, den sogenannten plastic spin, beschrieben. Aus Lu
und PAPADOPOULOS [23] ist eine Theorie bekannt, die es erlaubt sich entwickelnde
plastische Anisotropie im Rahmen eines additiven Ansatzes zu beschreiben.

1.2. Ziel dieser Arbeit

Aufbauend auf die Theorie von LU und PAPADOPOULOS [23] prisentierten ASMA-
NOGLO et al. [2] einen Vorschlag fiir ein Prototyp-Modell. Dieses soll in der Lage sein,
ein von KiM und Y1IN [16] experimentell bestétigtes Phdnomen abzubilden: In einem
einachsigen Zugversuch eines kaltgewalzten Blechs richtet sich die erste Anisotropie-
Hauptachse im Laufe des Prozesses entlang der Hauptbelastungsrichtung aus. In ei-
nem FEin-Element-Test zeigte das vorgeschlagene Modell eine gute Ubereinstimmung
mit den Experimenten. Im Entstehungszeitraum dieser Arbeit erschien auflerdem
die Veroffentlichung von KAISER et al. [14], in welcher ein detaillierteres Modell und
komplexere, numerische Simulationen vorgestellt wurden.

Neben weiteren essentiellen Elementen eines Materialmodells wird hier das
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vorgeschlagene elastische Potenzial 1 genannt. Dieses hat die Form

¥ (C.Cpur) = ¥ (sp (CCY) - 2n \Jdet (CC, 1) — 3)

A
+ Z1n? \/det (CC*l) 4+ Riny | K + €0 €xp _r ,
2 P €0

mit den Materialparametern p, A, R;,, und £y sowie einem lagrangeschen Streckten-
sor, dem sogenannten rechten Cauchy-Green-Tensor C (siche Unterabschnitt 2.1.3)
und den internen Variablen C, und k.

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, ausgehend von diesem Potenzial die Konsti-
tutivgleichungen eines Materialmodells fiir isotrop-elastisch-plastisches Materialver-
halten im Rahmen eines additiven Ansatzes herzuleiten. Ferner soll das abgeleitete
Materialmodell in ein Programm fiir Finite-Elemente-Berechnungen implementiert
werden. Auflerdem soll das Konvergenzverhalten der Implementierung anhand eines
einfachen FEin-FElement-Tests iiberpriift und dokumentiert werden. Abschlieend
werden die Ergebnisse weiterer einfacher Probleme gezeigt und kurz diskutiert.

Die im Rahmen dieser Arbeit erarbeiteten Konstitutivgleichungen und die aus der
Implementierung gewonnenen Erkenntnisse sollen als Grundlage fiir ein erweitertes
Materialmodell fiir anisotrope Plastizitat dienen.

(1.6)

1.3. Anmerkungen zur Notation

Vorab sei auf vereinbarte Konventionen und Spezifika der Notation im Rahmen
dieser Arbeit hingewiesen.

Dezimaltrennzeichen

Fiir die Darstellung von Dezimalzahlen wird der Punkt als Dezimaltrennzeichen
verwendet.

Koordinatensysteme

Fiir kontinuumsmechanische Beschreibungen werden ausschliefllich rechtshéndige
kartesische Koordinaten mit der Basis

o = O

1 0
€ = 0 , €9 = , €3 = 0 (17)
0 1

verwendet.

Tensoren

Fiir die Darstellung von Tensoren zweiter Stufe werden fettgedruckte Grofibuchsta-
ben (A, B, usw.) und fiir Tensoren vierter Stufe Buchstaben mit Doppelstrich (A,
B, usw.) verwendet. Bei Tensoren hoherer Stufen wird der Rang mit hochgesetzter

6 6
Ziffer (A, B, usw.) angegeben.
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Es wird sowohl die symbolische als auch die Index-Schreibweise verwendet. Aus
Griinden der Einfachheit wird nicht zwischen Ko- und Kontravarianz unterschieden,
d.h. Tensorkomponenten werden einheitlich unten indiziert. Auflerdem sei die ein-
steinsche Summenkonvention vereinbart, wonach iiber doppelt auftretende Indizes
innerhalb eines Produktes summiert wird, ohne dass ein Summenzeichen explizit
angeschrieben wird. Dadurch werden Formeln in Index-Schreibweise mit vielen
tensoriellen Groflen erheblich iibersichtlicher. Seien A und B Tensoren zweiter Stufe,
dann gilt fiir die Produkte

3
AB =) AyBy, (1.8a)
k=1
3 3
i=1 j=1
die dquivalente Darstellung

Sofern nicht anders angegeben, wird beim Skalarprodukt immer iiber den letzten
Index der ersten Gréfle und den ersten Index der zweitgenannten Grofle summiert
bzw. wird beim Frobenius-Skalarprodukt immer {iber die letzten beiden Indizes der
ersten Grofle und die ersten beiden Indizes der zweitgenannten Grofle summiert. Fiir

die Tensoren n-ter und m-ter Stufe A, B gilt also

AB=A B, (1.10a)
n—1 m—1
n—2 m—2

Abweichungen von dieser Regel werden an entsprechender Stelle angegeben.

Ausgezeichnete Tensoren

Fiir das Kronecker-Symbol § gilt wie iiblich

1 fir 0=
0;i = . 1.11
! {0 fiir i #j (1.11)

Nachfolgend wird eine Ubersicht iiber einige wiederkehrende Tensoren gegeben:
Einheitstensor zweiter Stufe: 1, = 05 (1.12a)
Einheitstensor vierter Stufe: Lijr = 0305 (1.12b)
s 1
Symmetrie bildender Tensor: Lijr = 5(5ik5jl + 0udji) (1.12¢)
Sp
Spur bildender Tensor: Lijki = (1 ®1)jj = 650k (1.12d)
1Sp 1

Deviator bildender Tensor: D=1- 3 I =605 — §5ij5kl (1.12e)



2. Grundlagen der
Kontinuumsmechanik

In diesem Kapitel wird kurz der kontinuumsmechanische Hintergrund der Arbeit
erlautert. Es wird nur soweit darauf eingegangen, wie es dem Verstdndnis des
plastischen Materialmodells im néchsten Kapitel dient. Eine umfangreiche Betrach-
tung des Themas findet sich in der facheinschligigen Literatur, zum Beispiel in
TRUESDELL und NOLL [41], MALVERN [25] und BONET und WooD [4].

Zu Beginn des Kapitels wird die Kinematik eines Korpers erldautert. Ausgehend
von der Kinematik wird eine mathematische Beschreibung von Verformungen abge-
leitet und verschiedene Verzerrungsgrofien vorgestellt. AnschlieBend wird das Prinzip
der Spannungen eingefiihrt. Abschlieend werden geltende Erhaltungsgleichungen
und Bilanzgleichungen der Kontinuumstheorie betrachtet. In weiten Teilen ist die
hier gewihlte Notation und Nomenklatur an jene in LAMBRECHT [19] und ULz [43]
angelehnt.

2.1. Kinematik

In der Kontinuumsmechanik betrachtet man einen Korper als eine Menge infinite-
simaler Punkte, deren Lage im Raum zum Zeitpunkt ¢ = 0 durch den Ortsvektor
X beziiglich eines globalen Koordinatensystems beschrieben werden. Man spricht
in diesem Fall von der Ausgangskonfiguration oder lagrangeschen Konfiguration® B.
Groflen der Ausgangskonfiguration werden auch als materielle Groflen bezeichnet.
Als Folge von zeitabhéngigen externen Volumen- und Flichenlasten verformt sich
der Korper entsprechend. Die Lage der Punkte zum Zeitpunkt ¢ # 0 wird durch die
Ortsvektoren x beschrieben. Man spricht hierbei von der Momentankonfiguration
oder eulerschen Konfiguration® S. Gréflen auf dieser Konfiguration werden auch als
raumliche Groflen bezeichnet. Abbildung 2.1 zeigt schematisch beide Konfiguratio-
nen.

2.1.1. Bewegung

Der Zusammenhang zwischen Punkten der Ausgangskonfiguration und den ent-
sprechenden Punkten der Momentankonfiguration wird durch eine nichtlineare
Deformationsabbildung ¢ beschrieben:

x = o(X,1). (2.1)

3engl. material configuration oder Lagrangean configuration
Yengl. current configuration oder Eulerian configuration
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Abbildung 2.1. Kinematik eines kontinuierlichen Korpers: Alle Punkte des Korpers
befinden sich zum Zeitpunkt ¢ = 0 in der Ausgangskonfiguration B, begrenzt
durch den Rand 9B und zum Zeitpunkt ¢ # 0 in der Momentankonfiguration S,
begrenzt durch den Rand 0S. Die nichtlineare Abbildung ¢ bildet Punkte X € B
der Ausgangskonfiguration auf die entsprechende Position x = ¢(X,t) € S der
Momentankonfiguration ab. Der Deformationsgradient F' = V¢ bildet Tangenten-
vektoren dX € TxB des lagrangeschen Tangentialraums auf die entsprechenden
Tangentenvektoren de = F'dX € T,S des eulerschen Tangentialraums ab.

Dabei ist (X, t) die Bahnlinie des Teilchens, welches sich zum Zeitpunkt ¢ = 0 an
der Stelle X befunden hat.

2.1.2. Deformation

Um eine Aussage iiber die Deformation eines Korpers treffen zu konnen, miissen
die Relativbewegungen von verschiedenen Punkten des Kérpers untersucht werden.
dX sei der Abstand zweier unmittelbar benachbarter Punkte P und @ der
Ausgangskonfiguration:

dX = Xg— Xp. (2.2)

Zum Zeitpunkt t # 0 befinden sich die beiden Punkte p und ¢ der Momentankonfi-
guration an der Stelle

x,=p(Xp,t) und x, = p(Xop,t). (2.3)
Daraus folgt fiir den Abstand der beiden Punkte in der Momentankonfiguration
de =z, —x, = p(Xg,t) — p(Xp,1). (2.4)
Durch die Erweiterung mit Gleichung 2.2 folgt schliellich die Darstellung
der = o(Xp +dX,t) — o(Xp,t). (2.5)

Die Definition des Deformationsgradienten F' als

_ 9
09X

fithrt schlussendlich zur Darstellung des Vektors da in Abhéngigkeit von dX in der
Form

F =V (2.6)

de = FdX bzw. dz; = F;;dX;. (2.7)

10
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Betrachtet man die Konfigurationen B und § als differenzierbare Mannigfaltig-
keiten, mit den Tangentialrdumen T'x B und 7, S in den Punkten X und «, so ist F
die Tangentialabbildung

(2.8)

"l dX — dx=FdX

Da der Deformationsgradient F' Groflen von einer Konfiguration in eine andere
Konfiguration transformiert, ist er strenggenommen kein Tensor. Bisweilen spricht
man daher auch von einem Zwei-Punkt-Tensor, um zu verdeutlichen, dass er Basen
in unterschiedlichen Konfigurationen hat.

Weiters kann mittels einer polaren Zerlegung gezeigt werden, dass sich der
Deformationsgradient in die Anteile R und U bzw. R und V zerlegen ldsst, wobei
gilt:

F =RU =VR. (2.9)
Hierbei ist der Rotationstensor R ein orthogonaler Tensor, welcher reine Starrkérper-
rotationen beschreibt. Der rechte Strecktensor U und der linke Strecktensor V
hingegen sind symmetrische Tensoren und beschreiben eine reine Streckung. Die
Zerlegung ist in Abbildung 2.2 veranschaulicht.

X37x3

Y

\ X
X2 )
X1, 11 ’ \\_//\
R v

Abbildung 2.2. Polare Zerlegung des Deformationsgradienten: Die Tangentialab-
bildung F' kann aufgefasst werden als eine Streckung auf der Ausgangskonfiguration,
beschrieben durch den rechten Strecktensor U und anschlieSende Rotation in die
Momentankonfiguration, beschrieben durch den Rotationstensor R oder als eine
Rotation in die Momentankonfiguration, beschrieben durch den Rotationstensor R
mit anschlieender Streckung in der Momentankonfiguration, beschrieben durch den
linken Strecktensor V.

Neben den Langendnderungen beschreibt der Deformationsgradient F' also auch
Starrkorperrotationen. Da aber Starrkorperbewegungen in einem Koérper keine
Spannungen hervorrufen, eignet sich F' nicht, um in den Konstitutivgleichungen
die Forménderungen eines Korpers zu quantifizieren. Auflerdem ist man in der Kon-
tinuumsmechanik klassischerweise bestrebt, sich auf eine bestimmte Konfiguration
zu beziehen, in welcher sdmtliche Groflen der Konstitutivgleichungen definiert sind,
was fiir F' ebenfalls nicht zutrifft.

11
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2.1.3. Metrik und Verzerrungsmalle

Man braucht deshalb ein Maf} fiir die relative Léngendnderung von Linienelementen
infolge der Deformation. Die Lénge dS eines infinitesimalen Linienelementes d X
ist charakterisiert durch dessen Skalarprodukt. In der Differentialgeometrie definiert
ein sogenannter metrischer Tensor dieses Skalarprodukt. Man nennt den metrischen
Tensor auf der Ausgangskonfiguration die materielle Metrik G und auf der
Momentankonfiguration die rdumliche Metrik g. Seien dX € TxB und dX € TxB
Tangentenvektoren in der Ausgangskonfiguration B, dann gilt fiir das Skalarprodukt

dX -dX =dXGdX = |[dX||dX|cos(£(dX,dX)). (2.10)

Analoges gilt fiir Tangentenvektoren der Momentankonfiguration und die rdumliche
Metrik.

Die Komponenten eines metrischen Tensors ergeben sich aus dem Skalarprodukt
der Basisvektoren. Fiir ein kartesisches Koordinatensystem, wie der vorliegenden
Arbeit zugrunde gelegt, entsprechen die Komponenten genau jenen des Kronecker-
Symbols bzw. entspricht der metrische Tensor dem Einheitstensor zweiter Stufe:

G[J:gij :51']' bzw. G:gzl (211)
Die rdumliche Lénge ds eines Linienelementes der Momentankonfiguration kann

geschrieben werden als:
ds = |dzx|, = \/dxgdx. (2.12)

Unter Verwendung von Gleichung 2.7 fiihrt dies zu

ds = \/dX]F[igij.FdeXJ bzw. ds = \/ dXFTngX (213)

Hieraus folgt die Definition des rechten Cauchy-Green Tensors C in der Form

C =F'gF. (2.14)

Der Tensor C' ist eine Grofle der Ausgangskonfiguration und quantifiziert die
rdumliche Lange ds eines verformten rdumlichen Linienelementes da, ausgehend von
dessen Abbildung d X auf der Ausgangskonfiguration. Eine analoge Betrachtung fiir
die materielle Lange d.S, wie in den Gleichungen 2.12 und 2.13, fiihrt zur Definition
des linken Cauchy-Green Tensors b = FG 'F7T, auf dessen Bedeutung hier nicht
weiter eingegangen wird.

Die Idee ist nun, die Lénge eines Linienelementes vor und nach der Verformung zu
vergleichen. Betrachtet man als Streckung A beispielsweise die Hélfte der Differenz
der jeweiligen Langen zum Quadrat, also A := %(ds2 —dS?), so folgt daraus mit
Gleichung 2.13, Gleichung 2.14 und dS? = dX GdX:

A=dXEdX mit E=1(C-@), (2.15)

wobei E der Green-Lagrange-Verzerrungstensor ist. Basierend darauf definierten
SETH [38] und HILL [11] eine ganze Klasse von Verzerrungsmafen

i [ L(CE —GE) ¥m e R
E"(C) ._{ o Vi (2.16)

12
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Fir m = 2 erhilt man genau den Green-Lagrange-Verzerrungstensor aus Glei-
chung 2.15.

Setzt man in Gleichung 2.14 fiir den Deformationsgradienten die Polarzerlegung
in R und U aus Gleichung 2.9 ein, so fiihrt dies zur Darstellung:

C = UTRTQRU bzw. C]J = U[KRKiginjLULJ. (217)

Unter Beriicksichtigung von Gleichung 2.11, der Eigenschaft RT = R™! und der
Symmetrie von U vereinfacht sich Gleichung 2.17 zu:

C=UU = U2 bzw. C]J B UIKUKJ. (218)

Der rechte Cauchy-Green Tensor ist also von Starrkérperbewegungen unabhéngig.
Als positiv definite, symmetrische Groflie der Ausgangskonfiguration eignen sich C
sowie die davon abgeleiteten VerzerrungsgroBen E™(C) zur Quantifizierung der
Verformung in den Konstitutivgleichungen einer lagrangeschen Betrachtungsweise.

2.2. Spannungen

Im letzten Abschnitt wurde eine geeignete Gréfle zur mathematischen Beschreibung
der Kinematik eines deformierten Korpers eingefiithrt. Praktisch setzt ein Korper
einer Verformung einen Widerstand entgegen. Dieser zweite Aspekt des Materialge-
setzes soll in diesem Abschnitt betrachtet werden.

Gegeben sei ein verformter Korper in der Momentankonfiguration & zum Zeit-
punkt t # 0. Schneidet man den Korper gedanklich in zwei Hélften, wie in
Abbildung 2.3 rechts, muss sogleich eine Kraftgrofie an den Schnittflichen eingefiihrt
werden, um die mechanische Wechselwirkung zwischen den beiden Teilen zu
beschreiben. Sei Af die Ersatzkraft, die auf einer Teilfliche Aa in der Umgebung
eines Punktes @ auf der Schnittfliche wirkt, dann folgt fiir den Spannungsvektor:

. Af df
t(x,t) = AléIBOA_a =3 (2.19)
GeméaB des Cauchy’schen Spannungstheorems gilt zwischen dem Spannungsvektor
t und der Fldchennormalen n ein linearer funktionaler Zusammenhang. Dies fiihrt
zur Definition des Cauchy’schen Spannungstensors o in der Form

t(x,t,n) = o(x,t)n. (2.20)

Die Cauchy-Spannungen beziehen die tatséchlich wirkende Schnittkraft auf das
tatsdchlich verformte Fldchenelement, weshalb man die Cauchy-Spannungen auch
als wahre Spannungen bezeichnet. Der Kirchhoff ’sche Spannungstensor T ergibt
sich durch Multiplikation mit J:

T:=Jo mit J=det(F). (2.21)

Die Cauchy- und Kirchhoff-Spannungen sind Gréflen der Momentankonfigura-
tion. Eine lagrangesche Betrachtungsweise erfordert jedoch die Definition von
Verzerrungs- und Spannungsgréfien in der Ausgangskonfiguration.

13
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Es sei T der nominale Spannungsvektor, der die wahre infinitesimale Flachenkraft
df auf das unverformte Flédchenelement dA bezieht:
- df da

T(x,t)

=30 = aut (2.22)

dann folgt mit nda = JF~TNdA (vgl. Kapitel 4.9 von [4]) eine alternative Form
des Cauchy’schen Spannungstheorems:

T(x,t,N)=P(x,X,t)N mit P:=JoF T=7FT. (2.23)

Der erste Piola-Kirchhoff-Spannungstensor P ist ein Zweifeldtensor und bildet die
Flachennormale N der unverformten Schnittfliche der Ausgangskonfiguration B auf
den nominalen Spannungsvektor T' der Momentankonfiguration S ab. Durch formale
Riicktransformation von T mittels der inversen Tangentialabbildung F ! erhilt man
den materiellen Spannungsvektor T

T =F'T. (2.24)
Das Einsetzen in Gleichung 2.23 liefert schliellich:
T(X,t,N)=S(X,t)N mit S=JF loF T=F'7FT=F'P. (225

Der zweite Piola-Kirchhoff-Spannungstensor S ist auf der Ausgangskonfiguration
B definiert und bildet die Flachennormale N der unverformten Schnittfliche auf
den materiellen Spannungsvektor 7' ab. Hier sollte erwdhnt werden, dass die
Definition der Groflen T und S rein geometrisch/mathematisch motiviert ist.
Obwohl sie keine physikalische Relevanz besitzen, sind sie dennoch zur Beschreibung
in Konstitutivgleichungen geeignet.

In Abbildung 2.3 ist ein Korper in Ausgangs- und Momentankonfiguration mit
den entsprechenden Schnittgrofien dargestellt.

14
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X3, T3

X27I2
X1,

t#0

Abbildung 2.3. Freigeschnittener Kérper und Schnittgroflen: In der Schnittflache
der Momentankonfiguration & wirkt im infinitesimalen Flachenelement da mit der
Flachennormalen n die Kontaktspannung t. Die entsprechenden Gréflen auf der
Ausgangskonfiguration B ergeben sich durch geeignete Riicktransformationen.

2.3. Bilanz- und Erhaltungsgleichungen

In diesem Abschnitt werden die Erhaltungssidtze fiir Masse und Impuls, sowie
der erste und zweite Hauptsatz der Thermodynamik in differentieller Form fiir
eine lagrangesche Formulierung von quasistatischen und adiabaten Problemen
angegeben. Fiir eine umfassende Betrachtung der physikalischen Bilanzgleichungen
in der Kontinuumsmechanik siehe beispielsweise MALVERN [25].

Massenerhaltung

Die Erhaltung der Masse kann angegeben werden als:

9po

> =0 (2.26)

mit der materiellen Dichte py.

Impulserhaltung

Die lokale Form der Impulserhaltung kann angegeben werden als:
DIV[P] + poy =0, (2.27)

wobei DIV[P] = Pj; ; die Divergenz des ersten Piola-Kirchhoff-Spannungstensors
beziiglich der materiellen Koordinaten X, py die materielle Dichte und ~ die
Korperkraft pro Einheitsmasse ist.



2. Grundlagen der Kontinuumsmechanik

Drehimpulserhaltung

In der eulerschen Betrachtungsweise manifestiert sich die Drehimpulserhaltung
in der Symmetrie des Cauchy’schen Spannungstensors o. Analog dazu gilt in
der Ausgangskonfiguration, dass der zweite Piola-Kirchhoff-Spannungstensor S
symmetrisch ist:

S =57 (2.28)

Erster Hauptsatz der Thermodynamik

Die totale Energie E' ist die Summe aus innerer Energie U und kinetischer Energie
K. Der erste Hauptsatz der Thermodynamik fiir adiabate Systeme besagt, dass die
zeitliche Anderung der totalen Energie gleich der mechanischen Leistung P, ist:

d
E(K + U) = Pext7 (229)

wobei fiir die kinetische und die innere Energie gilt:

1
K::/—|v|2pdv und U;:/updv. (2.30)
2 ~~
S dm S

Hierbei ist v die Geschwindigkeit des infinitesimalen Massenpunktes dm und u
dessen spezifische innere Energie. Fiir die mechanische Leistung P, gilt:

P ::/tv da+/’yv,0dv, (2.31)
aS S

mit der Kontaktspannung t und der Korperkraft . Durch Anwenden des gauf3schen
Integralsatzes und FEinsetzen der dynamischen Impulsgleichung erhélt man nach
einigen Umformungen fiir Gleichung 2.31 die alternative Darstellung®:

2

od [, ~Ov
Poyi = E/ lv| pdv—i—/a. p dv, (2.32)
S S ~~~

l

mit dem Geschwindigkeitsgradienten 1, fiir den gilt:

ov :
l=—=FF" 2.33
e (2.33)
Das Einsetzen der Gleichungen 2.32 und 2.30 in Gleichung 2.29 und die Tatsache,
dass der erste Hauptsatz fiir jedes beliebige Teilvolumen & C § erfiillt sein muss,
fithrt schlieflich zur lokalen, eulerschen Darstellung der Bilanz fiir die innere Energie

adiabater Systeme:
pu=o0o:1. (2.34)

Auf der Ausgangskonfiguration gilt entsprechend:

poi =P : F. (2.35)

Svgl. MALVERN [25]
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2. Grundlagen der Kontinuumsmechanik

Weiters sind durch Einfithrung der lokalen Spannungsleistung P die sogenannten
arbeitskonjugierten Paare definiert:

P::T:d:P:F:S:E, (2.36)

mit dem Deformationsgeschwindigkeitstensor d = 1 (I +17).

Zweiter Hauptsatz der Thermodynamik

Wiéhrend der erste Hauptsatz der Thermodynamik die Energieumwandlung wahrend
eines Prozesses beschreibt, trifft der zweite Hauptsatz eine Aussage dariiber, in
welche Richtung diese Umwandlung abléuft. Eine in der Kontinuumsmechanik haufig
angewandte Form ist die sogenannte Clausius-Duhem-Ungleichung. Fir adiabate
Prozesse lautet diese in lagrangescher Formulierung:

D=P—1)>0, (2.37)

mit der Dissipation D, der lokalen Spannungsleistung P und der helmholtzschen
freien FEnergie 1. Fiir reversible Prozesse ist die Dissipation gleich null, fiir
irreversible Prozesse strikt grofier als null.

17



3. Materialmodell und
Implementierung

Dieses Kapitel widmet sich der Herleitung der Konstitutivgleichungen des plasti-
schen Materialmodells, sowie ihrer algorithmischen Formulierung und Implementie-
rung in ein bestehendes Finite-Elemente-Programm.

Zu Beginn werden, ausgehend vom zweiten Hauptsatz der Thermodynamik,
die grundlegenden Zusammenhénge fiir eine Interne-Variablen-Formulierung her-
geleitet. Anschliefend wird das elastische Potenzial, das einen wesentlichen Teil
dieser Arbeit darstellt, definiert, ehe die Fliefunktion als zweite entscheidende
Randbedingung des plastischen Materialmodells eingefiihrt wird. Danach werden
die Evolutionsgleichungen der internen Variablen iiber ein implizites Einschritt-
Integrationsverfahren hergeleitet und es wird ein iterativer Algorithmus zur Losung
dieses gekoppelten impliziten Gleichungssystems vorgestellt. Abschlielend wird kurz
auf die Implementierung des plastischen Materialmodells in das Finite-Elemente
Programm SOOFEA eingegangen.

3.1. Clausius-Duhem-Ungleichung

Den Ausgangspunkt fiir die Herleitung des Materialmodells stellt die Clausius-
Duhem-Ungleichung aus Gleichung 2.37 dar. Hierin ist die helmholtzsche freie
Energie ¢ (C,C,, k) eine Funktion des rechten Cauchy-Green Tensors C, der
plastischen Metrik C,, und einer Verfestigungsvariable . Fiir die Rate der freien
Energie gilt dementsprechend:

3¢ Oy - C, —l—a—wﬁs (3.1)

oC, Ok

)= —w

Die GréSlen C}, und & sind interne Variablen zur Beschreibung der Pfadabhéngigkeit
plastischer Prozesse. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 gilt

Colico =G und &kl—o =0. (3.2)

Ausgehend von Gleichung 2.15 folgt fiir die Rate des Green-Lagrange-Verzerrungs-
tensors, dass gilt:

: d 8E . 8E 1.
—~— 7

Die lokale Spannungsleistung P kann also angegeben werden als:

P=S: %C. (3.4)

18



3. Materialmodell und Implementierung

Das Einsetzen der Gleichungen 3.1 und 3.4 in Gleichung 2.37 fiihrt zur Darstellung:

gl W s s OY,
D—S’.ZC GC'C an.Cp aﬁ/ﬂ
1 oL, oY . oY | (3.5)
=|=S—==|:C— : ——kr>0. :
(25 ac) Cac, @ g2t

Q) ©)

Fiir rein elastische und damit reversible Prozesse muss Gleichung 3.5 ebenfalls erfiillt
sein. Genau genommen gilt

C+#0, C,=0, k=0 und D=0 (3.6)

bei rein elastischem Materialverhalten. Aus Gleichung 3.5 kann damit geschlossen
werden, dass o

S=2 5 (3.7)
Tatséchlich ist das die Formulierung der aktuellen Spannungen infolge eines
deformierten Zustandes fiir hyperelastisches Materialverhalten®, eine Eigenschaft,
welche das hier abgeleitete Materialmodell ebenfalls aufweisen soll. Gleichung 3.7
wird deshalb als Definition der zweiten Piola-Kirchhoff-Spannungen verwendet. Der
gesamte Term (1) in 3.5 wird damit identisch gleich null und es folgt fiir die
Dissipation D:

1 oY . oY : oY .
-S——1]:C= =— : — —£k > 0. .
(2 GC) ¢=0 =17 oc,  * Bk = 0 (3:8)

Fiir die negativen Ableitungen des elastischen Potenzials ¢ nach den internen
Variablen C}, und s werden zudem die Bezeichnungen ¥ und ¢ eingefiihrt. Man
nennt diese die thermodynamisch konjugierten, spannungsihnlichen Gréfien zu den
entsprechenden verformungsdhnlichen Grifien C|, und k:

: o o

2::_ d = —
ac, 17 o

(3.9)

3.2. Elastisches Potenzial

Wie eingangs erwéhnt, soll in dieser Arbeit ein Materialmodell basierend auf dem
vorgeschlagenen elastischen Potenzial aus ASMANOGLO et al. [2] abgeleitet werden.
Dieses Potenzial wurde in Gleichung 1.6 bereits angegeben. Darin bildet der letzte
Term ein nichtlineares Verfestigungsverhalten ab. Im Gegensatz dazu soll in dieser
Arbeit nur lineare, isotrope Verfestigung beriicksichtigt werden. Das Potenzial wird

6Hier ist die verrichtete Verformungsarbeit nur vom anfinglichen und aktuellen Verformungszu-
stand, nicht aber vom Verformungspfad abhéngig, was auf elastische Forménderungen zutrifft.
Die Spannungsantwort eines Verformungszustandes wird dabei von einem elastischen Potenzial
1 abgeleitet. Siehe auch BONET und WoobD [4].
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3. Materialmodell und Implementierung

daher entsprechend angepasst:

) = g (Sp (CC’p_l) — 21In4/det (CC’Ijl) — 3) + %IHQ det (C’Cljl) + %hKJQ ,
N - ——
@ @
(3.10)
mit den Materialparametern u, A und h, dem rechten Cauchy-Green Tensor C', der
plastischen Metrik C, und der Verfestigungsvariable x. Mit dem Term (1) wird
die isotrope Verfestigung abgebildet. Der restliche Ausdruck (2) entspricht dem
Vorschlag von ASMANOGLO et al. [2].

Ableitungen

Wie aus den Gleichungen 3.7 und 3.9 hervorgeht, kénnen die unterschiedlichen Span-
nungen und spannungsidhnlichen Gréflen als Ableitungen des elastischen Potenzials
nach C, C}, und x ausgedriickt werden. An dieser Stelle werden die ersten, zweiten
und gemischten Ableitungen angegeben. Eine stringente Ableitung ausgehend von
Gleichung 3.10 befindet sich im Anhang A.2.

Fiir die erste Ableitung von ¢ nach C' erhélt man

NN, _ A "N
% = E(Cpl_c 1) +§1H det (CCp l)C 1, (311)
bzw. unter Beriicksichtigung von Gleichung 3.7 folgt
o - _ TN e
SzQ%ZM(Cpl—C Y 4 Alny/det (CCH)C™! (3.12)

fiir den zweiten Piola-Kirchhoff-Spannungstensor.
Fiir die erste Ableitung von 1 nach C, erhdlt man unter Beriicksichtigung von
Gleichung 3.9
oy

o g (c,'—-cjlc'c)t) - gln\/det (ce;het (3.13)
p

Mz

Der Ausdruck fiir 3 kann umgeschrieben werden, sodass

~ 1 _ _ _
3= 3G, C|u (G = CT) + Ay /det (CC1)C 1}

[\ /

g (3.14)
= %Cp 'Cs.
Mit der Einfiihrung des Mandel-Spannungstensors” ¥ gilt auBerdem:
> =1C;'S mit ¥:=CS. (3.15)

"Benannt nach Jean MANDEL; alternative Spannungsgréfle, die in der Plastizititstheorie haufig
angewandt wird. Urspriinglich im Rahmen der multiplikativen Plastizitdt definiert als ¥, =
C.S., mit C, = FIF, und S, = 28%(0(19) (vel. MANDEL [26]). Streng genommen stellt 3 nach
Gleichung 3.15 eine Mandel—Spannungs?censor—dhnlz’che Grofle dar.
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3. Materialmodell und Implementierung

Im Fall von isotroper Plastizitét ist 3 symmetrisch.

Ferner gilt fiir die Ableitungen nach x:

6¢_ B 0% B
%——Q—hﬁ und on

0. (3.16)

An spéterer Stelle werden auflerdem die zweiten und gemischten Ableitungen des
clastischen Potenzials nach C und C|, benétigt. Diese lauten wie folgt:

024 A

9CaC ~ 2 (%C_l ®C™ + Iy fdet (CC;)afJ) - g%, (3.17)
agQa@bcp = ic_l ® G+ 583217 (3.18)
ag:gc - _gcp_l ®@C "+ %%’;a (3.19)
% = % (%Cpl ® C'p’1 —In4/det (CCp—l)aaLCil)
+5 (%—Kl—&),
(3.20)

. 0c,! -
mit: KlIJKL = oC CMN CpNJ und
p / IMKL

K cL . C (aC"_l)
2[JKL — MN .
pIM an NJKL

C und C|, sind symmetrische Tensoren zweiter Stufe. Fiir die Ableitung der Inversen
(siche Anhang A.1) gilt:

( ) —
C IJKL

Weiter lauten die Ableitungen des Mandel-Spannungstensors:

(CixCrs + CriCxy) s (3.21a)

N~ N~

(CoixCols+CoiCoky) - (3.21Db)

g_g — ﬁCp*l + %]1 ®C™,
(3.22)
. s B B s _1
mit: <ILCp 1>IJKL = ILIMKLCPMJ
[0)> oc;t
C—-2 --1®C," (3.23)

ac, """ ac, " 2
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3. Materialmodell und Implementierung

3.3. FlieBfunktion

Wie in Gleichung 3.6 angegeben, sind die Raten der internen Variablen gleich null fiir
rein elastische Forméanderungen. Fiir elastisch-plastische Formédnderungen hingegen
gilt

C,#0 und i#0. (3.24)

Die Formulierung der Konstitutivgleichungen bedarf also der Fallunterscheidung,
ob ein Lastschritt nur elastische, oder elastisch-plastische Verformungen hervorruft.
Experimente wie der einachsige Zugversuch legen nahe, dass plastische Verformun-
gen erst ab einer bestimmten Belastung einsetzen. Modelliert wird dieser Sachverhalt
typischerweise, indem man eine FliefSfunktion § einfiihrt, die einen Bereich von Span-
nungszustinden festlegt, innerhalb derer rein elastische Forménderungen auftreten.
Den Belastungszustand, ab dem bei weiterer Belastung plastische Formédnderungen
eintreten, nennt man die Flielgrenze. Sich verfestigende Materialien zeichnen
sich dadurch aus, dass der Fliebeginn bei erneuter Belastung spéter einsetzt,
als bei der erstmaligen Plastifizierung. Die Fliegrenze verschiebt sich also und
der Bereich der ,elastischen* Spannungszustdnde wéchst. Die Argumente einer
FlieSfunktion miissen also erstens den aktuellen Spannungszustand und zweitens
den Verfestigungszustand widerspiegeln. In dieser Arbeit soll zur Beschreibung des
Spannungszustandes der Mandel-Spannungstensor 3 aus 3.15 verwendet werden.
Die Verfestigung wird durch die spannungsiahnliche Grofle ¢(k) aus 3.16 modelliert.
Benétigt wird also eine FlieBfunktion

S:{(ng,q) : ??E,q)go mit Dy = {(%,¢q) € R xR [ F(X,q) <0},
(3.25)

die den Definitionsbereich® Dz auf die ,elastischen® Spannungszusténde beschrinkt.
Der Rand 0 Dj dieses Bereiches ist eine Schar von Hyperflichen im R°-Spannungsraum
mit dem Scharparameter ¢ und wird als Fliefifiiche bezeichnet:

0Dz = {(2,q9) e R* xR | F(Z,q) =0} (3.26)

Zustandsdnderungen, also Be- und Entlastungen, innerhalb der Flie3fliche rufen nur
elastische Formédnderungen hervor. Erreicht ein Spannungszustand die FlieBflache
und erfolgt eine weitere Belastung, so verlaufen die weiteren Forménderungen
plastisch. Wahrend einer plastischen Verformung bleibt der Spannungszustand stets
auf der (wachsenden) Fliefflache, das heifit es gilt § = 0.

Allgemein kann eine FlieBfunktion auch dargestellt werden als

F=¢(2,9 ¢ (3.27)

mit der ,level set“—Funktion ¢ und einer konstanten Schranke ¢. Im Spannungsraum
zeigt der Vektor Os¢ in Richtung der dufleren Flachennormale der FlieBifliche
und das infinitesimale Spannungsinkrement d¥ kann als allgemeiner Vektor im
Spannungsraum aufgefasst werden. Damit kann nun ein Kriterium fiir plastische
Verformungen formuliert werden:

8Fi{ir allgemeine, 3-dimensionale Probleme ist der Raum des symmetrischen Tensors X 6-
dimensional.
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3. Materialmodell und Implementierung

§<0 g—g d¥ eR elastische Deformation, (3.28a)
§=0 g—; :d¥ <0 elastische Entlastung, (3.28b)
§=0 g—; :dX =0 neutrale Spannungsumlagerung, (3.28c¢)
§=0 g—; :d3 >0 plastische Deformation. (3.28d)

Neutrale Spannungsumlagerungen stellen einen Sonderfall dar, bei dem die Span-
nungstrajektorie genau tangential entlang der Flieflache verlauft. Es wird ange-
nommen, dass dieser Vorgang elastisch verlauft. Plastische Formédnderungen treten
also genau dann auf, wenn sich der aktuelle Spannungszustand auf der FlieBfliche
befindet und das Spannungsinkrement d¥ nach aulen zeigt.’ Dieser Sachverhalt ist
in Abbildung 3.1 schematisch dargestellt.

Y33 99
o

A

F(2,q) = F(X+d¥,q+dg) =0

222

RY = 341 X gy X X3

Abbildung 3.1. Von Mises-FlieBfliche im Hauptspannungsraum RY der Mandel-
Spannungen ¥: Der Spannungszustand ¥ befindet sich auf der Flielfliche und das
Spannungsinkrement d¥ weist auf der Flieflache nach aulen und es gilt g—; d¥ >
0. Der Spannungszustand ¥ + d3X nach der plastischen Deformation liegt auf der

neuen FlieBflache.

Im Hinblick auf die Erweiterbarkeit des Modells auf Anisotropie soll in dieser
Arbeit eine FlieSSfunktion der Form

§X,q)=VvE: H: X+ \/gq—\/gyo (3.29)
N Lo

¢(£q)

verwendet werden. Durch entsprechende Wahl des 4-stufigen Hill-Tensors H konnen
unterschiedliche anisotrope Materialien modelliert werden. Setzt man fiir H den De-
viator bildenden Tensor D aus Gleichung 1.12e ein, dann folgt aus Gleichung 3.29 die

Fiir eine ausfiihrlichere Erliuterung siche KHAN und HUANG [15].
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klassische Huber-von Mises-Flieifunktion. Die Grofle gy gibt darin die anfangliche
FlieBspannung an (vgl. ULz [42]).
Die Fliefunktion im Sinne dieser Arbeit lautet also:

. 2 2
S=¢—c mit ¢:= \/E:ID)E:DE—F\/;Q und c = \/;y(), (3.30)

mit D = 1 —%(1®1) aus Gleichung 1.12 und dem Deviator der Mandel-Spannungen
P =D: X =%:D.

Ableitungen

Vorgreifend auf den nachfolgenden Abschnitt werden hier die ersten und zweiten
Ableitungen der ,level set“~Funktion angegeben. Eine Herleitung findet sich im

Anhang A.3.

o »P
o= Ve 0
L) 2
2 D D
% D P (3.33)

I%0%  Jx.3p  (x.xp)”
Die zweite Ableitung 8§q¢ ist offenbar gleich null.

3.4. Interne Variablen

Nun stellt sich die Frage, wie sich die internen Variablen C}, und x wihrend einer
plastischen Forménderung entwickeln. Konkret werden Evolutionsgleichungen fiir
die internen Variablen gesucht. Diese erhédlt man aus dem Prinzip der maximalen
Dissipation:

D= (EIE%)BS{Z : Cp+q,f@}. (3.34)
Um dieses Optimierungsproblem mit der Nebenbedingung § < 0 <+ ¢ < ¢ zu l6sen,
wird die Lagrange-Funktion definiert:

L=%:C,+qk—N¢—c), (3.35)

mit dem Lagrange- oder plastischen Multiplikator A'°. Werden nun die Ableitungen
dieser Funktion gleich null gesetzt, folgen daraus Evolutionsgleichungen fiir die
internen Variablen:

. oc_ .
9L _j.¢, 22 o5 ¢, -2 % (3.36)
0¥ ~—~— 0% o

Cp
oL _ . 99 Rz w =229 (3.37)
dqg 0q T 0q | '

1ONicht zu verwechseln mit dem Materialparameter A in Gleichung 3.10.
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Fiir den plastischen Multiplikator A muss auflerdem eine Konsistenzbedingung, die
so genannte Karush-Kuhn-Tucker-Bedingung des Optimierungsproblems, gelten:
AR, K={A|A>0;¢<c; AN¢—c)=0}. (3.38)

Die Ableitung d,¢ in 3.37 ist bereits aus Gleichung 3.32 bekannt. Die Grofe Os,¢ in
3.36 wird mit der Kettenregel berechnet:

o9 96 O%

— = == I —, 3.39
19) SENNN) YRN0) Y (3:39)
GlI. 3.31
wobei fiir 053 aus Gleichung 3.15 folgt, dass
ox s
— =2C}1. 3.40
= =G (3.40)

Integration der internen Variablen

Die Evolutionsgleichungen sind nun in Ratenform gegeben. Finite-Elemente-Pro-
bleme werden jedoch in diskreten Zeitschritten gelost. Betrachtet wird deshalb
ein beliebiger Zeitschritt [t,,t,.1]. Zum Zeitpunkt ¢, seien die internen Variablen
gegeben. Integration der Raten iiber das gegebene Zeitintervall liefert:

tn+1

0
Conir = Con + / Aa—g dr, (3.41)
tn
(2} a
¢
Kngl = Kn + A—dr. 3.42
+1 / aq ( )

in

Die Integrale in den Gleichungen 3.41 und 3.42 konnen nicht explizit ausgewertet
werden, weshalb an dieser Stelle eine numerische Integration eingefiihrt wird.
Verwendet wird in dieser Arbeit das implizite Fuler-Verfahren. Damit werden die
Evolutionsgleichungen fiir die internen Variablen tiberfiihrt in:

99

C,ni1=Cy, +7—= , (3.43)
’ ' )Y n+1
¢
Fnt+1 = Kn +7Y=| (3.44)
aq n+1

mit dem inkrementellen plastischen Multiplikator v = A(t,41 — t,,), fiir den analog
zu Gleichung 3.38 gilt:

Y € Kty K1 = {7y [ 7= 0; dn1 < ¢ Mdn1 — ) = 0} (3.45)

Ableitungen

Bevor nun im néchsten Abschnitt ein iterativer Algorithmus zum Losen der
impliziten Gleichungen 3.43 und 3.44 vorgestellt wird, werden hier vorab noch
Ableitungen von C 41 und K,4+1 nach v und C' angegeben.
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Ableiten von Gleichung 3.43 mit der Kettenregel fiihrt zunéchst zur impliziten
Darstellung:

2
%:8_? 4,29 ;% (3.46)
v 08| 020G, | )
2 2
oC,| | 9% L0 L 9G, ] (3.47)
oC |, 0£9C |, 050C,| | OC |,

Durch Auflésen der Gleichungen 3.46 und 3.47 nach 0,C}, 41 und O¢
man schliellich die explizite Form:

C) 11 erhilt

n+1

9Chnt1 _ ALY % (3.48)

87 0% n+1

oC, 1 0*¢
= L — y 349
oc |, " asaC ., (3.49)

mit dem 4-stufigen Tensor A, wobei
s 2
Al 00 (3.50)
0¥ 0C,

Ableiten von Gleichung 3.44 fiihrt unter Beriicksichtigung von Gleichung 3.32
direkt zu:

8/£n+1 agb 2
- 7 —4 /2 3.51
O 9 |41 3 (3:51)
Ok
- =0. 52
oc|. . 0 (3.52)

In den Gleichungen 3.49 und 3.50 tauchen die bisher unbekannten Ableitungen
0%,,¢ und 0%, ¢ auf. Erstere ergibt sich durch Ableitung von Gleichung 3.39 nach

C:

GI. 3.40
|
0¥ 0C ) ;5 OCKL\OX ) yn \OX ) yin1s 0¥ )  0C \ ox

0
wobei fiir die Grifle 059 gilt:

P P 0%
Jx0C ~ 9208 aC -

Gl 3.33 Gl 3.22

(3.54)
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Die zweite Unbekannte ergibt sich durch Ableitung von Gleichung 3.39 nach C:

596,) 960 )., (55)
ailac'p IJKL aC’pKL % MN ai} MNIJ

()., 6, (5)
62 MN?CPKL 82 MNLL (355)

~-
6
D

() ()., (),
- A Ay = Py MNIJKL,
aEan MNKL 82 MNIJ az MN

wobei fiir die Grofle ¢, ¢ gilt:

0? 0? 0x
6 __ 99 03 (3.56)
0x0C, 0X0%¥ 0C,
GL333 S 33
6
Der 6-stufige Tensor D ist definiert als:
D S (20 1 )—2i 1 (3.57)
IJKLMN = ac, . proloskr | = 2Lliomunlosker. :
Ebenso kénnen die Ableitungen d¢, ¢ und 0,.¢ angegeben werden als:
[9J0) dp 0%
= . d 3.58
ac,  ox ac, (3:58)
96 960g
ok Fq&
96 P (3.59)
 0q Ok Ok

3.5. Lokaler Newton-Algorithmus

Um die impliziten Evolutionsgleichungen 3.43 und 3.44 in jedem Zeitschritt [t,,, t, 1]
zu losen, wird ein Newton-Verfahren angewandt. Zusétzlich zu den gesuchten
internen Variablen C},+; und k.41 muss aulerdem der inkrementelle plastische
Multiplikator ~ bestimmt werden. Als zusétzliche Bestimmungsgleichung kann
dafiir die Bedingung verwendet werden, dass der Spannungszustand wéhrend einer
plastischen Verformung immer auf der Fliefliche bleiben muss, sprich § = 0 bzw.
¢ —c = 0. In einem nichtkonvergierten Zustand sind die Gleichungen 3.43, 3.44 und
¢n+1 — ¢ = 0 nicht erfiillt und deren Residuen koénnen angegeben werden als:

0
: Re, = —Cpois + Cyu + 722 (3.60)
)Y n+1
0
: Rn = —Rpy1 + Kp + 7_(;5 (361)
aq n+1

: Ry = hpy1 — C. (3.62)
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3. Materialmodell und Implementierung

Die Linearisierung der Residuen nach C, 41, £,4+1 und « liefert:

s 2
ch = ch - (]l 0 ¢ > : ACpn—H
n+1

~ s ac,
Afint1 (3.63)

=11 T s on
—_———

O¢
+|==| +r=
0S| 0BOC,| O
I Gl. 3.46 I

Ay (3.64)

n+1

hi)l R_H:RK—AKH_Fl‘i‘?

0¢
: ACpn+1 + &

Akni1. (3.65)

in. |5 5 a
l—> : R¢ = R¢ + (b
an n+1
Im gesuchten Losungspunkt miissen alle Residuen verschwinden. Die Inkremente
fiir das iterative Naherungsverfahren erhélt man durch Nullsetzen der linearisierten

Formen und Auflésen nach AC},,,11, Ak,yq und Ay. Aus |1 und | 2] folgt jeweils

n+1

—1 Rc, =0 aC n
=, ACyni = AL (ch + a"y +1A7) (3.66)
— P
L0, Ak = R, + 99 Avy|. (3.67)
aq n+1
Gl. 3.51

Aus |3 | und den Gleichungen 3.66 und 3.67 erhélt man schlussendlich:

—R¢ — 09 : A;—il-l : ch — % R,
Ary = 0Cy |41 OF | i1 ‘ (3.68)
8@5 'A71 ) 8Cpn+1 I % alin+1
0Cy |,y " Oy O,y 07

Damit kénnen nun die internen Variablen C, und k sowie der inkrementelle
plastische Multiplikator ~ zum Zeitpunkt ¢,,; berechnet werden. Die iterative
Berechnungsvorschrift lautet!!:

YD W 4 Ay, (3.69a)
Cponit " — Copit™ + AC, 41, (3.69D)
"in—l—1<k+1> — "in—l-l(k) + Afin—i—l- (3696)

Die Angabe ()¢ bezieht sich auf die lokale Iteration, withrend sich (), auf den Zeitpunkt
tn+1 des globalen Newton-Verfahrens bezieht.
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3. Materialmodell und Implementierung

Die Berechnung wird so lange wiederholt, bis der Losungspunkt hinreichend genau
bestimmt ist. Bei Ann&herung an den Losungspunkt konvergieren sowohl die Resi-
duen als auch die Inkremente gegen Null, weshalb daraus ein Konvergenzkriterium
formuliert werden kann. Der Losungspunkt ist erreicht, wenn gilt:

{IIRc, 0o ACpnsillr N Relkni1r A RyAv} < Coony- (3.70)

Hierin ist ceony €in vorgegebenes Konvergenzkriterium, || e || ist die Frobeniusnorm
und A o B ist das Hadamard-Produkt'?.

Algorithmische Spannung und Tangentenmodul

Nachdem die internen Variablen bestimmt wurden, sollen auch die Spannungen zum
Zeitpunkt ¢, 1, sowie die Spannungsantwort auf ein Verzerrungsinkrement dC,,
berechnet werden. Dies ist der letzte Teil der Konstitutivgleichungen fiir die Finite-
Elemente-Implementierung.

Die aktuellen Spannungen infolge eines deformierten Zustandes wurden bereits in
Gleichung 3.7 angegeben. Dementsprechend werden die algorithmischen Spannungen
und die algorithmus-konsistenten, elastisch-plastischen Tangentenmoduli als die
erste und zweite Ableitung des elastischen Potenzials 1) nach dem rechten Cauchy-
Green Tensor C' definiert:

Y
Spi1: — .
1 =2 oc |, (3.71)
n
GL 311
o (oY
ep — 4_ T
(CnJrl C (80) n+1
_4[ 2 +apa2—¢ : (8Cp ICy 41 . v )]
oCoC |, ., oC oC, |, .4 oC |, oy 0C, 11
Gl 3.17 GL 3.18 Gl 3.49 GL 3.48 (3.72)

Hierbei wurde die Variable oP als ,Schalter® fiir elastische oder plastische Zu-
standsénderungen eingefiihrt, wobei gilt:

1 fir v >0
P ._
@ '_{ 0 sonst ' (3.73)

Die unbekannte Ableitung dcy kann wiederum aus der FlieBbedingung ¢ —c =0
durch implizite Differentiation bestimmt werden. Zunéchst erhélt man mittels der
Kettenregel das totale Differential:

96 (05 9% 0C,\
_az'(ac+acp‘ac)‘dc
99 0% 9G,  090q0k
0¥ 9C, 9y  9q 0k 0y '

do

(3.74)

12Elementweises Matrizenprodukt [12]
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3. Materialmodell und Implementierung

Fiir plastische Formédnderungen gilt weiters:

(=4 :
- oy ox \ac Tac, ac
W=0= 56="95 o= 9C,  0500r (3.75)

0¥ 0C, 9Jv = 0q0k0dy

0¢ (az % .acp>

Damit sind die Konstitutivgleichungen komplett und fiir die Spannungsantwort
dS,, ;1 infolge eines Verzerrungsinkrements dC,,,; gilt:

dSn+1 = Zl:—)i-l : an+1. (376)

3.6. Implementierung

Das in den vorangegangenen Abschnitten hergeleitete plastische Materialmodell
wurde in das Finite-Elemente-Programm SOOFEA implementiert. Es handelt sich
dabei um ein objektorientiertes, modulares FE-Programm fiir einfache 2- oder 3-
dimensionale Probleme, basierend auf MATLAB®. Entwickelt wurde es von den
Mitarbeitern des Instituts fiir Festigkeitslehre an der Technischen Universitédt Graz,
an dem auch diese Arbeit entstanden ist. Zum Einlesen von FE-Netzen bietet das
Programm eine Schnittstelle zu Gmsh®©, einer Open-Source-Software zum Erstellen
von parametrisierten Netzen (vgl. GEUZAINE und REMACLE [8]). Die Visualisierung
von Ergebnissen erfolgt iiber eine Schnittstelle zu Paraview®, eine Open-Source-
Software zur Datenanalyse und -visualisierung (vgl. [20]). Aufgrund der objekt-
orientierten Programmierung eignet sich SOOFEA besonders fiir die Implemen-
tierung einer neuen Material-Klasse, weil grofle Teile des Programms unveréndert
wiederverwendet werden konnen. Das betrifft insbesondere den Losungsalgorithmus
fiir das globale FE-Gleichungssystem. Auch konnen gegebenenfalls erforderliche
Anpassungen des bestehenden Codes mit geringem Aufwand durchgefithrt werden.
Als Ausgangsbasis fiir die Implementierung des plastischen Materials diente eine
Version, die ausschliellich elastische Probleme berechnen kann. Ohne zu sehr in
die Programmstruktur einzusteigen, wird hier auf die Klasse Material né&her
eingegangen. In der FE-Prozedur dient diese Klasse dazu, alle materialabhéngigen
Konstitutivgesetze abzubilden. Im plastischen Fall erfolgt hier nicht nur die Berech-
nung der algorithmischen Spannung und des konsistenten Tangentenmoduls, sondern
auch die Ausfiihrung des lokalen Newton-Algorithmus zur Aktualisierung der
internen Variablen. Der Ablauf des lokalen Algorithmus ist in Tabelle 3.1 zusammen-
gefasst. Als Ausgangswerte Cpn+1<0> und k,41? fiir die iterative Néherungslosung
dienen immer die aktuellen Werte der letztgiiltigen konvergierten Lésung und der
inkrementelle plastische Multiplikator wird zu Beginn der Iteration stets gleich null
gesetzt. Fiir R¢<O> < 0 treten nur elastische Forménderungen auf; die internen
Variablen bleiben unverédndert.

Die Implementierung des plastischen Materials erfolgt nur fiir allgemeine 3-
dimensionale Lastfille. Reduzierte 2-dimensionale Probleme, wie der ebene Ver-
zerrungszustand oder der ebene Spannungszustand, miissen durch entsprechende
Randbedingungen modelliert werden.
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3. Materialmodell und Implementierung

Anmerkung: Global werden in SOOFEA der Green-Lagrange-Verzerrungstensor E
und der plastische Verzerrungstensor E,, verwendet, wéhrend in der Klasse Material
der rechte Cauchy-Green Tensor C' und die plastische Metrik C,, verwendet werden.
Die Umrechnung erfolgt nach Gleichung 2.15 bzw. Gleichung 1.5.

Tabelle 3.1. Lokaler Algorithmus zur Aktualisierung der internen Variablen

1. Setze Anfangswerte fiir Newton-Iteration:
7<0> = Oa C’pn—H(O> = Cpna "’inﬂ-l«)> = Rn

2. Berechne die Residuen:
Rc, O = [_Cpn—i-l +Cpn +7 82¢n+1]<0>

RN«)) — [—Kfn-i-l + Kp + Y aq¢n-&-1]<0>
R¢<O> = [Pnt1 — o

3. Wenn R¢<0> < 0; gehe zu Schritt 8,
sonst; setze kK = 0 und gehe weiter zu Schritt 4.

4. Berechne die Inkremente: ®
A’}/ _ _qu B an¢n+1 : A;.}_l : IQC'p - am¢n+1 Rn
Oc,Pnr1 - Aty 0,Conit + O0xbni1 Oyfinia

AC’pn-‘rl = [A;—ll-l : (RCP + a’YCPn'HA,Y)} "
A"‘ﬁn—i—l = [Rn + angn-l-lA’y] )

5. Aktualisiere die internen Variablen:

Cpn+1<k+1> — (:’pn—l-1<k> + A(;'pn—l—l

Fonp Y = k1 + Ak

6. Berechne die aktualisierten Residuen:

RCP (k+1) _ [_Cpn—i-l + Cpn +7 8§¢n+1]<k+1>
R, 1) = [—Fng1 + Fn + ”Yaq¢ﬂ+1]<k+1>
R¢<k+1> = [bnp1 — C]<k+1>

7. Uberpriife das Konvergenzkriterium:
Wenn {||RCp 0o ACpi1llF V RelAkKni1 V R¢A7}<k+1> > Ceonv; Setze
= k + 1 und gehe zu Schritt 4,
sonst; gehe weiter zu Schritt 8.

8. Uberpriife, ob plastische Verformung vorliegt:
Wenn v*+D > 0: setze a = 1, Cppi1 = Cppia
sonst; « = 0, Cppi1 = Cpn, Kyl = Kn

(n+1) (n+1)

y Fn+1 = Rn41 s
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4. Numerische Beispiele

In diesem Abschnitt werden die Berechnungsergebnisse einfacher Beispiele vor-
gestellt und diskutiert. Als finite Elemente werden trilineare Hexaederelemente
verwendet und fiir die numerische Integration kommt eine GauB-Quadratur zur
Anwendung. Grafisch dargestellt wird der Spannungszustand iiber die von Mises
Vergleichsspannung:

o = \/— (02 = 0y)* + (0y = 0.) + (0. — 0. + 6(72, + 72 +72)],  (4.1)
mit dem Cauchy’schen Spannungstensor

Oz Taxy Tzz
o= |Toy 0Oy Ty (4.2)
Tze Tyz Oz

Als Ma# fiir die plastische Forménderung wird die dquivalente plastische Verzerrung
verwendet. Diese ist im Sinne dieser Arbeit definiert als

2
Ey= /3By By (4.3)

E% quantifiziert den aktuellen plastischen Verzerrungszustand und ist nicht mit der

Grofle .
. rofo . .
Bo(t,) = / V5B Bydt (4.4)
t=0

zu verwechseln, welche die Ldnge der Trajektorie im plastischen Verzerrungsraum
wiedergibt. In der Fachliteratur wird FE,, bisweilen auch als dquivalente plastische
Verzerrung bezeichnet (vgl. KHAN und HUANG [15]).

4.1. Ein-Element-Konvergenztest

Das erste numerisch berechnete Beispiel beinhaltet einen Konvergenztest zum Nach-
weis der fehlerfreien Implementierung des lokalen Newton-Algorithmus. Fiir diesen
Zweck wird eine viereckige Scheibe mit der Dicke g = 1 mm mit einem einzigen
Hexaederelement diskretisiert, wobei die Kantenldngen geringfiigig voneinander
abweichen, um numerische Singularitdten zu vermeiden. Ein Rand der Scheibe sei
fest eingespannt, wihrend am gegeniiberliegenden Rand eine Verschiebung u =
0.1 mm in 10 Schritten aufgebracht wird. Diese Anordnung ist in Abbildung 4.1
schematisch dargestellt, wihrend Tabelle 4.1 die Knotenpunktkoordinaten der
unverformten Scheibe beinhaltet. Weiters sind in Tabelle 4.2 die in der Simulation
verwendeten Materialparameter angegeben.
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Abbildung 4.1. Ein-Element-Konvergenztest — Geometrie und Randbedingungen:
Gegeben ist eine Scheibe mit der konstanten Dicke t; = 1 mm. Die Koordinaten
der Knotenpunkte des Hexaederelementes sind in Tabelle 4.1 angegeben. Der untere
Rand ist fest eingespannt, wobei am oberen Rand die Verschiebung v = 0.1 mm in
y-Richtung in 10 Schritten aufgebracht wird. Die Verschiebung in z-Richtung ist fiir
alle Knoten gesperrt.

Tabelle 4.1. Ein-Element-Konvergenztest — Koordinaten der Knotenpunkte des
unverformten, trilinearen Hexaederelementes

Punkt Koordinaten
X [mm] y [mm] 7z [mm]
A 0.05 0 0
B 10 0.05 0
C 10.1 10.1 0
D 0 10 0
A’ 0.05 0 1
B’ 10 0.05 1
¢ 10.1 10.1 1
D’ 0 10 1

Tabelle 4.2. Ein-Element-Konvergenztest — Materialparameter

Elastizitdtsmodul E 210 GPa
Querkontraktionszahl v 0.3 -

Anfingliche Flieflspannung Yo 450 MPa
Verfestigungsparameter h 129.24 MPa
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Abbildung 4.2. Vergleichsspannung und &quivalente plastische Verzerrung im
Knoten C' iiber den Zeitschritten n: Bis zum zweiten Zeitschritt erfolgt eine
rein elastische Verformung. Die Spannung steigt linear bis zum FErreichen der
Flielspannung. Bei weiterer Belastung tritt eine plastische Verformung auf und die

Fliespannung steigt entsprechend der linearen Verfestigung.

Abbildung 4.2 zeigt als Ergebnis der Simulation den Verlauf der Vergleichsspan-
nung und der dquivalenten plastischen Verzerrung in Punkt C.

Das Konvergenzverhalten des lokalen Newton-Algorithmus kann anhand der
Entwicklung der Inkremente A7y, AC},y1 und Ak,y; sowie der Residuen der
Bestimmungsgleichungen Ry, Rc, und R, bewertet werden. Dazu wird eine skalare
Grofle definiert:

Acony =\ (1B, © ACyna ) + (Rulhrini1)* + (RoA7)

Das Newton-Verfahren zeichnet sich dadurch aus, dass es in einer gewissen ndheren
Umgebung des Losungspunktes quadratisch konvergiert, d.h. dass sich die Anzahl
der giiltigen Dezimalstellen in jedem Iterationsschritt verdoppelt. Entsprechend
sollte auch die oben definierte Grofle mit hoherer Ordnung gegen null konvergieren.
In Tabelle 4.3 sind Folgen AR eines Integrationspunktes fiir mehrere globale
Iterationen angegeben. Die hier erkennbare hohe Konvergenzordnung legt nahe, dass
der lokale Newton-Algorithmus korrekt implementiert wurde.

(4.5)

Tabelle 4.3. Lokales Konvergenzverhalten: Fiir die vier globalen Iterationen ¢ des
dritten Zeitschritts zeigen die Folgen A%, des lokalen Newton-Algorithmus eine
hohe Konvergenzordnung.

i A% wihrend der i-ten globalen Iteration
k 1 2 3 4

=W N =

6.512117e-06
2.966581e-19
5.795316e-25
3.722053e-28

1.095435e-05
1.441646e-18
7.862273e-25
2.710764e-28

1.106879e-05
1.483911e-18
2.658291e-25
1.053726e-28

1.106883e-05
1.484449e-18
8.343787e-25
7.617977e-29

In Analogie dazu kann iiber das Konvergenzverhalten des globalen Algorithmus
eine Aussage dahingehend getroffen werden, ob die algorithmische Spannung und
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der konsistente Tangentenmodul korrekt implementiert wurden; bei falscher Imple-
mentierung konvergiert der globale Algorithmus nicht oder nur langsam. In jedem
globalen Iterationsschritt wird letzten Endes aus einer globalen Steifigkeitsmatrix
Agon und einem Residuum-Kraftvektor fies = fext — fine €in Feld inkrementeller
Knotenpunktsverschiebungen Au = A~!f..s ermittelt. Das Skalarprodukt Wa =
SresAuw wird unbalanced energy genannt und ist analog zu Aoy ein Mafl fiir die
Konvergenz des globalen Algorithmus. In Tabelle 4.4 sind Folgen WX> des globalen
Algorithmus fiir mehrere Zeitschritte angegeben. Die Konvergenzordnung lasst auch
hier auf eine korrekte Implementierung schlieflen.

Tabelle 4.4. Globales Konvergenzverhalten: Fiir die Zeitschritte n = {2,4,6, 8,10}
zeigen die Folgen W? des globalen Algorithmus eine hohe Konvergenzordnung.

n WX> fir die Zeitschritte n
1 2 4 6 8 10
1 3.81833e+02 | 3.87908e+02 | 3.88971e+02 | 3.84397e¢+02 | 3.89867e+02
2 8.69577e-07 | 1.80697e-02 | 1.11729¢-01 | 1.98882e+00 | 2.57085e-02
3 3.15265e-20 | 2.91830e-08 | 7.73449e-06 | 3.57874e-04 | 4.77611e-07
4 8.88722e-20 | 3.72705e-14 | 4.21057e-11 | 6.90464e-16
5 3.03837e-24 | 2.81784e-20 | 2.04170e-24

4.2. Dickwandiges Rohr unter Innendruck

Fiir das dickwandige Rohr unter Innendruck kann unter starken Vereinfachungen
eine analytische Losung fiir das plastische Materialverhalten gefunden werden. Ge-
geben sei ein Rohr mit Innenradius r; und Aulenradius r,, dessen Enden so gelagert
sind, dass in axialer Richtung keine Verschiebungen auftreten konnen. An der
Innenfliche wird der Druck p; aufgepriagt. Unter der Annahme starr-idealplastischen,
isotropen Materialverhaltens gibt SCHREIBER [37] fiir diesen Belastungsfall eine
algebraische Gleichung fiir den aufgepriagten Innendruck p; in Abhéngigkeit des
Radius der plastifizierten Zone r, an:

A RHORG

Hierbei ist og die Flielspannung der zugrunde gelegten von Mises-FlieBfunktion.
Aufgrund des starren Materialverhaltens gilt Gleichung 4.6 nur fiir sehr kleine
Verformungen in guter Naherung. In diesem Abschnitt sollen die Ergebnisse einer
numerischen Simulation mit der analytischen Losung dieses Problems verglichen
werden. Dazu wird ein Viertel eines Scheibenelementes des Rohrs mit 10x10
Elementen in radialer Richtung und Umfangsrichtung diskretisiert. Wie zu Be-
ginn dieses Kapitels erwdhnt, kommt fiir die numerische Integration eine Gauf-
Quadratur zum Einsatz. Naturgemaf liegen also die Integrationspunkte im Inneren
der Elemente und nicht auf den Knotenpunkten. Groflen wie die von Mises
Vergleichsspannung oyy und die dquivalente plastische Verzerrung E5? werden

(4.6)

0o
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4. Numerische Beispiele

in den Integrationspunkten ausgewertet und miissen zur Visualisierung auf die
Knotenpunkte umgerechnet werden. Um Extrapolationsfehler am inneren Rand, an
dem die Plastifizierung zuerst einsetzt, zu minimieren, wird das Netz an dieser Stelle
in radialer Richtung verfeinert. Die Symmetrie des Problems wird durch geeignete
Verschiebungsrandbedingungen abgebildet. Abbildung 4.3 zeigt schematisch die
Geometrie, die Randbedingungen sowie die FE-Diskretisierung des Problems.

<
57

\ €T ,' !
\ y "
\\ y ;
\ S -7 ]
\ === '
V ’
\ ’
\ ’
A ’
N ’
N ’
N ’
A .
\\ //
Z\
________________ ¥
SIS ISoooIroIis > 1 | t; = 10 mm
T 1
e——
d; = 300 mm
e S
d, = 1000 mm

Abbildung 4.3. Dickwandiges Rohr unter Innendruck — Geometrie, Randbedingun-
gen und FE-Diskretisierung: Gegeben sei ein Viertelsystem mit 10x10 Elementen in
radiale und Umfangsrichtung. Die Elementgroflie in radialer Richtung ist progressiv
gestuft (Progressionsfaktor ¢ = 1.35). In den Symmetrieebenen sind Verschiebungen
nur in der Ebene zulédssig und in axiale Richtung sind die Verschiebungen gesperrt.
An der Innenfliche wird ein Druck p; = 280 MPa in 140 Schritten aufgeprigt.

In einer lastgesteuerten Simulation wird an der Innenfliche der Scheibe ein
Druck p; von maximal 280 MPa aufgepridgt, wobei pro Zeitschritt At = /140 s
ein Druckinkrement von Ap; = 2 MPa aufgebracht wird. Entsprechend der
eingangs getroffenen Annahmen werden die Axialverschiebungen der Knotenpunkte
gesperrt. In Tabelle 4.5 sind die Materialparameter der Simulation angegeben. Um
den Annahmen der analytischen Losung betreffend des plastischen Verhaltens zu
entsprechen, wurde hier der Verfestigungsparameter h = 0 gesetzt. Daraus resultiert
ein hyperelastisch-idealplastisches Materialverhalten.
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Tabelle 4.5. Dickwandiges Rohr unter Innendruck — Materialparameter

Elastizitatsmodul E 210 GPa
Querkontraktionszahl v 0.3 -

Anféngliche Flielspannung Yo 350 MPa
Verfestigungsparameter h 0 MPa

Simulationsergebnis:

In Abbildung 4.4 ist die radiale Verschiebung bei beginnender Plastifizierung
pi = 190 MPa und bei Hochstbelastung p; = 280 MPa dargestellt. Die maximale
radiale Verschiebung an der Innenfliche betragt 0.344 mm. Das entspricht einer
Dehnung von ca. 0.23%. Im Allgemeinen geht man davon aus, dass geometrische
Nichtlinearititen bis zu einer Dehnung von 1% vernachlissigt werden koénnen.
Die Beschrankung der analytischen Losung auf ,kleine“ Verformungen trifft also
ndaherungsweise zu.

In Abbildung 4.5 sind die Verteilungen der dquivalenten plastischen Verzerrung
E5dund der Vergleichsspannung oy fiir unterschiedliche Belastungszustéinde darge-
stellt. Bei einer Belastung von p; = 190 MPa beginnt die plastische Verformung. Bis
dahin gilt auf der gesamten Scheibe E5? = 0. Die Vergleichsspannung ist am inneren
Rand am hochsten und erreicht dort gerade die FlieSspannung y, = 350 MPa. Bei
weiterer Belastung wéchst der plastifizierte Bereich, wobei die Vergleichsspannung
nicht iiber g ansteigt. Die FlieBspannung bleibt auch bei fortschreitender plastischer
Verformung konstant, was dem idealplastischen Materialverhalten entspricht.

Bei genauerer Betrachtung fallt auf, dass die Vergleichsspannung an der Innen-
flache bei beginnender Plastifizierung um ca. 1.76% {iiber der Fliespannung liegt.
Dies liegt am zuvor angesprochenen Extrapolationsfehler. Die Uberpriifung der
FlieBbedingung (Gleichung 3.28) erfolgt an den Integrationspunkten der Elemente.
Da die Integrationspunkte der hier verwendeten GauB-Quadratur aber im Inneren
der Elemente!® liegen, also dort wo die Spannungen geringer sind als am Rand,
verzogert sich der Fliebeginn dementsprechend. Der Extrapolationsfehler fallt umso
geringer aus, je kleiner die Elemente im Randbereich sind. Auf eine noch feinere
Vernetzung wurde hier zugunsten geringerer Rechenzeit verzichtet.

Abbildung 4.6 zeigt den Vergleich der analytischen Lésung mit den Ergebnissen
der Simulation. Es féllt auf, dass sich der Fliebeginn und die weitere Ausdehnung
der plastifizierten Zone bei der Simulation zu hoheren Driicken hin verschiebt:
Wahrend die analytische Losung die erstmalige plastische Verformung bei 184 MPa
voraussagt, tritt diese im Falle der Simulation erst bei 190 MPa ein. Zumindest
ein Teil dieser ,verzogerten“ Plastifizierung kann durch den oben genannten
Extrapolationsfehler erkldrt werden. Es ist aber auch bekannt, dass gerade bei
plastischen Problemen der verwendete Element-Typ eine wichtige Rolle spielt.
Beispielsweise stellen RICE et al. [36] fest, dass gewisse Element-Typen und FE-Netze
in Verbindung mit achsensymmetrischen Problemen zu einer zu hohen Steifigkeit im
plastischen Regime fiihren. In der Literatur wurden zahlreiche spezielle Elemente

B3Fiir die GauB-Quadratur vom Grad 2 liegen die Stiitzstellen beziiglich des Intervalls [—1, 1] bei

1
/4.
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4. Numerische Beispiele

fir plastische Probleme vorgeschlagen und untersucht. APEL [1] beispielsweise
verwendet ein 8-Knoten Schalenelement mit unterschiedlichen Quadraturen. In der
hier verwendeten FE-Umgebung SOOFEA sind derartige Elemente jedoch nicht
implementiert, weshalb hier fiir die Simulation einfache trilineare Hexaederelemente
verwendet wurden. Die Moglichkeit, dass die verspétete Plastifizierung der Simu-
lation im Vergleich zur analytischen Losung durch eben solche , Locking-Effekte®
verursacht wird, kann nicht ausgeschlossen werden. Eine genauere Untersuchung
diesbeziiglich sollte Gegenstand einer weiterfithrenden Arbeit sein.

= 190 MPa = 280 MPa
—— | —

0.08 0.1 012014016018 02 022024026028 0.3 0.32 035
radiale Verschiebung [mm]

"E0.35; £ 0.35-
£ £
. 0.3 . 0.31
3 3
0.25- 0.25-
0.2 0.2
0.15 0.15
0.1 0.14
0.05- 0.05-
O T T T T T T 1 0 T T T T T T 1
150 200 250 300 350 400 450 500 150 200 250 300 350 400 450 500
r [mm] r [mm]

Abbildung 4.4. Dickwandiges Rohr unter Innendruck — radiale Verschiebungen bei
(a) p; = 190 MPa und (b) p; = 280 MPa: Verteilung der Radialverschiebung iiber
dem unverformten Scheibenelement (oben) und Verlauf der Radialverschiebung u,
tiber den Radius r der Scheibe (unten).
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Abbildung 4.5. Dickwandiges Rohr unter Innendruck — dquivalente plastische Ver-
zerrung 59 (links) und Vergleichsspannung oy (Mitte und rechts): Bei beginnender
Plastifizierung (a) ist E5? iiberall gleich null. Die Vergleichsspannung oy erreicht
gerade die Fliespannung yo = 350 MPa. Bei weiterer Belastung (b) bis (d) wichst
der plastifizierte Bereich, wobei die Vergleichsspannung nicht iiber die FlieBspannung
hinaus ansteigt.
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Abbildung 4.6. Dickwandiges Rohr unter Innendruck — analytische Lésung und
Simulation: Die durchgehende Linie gibt den funktionalen Zusammenhang zwischen
dem aufgeprégten Innendruck p; und dem Radius der plastifizierten Zone r, fiir die
analytische Losung wieder. Zum Vergleich sind daneben vier Punkte der Simulation
dargestellt.
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4. Numerische Beispiele

4.3. Ziehen einer diinnwandigen Kreisscheibe

Um zu testen, ob das Materialmodell bzw. die Implementierung im Stande ist,
auch grofle Verformungen abzubilden, wird ein weiteres Beispiel simuliert. Das nach
innen Ziehen einer diinnen kreisringférmigen Scheibe ist ein verbreitetes Beispiel
um (anisotrope) elasto-plastische Materialmodelle zu testen, wie zum Beispiel in
PAapADOPOULOS und Lu [33], MIEHE, APEL und LAMBRECHT [30], LOBLEIN,
SCHRODER und GRUTTMANN [22] und ULz [43]. Das Problem bildet idealisiert
die elastisch-plastischen Vorgénge im ebenen Teil der Ronde beim Tiefziehen ab.
Dazu wird das Viertel einer Scheibe mit Innendurchmesser d; = 400 mm, Auflen-
durchmesser d, = 800 mm und Dicke t, = 10 mm mit 10x10 Hexaederelementen in
radialer Richtung und Umfangsrichtung diskretisiert. An den Schnittflichen werden
geeignete Verschiebungsrandbedingungen gewihlt, um die Symmetrieeigenschaften
der vollstdndigen Scheibe abzubilden. Um ein Beulen zu verhindern wird eine
Scheibenfldche in Dickenrichtung festgehalten. Abbildung 4.7 zeigt schematisch die
Geometrie, die Randbedingungen, sowie die FE-Diskretisierung des Problems.

Z\
nlnlninintotutuiel sintububuiububube = | | %ts =10 mm
) d; = 400 mm ]
) d, — 800 mm ’

Abbildung 4.7. Ziehen einer diinnwandigen Kreisscheibe — Geometrie, Randbedin-
gungen und FE-Diskretisierung: Gegeben sei ein Viertel einer Kreisring-Scheibe mit
10x10 Elementen in radialer Richtung und Umfangsrichtung. In den Symmetrieebe-
nen sind Verschiebungen nur in der Ebene zulédssig und in Dickenrichtung ist die
Verschiebung der Plattenunterseite gesperrt. An der Innenkante der Scheibe wird in
750 Zeitschritten eine radiale Verschiebung u, = 75 mm aufgebracht.
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In einer lastgesteuerten Simulation wird an der Innenfliche der Scheibe eine
radiale Gesamtverschiebung u, = 75 mm aufgebracht, wobei pro Lastschritt n ein
Verschiebungsinkrement von Awu, = 0.1 mm aufgebracht wird. In Tabelle 4.6 sind
die Materialparameter der Simulation angegeben.

Tabelle 4.6. Zichen einer diinnwandigen Kreisscheibe — Materialparameter

Elastizitdtsmodul E 210 GPa
Querkontraktionszahl v 0.3 -

Anfingliche Flieflspannung Yo 450 MPa
Verfestigungsparameter h 129.24  MPa

Simulationsergebnis:

In Abbildung 4.8 ist die Verteilung der Vergleichsspannung am verformten FE-Netz
und der entsprechende radiale Verlauf fiir unterschiedliche Verformungszustéande
dargestellt. In &hnlicher Weise ist in Abbildung 4.9 die &quivalente plastische
Verzerrung dargestellt.

Wihrend der Simulation sind keinerlei Fehler oder Auffalligkeiten aufgetreten;
sowohl im lokalen als auch im globalen Newton-Algorithmus konnte auch bei grofien
Verformungen quadratische Konvergenz beobachtet werden. In diesem Sinne ist das
Materialmodell durchaus fiir grole Verformungen geeignet.
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Abbildung 4.8. Ziehen einer diinnwandigen Kreisscheibe — Vergleichsspannung oy
bei unterschiedlichen Radialverschiebungen u, der Scheiben-Innenfléiche: Verteilung
der Vergleichsspannung auf der verformten Scheibe (links), sowie radialer Verlauf
der Vergleichsspannung (rechts).
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Abbildung 4.9. Ziehen einer diinnwandigen Kreisscheibe — &dquivalente plasti-
sche Verzerrung Eg? bei unterschiedlichen Radialverschiebungen u, der Scheiben-
Innenflache: Verteilung der dquivalenten plastischen Verzerrung auf der verformten
Scheibe (links), sowie radialer Verlauf der &quivalenten plastischen Verzerrung

(rechts).
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5. Zusammenfassung und Ausblick

Im Rahmen dieser Arbeit wird ein Materialmodell fiir isotropes elastisch-plastisches
Materialverhalten vorgestellt und in eine Berechnungsumgebung fiir Finite-Elemente
implementiert. Fiir die Herleitung der Konstitutivgleichungen wird auf ein von
ASMANOGLO etal. [2] und KAISER et al. [14] vorgeschlagenes elastisches Potenzial
zuriickgegriffen, wobei der Term fiir das Verfestigungsverhalten dabei angepasst
wurde. Das elastische Potenzial ist charakterisiert durch den rechten Cauchy-Green
Tensors C und die verzerrungsahnliche Gréfie C, zur Quantifizierung der plastischen
Forménderungen. Geméf der Theorie der additiven Plastizitdt sind C' und C,, auf
der Ausgangskonfiguration definiert. Um der leichteren Erweiterbarkeit auf aniso-
tropes Verhalten Sorge zu tragen wird aulerdem eine Hill-FlieBfunktion verwendet.
Der Hill-Tensor wurde zunéchst so gewéhlt, dass daraus isotropes Materialverhalten
resultiert. Unter Verwendung der Clausius-Duhem-Ungleichung kann mittels Prinzip
der maximalen Dissipation eine Interne-Variablen-Formulierung abgeleitet werden.
Zur Integration der internen Variablen kommt das implizite Euler-Verfahren zur
Anwendung. Zur Losung des daraus resultierenden gekoppelten, impliziten Glei-
chungssystems wird ein lokaler Newton-Algorithmus eingefiihrt. Schlieflich werden
die algorithmischen Spannungen und die konsistenten Tangentenmoduli als die
ersten und zweiten Ableitungen des elastischen Potenzials nach dem rechten Cauchy-
Green Tensor identifiziert.

Die so abgeleiteten Konstitutivgleichungen wurden anschliefend in die objekt-
orientierte Finite-Elemente-Berechnungsumgebung SOOFEA implementiert. Hierbei
handelt es sich um ein MATLAB®-basiertes FE-Berechnungsprogramm, entwi-
ckelt von Mitarbeitern des Instituts fiir Festigkeitslehre der TU Graz. Um die
Implementierung zu testen wurde ein erstes numerisches Beispiel simuliert: Eine
unregelméfBige Geometrie wurde mit einem einzigen trilinearen Hexaederelement
diskretisiert und in zehn Lastschritten verschiebungsgesteuert verformt. Dabei
konnte sowohl lokal als auch global eine quadratische Konvergenz beobachtet werden,
was auf eine korrekte Implementierung schlieflen lédsst. In einem weiteren Test
sollte ein einfaches idealisiertes Problem simuliert und die Ergebnisse mit jenen
einer analytischen Losung verglichen werden. Hier fallt auf, dass die plastischen
Forménderungen bei der Simulation leicht verspétet einsetzten. Diese Abweichung
ist zum Teil einem Extrapolationsfehler geschuldet, welcher durch eine feinere
Vernetzung begrenzt werden kann. Andererseits fithren die verwendeten 8-Knoten-
Hexaederelemente bei derartigen plastischen Problemen oft zu einem zu , steifen®
Verhalten und sind daher hierfiir vermutlich ungeeignet. Fiir eine weiterfithrende
Arbeit erscheint es deshalb sinnvoll, das Materialmodell in eine FE-Umgebung zu
implementieren, in welcher auch geeignete Element-Typen zur Verfiigung stehen.
In einer dritten Simulation konnte gezeigt werden, dass das Materialmodell und
die Implementierung im Stande sind, auch grofle Verformungen darzustellen. Die
abgeleiteten Konstitutivgleichungen kénnen als Ausgangsbasis fiir ein anisotropes
Materialmodell dienen.
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Anhang A.
Ableitungen

A.1. Elementare Ableitungen

Seien A und B symmetrische Tensoren 2. Stufe, dann gilt:
Ableitung von 04 A :

A, ; 0 1 1 .
aAle = oA, [5 (Aij + Aji)} =3 (0ik0jt + i) = Liju
A s
N ZA _3 (A1)

Ableitung von 9, A" :
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Ableitung von J4Sp (AB) :
JdSp(AB) 0Sp(AB) O0(AB)
0A ~ 0(AB) = 0A
|
GL A3

(a(éqAB) )ijkl

1 1
= 0y 3 (0ik0mi + 0i10mi) B =5 (Bi, + Bi)
]Slimkl
dSp (AB) T
-—  —B* =B A4
= DA (A4)
Ableitung von dadet A (vgl. Wriggers [44]):
Odet A T
A det AA (A.5)
Ableitung von dgSp (AB’l) :
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Weiters treten spéter die partiellen Ableitungen der Ausriicke 21n /det (AB~!) und
In? \/det (AB~1) auf. Diese werden hier vorab hergeleitet:

Ableitung von J4 (2 In /det (AB*1)> :
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Ableitung von 0p (2 In \/det (AB—1)> :
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= ATATB: S =1B": T
Gl A2
1
= =Bji 5 (By' By' + BuByj') = =5 (By' + By')
8 1 _ -T _ —1
5 (2 In \/det (AB )) - -B"--B (A.8)
Ableitung von 04 <1n2 \/det (AB—1)> :
86_A (1112 det (AB—l)) — 21In +/det (AB-1) aa_A (hu/det (AB—1)>
| 3-GL AT |
88_A <ln2 Vdet (AB—1)> — In+\/det (AB—1) A~ (A.9)
Ableitung von Jp (ln2 \/det (AB—l)) :
g—B (ln2 det (AB*1)> — 210 \/det (AB-1) ;—B <ln\/det (AB*1)>
| 1-GL A8 |
5_3 <ln2 Vdet (AB—1)> — _ln+\/det (AB—1) B! (A.10)
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A.2. Elastisches Potenzial

Das elastische Potenzial v ist definiert als:

Y (C,Cy, k) = 'g <Sp (CCP_I) — 2Iny/det (C’Cp—l) — 3)

N X (A.11)
+5 In* \/det (CC; 1) + EW

Daraus folgen die Ableitungen:
Ableitung von 0cv :

oy _p (080 (CCY) 0 / -
%:§<T—%(21n det(CCpl))

Gl A4

Gl A7
A9
+3 56 (m? \/det (Ccp—l))
I Gl A9 I
81/; L _ _ A B _
5 = 5 (Gl = C ) + Sy Jdet (CC1)C (A.12)

Ableitung von Jc, v :

oy u(0Sp(CCY) 9 / 5
aC, =35 ( 9C, aC, (21n det (CCp ))

GL A6 GL A8
+t3 ac, (ln det (CC; ))
' GL A.10 '
o [T _ _ A TP
5C, = 2 (G, = C,'CCY) = S Iny/det (CC) T (A.13)
Ableitung von 0% :
v _ 0 ov
oCcoC — oC oC
GL A12
_poc!
2 oC
GL A2
AN ., 0 \/7_1 ., oCc!
+ 5 (C’ ® 5C (ln det (CC; )) +1Iny/det (CC;1) 5C
| | | I
TGLAT GL A2
0% A1 . —,0C! poC—!
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Ableitung von 9, ¢ :

0% o o  poC;t N[ _ ., 0 -
= +§ (C ®an (ln\/det(CCp )))

aCoC, ~ ac, 9C ~— 2 0C,

GL A12 ) 1.GL A8
0% A poG;!
_ _2cleg oty P Al
TopToN: ®Cyl + 3 oC: (A.15)

Ableitung von 0g o :

82”¢ 0 oY w0 -1 —1
aC,0C ~ oC aC,  28C (& e
| —

Gl. A.13
A _ 0 / _
— 5 (Cp 1 & % <ln det (CCp 1)) )

1
5°GL A7

d 1
= (clee)t) =Gy 5 (k0N + 0urdnk) Cong

ocC P
1, o oC: !
= 5 (CleKCplllJ + CleLOpII(J) - aéf)p
Y A -1 Nan_l
- _- Lt Al
ac,oc ~ 1% ¢ T5%e (A.16)

Ableitung von 0¢ o 1

U G
ac,aC, — aC, 9C,
| —
Gl A.13
_u|oc! 601;10071 Cflcaq;l
~ 2| ac, oc, P T* 7 HC,
N/ ) oC:t
-3 <C'p1 ® ac, (ln\/det (CCp—l)) +1ny/det (CCp—l)a—éjp)
1.GL A8
524 A1 aC;Y\  pu (0CT!
A —Iny/ ) =K -K
9C,dC, 2 <2CP ®C, " — Iy fdet (CCT) 50 ) 3 (acp : 2)
(A.17)
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mit:
oCt
Kirjgr = - Cun Cy iy s (A.18a)
ICy ) ki v
oC;t
Korykr = Cyfar Cun ( 8CI') ) (A.18Db)
p / NIKL

Der Mandel-Spannungstensor (eigentlich der Mandel-Spannungs-édhnliche Tensor auf
der Ausgangskonfiguration) ist gegeben in der Form
o
Y=CS=2C —
oC
GL A12 (A.19)

=pu(CC,' —1) + Alny/det (CC51) 1.

In dieser Arbeit iiber isotrope Plastizitét ergibt sich diese Grofle symmetrisch, das
heif3t:
¥ =x" (A.20)

Damit folgt fiir die Ableitungen:
Ableitung von 0cX :

9% _ 0 (00 s are L (nfa (@)
8C—uaC(CCp)+)\1®aC<ln det(C’C’p ))

1
l.aL A7

0¥ s 1A 4
5 = MG +51eC (A.21)

mit: ) i
(110;1)UKL — LinrrColyy (A.22)

Ableitung von J¢, X :

ox 0 1 0 \/7_1
an—,uan (CCp )+)\1®an (ln det(CC’p ))

L |
1
1.GL A8

oC:!
02 00

oc, "~ ac, "2

®C! (A.23)
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A.3. ,level set“—Funktion

Die ,level set“—Funktion ¢ ist gegeben als:

p=VE:D:X+ 2q mit D=1-1(1®1). (A.24)
3 3

Damit folgt fiir die Ableitung von Os¢ :

Oe
—~
9 1 __1 (i:p:z+3:D:1)
0 2V :D: X 9
23D
ED
9 _ = (A.25)
ox /¥ :.¥D
mit dem Spannungsdeviator:
P =D:Z=%:D (A.26)

Aus Gleichung A.25 folgt mit der Quotientenregel die Ableitung von 0%5¢ :

s s ()

oz ox 0% \ox
_1:pvEsr e s
»:.y»b IR NY
2 D D
26 D P e X (A27)

%0 VT b (x:30)”
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