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Theilchen eines lothrechten Flichenstreifens haben fibereinstimmendes z und dz,

A
liefern daher zu C, den Beitrag xdx \y dy, = xdz 2 w?, wenn w die Hohe
Ju

des Streifens; darin ist w =cwx : @, also wird Fig. 371.
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Die entsprechenden Achsenwiderstinde werden dann
A—=11R —"Ahe Mo w und
Bi— 34 Rt Meowt: R
Stellen wir wiederum die Drehachse lothrecht 7
(Fig. 371) und lassen die Schwere wirken, so sind in / By
4 und B die wagerechten Widerstinde 4, und B,
S s : My,
nothig, fiir welche gilt:

YaaR= A, a— Mg fsc,
mithin 4, =4 R - /3 Mg _ca_ und ebenso B, = 34+ R — /s Mg %.
Wiedernm wird die Befestigung bei B unnithig, wenn

Slal— L Mo )t == J[g%, dhe Sty d=— %— % :
7. Gleichzeitige Verschiebung und Drehung eines Kdrpers.
a) Arbeitsvermogen.

Fin Korper drehe sich um eine Schwerpunktsachse, die zur
aw-Achse gewihlt werden moge, mit der Winkelgeschwindigkeit w;
zugleich werde die Achse mit einer der axz-Ebene parallelen

Geschwindigkeit « parallel verschoben, Fig. 372.

und zwar moge w mit der x-Richtung |z

den Winkel a bilden (Fig. 372). Dann % g’
setzt sich die gesammte Geschwindigkeit » At -Y-—-

eines Punktes der Koordinaten «, v, z im
Abstande o von der Achse aus den Einzel- 4 X vy
geschwindigkeiten « und ow zusammen.

Fig. 372 stellt das Achsenkreuz in zwei Projektionen dar.
Bildet o mit der 4 Y den Winkel ¢, so ist o cos?d =1y, osind=:;
somit zerlegt sich ow in — zw und yw. Die Seitengeschwindig-
keiten eines Punktes nach den Achsenrichtungen werden dann

vy =u00sa; v,=—20; v, =yw + usina.




296  Zweite Abtheilung. B. Beschleunigte Bewegung starrer Korper.

Daher wird
v? = u?cos’a + 22w? + y2w? + 2ywusin @ + ulsin’a
= u’ + 020 + 2ywusin a.
Das Arbeitsvermogen des Korpers ergiebt sich dann zu
2(Y2mv?) = Y2 Mu2 + 12 @ 2m o’ + 2wusin aXmy,
weil w, @ und a fir alle Theile des Korpers dieselben. Da aber

die Ebene 4 X' Z den Schwerpunkt enthilt, so ist 2my = 0, mit-
hin das Arbeitsvermogen

Vo Mu? + VoJw?,
wenn J das Trigheitsmoment des Korpers in Bezug auf die Dreh-
achse. Das Arbeitsvermogen setzt sich hiernach aus zwei Theilen
zusammen, deren einer das Arbeitsvermégen wegen der Verschiebung,
deren anderer dasjenige wegen der Drehung bedeutet.

b) Bewegung eines freien Korpers.

Wirken an einem freien starren Kérper beliebige dussere Kriifte
K,, K,, K; ..., so fige man im Schwerpunkte S des Korpers
je zwei gleiche entgegengesetzte Kriifte K hinzu. Dann lassen sich im
Schwerpunkte die den gegebenen gleichgesinnten Krifte K zu
einer Mittelkraft R vereinigen, wihrend jede gegebene Kraft K
mit der entgegengesetzt hinzugefiigten ein Kriftepaar bildet, deren
Achsenstrecken ein Gesammtmoment It (S. 112) liefern. Der
Schwerpunkt S bewegt sich nach dem Satze von der Bewegung des
Schwerpunktes nur unter Einwirkung der Kraft R mit der Be-
schleunigung p, = R: M. (Wire etwa R unverinderlich nach
Grosse und Richtung, so wirde der Schwerpunkt eine Parabel
beschreiben, S. 59.) Das Achsenmoment 9t bewirkt aber noch
eine Drehung um den Schwerpunkt. Denkt man sich nun mit dem
Schwerpunkt ein Achsenkreuz verbunden, welches dessen Bewegung
vollig mitmacht, aber stets der Anfangslage parallel bleibt, so kann
man die Drehung des Korpers auffassen als scheinbare Bewegung
gegen dieses, mit der Beschleunigung p, sich verschiebende Achsen-
kreuz. Diese Bewegung kann dann betrachtet werden wie eine
Drehung um den festliegenden Schwerpunkt, wenn man an allen
Punkten des Korpers die entsprechenden Ergiinzungskrifte [— mpy)
anbringt. Weil diese sich gleichmiissig iiber die ganze Masse ver-
theilen, so liefern sie eine Mittelkraft — Mp,, die durch den
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Schwerpunkt geht, daher auf die Drehung um ihn keinen Einfluss
haben kann. Die Drehung geschieht also gerade so, als ruhte der
Schwerpunkt.

Ist nun die durch den Schwerpunkt gelegte Achsenstrecke des
Gesammt - Kriftepaars 9 eine freie Achse und hat der Korper
anfinglich keine Drehung um eine andere Achse, so wird die Dreh-
achse ihre Richtung im Raume und im Koérper nicht dndern, und der
Kérper wird sich um diese Achse des Gesammt-Kriftepaars 3t gerade
so drehen, als wire sie eine festgehaltene Achse. Denn hielte man sie
thatsichlich fest, so wiirden die Widerstinde des Festhaltens wegen
dieser Eigenschaft der freien Achse (S. 289) zu Null werden. Die
Drehung um diese Achse erfolgt dann mit der Winkelbeschleunigung
e=IM:J. — Dies trifft zu fir eine gleichartige Kugel unter
Einwirkung beliebiger aber gleichbleibender Krifte, wenn sie
zu Anfang keine Drehbewegung um eine andere Achse als die
Achse des Gesammtmomentes ¢ hatte. Der Schwerpunkt be-
schreibt eine Parabel; die Achse ¢ verschiebt sich mit dem
Schwerpunkte und bildet, weil jeder Durchmesser eine freie Achse,
fortwihrend die Drehachse fiir den Korper. — Ist aber die Achse
M durch den Schwerpunkt keine freie Achse, oder ist zu Anfang
schon eine Drehung um eine andere Achse vorhanden, so &ndert
die Achse, um welche die Drehung geschieht, fortwdhrend ihre
Richtung im Korper und im Raume; es entsteht neben der Be-
wegung des Schwerpunktes, die hierdurch nicht beriihrt wird, im
Allgemeinen eine unregelmissig wirbelnde Bewegung um den Schwer-
punkt, die so verwickelt ist, dass sie an dieser Stelle nicht weiter
behandelt werden kann; man kann solche Bewegung beobachten,
wenn man einen Stab so fortwirft, dass er eine Drehung um eine
schief zu ihm liegende Achse mit auf den Weg bekommt. Wird
ein Stab (Speer oder Ger) in der Mitte erfasst und in wagerechter
Lage so fortgeworfen, dass er keine Drehung auf den Weg bekommt,
so beschreibt sein Schwerpunkt — abgesehen von der Wirkung des
Luftwiderstandes — eine Wurfparabel; die Stange erfihrt, weil
P = 0, keine Drehung, sondern bleibt immer ihrer Anfangslage
parallel, stellt sich aber nicht etwa tangential zur Wurflinie.
Anders ist es mit einem gespitzten und gefiederten Pfeile; dieser
wird durch den Luftwiderstand stets so gedreht, dass seine Lingen-
richtung ziemlich tangential zur Wurflinie sich stellt.
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¢) Rollbewegung auf schiefer Ebene. Fuhrwerke.

Bewegung ohne Beriicksichtigung des Rollwiderstandes. Hat
ein Umdrehungskorper eine Winkelgeschwindigkeit o rechtsherum
um seine geometrische Achse und wird er gleichzeitig rechtwinklig
zur Achse mit der Geschwindigkeit u = »w nach rechts ver-
schoben, so setzen sich die Geschwindigkeiten der verschiedenen
Punkte eines Kreises vom Halbmesser » aus den
Einzelgeschwindigkeiten 7w rechtwinklig —zum Fig. 373.
Drehungshalbmesser und » = »® zusammen. An
dem Punkte 4 (Fig. 373) ist dann die Gesammt-
geschwindigkeit » = 0. Bringt man den Korper
an dieser Stelle mit einer Ebene in Beriihrung,
welche mit « und der geometrischen Achse des
Korpers parallel ist, so wird der Umdrehungs-
korper sich gegen diese Ebene in der Art be-
‘wegen, dass die Berithrungsstelle fortwihrend wechselt, dass an der
Beriihrungsstelle aber stets die relative Gleitgeschwindigkeit Null
ist. Kine solche Bewegung nennt man eine Rollbewegung. Andere,
ebenfalls aus Drehung und Verschiebung zusammengesetzte Be-
wegungen, bei denen aber die Bedingung 7w = w nicht erfiillt ist,
erscheinen dusserlich ebenfalls wie Rollbewegungen, sind es aber
nicht, sondern sind, weil an der Beriihrungsstelle die relative
Gleitgeschwindigkeit nicht gleich Null, Gleitbewegungen sich
drehender Korper auf einer Ebene. Fiir die Krifte und damit
auch fiir die Gesetze der Bewegung ist es von massgebender
Bedeutung, ob die Gleitgeschwindigkeit an der Beriithrungsstelle
Null ist, oder nicht. Im ersteren Falle kommt nimlich die
Reibung im Allgemeinen mit einem Betrage 7'< 7N zur Wirkung,
wihrend, wenn « nur im Geringsten von »w abweicht, der volle
Betrag der Reibung wirksam wird.

An dieser Stelle behandeln wir die reine Rollbewegung und
werden die Gleitbewegung S. 304 besprechen.

Das Arbeitsvermdgen der Rollbewegung ist nach S. 296
Yo Mu? 4 /2 w2J, oder, wenn « die auf den Halbmesser des
Rollkreises » bezogene Masse (wegen rw = u):
1) Yo (M + ).

Wird ein Umdrehungskdrper (Cylinder, Reif oder Kugel) mit
der Geschwindigkeit Null auf eine schiefe Ebene gesetzt und lediglich
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der Einwirkung der Schwere Mg und des Normalwiderstandes NV
der Ebene iiberlassen, so wiirde er unter Annahme volliger Glitte
nicht in Drehung gerathen konnen, weil Mg und NV beide durch
den Schwerpunkt gehen; es wiirde der Korper also eine beschleunigte,
rein fortschreitende Gleitbewegung ausfithren. In Wirklichkeit
setzt sich ein Reibungswiderstand 7' dem Gleiten entgegen, und
wenn dieser in der erforderlichen Grosse zur Wirkung gelangen
kann, so wird er das Gleiten verhindern und eine Rollbewegung
erzeugen. Unter welchen Bedingungen dies geschieht, bleibt noch zu
untersuchen. Daher setzen wir zunichst voraus, dass eine vollkommene
Rollbewegung stattfinde, welche entweder durch Reibung erzeugt,
oder durch einen um den Rollkreis geschlungenen, von 4 aus auf
der Ebene nach oben hin gerade gestreckten und an ihr befestigten
Faden, oder endlich durch eine Verzahnung von Rollkreis und Bahn
erzwungen werde. Dann wird durch eines dieser Mittel die fiir
das Rollen erforderliche Umfangskraft 7' geliefert.

Beginnt die Rollbewegung mit der Geschwindigkeit Null und
ist die Geschwindigkeit des Schwerpunktes, nachdem dieser um 7%
gesunken, v geworden, so ist die Zunahme an Arbeitsvermdgen
Vo (M + w)v>. Arbeit wird nur von
der Schwere im Betrage Mgh ver-
richtet, denn N und 7' greifen an der
Berithrungsstelle 4 an, deren Ge-
schwindigkeit Null ist. Hiernach muss

Yo (M + u)v2= Mgh sein, oder
2) = "/-———2 g ],Lu ;

1 o ‘

Will man die Bewegung in ihren Einzelheiten kennen lernen,

so muss man die Beschleunigungen beider

Einzelbewegungen berechnen. Zerlegt man

Mg in Mgsina und Mg cosa, so muss

3) N = Mg cosa
sein, weil der Schwerpunkt sich geradlinig
bewegt, d.h. keine Centripetalbeschleunigung

erfihrt. Die Beschleunigung p des Schwer-
punktes erhiilt man nach S. 142, indem man 7 an den Schwerpunkt

Fig. 374.
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verschoben denkt, mithin ist Mp = Mg sina — 7. Weil 7 noch
unbekannt, ist eine zweite Gleichung erforderlich. Da in jedem
Augenblicke v = rw, so muss das gleiche Verhiltnis auch fiir die
Beschleunigungen gelten, d.b. »& = p. Weil nun die Umfangs-
beschleunigung »& = p von 7 herriihrt, so ist nach Gl 4, S. 277:
up =T,

Fihrt man dies in obigen Ausdruck fir Mp ein, so ergiebt sich
schliesslich

Mg sina g sina

BMdith

4) i — 5
1+ﬁ

d. h. die treibende Seitenkraft der Schwere Mg sina ist nicht
allein durch die Masse M, sondern durch die Summe M-+ u zu
theilen, da sie nicht nur die fortschreitende Masse M, sondern
zugleich die Schwungmasse u zu beschleunigen hat.

Hiermit ist auch die Umfangskraft 7" bestimmt zu
uMgsina  Mgsina

R e
)2

5) T fln=—=

Soll nun die Rollbewegung allein durch die Reibung, ohne sonstigen
Zwang gesichert sein, so muss 77< fN = f My cos a sein, oder
4 Mg sin a

- =fMgcosa.
M+ p i
Das giebt, nach a aufgeldst:
6) tga§f<l+%>.

Geniigt die Neigung der schiefen Ebene dieser Bedingung, so ist
Rollbewegung moglich. Bei zu grosser Neigung ist 7 Mg cos a zu
klein, um die der grossen Schwerpunktsheschleunigung p ent-
sprechende Umfangsbeschleunigung zu erzeugen; es wird dann eine
Gleitbewegung entstehen. ;

Natiirlich ist die betrachtete Rollbewegung nur moglich, wenn
die Wirkungsebene der Krifte N und 7' durch den Schwerpunkt
geht. Es findet dies statt beim Cylinder, beim Reif, bei der Kugel;
nicht beim Kegel, wohl aber bei einem Doppelkegel und allgemeiner
bei jeder Achse, auf der zwei symmetrische Umdrehungskorper als
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Réder befestigt sind. Da beim diinnen Reif « = M, beim Cylinder
=12 M, bei der Kugel u = 0,4 M, so wird
fiir den Reif:

v= 070V 2gh="V gh; p=1p2gsina; T="14 Mgsina; tga =2f;
fir den Cylinder:
v=0g11V 2gh; p=25sgsina; T="13Mgsina; tga<3f;
fir die Kugel:
v=0ps5Y 2gh; p=>3gsina; T=21 Mgsina; tga<3yf.
Dagegen wiirde fiir reibungsloses Gleiten gelten
v=12 é%, p=gsina.

Reif, Cylinder und Kugel, auf schiefer Ebene neben einander
los gelassen, bewegen sich hiernach mit verschiedenen Geschwindig-
keiten. Die Kugel eilt am meisten, u. zw. sind dabei die Durch-
messer ohne Einfluss; nur auf die Form der Korper kommt es an.
Hierbei wurde kein Rollwiderstand vorausgesetzt, der natirlich die
Ergebnisse dndern muss.

Wird der Korper in eine aufwirts gerichtete Rollbewegung
versetzt und der Schwere iiberlassen, so konnte man auf den ersten
Blick vielleicht meinen, der Sinn der Reibung 7' miisste sich mit
der Umkehrung der Bewegung ebenfalls umkehren. Dies wire
jedoch ein Trugschluss, denn an der Berithrungsstelle findet ja
weder in der Richtung aufwirts, noch abwirts ein Gleiten statt, mag
der Korper aufwirts oder abwirts rollen. Dass vielmehr 7' beim
Aufwirtsrollen denselben Sinn behalten muss wie beim Abwarts-
rollen, erkennt man aus Folgendem: Beim Aufwirtsrollen wird die
Arbeit der Schwere negativ, somit muss die
Bewegung des Schwerpunktes verzogert sein, und
Gleiches folgt hieraus fiir die Drehbewegung.
Damit aber die einzige Drehkraft 7' beim Auf-
wiirtsrollen eine Verzogerung der Drehung erzeuge,
muss sie (Fig. 376) aufwirts gerichtet sein. Da «
nun die Krifte jetzt genau dieselben sind wie
beim Abwirtsrollen, so gelten auch fir p, 7
und tg @ dieselben Gleichungen wie beim Abwirtsrollen.

Fig. 376.
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Geschieht die Rollbewegung nicht auf einer schiefen Ebene, sondern im
unteren Theile einer Cylinderfliche vom Halbmesser R - » mit wagerechten
Erzeugenden (Fig. 377), so ist die Geschwindig-
keit des Schwerpunktes in der Zwischenlage P

Fig. 377
nach der auch hier giilltigen G 2 (S. 299) R
g
v:“/ Qgh/ 45 _'/Zg_li(cosﬂﬁkcf)ia)’ //'75;
7 ©
1 3 14 i 7 y

wenn die Bewegung bei 4 mit der Geschwindig-
keit Null begann. Bei einem mathematischen
Pendel von der Fadenlinge R wiirde

Die Vertauschung des einfachen Pendels mit einem hin und her rollenden
Korper ist also (wegen der Verkleinerung der Beschleunigung des Schwer-
punktes, S. 300) gleichbedeutend mit einer Ersetzung der Fallbeschleunigung ¢

durch den kleineren Werth ¢: (1 —{—ﬁ), mithin wird die Dauer einer kleinen

einfachen Schwingung sein

7) z:nl/g(urﬁ).

Bewegung der Fuhrwerke mit Beriicksichtigung des Roll-
widerstandes. Tragen die auf schiefer Ebene rollenden Rider von der
Gesammtmasse M ein Fuhrwerk von der Masse M, welches nur
an der Verschiebung mit der Beschleunigung p Theil nimmt,
so denkt man sich zur Berechnung der letzteren die Masse M,
zundchst an der Achse des rollenden Korpers
reibungslos aufgehingt. Die Gelenkstange zur
Aufhiingung nimmt dann im relativen Ruhe-
zustande gegen die Achse des rollenden Korpers
eine Richtung an, welche von der Recht-
winkligen zur schiefen Ebene um einen Winkel
B abweicht (Fig. 378). Nennt man die Spann-
kraft der Stange, die zugleich den Druck auf
die Achse bedeutet, 7, so miissen D und S
80 bestimmt werden, dass 24, nur an der Ver-
schiebungsbeschleunigung p Theil nimmt. Ersetzt man die Stange
durch die Kraft 2 und zerlegt die an 2/, wirkenden 1) und Mg

Fig. 378.
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parallel zur Ebene und rechtwinklig dazu (Fig. 379), so wird
Decos f = Mygcosa, ferner Myp = Mgsina— Dsinp
oder Dsinff = M gsina— M p. Daraus folgt

i e e
il g o8 a
p)
8 D=/ Vl———?sinaﬂ—l—(f—).
) 19 7 g

An dem rollenden Korper wirken nun die =
in Fig. 380 angegebenen Krifte, wo I das w9
gesammte, aus Zapfenreibung und Rollwiderstand
herrithrende Moment bedeutet. Nach S.252 ist
M = Yy Dfd + Ne, wenn d der Zapfendurchmesser, ¢ der Arm
des Rollwiderstandes. Dann gilt fiir die Beschleunigung p des
Schwerpunktes

Mp = Mgsine + Dsin  — T oder Fig. 380.
9) Mp= Mgsina+ M, gsina— M p—T;
und fir die Umfangsbeschleunigung der
Drehung nach S. 277

up =T — %, oder

il Dfd | Ne
T—Mp+2R R’

wenn R der Halbmesser des Rollkreises.
Setzt man dies in Gl 9 ein, so ergiebt sich

(M + M, + w)p = (Mg + Mg)sina—

Difd - Ne

2R o
Diese Gleichung ist nach p nicht -ohne Weiteres aufzu-
lésen, weil in 7 nach Gl. 8 die Grosse p ebenfalls noch vorkommt.
Fiir alle wichtigen Fille aber, in denen ein Fuhrwerk frei liuft,
ist @ und darnach auch p:g nur klein im Verhiltnisse zu Eins,
so dass man mit geniigender Anniherung D = M, g setzen kann.
Daher wird der Zapfenreibungswiderstand 2, gfd : (2 R), und weil
N = (M + M,)g cos a, der Rollwiderstand (M + M;)g cos a-¢: R,
wobei fiir schwache Neigungen cos @ mit Eins vertauscht werden darf.
Fithrt man aber, wie S. 254, wiederum die Gleichgewichts-
Neigung a, ein, welche so beschaffen, dass wenn a = a, p =0 ist,
so wird die Summe der beiden Widerstinde wieder gleich mit
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(M + M,)g sin ay, und wenn man dann noch, wie frither (S. 253),
sin @ mit a vertauscht, so entsteht

10) (M+ My, + w)p = (M + M)g(a— ap),

worin auf der linken Seite die Beschleunigung p mit der Summe
der drei Massen multiplicirt erscheint, welche an der Beschleunigung
p Theil nehmen (ebenso wie bei der Fallmaschine, S. 285).

Beispiel: Fiir einen Eisenbahnwagen auf schiefer Ebene sei Mg = 2000,
Mg = 8000, prg=1000ke, o =1:200, @, = 1:400. Dann wird, wenn
man auf beiden Seiten der Gl 10 statt der Massen die Gewichte einfiithrt,
11000 p = 10000 g - “/s00 oder

m
= 0,028 S

Y

AT

Ohne Geschwindigkeit losgelassen, wird der Wagen in 10 Sekunden eine Strecke

12 pt? = 1am zuriickgelegt haben, innerhalb einer Minute aber 36 mal so

viel, nimlich 39,6 m. Der Wagen liuft auf dem Gefiille 1 : 200 unter Einfluss

der Widerstinde ganz so, als ob er widerstandslos sich auf einem um g,
schwiicheren Gefiille 1 : 400 bewegte.

d) Gleitbewegung sich drehender Kiorper auf schiefer Ebene.

Beim Rollen, wo die Geschwindigkeit des Korpers gegen die Ebene
an der Berithrungsstelle Null ist, tritt der Reibungswiderstand nur
in derjenigen Grosse auf, die erforderlich, um das Gleiten zu ver-

hindern. Ist daher (G1.6,S.300) tga <f<1 + %), so ist T'<<fNV;

sind aber die anfinglichen Einzelbewegungen so beschaffen, dass an der
Beriihrungsstelle ein Gleiten stattfindet, so tritt die Reibung in der
Grosse fMg cos a auf; doch wird
nach einer gewissen Zeit die Gleit-
bewegung in eine Rollbewegung
iibergehen, wenn die Bedingung fiir
eine solche (GI.6, S.300) erfiillt ist,
und in diesem Augenblicke veriindert
sich dann die Reibung plotzlich. Der
Umdrehungskorper habe zu Anfang
(Stellung I in Fig. 381) eine Drehung
mit der Umfangsgeschwindigkeit ),
eine Geschwindigkeit des Schwer-
punktes ¢ und werde mit diesen Geschwindigkeiten auf die schiefe
Ebene gesetzt, so dass an der Beriihrungsstelle die Gesammt-

Fig. 381.
15
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geschwindigkeit ¢ — r o entsteht. s sei ¢ > rw,, dann wirkt in
Fig. 381 der Reibungswiderstand /Mg cos @ abwirts, die Seiten-
kraft der Schwere Mg sin a ebenfalls abwirts. Der Schwerpunkt
erfihrt dadurch eine abwirts gerichtete Beschleunigung

1) p = g(f cos a + sin a).
Die Drehung erfihrt nach S.277 und unter Vernachlissigung des
Rollwiderstandes eine Umfangsbeschleunigung

2) rs=‘f%gcosa.

In ¢ Sekunden entstehen die Geschwindigkeits-Anderungen
¢c—v=npt und r(®—owy)=ret
mit dem Verhiltnisse
3) s s sl R AN
rw — ra 7rE
Qoll nun v diejenige Geschwindigkeit des Schwerpunktes sein,
bei der die Rollbewegung beginnt (Stellung II, Fig. 381), so muss
ro = v eingesetzt werden. Hiermit liefert die letzte Gleichung,
cré + prog .
p+ re i

nach v aufgelost: v = die Zeit ¢,, nach welcher

das Rollen beginnt, ist dann #, = g —; Y oder nach Einsetzen von v

e Caa B
4) t, = e e

Nach dieser Zeit ¢, ist die Geschwindigkeit an der Berithrungs-
stelle Null, und die Reibung wechselt ihren Sinn. Ist nun die
Bedingung Gl 6, S. 300 erfilllt, so wird eine Rollbewegung ein-
treten. Andernfalls wird die Gleichheit der beiden Greschwindigkeiten
» und ro nur einen Augenblick wihren, aber sogleich wieder auf-
horen, weil die Reibung nicht hinreicht, sie zu erhalten. — Fir
rw, > ¢ wechselt die Reibung ihren Sinn, es wird

p = g (sin a —f cos a), 7”8=-—fl;f—g cos a und

Py == . :
t, = ———, wie man leicht findet.
re—p
Beispiel 1: Eine Kugel von 0™ Halbmesser werde nach Fig. 381 mit 8 =
sekundlicher Geschwindigkeit des Schwerpunktes und 2 m Umfangsgeschwindigkeit

der Drehbewegung auf eine mit a="110 ansteigende Bahn geworfen. Die

Keck, Mechanik. 20
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anfiingliche Gleitgeschwindigkeit ist daher 6 Sﬂ Die Reibungsziffer betrage
F=0a3.

In diesem Falle ist cos @ annihernd = 1 zu setzen, sin  =0,1, M=2, 1

(S. 273), mithin p = ¢ (0,2 4 04) = 0,39; re =g 2502 = 0,5g. Die Ge-

schwindigkeit, mit der das Rollen beginnt, ist v = 5,75151; die entsprechende Zeit

8§ —2

l] wTng O"IGS~.
In diesem Augenblicke vermindert sich die Reibung nach Gl 5, S. 300 auf
e AW.G 5 O,l ey
% — 3 B /35 Mg ,

withrend sie vorher /s Mg betrug. Die Verzogerung der Rollbewegung wird
nun (Gl. 4, 8. 300) p=75/1 ¢ sin & = 0,014 g=0,7. Die Geschwindigkeit wird Null
nach weiterem Verlaufe von 5,76 : 0,7 =8,2 5., with-

rend dessen (nach Gl 3, S. 12) 5,75 - 41 = 23,sm Fig. 382.
zuriickgelegt werden. Von dieser Stelle an rollt

die Kugel mit der Beschleunigung p = 0,7 S—n; riick-
wiirts, soweit die Bahn reicht. Die Geschwindig- 5,75
keitsgesetze sind in Figur 382 dargestellt. Die o
obere Linie bezieht sich auf den Schwerpunkt, die
untere auf die Umfangsgeschwindigkeit der Drehung; beide treffen sich beim
Beginne des Rollens.

la. Hat die Bahn keine nennenswerthe Neigung, ist also @ = 0, so wird
die Verzogerung des Schwerpunktes p = 0,2 ¢; die Umfangsbeschleunigung der
Drehung re = 0,5 9. Die Geschwindigkeit, mit der das Rollen beginnt, wird

0,76

dann v = 6,353, die entsprechende Zeit ¢, = 0,374 s.. Mit der Geschwindig-

keit v setzt die Kugel die Rollbewegung gleichmiissig fort, wenn kein Roll-
widerstand sie verziogert. g

Beriicksichtigung des Rollwiderstandes. Wihrend des Gleitens
wird nach S. 248

5) 'rez(f%;) %gcosa

zu setzen sein, wihrend des Rollens

sin @ — 9_/7 cos @
6) P9 SRR TR
Letzteres giebt fir a =0, e=0,mm, »=100mm eine Verzogerung
— 7~(‘()]—6 = 0,014 ;]% A

1b. Ein Umdrehungskorper, z. B. eine Kugel, kann auch auf wagerechter
Bahn so fortgeworfen, fortgeschnellt, werden, dass sie nach einer gewissen
Zeit zuriickrollt (Billardkugel). Giebt man ihr eine grosse Drehungsgeschwindig-
keit w, links herum und wirft sie mit nicht zu grosser Geschwindigkeit ¢ nach
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rechts fort (Fig. 383), so erfiihrt sie unter Vernachlissigung des Rollwiderstandes
eine Verzogerung des Schwerpunktes p = fg, ecine Umfangsverzogerung
re=fgM: p; also pre= Mp. Ist v die Geschwindigkeit, mit der das
Rollen beginnt, so muss diese nega-

tiv, d. h. nach links gerichtet sein, Fig. 383.

denn withrend des Rollens auf wage-
rechter Bahn kann eine Anderung des
Sinnes der Geschwindigkeit nicht mehr
vorkommen. Ist ¢ die Zeit, nach der
das Zuriickrollen beginnt, so wird

¢+ v=rpt, ro, —v=ret,

R T W= E c T W
mithin »=2T% —°TE g f== —+—°
ptre p+re
Soll nun die Kugel riickliufig, also » > 0 sein, so muss prw, > cre oder
prwg > Mec, also bei einer Kugel mit p = 0,4 ¥ rw, > 52¢, sein

Es ldsst sich sogar erreichen, dass v > ¢ wird, d. h. dass die Kugel schneller
zuriickrollt, als sie fortgeworfen wurde. Dazu muss
s e :
rw, > c(l + 2 7 ), bei einer Kugel » w, > 6 ¢, sein. Fig. 384,
le. Sollen der ursprimglich ruhenden Kugel durch
eine grosse, nur sehr kurze Zeit ¢, wirkende Kraft P
solche Geschwindigkeiten rw, und ¢ ertheilt werden,
dass ein Zuriickrollen eintritt, dass also prw, > M¢
wird, so sind dazu Beschleunigungen re, und p, er-
forderlich, die in der Zeit #, die Geschwindigkeiten rwg g
und ¢ hervorbringen; es muss also auch pre, > M Py sein.

£___

Auf die Kugel wirke die Schwere Mg, der um den
Reibungswinkel ¢ von der Normalen abweichende Ge-
sammtwiderstand W der Bahn und die gesuchte Kraft P. Die Mittelkraft R
dieser drei muss wagerecht gerichtet sein, da die Beschleunigung p, des Schwer-
punktes wagerecht sein soll (Fig. 384), u. zw. muss Fig. 385.
die Lage von R sich unterhalb des Schwerpunktes
befinden (etwa um 7), dann wird pre; = R1: » und
M po == R, wobei I > r sein muss, damit xr e, > Mp,
werde. Gegenither der grossen Kraft P mige das
Gewicht der Kugel vernachlissigt werden.

Der Punkt B (Fig. 385), an welchem der
Druck P auf die Kugel ausgeitbt werden soll, moge
durch den Mittelpunktswinkel a bestimmt sein. (bt
man die Kraft 2 aus, indem man mit elnem leder-
beschlagenen Stabe bei £ in der Richtung B(
gegen die Kugel stosst, oder indem man mit der
Hand an der Kugel (bei B sie beriihrend) abwirts
schligt, so wird der Stab bezw. die Hand an der Kugel gleiten und die

20*
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Richtung des Druckes P von der Normalen DB um den Reibungswinkel ¢,
der fiir Kugel und stossenden Korper gilt, abweichen. Soll nun der Schnitt-
punkt von W und P unterhalb der Kugel liegen, so muss a« — ¢, > ¢ und
zugleich ¢, > /2 a sein, woraus folgt
a>¢-+ ¢ uwd a<2¢.

Der Winkel « muss also zwischen den Grenzen ¢ - ¢, und 2 ¢, liegen, und
es muss ¢, > ¢ sein, d. h. der Kérper, mit dem der Druck P ausgeiibt
wird, muss rauher sein als die Unterlage der Kugel. Ist z. B. /=0,2 (¢ =11°),
/=0, (¢, = 399, so muss « zwischen 50 und 78° liegen; es wiirde daher
a = 60° der Bedingung entsprechen.

Zerlegt man nuu den Druck P in einen Normaldruck K und die Reibung
A K, W in N und fN, zerlegt ferner K und
/K nach wagerechter und lothrechter Richtung, Fig. 386.
so wird (Fig. 386), da in lothrechtem Sinne keine
Verschiebung erfolgt, N= K (cos a - £ sin a).
Dann ergiebt sich als Beschleunigung des
Schwerpunktes nach rechts

K sin a — /K cos a — fN

Do — i oder

pO:%(sin a— f, cos a — [0S a — ff sin a)

und die Umfangsheschleunigung der Drehung
TEhk SN
e “ T
Fiir das Zuriickrollen besteht nun die Bedingung p r e, > p, #; da nun
po und re, beide mit A verhiltnisgleich sind, so kommt es auf die Grosse
von K nicht an, sondern nur auf die Winkel «, ¢ und ¢,. Eine Veriinder-
lichkeit der Grosse von K, wie sie heim Stosse besteht, bringt keine wesent-
liche Anderung.
Es sei @ =60°, f= 002, f; =0, und beispielsweise K = 20 Mg,
dann wird
po = 20 g (0,866 — 0,8 - 0,5 — 0,2 + 0,5 — 0,2 - 0,8 +0,866) = 44,53
rey == H0g (0,8 — 0,2 - 0,6 — 0,2 - 0,8 - 0,866) = 275.
Wie es sein musste, ist » ey = 6 p,.
Wirkt die Kraft & = 20 #g nebst der entsprechenden Reibung /K nur
~ 120 Sekunde, so braucht man die Verschiebung ihres Angriffspunktes nicht zu
beriicksichtigen. Es wird dann ¢ = 445 - '/20=2,3, rw; = 13,55. Mit diesen
Geschwindigkeiten wird sich die Kugel nach dem Aufhoren der Krifte & und
f,K bewegen und wird, da nun p = 0,2 ¢ und re= 05 g, zuriickrollen mit
der Geschwindigkeit

(fy —fcos a—ff, sina).

T &

0,2+ 13,55 — 2,23+ 0,8
0,2 + 0,8
das Gleiten wihrt im Ganzen il
4, = ———2 = 2. Sek.

wip e re

Ve == 2jssf;



Te. Beschleunigte Schraubenbewegung. 309

Die Umkehr der Kugel erfolgt iibrigens schon wiihrend des Gleitens. Nach
der Zeit ¢t =c: (fg) = 2,23 : 1,92 = 1,14 Sek. und nachdem die Kugel sich
um s'=2;23 - 1,14 -0,5 = 1,27 m nach
rechts bewegt hat, ist die Geschwindig-

keit des Schwerpunktes nach rechts 2,28
Null geworden, kehrt dann wihrend des o 2{:;
Restes der Gleitzeit, d. h. wihrend der —
Zeit t" = 238 — 1,4 = 1,20 Sek. um
8" = 253 -1,20 - 0,5 = 1,4 m  gleitend
nach links zuriick. An dem um 0,3 m
links von der Ausgangsstelle gelegenen
Punkte beginnt erst das Rollen, welches
sich dann mit der Geschwindigkeit 2,33 m/s fortsetzt. Fig. 387 zeigt die
Geschwindigkeitsgesetze der Bewegungen.

Fig. 387.

13.8)

Beispiel 2: Wirkt auf eine auf wagerechter Ebene anfinglich ruhende
Kugel eine wagerechte Kraft K, die um 7 oberhalb des Schwerpunktes liegt,
nach rechts und soll eine Rollbewegung entstehen, so ist am Auflager-
punkte ein Widerstand 7' erforderlich, den wir nach links gerichtet annehmen
wollen (Fig. 388). Die Beschleunigung des Schwer-

punktes p (8. 142) und die Winkelbeschleunigung & der Fig. 388.
Drehung (8. 276) werden dann
Wi g,
P pr?

Fir Rollbewegung muss nun re = p sein, oder
Kpr — Tpr= KMl + TMr.
Hieraus bestimmt sich

£ ur— Ml

i =y
Hurdl—10 wird Z—iK:: (1 + 7) =1 K. Fir I=4¢ wird T negatiy,
%; Z = — 31 K. Soll aber die Kraft K ohne jede Mit-
wirkung von 7, d. h. auf vollig glatter Ebene eine Rollbewegung erzeugen,
soll 7'=0 sein, so wird ¢: v =p: =04, d. h. I = 2/s». In dieser Hohe
darf eine Kugel beliebig heftiz gestossen werden, ohne dass sie unten gleitet;
sie wird sofort eine Rollbewegung beginnen.

(T

némlich 77— — K

e) Beschleunigte Schraubenbewegung.

Die Schraubenbewegung besteht aus einer Drehung um die
Achse der Schraube und einer gleichzeitigen Verschiebung lings der
Achse. Sind die Geschwindigkeiten dieser Bewegungen o und w,
sc ist das Arbeitsvermdgen der Schraube Yo Jaw? + Yo Mu?
(8. 296). Weil aber bei der Schraube vom mittleren Halbmesser r,



310 Zweite Abtheilung. B. Beschleunigte Bewegung starrer Korper.

dem Steigungswinkel a der mittleren Schraubenlinie und der Gang-
héhe 2 2rmtga=nh, so ist auch rwtga=w, also mit J=u»?

1) Yo (Jw? + Mu?) = 1/2<t;2a + M) %2,

Hiernach wiirde man fiir eine ideelle Schraube leicht den Satz
der ‘Arbeit anwenden konnen. Der bei wirklichen Schrauben sehr
bedeutende Einfluss der Reibung kann aber (nach A. Ritter, Techn.
Mechanik) am leichtesten beriicksichtigt werden, wenn man die
Beschleunigungen der Einzelbewegungen berechnet.

Die Schraube sei flachgiingic und oben mit Schwungkugel-
Armen versehen (Fig. 389). Solche Schrauben kommen in Prige-

Fig. 389.

VAN

W T

werken und in Hittenwerken (zum Zerbrechen von Eisenstiben) vor.
Die Schrauben werden durch Arbeiter in die Hohe gedreht und sind
nicht selbsthemmend, vielmehr gewinnen sie durch ihr Gewicht
(z. Th. unter Nachhiilfe der Arbeiter) ein gewisses Arbeitsvermdgen,
welches dann zum Zerbrechen verbraucht wird. Die treibende Kraft
sei allein die Schwere 2 g. Fin Theilchen der Schraubenmutter
leistet beim Abwirtsgleiten einen Widerstand d W, der um a — @
von der Achsenrichtung abweicht.

Der Schwerpunkt der Schraube kann sich nur geradlinig
bewegen; die Beschleunigung p des Schwerpunktes folgt aus der
Gleichung
2) Mp = Mg —cos (a — @) fdW.
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Die wagerechten Seitenkrifte sin (¢ — @)d W bilden das treibende
Kriftepaar fiir die Drehung; es wird (S. 277, Gl 4)

ure =sin (a — @) fdW.
Weil aber rwtga = w, so muss auch retga = p sein, mithin
3) up = tgasin (a — @) fdW.
Entfernt man aus Gl. 2 und 3 die Grosse [dW, so wird

4) P !

u 1
' W gatga— )

Ist die Schraube in aufwirts drehende Bewegung versetzt und
wird sie dann der Wirkung der Schwere iiberlassen, so kehrt die
Reibung ihren Sinn um, es ist — ¢ mit + ¢ zu vertauschen, und
die Verzogerung der aufwirts gerichteten Bewegung wird

it g
5) P i 1

hodk: M tgatg(a + @)

Bei einer Spindel mit Schwungkugeln wird nun das Trigheits-
moment wesentlich von diesen geliefert, und es ist, wenn die
Schwungkugeln zusammen die Masse M, haben und im Abstande
£ von der Mitte sich befinden, annihernd J = M, R?; dann wird
ur? = M; R® und, weil R :» meist gross, auch u sehr gross gegen
M. Ausserdem sind, wenn auch a > ¢ ist, tga, tg(a — @) und

: G s : = M 1
tg (@ 4+ @) immer ziemlich kleine Briiche, so dass 7 e s e
gegen die Kinheit so gross wird, dass diese dagegen verschwindet.
Daher kann man mit grosser Anndherung statt der GL 4 und 5
die einfachere Doppelformel

6) n=2y %tg a tg (a - @) schreiben.

Beginnt die Bewegung mit der Geschwindigkeit Null, so ist,
nachdem die Schraube um 7 gesunken,
7 =2ph.
s
tg2a
Beispiel : Das Gesammtgewicht der Schraube betrage 300 k2, wovon auf die
Schwungkugeln 200 ks kommen mogen. Ausserdem sei tg o = f=0,1; tg a = 0,2;

Das Arbeitsvermégen wird dann % ( 4+ M') 2ph.
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R =20r. Dann ist tg(a — ¢) = 0,008, tg(z + ¢) = 0,308 Ferner ist mit
gentigender Genauigkeit pr? = %/3 W R?, daher p = %3 400 M = 8%/3 /7,
so dass dagegen 47 in Gl 1 zu vernachlissigen ist. Dann kann auch das Arbeits-
: (s 20000 47 w? o

e o b L Ll R T e
/ tg?a 2 CRORE VIR
schleunigung der Abwiirtshewegung wird nach Gl. 6

vermégen einfacher geschrieben werden

p—g 8_5))0 0,2 - 0,008 = 0,000074 g = 0,00072 % ¢
Nennt man p, die Beschleunigung einer reibungslosen Schraube von den
gleichen Verhiltnissen, so ist nach Gl 6 (fir ¢ = 0)
LN L dgile—g)
po =g~ g tgia, dgher S T,
Da nun nach GL 7 »®> mit p verhiltnisgleich, so ist auch, wenn 2 und A,
das Arbeitsvermogen der wirklichen bezw. der reibungslosen Schraube,
il ﬂo%—@. Will man daher das Arbeitsvermogen der sinkenden
tg (a— o)
tg a
Schraube. Es muss zugleich 2, =M gh sein, da bei der reibungslos sinkenden
Schraube nur die Schwerkraft Arbeit verrichtet. Um aber von der Hohe A
sinken zu konnen, musste die Schraube wm diese Grosse gehoben werden, und
tga
; tg(atg)’
so war zum Heben die Arheit U, = Mgh g—(é;# erforderlich. Betrachtet

Schraube verwerthen, so ist 7 = der Wirkungsgrad der sinkenden

weil der Wirkungsgrad der Schraube beim Heben nach S. 259 », =

man nun Auf- und Abwirtsbewegung im Zusammenhange, so ist der Gesammt-
Wirkungsgrad

: Joue LY SiENE )
gt e R :
Annéihernd kann man auch bei der Kleinheit der Winkel a und ¢ tg (o + ¢)
= tg « +'f£. schreiben, dann wird

L O M e g b
BoERa T

Derartige Vernachlissigungen sind zuliissig, weil ja ¢ und f doch in jedem
Falle nur unsicher bekannt sind. Um die Schraube von 300 k& Gewicht um

— (,83.

h = 0, m zu heben, waren 30 - % = annihernd 45 mkg Arbeit aufzu-
wenden. Nach dem Hinabsinken um 0, m betrigt das Arbeitsvermogen noch
50- =) _ snnghernd 15 mis.

tga

S —



