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IL. B. Beschleunigte Bewegung starrer Korper.

I. Grisse des Arbeitsvermdgens eines Korpers bei einer
Verschiebung bezw. einer Drehung um eine feste Achse.

Soll ein Korper von der Masse M eine reine Verschiebung
erfahren, d. h. sollen seine simmtlichen Punkte in einem Augen-
blicke iibereinstimmende Geschwindigkeiten v und Beschleunigungen p
haben, so muss nach S. 141 die Mittelkraft 2 aller iusseren Krifte
K durch den Schwerpunkt gehen. Die Beschleunigung des Schwer-
punktes, also auch simmtlicher Punkte des Korpers ist dann

R
1) p=ﬂ.

Will man den Satz der Arbeit auf starre Korper anwenden,
so ist zu bemerken, dass nach S. 144 die inneren Krifte eines

starren Korpers keine Arbeit verrichten, dass 2 m—; gry — )b

gleich der Arbeit der idusseren Krifte K ist.

Es kommt nun darauf an, den noch unbestimmten, allgemeinen

2
Ausdruck fiir das Arbeitsvermdgen eines Korpers 2% tir die

einfachen Bewegungsarten in eine bestimmtere Form zu bringen.

Bei einer Verschiebung ist in einem Augenblicke die
Geschwindigkeit » allen Massenpunkten gemeinsam, daher

= m1+ m2~}—...—}—2mn—— 5
und der Satz der Arbeit lautet:

Mo? i Me?
2 2

2) =%,
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Dreht sich der Korper (Fig. 326) aber um eine feste Achse O
(rechtwinklig zur Bildebene), so ist die augenblickliche Winkel-

geschwindigkeit « allen seinen Punkten ge- Fig 526.
meinsam, die Geschwindigkeit eines Punktes —
im Abstande o von der Achse betriigt v=pw. \

2 2 !
Daher wird 2% = %ngg. Der Aus- 9/\@
druck Xm@?, der nur von der Massenver- ’0\4{

0
theilung des Korpers in Bezug auf die Achse

abhéingt, heisst nach L. Euler (1707—1783)
das Trigheitsmoment des Korpers in Bezug auf die Achse O
und wird mit J bezeichnet. Daher

3) J = 2(mp? und
LA L :
i J, sowie
2 2
4) %J—%J=?Ik,

wenn «, die anfingliche Winkelgeschwindigkeit ist. Die Bezeichnung
Triagheitsmoment ist ganz treffend, da diese Grosse den Einfluss der
triigen Masse eines Korpers bei der Drehung um eine Achse angiebt.

In gleicher Weise wie S. 125 u. ff. die statischen Momente
verschiedener Ko¢rper und ebener Flichen ermittelt wurden, soll dies
nun auch beziiglich der Trigheitsmomente geschehen.

2. Trdgheitsmomente.

Das Trigheitsmoment J wird fiir solche Kérper am einfachsten,
deren Massentheilchen simmtlich in gleicher
Entfernung » von der Achse sich befinden. Dies
findet statt bei einem Ringe von sehr geringer
Wandstirke (Fig. 327). Es ist dann

J=2meE?=r2Zm— Mr. C

Fig. 327.

n

Fir die weitere Anwendung ist es hiufig vor-
theilhaft, das Trigheitsmoment eines Korpers
in Bezug auf eine Achse gleich zu setzen dem
Tragheitsmomente eines diinnen Ringes von einem Halbmesser .



268 Zweite Abtheilung. B. Beschleunigte Bewegung starrer Korper.

Nennt man die Masse des gedachten Ringes «, so muss
1) =

sein. Ist J berechnet, » angenommen, so ist dann auch x« bestimmt.
Man nennt u die auf den Abstand » bezogene Masse des
Korpers. Bei gegebenem « ist dann das Arbeitsvermogen dieses
Ringes von der Masse « ebenso gross wie dasjenige des gegebenen
Korpers. In GL 1 kann von den Grossen u« und » eine gewihlt
werden. Setzt man u = M, d. h. gleich der wahren Masse des
Korpers, und den zugehdrigen Abstand » =i, so wird

2) J= M2,

und man nennt ¢ den Triigheitsarm oder Triigheitshalbmesser des
Korpers fiir die Achse O. Denkt man sich die wahre Masse M
des Korpers in dem Abstande i von der Achse zu einem Ringe
oder einem Punkte vereinigt, so hat dies Gebilde das gleiche
Trigheitsmoment mit dem Kéorper.

Das statische Moment May, = 2ma bezieht sich auf eine
Ebene. Verschiebt sich die Ebene um eine Grdsse ¢, so geht der
Schwerpunktsabstand @, iber in @, + ¢, mithin 4ndert sich das
statische Moment um + Me. Das Trigheitsmoment bezieht sich
auf eine Achse. Vertauscht man die ge-
gebene Achse aber mit einer Parallelachse
im Abstande e, so lisst sich zwischen
den Trigheitsmomenten in Bezug auf” die
beiden Parallelachsen auch eine #hnlich
einfache Beziehung aufstellen, wenn die
eine Achse durch den Schwerpunkt des
Korpers geht.

Die Schwerpunktsachse S stehe recht-
winklig zur Bildebene (Fig. 328), ebenso eine Achse durch O. Die
entsprechenden Trigheitsmomente seien J, bezw. J;. Dann ist
Jy=2mr?, Jy=2me? Weil nun 02 = (¢4 )2+ y? und
r’=g>+y?, so wird 02=¢?4 2¢ax + r?, mithin J,=2Zme?
+ 22mex + Zmr? oder Jy= Me2+ 2eXma + Js. Weil aber
der Abstand x von einer durch S gehenden Ebene gemessen ist,
so wird (nach S. 126) Xma = 0, also

3) J, = Js + Me?.
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Das Triagheitsmoment in Bezug auf eine beliehige Achse ist gleich
dem Trigheitsmoment in Bezug auf die parallele Schwerpunktsachse
plus der Masse mal dem Quadrate der Entfernung beider Achsen.

Simmtliche Parallelachsen O, O, ... in demselben Abstande
¢ von S liefern gleiches Trigheitsmoment. Von allen Parallel-
achsen liefert die durch den Schwerpunkt gehende das kleinste
Tragheitsmoment.

Trigheitsmoment der materiellen geraden Linie. Ein gerader
Stab von der Léinge s und dem Querschnitt 7' sei an einem Ende
A an der als Drehachse dienenden -

: Fig. 329.
Achse befestigt, withrend das andere Ende
B durch eine masselose Stange b mit der ds g
Achse verbunden sei. Ein Massentheilchen b
= -

e 18 dann-nach: S. 38 — %Fds und

liefert zum Trigheitsmoment J den Beitrag dJ = %Fdsy‘-’; es

ist aber ds:s=dy:b, mithin
e AL e

i 55’ v B

g
oder, weil die Masse des Stabes M = %Fs:

4) J =1/3 Mb2.

~ Setzt man dies = ub?, so ist die auf den Endpunkt B oder auf
den Abstand b bezogene Masse des Stabes

5) u=1sM, Fig. 330.
wihrend der Trigheitshalbmesser T
gl e b
6) L—VM—]/3—O,57;b ;
wird. Dieses Drittel der Masse des Stabes, im Punkte v

B angebracht, oder die ganze Masse des Stabes zu
einem Punkte im Abstande 0,577 b von der Achse verdichtet, liefern
dasselbe J wie der Stab.

Fir a = 90° (Fig. 330) gelten dieselben Werthe; nur ist
hier gleich der Lénge s des Stabes.
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Trigheitsmoment einer materiellen ebenen Fliche (Scheibe),
Trigheitsmomente in Bezug auf Achsen OX und OY in der Ebene
der Figur (Fig. 331) nennen wir Durchmesser-Triigheitsmomente .J,
und J,. Es ist J, = Imy?, J, = Sma?,

ihre - Summe J, 4+ J, = Im (2> + »?) Fig. 331.
= 2m@? letzterer Werth ist aber das b
Tragheitsmoment ./, in Bezug auf die Achse m
O rechtwinklich zur Fliche und heisst das o 2V

: X
polare Trigheitsmoment. -
7) gD, R

Es ist in Bezug auf einen Pol O das

polare Tragheitsmoment einer ebenen Fliche gleich
der Summe der beiden Durchmesser-Triigheitsmomente
in Bezug auf zwei rechtwinklig zu einander stehende,
durch den Pol O gelegte Durchmesser. Eine gemein-
schaftliche Drehung der Durchmesser um O #ndert diese Summe
nicht, weil J, dadurch nicht beeinflusst wird.

Trigheitsmoment einer materiellen Kreisfliiche. Um das polare
Trégheitsmoment in Bezug auf den Mittelpunkt O (Fig. 332) zu
erhalten, nehmen wir einen Ring von dem Halbmesser ¢ und der Dicke
do heraus. Dieser liefert, wenn 0 die Dicke der Scheibe, den Beitrag

dJ = ;—(;6- 20mdo - 02, daher ist Fig. 332.
;} : or y 114
J=—é-27rg 2do—"0am
0 g bo@ o g 9
M2
8) J() = 2 ’

= /2 M (bezogen auf ), i = »V 12 = 0,707 r.

Da simmtliche Durchmesser des Kreises gleichwerthig sind,
so wird hier J, = J,, mithin J, + J, = 2J,=J,, oder
Me? g ourtn
TR T

Trigheitsmoment einer mat. Rechteckfliche. Das Trigheits-
moment des Rechtecks von der Breite d, der Héhe & (Fig. 333) in
Bezug auf eine Kante 4 B = d lisst sich unmittelbar aus dem eines
Stabes ableiten. Theilt man das Rechteck in lauter gleiche Streifen

9) T =J,=
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von der Hohe %4, so ist, nach Gleichung 5, die auf den Abstand A
bezogene Masse jedes Streifens !/3 der wahren Masse. Das gleiche
Verhiiltnis gilt dann auch fiir das ganze Rechteck,

A Fig. 333.

und es ist in Bezug auf A4 B: AR

T= s Mk = VslL 6. d- b3, |

g e g —-{’h

Eine zu 4 B parallele Achse durch den Schwer- :

punkt S hat von A B den Abstand e = Y2k, , B_‘[
mithin ist e

10) Jg=YsMh>— Va MAh? = Yy, Mh2 = ilé g 6-d- hd.

Fir das Trigheitsmoment in Bezug auf eine Schwerpunkts-
achse, parallel mit 2 wiirde ebenso !/12 M d? entstehen, mithin fiir
das polare Trigheitsmoment J, = Y12 M (d? + A?) = Y12 M D?,
wenn 0 die Diagonale bedeutet.

Trigheitsmoment einer mat. Dreieckfliche von der Grundlinie d,

der Hohe % (Fig. 334). Zum Trigheitsmomente J, in Bezug auf
eine Achse CX || d liefert ein Streifen ady den

Fig. 334.

P 0-
Beitrag d.J = ?6 S Al — i{; —zily?’dy (wegen
z:d=y:h), daher ist

_Zc‘)-d(h3 _ pad-B3 MR
Jo = e Log/dg/— 0 e

>darin bezeichnet o die Dicke der Platte. In Bezug auf eine
Schwerpunktsachse || d ist wegen des Abstandes ¢ = 2/3 h:

o A M g
) ']S_J”"M-_h_Mh< )“W“} T s

2 9

9

Trigheitsmoment eines mat. Trapezes. In
Bezug auf eine Achse in der Mitte der Hohe
(Fig. 335) ist das Triigheitsmoment J; offenbar
ebenso gross wie dasjenige des gestrichelten
flichengleichen Rechtecks, da die von unten nach
oben verdrehten Dreiecke in beiden Lagen die

gleichen Beitrige liefern; es ist also J, = % he s

Der Schwerpunkt liegt, wie man aus GL. 8, S. 129, leicht findet, um ¢ = % Z
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unterhalb der Mitte, daher ist in Bezug auf die wagerechte Schwerpunktsachse
M MK (a — b)?

Jg= o B (a o Dies lidsst sich zusammenziehen zu
M h? 2ab
12 ] e
) Lot st +,b)2)’

in welcher Formel selbstverstindlich diejenigen fiir Rechteck und Dreieck als
Sonderfiille enthalten sind.

Triigheitsmoment eines Cylinders iiberall gleicher Dichte, von
der Lénge 7, bezogen auf seine geometrische Achse. Der Cylinder
lasst sich in lauter Scheiben von gleicher Dicke zerlegen, die
simmtlich gleich viel zur Masse sowie zum Triigheitsmomente bei-
tragen. Daher muss gelten, wie fiir die mat. Kreisfliche (Gl. 8)

2 4
13) o Mo s T R L
2 g2
Fir einen Ring von den Halbmessern » und R, der Liinge /
ist J, der Unterschied der Trigheitsmomente der Cylinder der
Halbmesser # und r, d. h.

== 77 (R*— %) 1, und weil

e %n(m-ﬂ) I

14) Jy = Yo M(R? + ).

Trigheitsmoment eines Kegels in Bezug auf seine geometrische
Achse (Fig. 336). Fiir einen Umdrehungskorper gilt, wenn man
ihn in Scheiben, rechtwinklig zur Drehachse,
vom Halbmesser y und der Dicke da zerlegt,
dass diese Scheibe zum Trigheitsmomente den
Beitrag liefert

Fig. 336.

>

y @
15) =——j tda:
g Y

Diese Formel gilt fiir alle Umdrehungskérper. Die Beziehung
zwischen y und & richtet sich nach der besonderen Art der
Meridianlinie.
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Beim Kegel ist y: b = @: a, daher

_o AR s i bt
J—g 7 a4J0x s 10
L
mithin, weil M = < = 2
g 3
16) J=%Mb‘~’; i=1bV03=0sD,
und, auf den Abstand b bezogen:
u=03 M.
Fir ein Umdrehungsparaboloid wird mit 2 = 2 pa
17) J=13 Mb%; = 0ps11b; u="1YsM.

Trigheitsmoment der Halbkugel (Fig.337). Esist y2=172—22,

:_71174_ 2,2 4 oy B S A
daher I - 25.0(7' 27222 4+ aY) da 3097.”’

Fig. 337.

oder, weil M = zZr%r:
3 g

18) J =04 Mr2; i=rV04=0g32r
und, auf den Abstand » bezogen:
19) i — O

Fir die ganze Kugel ist sowohl J wie M doppelt
so gross, daher gelten die gleichen Verhiltniszahlen.

Geometrische Triigheitsmomente. Setzt man in den Ausdriicken
der Trigheitsmomente fiir ebene Flichen die Masse der Flichen-

einheit % 0 =1 und in denen fiir Korper die Masse der Korper-

einheit % =1, so erhélt man fiir die Triigheitsmomente Ausdriicke,

die nur von der geometrischen Form der Flichen bezw. Korper

abhiingen. Fir die Massen treten dann die Flichen F bezw. Korper-

inhalte 7 an die Stelle. Diese Werthe der Trigheitsmomente nennt

man geometrische Trigheitsmomente. Die Werthe sind:
Fir die Kreisfliche J, = Y2 Fr?2 = Yaprtm;

20) S — A Hpt L
Fir das Rechteck in Bezug auf eine Mittelachse
21) J =12 dp® = Y12 Fh2.

Keck, Mechanik. 18
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Fir das Dreieck in Bezug auf die Schwerpunktsachse
21) o =W /s6idhd — Vg W2,
Fir das Trapez in Bezug auf die Schwerpunktsachse
2 ab_) LB 2ab )
(@ + b)? 36 a+ b’

99) J:iFh2<1+ (a+b+

18
Fir den Cylinder
23) Ji—Yalr2 — sl is)
Das geometrische Trigheitsmoment einer Fliche ist wegen der

Form F'i? vom vierten Grade, das eines Korpers wegen der Form V72
vom fiinften Grade.

Geometrisches Trigheitsmoment eines ringformigen Um-
drehungskiorpers. Ein Theilchen d F der Meridian-Figur (Fig. 338)
liefert zum geometrischen Triig-
heitsmoment J in Bezug auf die
geometrische Achse den Beitrag

dJ = dVa® = 2 awdFa® (G ¥
=2ma2%dF, daher ist iR

24) J=2nf23dF.
Legt man durch den Schwerpunkt der Meridianfigur eine
Achse, parallel der Umdrehungsachse, und hat d F von dieser Achse
den Abstand u, so ist
x=wm+ u; 2=+ 322u + 3ayu’ + ud,
mithin, weil z, fir die Integration unverfinderlich:
J=2a{2®F + 3a? fdFu+3a, fdFu? + SdFu}.
Nach dem Satze von Guldin (S. 137) ist aber der Rauminhalt des
Korpers V = 272, F; ferner fdFu=0 (nach S.126); endlich
JdFu? das geometrische Trigheitsmoment der Meridianfigur in
Bezug auf die zur Umdrehungsachse parallele Achse durch ihren
Schwerpunkt; dies werde J genannt, so dass
25) J=Val+ 6na,3 + 27 f dFu.
Ist die Schwerpunktsachse der Figur eine Symmetrieachse derselben,
so wird f'd F'u® =0, da dFu?in gleich viel positiven und negativen
Elementen auftritt, daher

(&Y
26) G Vw02+6nm03=V<x02+ 3%)

Fig. 338.

(Fir einen sehr diinnen Ring wire bekanntlich nach GL. 1 J= V,2.)
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Ist die Meridianfigur ein Kreis vom Halbmesser o (Fig. 339), so wird
3 = 1s Fa?, mithin Fig. 339. Fig. 340.
J=V (zs® -} 3/sa?.

R —— R----——-
Fir ein Rechteck als erzeugende P oA i
Figur (Fig. 340) ist S=F+ 12 (R—r)?, & il

zy =12 (R + »), somit
T=V{Ya(R+ )+ Ys(R—1)}
=YiV{R 4 2Rr+r*+ R —2Rr 4}
=12 V(R? 4 r?), ibereinstimmend mit Gl 14, S. 272.
Trigheitsmoment eines aus 2 Theilen bestehenden Korpers. Legt
man (Fig.341) durch die Schwerpunkte S, und S, der beiden Theile und
durch den Gesammtschwerpunkt S parallele
Achsen, sind ¢;, e, und ¢ die Abstinde der
Achsen, J; und J, die Trigheitsmomente
der Theile beziiglich der eigenen Schwer-
punktsachsen, so ist fir den ganzen Korper
und seine Schwerpunktsachse (GI. 3, S. 268)
J=J + Mie? + Jy + Myey?.
Weil aber Mye, = Me; und ¢, + ¢ = e,
st g
M, + My
Man kann auch schreiben:
J=Jy 4 Sy + Myeep + Myeyen
=J, + Jp + Mye (o + )
=7+
Ml M2 02
M+ 25

Fig. 341.

9

@

7
\Sﬂ

7
R

-0 .
~

-1

©

A8

so wird e

217) J=J + J, +

3. Winkelbeschleunigung.

Soll ein Korper sich gleichformig um eine feste Achse
drehen, so muss die Momentensumme der dusseren Krifte in Bezug
auf die Achse Null sein (S. 219) Ist die Momentensumme von
Null verschieden, so erfolgt die Drehung nicht gleichférmig, sondern
mit einer Winkelbeschleunigung e. FEbenso wie bei der

geradlinigen Bewegung die Beschleunigung p = % (8. 15), so ist

)
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die sekundliche Zunahme der Winkelgeschwindigkeit die Winkel-

beschleunigung
dw
l) € = E‘t—.

~ Die Beziehung zwischen der Winkelbeschleunigung ¢ und deren
Ursachen, den #usseren Kriften, kann man aus dem Satze vom
Arbeitsvermdgen ableiten, indem man diesen auf ein Zeittheilchen d ¢
anwendet. Die Zunahme an Arbeitsvermdgen kann dann nach Gl. 4
(S. 267) geschrieben werden !/2Jd (w?) = Jwdw. Die ent-
sprechende Arbeit aber findet man in folgender Weise: Eine der
dusseren Krifte sei P und liege im Allgemeinen
windschief zur Achse O. Das gemeinsame Loth
zwischen der Kraft P und der Achse sei »; man
zerlege die Kraft P im Fusspunkte 4 von » in
eine Seitenkraft Z, parallel mit der Achse O, und
eine Seitenkraft K, welche die Achse rechtwinklig
kreuzt. Die Kraft. Z hat in Bezug auf O das
Moment Null und verrichtet auch bei der Drehung
keine Arbeit, weil sie rechtwinklig zur Bewegungsrichtung des
- Punktes 4 steht. Die Seitenkraft K aber hat das Moment K
und verrichtet bei der unendlich kleinen Drehung um den Winkel
wdt die Arbeit Krwdt. Fir simmtliche Punkte des Korpers ist
in einem Augenblicke die Griosse wdt die gleiche. Verfihrt
man mit allen #usseren Kriften ebenso wie mit P, so wird die
Arbeitssumme dU, = wdt2 Kr. Darin ist 3 Kr die Momenten-
summe der dusseren Kriifte in Bezug auf die Drehachse, schreiben
wir dafir M, so wird nunmehr Jodw = wdtIM, mithin

do m

2) & — WE Ty
Ebenso wie bei der Verschiebung die Beschleunigung p = R: M
= Kraft : trige Masse, so ist bei der Drehung um eine
feste Achse die Winkelbeschleunigung = Kraftmoment : Triigheits-
moment. i
Wihlt man einen bestimmten Drehungshalbmesser oder Hebel-
arm 7, so ist an dessen Endpunkte die Umfangsgeschwindigkeit
v = rw, die Umfangsbeschleunigung oder Tangentialbeschleunigung

3) p,=rdw:dt =re;

Fig. 342.
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bringt man nun das Kraftmoment 9t auf den Hebelarm », setzt
M = Kr und schreibt J = w2, so wird aus Gl. 2 und 3

Mr Kr?
p,=re=— = e oder

4) pt=_’

d. h. wenn man Alles auf den gleichen Abstand oder Drehungs-
halbmesser » bezieht, hat man wie bei einer Verschiebung:

Kraft
Masse’

Auch Gl 4 (S.267) fur das Arbeitsvermdogen kann man ent-
sprechend umformen. Setzt man am Ende des Armes » die
Anfangsgeschwindigkeit ¢ =rw,, die Endgeschwindigkeit v = rw,
J = pur? so wird aus 2 (w?— w,?) J=Ws:

12 (w2 —cH)u= A oder
uv:  ue
d R
wie (S. 266) fir die Verschiebung eines Korpers.

Man kann Gl 2, I = J auch mittels des Satzes von d'Alembert
(S. 139) ableiten. Ist in einem Augenblicke  die Fic. 343.
Winkelgeschwindigkeit, ¢ die Winkelbeschleunigung, so 5 :
fithrt ein Punkt des Korpers im Abstande » von der mre?
Achse (Fig. 343) eine ungleichformige Kreishewegung anzs
mit der Geschwindigkeit v = » » und der Tangential-
beschleunigung p, = re aus; die Centripetalbeschleu-

Umfangsbeschleunigung =

5) = Q[;..,

nigung ist p, = v’ : »r = r®’. Diesen entsprechen 0
die Erginzungskriifte mre bezw. mr?. Deren
Momentensumme in Bezug auf 0 ist —eXmr?=—c¢cJ.

Den gleichen, aber entgegengesetzten Werth muss auch die Momentensumme I
der #dusseren Krifte haben, d. h.
6) Wt =—r= /i

4. Physisches Pendel.

Ein Korper, der um eine nicht durch den Schwerpunkt gehende
wagerechte Achse drehbar ist und unter alleiniger Wirkung der
Schwere steht, bildet, wenn er in der sicheren Gleichgewichtslage
nicht die Geschwindigkeit Null hat, ein Pendel, welches, zum
Unterschiede von dem aus einem einzelnen Massenpunkte m mit
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gewichtlosem Faden bestehenden, S. 76 behandelten, mathematischen
Pendel, physisches Pendel genannt wird.

Der beliebig gestaltete Korper sei zunichst
so festgehalten, dass der Schwerpunkt S
(Fig. 344) in gleicher Hohe mit der Achse O
liegt, und werde nun losgelassen. Es soll die
Winkelgeschwindigkeit w berechnet werden, mit |
der der Drehungshalbmesser O 8 = ¢ des
Schwerpunktes durch die Lothrechte hindurchschwingt.

Wendet man auf die Bewegung S.S;, den Satz der Arbeit an,
so ergiebt sich (nach 8. 267) Y2 w2J—0 = Mg e, mithin

Ist der Kérper ein Stab, eine materielle Gerade von der
Linge a (Fig. 345), so ist Fig. 345. Fig. 346.

€= 1/2 ae — l/3 Md2, OCS' —————— G 0 a (I;)
i |
III

mithin | /
PHTTRR e / /

a

2) o =Vg 07 J 'I // //
L a { v v

i S 120
. . i - S
und die Umfangsgeschwin- i T o

digkeit bei C:

S v=aw=V3ga,

wihrend fiir einen Massenpunkt am Ende einer gewichtlosen Stange
von der Linge a (Fig. 346)

4) v=1V2ga sein wirde.

Schwingungsdauer des physischen Pendels. In einer beliebigen
Zwischenlage (Fig. 347), in der OS mit der Fig. 347.
Lothrechten den* Winkel ¢ bildet, ist das 0
Moment :

M = Mg esind,
daher die Winkelbeschleunigung

Mg e sin v
=",
Jo
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Fiir ein mathematisches Pendel aber von einer Pendellinge /
ist bei demselben Abweichungswinkel ¥, weil J = m12,

Pell mglsing _ gsind
AP U
Beide Beschleunigungen ¢ und & sind verhiltnisgleich mit

sin @ und stimmen vollig tiberein, wenn

Mge: g

£ N

d. h. wenn

JO .
5) = -M—e— ist.

Wihlt man die Linge des mathematischen Pendels nach GL 5
und giebt beiden Pendeln einen gleichen Anfangswerth vonm ¥, bei
dem die Geschwindigkeit Null war, lisst also beide Pendel von
derselben Anfangsneigung aus sich in Bewegung setzen, so wird die
Beschleunigung beider Pendel fiir jeden Winkel & die gleiche sein,
daher werden beide Pendel sich iibereinstimmend bewegen, mithin
auch gleiche Schwingungsdauer haben miissen.

Bei kleinen Schwingungen ist nun fir das mathematische
Pendel die Dauer einer einfachen Schwingung nach S. 78

t:ﬂVl.
g

Setzt man hierin den Werth 7 nach Gl. 5 ein, so entsteht

g Jo
6) t —nVMge

als Dauer einer einfachen kleinen Schwingung des physischen Pendels.

Man nennt die Liinge / die Schwingungslinge des physischen
Pendels. Trigt man diese Lénge von O aus auf der Geraden OS
ab, so erhilt man mit OB = [ einen Punkt B, den man den
Schwingungspunkt des physischen Pendels nennt (Fig. 347).
Die Achse durch B rechtwinklig zur Bildebene heisst Schwingungs-
achse. Der Punkt B und jeder Punkt der Achse B in dem
physischen Pendel schwingt gerade so, als wire er ein einzelner,
mittels eines gewichtlosen Fadens mit O verbundener Massenpunkt.
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Denkt man sich durch S eine zu der Drehachse O parallele
Achse gelegt und nennt das entsprechende Trigheitsmoment des
Korpers Sy 80 18 Jp = Jg + Me?, mithin

7 l /s
) = ot

Zeichnet man um S als Mittelpunkt einen Kreis vom Halb-
messer SO = ¢ (Fig. 348) und denkt sich den Korper an einer
beliebigen, zur urspriinglichen Achse O parallelen,
durch irgend einen Punkt des Kreises gelegten Fig. 348.
Achse O, aufgehingt, so ergiebt sich fiir diese
neue Aufhingung die Schwingungslinge nach Gl. 7
von derselben Grosse wie bei der Aufhingung in
O. Alle Seiten eines geraden Cylinders, der den
genannten Kreis zum Grundkreise hat, sind hier-
nach Achsen gleicher Schwingungslinge und
Schwingungsdauer fiir den Korper.

Hingt man den Korper aber an der Schwingungsachse B auf
(Fig. 349), so hat man ein physisches Pendel von der Schwingungs-
linge 7;, woftir sich nach GL 7 ergiebt, indem
man e mit  — ¢ vertauscht:

! Is !
1 W__e) + (I —e).
Weil aber nach GL.7 J,= Me(I—e), so erhilt man

_ Me(l—e) Sl
8) ll_m+l 6—1,

d. h. das an der Achse B aufgehiingte Pendel hat

die gleiche Schwingungslinge wie das um die Achse O schwingende.
Trigt man 4, =7 von B aus auf BS auf, so erhilt man O als
Schwingungspunkt und die Achse O (rechtwinktig zur Bildebene)
als Schwingungsachse fiir die Drehachse B. Die Parallelachsen O
und B liefern gleiche Schwingungslinge und gleiche Schwingungs-
dauer, oder sind mit einander vertauschbar. Das Pendel ist beziiglich
der Achsen O und B umkehrbar. Ein Kreis um S mit dem Halb-
messer SB hat dieselbe Bedeutung wie der Kreis mit dem Halb-
messer SO (Fig. 348).
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Siammtliche Achsen, rechtwinklig zur Bildebene, welche durch
irgend einen Punkt einer der beiden Kreislinien gelegt werden, sind
fir den Korper Drehachsen mit iibereinstimmender Schwingungs-
lange /.

Nach GL 7 ist die Schwingungslinge / von ¢ abhingig. Fasst
man ndmlich bei der Vergleichung nur Achsen ins Auge, die zur
Bildebene rechtwinklig, d. h. mit der urspriinglichen Drehachse O
parallel sind, so ist Jg: M ein konstanter Werth = i2 (wo ¢ der
der Achse S entsprechende Triigheitshalbmesser ist). Wird nun e
grosser und grosser, verschiebt sich also die Drehachse immer
weiter vom Schwerpunkte, so ndhert sich der erste Summand der
rechten Seite von GIl. 7 mehr und mehr der Null, wihrend der
zweite fortwihrend zunimmt; daher wird fir ¢ = oo auch I = oo
und ¢ = oo. Geht aber umgekehrt ¢ gegen Null, so wird ebenfalls
! =occ und ¢ = oo, d. h. wenn die Drehachse durch den Schwer-
punkt geht, so ergiebt sich, wie auch schon von S. 148 bekannt,
kein Drehmoment, so dass auch keine Schwingung zu Stande
kommen kann. Es muss daher einen Werth von e geben, fiir den
/ ein Minimum wird.

Schreibt man zur bequemeren Ubersicht / = y, ¢ = #, und
untersucht

9 -
) Y= E —!— &
L cnady 42 :
auf Minimum, so ist =~ = — — + 1 = 0 zu setzen. Dies ver-
da 22

langt # = +i. Eine besondere Untersuchung, ob hierbei ein
Maximum oder Minimum vorliege ist nicht erforderlich; denn den
fir # =0 und 2 = oo eintretenden Grésstwerth y — oo kennen
wir bereits.

10) P — b

oder in der friheren Schreibweise ¢ = + i, worin es wegen der
Bedeutung der beiden Kreise in Fig. 349 pur auf den absoluten
Werth ¢ = i ankommt, ergiebt die Schwingungslinge

9
Z=%—|—i=2i, ALY it S SN o
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Fiir eine Drehachse O, welche von S um i = V— entfernt ist,

wird also die Schwingungslinge
11) lnin = 21 = 2e,

womit die beiden Kreise in Fig. 349 zusammenfallen.

Die Darstellung der Gl 9 ist eine Hyperbel, deren eine
Asymptote die Ordinatenachse, wihrend die andere, durch den
Anfangspunkt gehend, den rechten Winkel der
Koordinatenachsen halbirt. @ =i und ., =24
sind in der Figur angegeben.

Bekanntlich werden Pendelversuche benutzt
zur Ermittelung der scheinbaren Fallbeschleuni-
gung ¢ an verschiedenen Stellen der Erde; aus

e ;
t=wmx | — wird g = {x%:¢>. Hieraus kann
g

man ¢ berechnen, wenn man fiir ein Pendel
die Schwingungslinge 7 und die Dauer ¢ einer
einfachen Schwingung kennt. Letztere lisst sich durch Zihlung
der Anzahl der Schwingungen wihrend einer lingeren Zeit fest-
stellen. Die Schwingungslinge konnte man wohl nach GL 5 S. 279
berechnen, jedoch nicht mit der erforderlichen Genauigkeit fiir feine
Messungen, wie sie zur Ermittelung von ¢ nothig sind. Denn kein
Korper lisst sich so gleichmissig herstellen, dass man J, und das
statische Moment Me¢ mit grosser Schirfe durch Messung und
Rechnung zu bestimmen vermdchte. Wohl aber dient zur scharfen
Bestimmung der Schwingungslinge / die Eigenschaft des Pendels,
dass Drehachse und Schwingungsachse mit einander vertauschbar
sind. Man stellt also ein Pendel her mit fester Schneide (Dreh-
achse) O, berechnet annihernd 7, bringt in diesem Abstande
!= OB eine Gegenschneide B an und verstellt an dem Korper
verschiebbare Gewichte so lange, bis das Pendel, ob in O oder in
B aufgehiingt, gleiche ‘Schwingungsdauer zeigt. Dann ist, wenn B
und O nicht in derselben Entfernung vom Schwerpunkte liegen,
wenn also B nicht den Punkt O, in Fig. 349 bedeutet, OB = 1
die Schwingungslinge, die zwischen den Schneiden mit grosser
Schirfe gemessen werden kann. FEin solches Pendel heisst ein
Umkehrungspendel (Reversionspendel).
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Ist der Korper ein diinner prismatischer Stab von der Linge @
(Fig. 351) und an seinem oberen Ende aufgehiingt, so ist J;, = 1/3 M a?,
¢ = /2 ¢, mithin die Schwingungslinge (Gl. 5)

2 Ma? 2
12) L= St mr e Fig. 351.
0
Die Achsen O, O;, B und B, liefern gleiche % _\\\
Schwingungslinge. 3 p \\
I AR
Die Beobachtung der Schwingungsdauer eines f ,’f: i s\\' ‘}
- vl !
als physisches Pendel eingerichteten Korpers kann | || / /
auch benutzt werden, um dessen Trigheitsmoment «f /
in Bezug auf die Drehachse zu bestimmen. | B2t
G1. 6 liefert nimlich 7

13) Jo=:Mg et 7w,

Hat man (Fig. 352) den Punkt 4 bestimmt, der in der sicheren
Gleichgewichtslage lothrecht unter O liegt, so kann man mittels
der Aufhidngung des Korpers nach Fig. 352
durch das den Korper im Gleichgewichte
haltende Gewicht P das statische Moment
Mg e = Pa finden. Beobachtet man sodann
noch ¢ fir kleine Schwingungen, so bestimmt
sich J; nach Gl 13.

Fig. 852.

Soll das Trigheitsmoment .J eines
Korpers in Bezug auf eine Schwerpunktsachse bestimmt werden,
um welche keine Schwingung entsteht, so lisst man den Kérper
um eine zeitweilige Achse B schwingen
(Fig. 353), bestimmt .J, = J;, nach GL 13 Fig. 353.
und findet daraus J = J, — Me2.  Oder,
wenn die Befestigung einer besonderen Achse
oder Schneide nicht ausfiihrbar, so verbindet
man mit dem Korper eine Erginzungs-
masse M, derartig, dass sich beide Massen
nicht gegen einander verriicken konnen.
M, muss so gewidhlt sein, dass man dessen
Beitrag zu J und Mge leicht bestimmen
kann. Bringt man 2/, so an, dass: es nunmehr mit dem gegebenen
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Korper ein mdgliches Pendel bildet, so kann man leicht das Gesammt-
Triagheitsmoment und daraus das Triigheits- Fig. 354.
moment des gegebenen Korpers berechnen.

Ein diinner Ring vom Halbmesser #, nach
Fig. 354 um eine Schneide schwingend, hat,
wegen J, = M~r?, nach Gleichung 7 die
Schwingungslinge
="

5. Beschleunigte Bewegung einer Seilrolle.

Um eine Seilrolle von der Masse M (Fig. 355) sei ein villig
biegsamer Faden geschlungen, an dessen Enden ungleiche Massen
M, und M, hingen. Es soll die Umfangsbeschleunigung p der
Rolle berechnet werden ohne Riicksicht auf Zapfenreibung und
Seilbiegungswiderstand und unter der An-
nahme, dass ein Gleiten des Fadens auf der
Rolle nicht stattfindet. Die Masse M, erfihrt
die Beschleunigung p abwirts, die Masse A, 5
dieselbe Beschleunigung aufwirts. Die Spann- LP
krifte der Seilsticke sind nicht etwa M, g
und M, g, denn diese Gleichheit findet nach
S. 86 nur statt, wenn die Massen keine Be-
schleunigung erfahren. An der Masse M, pT e Mz[:lll’
muss die Mittelkraft M, g — S, = M, p, mithin Myg

Mg

1) 8§ =Mg— Mp, vzw. <Mg

sein, weil M, g und S, zusammen die Beschleunigung p erzeugen
Ebenso muss an der Masse M, die aufwirts gerichtete Beschleuni-
gung p durch die aufwirts gerichtete Kraftsumme S, — 21,9
hervorgebracht werden; S, — M, g = M, p, mithin

2) Sy = Myg + Myp, w.zw. > Myyg.

Kann der Faden als gewichtlos betrachtet werden, so wird die
gesammte Seilreibung, welche die Rolle zu beschleunigter Dreh-
bewegung veranlasst, gemessen durch den Unterschied der Spann-
krifte S, und S,, daher wird nach Gl 4, S. 277, up = 8, — S,
wenn w« die auf den Umfang bezogene Masse der Rolle ist.
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Also  up=Mg— Mp— Myg— Myp,

p (M + My + ) = Mg — Myg, oder
3) p=Mlg—Mzg i M— M,
M, + M, + u M, + My + u

In dieser Gleichung erscheint also der Gewichtsunterschied
M, g — M, g als treibende Kraft, als trige Masse aber die Summe
aller Massen, die an der Beschleunigung p theilnehmen, d.h. M,
M, und die auf den Umfang bezogene Masse u.

Eine Vorrichtung nach Fig. 355 ist die Atwood’sche Fall-
maschine; sie dient, da p mit ¢ verhéltnisgleich ist, zur Vor-
fiihrung der Gesetze der Fallbewegung in verkleinertem Mafsstabe,
weil die wirkliche Fallbewegung unbequem schnell erfolgt.

Beispiel 1: Ist g = 1%z und (nach S. 270) das auf den Umfang bezogene
Gewicht der Rolle pg =1pke, Mg=4, M,g = 3,0k, so wird, wenn man
in Zihler und Nenner statt der Massen die g mal grosseren Gewichte einfiihrt,

i 4 — 39 0,1 g
Pl e, Y Be agEn
die Bewegung der angehiingten Massen erfolgt daher nur mit !/ss der wahren
Fallbeschleunigung.
Will man auch die Zapfenreibung mit der Reibungsziffer f und dem
Zapfendurchmesser d beriicksichtigen, so wird
der Zapfendruck D = S, S, + Mg; es ist, wie vorher,
8= Mg — Mp
Sy = M,g |+ M,p und daher
D= (M~ M + M) g— (M — M) p
mit dem Momente /2 Dfd. Sonach wird, wenn » der Rollenhalbmesser,

d
//p:S]——SJ—DfW

d d
=Mg—Mp—Mg—Mp— (U+W+ M)gf5—+Mh—M)pfo—
und daraus

a
My — M, — (M~ M, + M) f D

4) Py T
M+ My +p— (M — M) f‘)_r
Mit d:2=1:25, f=0,8, Mig—4, Myg—39, Mg=1, pg= 0,5k wird
i 0,1 — 0,014 g
e 8,4 — 0,00016 Tohree 100°
Hiernach wird S; =4 (1 — 0,01) = 3,96 kg, S, = 3,9 (1 4 0,01) = 3,04 kg. Damit

kein Gleiten des Fadens entstehe, muss nach S. 233 % =< o1 sein, worin

2
f, die Reibungsziffer des Fadens, « = =. Dieser Bedingung wird schon fiir
fi = 0,007 gentigt. Der Seilbiegungswiderstand ist hierbei vernachlissigt, da
der Faden sehr dimn.
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Beispiel 2: Gleiche Massen M, mdgen an 2 mit einander verbundenen
Rollen von ungleichen Halbmessern £ und » hiingen (Fig. 356); es soll die Um-
fangsbeschleunigung p der grésseren Rolle berechnet werden; die der kleinen ist
dann pr: R. — Die Fadenkriifte sind S, =M, 9 — M,p; S,=M, 9+ M, pr: R;
die Winkelbeschleunigung der Rolle ohne Riicksicht auf Reibung (nach S. 276)

2

b Mg R—Myp R—M,gr—Myp Fig. 356.
e TRY = PYE : \
mithin, weil Re = p, .
i BN YOt LY G Y i 2
mp = Mg 1P ‘]gR M p R
folglich
Py vp
: w (1 - %)
5 () 2 ¥ X S
n Sz 1
M, (1 a5 733—) il e
e
s M, M, | o M,
Fir R = 2r wird dann p = g 7——>—, wobei -
) Mk

zu beachten, dass p auf den Abstand R bezogen ist.

Beispiel 3: Hingen die Massen M, und M, nicht frei herab, sondern

gleiten sie mit Reibung auf Fig. 357.

schiefen Ebenen mit den Nei-
gungswinkeln a; u. a, (Fig. 357),
withrend an dem Rollenkérper
keine Bewegungswiderstinde
auftreten, so entsteht an der
Masse M, eine treibende Kraft
M, g sin a;
und eine hindernde Reibung,
daher ist

S, = Mygsina, — fMygcosa, —Mp;
ebenso ist S, = M, g sin a, ++ f M, g cos o, + sz%;
wie in Beispiel 2 wird nun gz Rp = S, R — S,r und demnach

M, (sin a; — f cos a;) — M, (sin a, - f cos a,) %
6) P 2

Biirew—Riund e, —a =— 900 ont~
steht Gl S itir M, — 0, ) — a; — 9010
entsteht Gl. 5.

Hitmd o 900 S o e
(Fig. 358) ergiebt sich

M —s M,

Y P=90 0, +
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6. Widerstinde der festen Drehachse eines Kirpers
bei heschleunigter Drehbewegung.

An der Achse des Korpers mdgen an 2 Lagerstellen 4 und B
die Widerstinde 4 und B auftreten, welche die Aufgabe erfiillen,
die Achse unbeweglich zu halten. Es mdgen an dem Korper
bewegende Krifte [K| wirken. Sind w und & die augenblickliche
Winkel-Geschwindigkeit und Beschleunigung, so hat ein Massen-
punkt eine daraus zu ermittelnde Beschleunigung p, welcher eine
Ergénzungskraft —mp entspricht. Es muss nun nach dem Satze
von d’Alembert die Gruppe dieser Krifte [—m p] im Gleichgewichte
sein mit den Widerstinden 4 und B und der Gruppe der sonstigen
dusseren Kriifte [K]. Hiernach konnen A und B gefunden werden,
wenn man die Kriftegruppe [—mp] kennt.

Zusammensetzung der Erginzungskrifte —m p bei ungleich-
miissiger Drehbewegung. Ein Massenpunkt im Abstande o von
der Achse (Fig. 359) fithrt eine Kreishewegung aus. Seine Tangential-
beschleunigung ist p, = o¢, seine Centripetalbeschleunigung p = ow?
(S. 88). Die ent-
sprechenden Ergén- Fig. 359. Fig. 359a.
zungskrifte sind die
Kraft moée (links
herum) und die Cen-
trifugalkraft m o w?.
Die Drehachse wihlen
wir zur a-Achse; 4
sei der Anfangspunkt
des  Achsenkreuzes
(Fig. 359). In einer

besonderen Figur
(359a) sei der Korper in der Richtung der Drehachse, also auf die
yz-Ebene projizirt, weil die Beschleunigungen p, und p, und ebenso die
entsprechenden Krifte in dieser Projektion am deutlichsten erscheinen.
Bildet der Halbmesser 0 = A P mit der A Y den Winkel ¥, so ist

gcosy — y; o8inY = 2.

N

S
\,

4 b3
£3

-\ﬂ‘“

o
‘\
\\
‘Q\
:

Die Kraft mow? liefert in der positiven »-Richtung die Seitenkraft
moEw? cos ¥ = myw?, in der positiven z-Richtung die Seitenkraft
mQw?sin¥ = mzw?.  Ebenso giebt die Kraft moe die ent-
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sprechenden Seitenkrifte moesin 9 = mze bezw. — moe cos @
e my&‘.

Diese Seitenkrifte sind in Fig. 359 eingetragen. Denkt man sich
solche Krifte fiir jeden einzelnen Massenpunkt angebracht und setzt
diese Kriftegruppe nach S.112 zusammen, so erbilt man 8 durch den
Punkt 4 gehende Seitenkrifte X, ¥, Z und 3 Kriftepaar-Achsen
M, My, M,. In der 2-Richtung ergeben sich keine Seitenkriifte.
In der positiven y-Richtung entsteht ¥ = Ymyw? + Sm:e, oder,
weil @ und ¢ fiir alle Punkte dieselhen Werthe haben und ausserdem
Smy = My,, Xmz= Mz, (mit y, und z, als Koordinaten des

Schwerpunktes), 2 o M, % Mgl
In gleicher Weise wird Z = Mz w? — My,e. Zur Ermittelung
der Kriftepaar-Achse 9, gehen wir am einfachsten auf die ur-
spriinglichen Krifte mow? und moe zuriick, da mow? in Bezug
auf 4 X kein Moment hat, moe aber das Moment — moEQ,
sodass M, = — e2'mp? = — eJ,, was nach GL 2, S. 276 selbst-
verstindlich war. Die in der z-Richtung wirkenden Krifte gehen
an der AY in einem Abstande a vorbei, liefern daher mit Riick-
sicht auf den Drehungssinn M, = — w23maz + eSmay; ebenso
ist M, = w?Zmay + e¢Zmazz. Das Gesammtergebnis der Er-
ginzungskrifte [— mp] ist also
=0
Y = My,w? + Mz e
1 Z = Mzyw? — Myye

W i—ic 7
M, = — 0 Zmaz + eXmay
M, = 0?Zmay + eZmaz.

Hiermit miissen die simmtlichen dusseren Krifte [K] und die
Widerstinde 4 und B im Gleichgewichte sein. In den vorstehenden
Gleichungen erscheinen Summenausdriicke Smay und Jmaz; um
sie zu erhalten, muss man jedes Massentheilchen 7, mit zweien
seiner Koordinaten 2y bezw. 2 multipliciren und die Glieder dann
summiren. Diese Ausdriicke sind von demselben Grade, derselben
Dimension wie die Trigheitsmomente J = Yme? und heissen
Centrifugalmomente — C. Wir wollen Xmay und Xmaz von
einander unterscheiden, indem wir neben C als Zeiger diejenige
Ordinate setzen, welche in den Summen nicht vorkommt, mithin
2) Zmay = C;; Zmaz = C,.
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Im Allgemeinen sind die Erginzungskrifte von w und & ab-
hingig, so dass auch die Widerstinde der festen Achse sich mit
w und ¢ dndern. Geht aber die Drehachse durch den Schwerpunkt,
so dass y, = 2, = 0, und sind ausserdem die Centrifugalmomente
C, und C, gleich Null, so werden ausser X =0 auch Y= Z
= M, = M, = 0, und es bilden die Krifte [— mp] nur ein IN,.
Aus den GI. 1 verschwinden dann, abgesehen von I, = — &J,,
simmtliche von w und e abhingigen Glieder, so dass die Wider-
stinde 4 und B der festen Achse sich ebenso berechnen lassen wie fiir
den ruhenden Korper. Bilden unter dieser Voraussetzung die bewegen-
den Krifte [ K] ein Kriftepaar 9t, dessen Achsenstrecke (S. 109) die
Richtung 4 X hat, so ist dies mit dem berechneten I, = — &7,
im Gleichgewichte. Weil die Normalwiderstinde der Achse zu
dem treibenden Momente nichts beitragen, die Krifte [— mp] sich
aber in jeder anderen Beziehung aufheben, so miissen in diesem
Falle die Widerstinde 4 und B der festen Achse verschwinden. Die
. Achse bedarf dann gar keiner Befestigung, der Korper fiihrt seine
Drehung um die unbefestigte Achse so aus, als wire sie fest. Eine
solche Achse nennt man deshalb eine freie Achse. Da die simmt-
lichen dusseren Krifte [K], A und B mit [—mp] im Gleichgewichte
sind, so kann man den Satz aussprechen:

Dreht sich ein Korper um eine freie Achse, so
setzen sich simmtliche #dussere Krifte an demselben
lediglich zu einem Kriftepaare zusammen, dessen
Achsenstrecke mit der Drehachse zusammenfidllt, heben
sich aber in jeder anderen Beziehung auf; die Normal-
widerstinde der Drehachse sind von der Geschwindig-
keit und Beschleunigung unabhéingig.

Ist die Drehung eine gleichformige (¢ = 0), so bestehen
die Krifte [— mp] nur in den Centrifugalkriften, deren Zusammen-
setzung liefert

X=0
Y = My,w?
Z = Mzyw?
2 M, =0
M, = — w2,
M, = w2C,.

Keck, Mechanik. 19
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Hiermit miissen wieder die iusseren Kriifte im Gleichgewichte sein.
Weil nun zur Zusammensetzung der Centrifugalkrifte die Summen
C nothig sind, so erhielten sie den Namen »Centrifugalmoment.

Ist einem Korper eine Drehbewegung um eine feste Achse
ertheilt und setzt er diese ohne weitere Einwirkung von Kriiften K
fort, so miissen die Widerstinde 4 und B mit den Kriften der
Gl 38 im Gleichgewichte sein. Diese Widerstinde sind durch die
Winkelgeschwindigkeit bedingt und verschwinden mit dieser. Ist
aber die Drehachse eine freie Achse, so heben sich die Centri-
fugalkrifte vollstindig auf, und es werden auch keine Achswider-
stinde nothig; die Drehung setzt sich um die unbefestigte Achse
fort, als wire dieselbe festgehalten. Man kann daher sagen, eine
freie Achse fiir einen Korper ist eine solche, in Bezug
auf welche die Centrifugalkrifte sich aufheben.

Einige Bedingungen fiir eine freie Achse. Die Centrifugal-
momente C, und €, werden gleich Null, wenn der Korper rechtwinklig
zur Drehachse 4 .X eine Symmetrie-

Ebene hat; wihlt man diese nimlich Hig. 440,

zur yz-Ebene (Fig. 360), so entspricht sl
jedem Massentheilchen mit positivem 2 _/ 4 \
ein gleiches mit negativem a, so dass in Lm___—__w_-_.__i-_m___

4

Zmay und maz stets je zwei gleiches
sich aufhebende Glieder - may und
— may bezw. + maz und — maz
vorkommen.  Geht ausserdem noch die Drehachse durch den
Schwerpunkt, so ist A4 X eine freie Achse. Hiernach ist fiir einen
gleichartigen Kdrper von der Form

eines geraden Prismas oder Cylin- Fig. 361.
ders die Verbindungsgerade der |

Schwerpunkte der Endflichen (Fig. : ST B
361) eine freie Achse. ]

Ferner ist 4.X eine freie
Achse, wenn man durch sie zwei rechtwinklig zu einander stehende
Symmetrie-Ebenen legen kann. Wihlt man diese nimlich zur
«y-Ebene und x:-Ebene, so liegen je zwei Massentheilchen mit
+ vy und mit — y einander gegeniiber, deren eines den Beitrag
+ may, deren anderes den Beitrag — may liefert, so dass €, = 0
wird; ebenso C, =:0.

£
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Eingehendere Rechnungen zeigen, dass jeder mnoch so unregelmiissige
Korper mindestens drei zu einander rechtwinklige freie Achsen hat.

Andere Arten der Zusammensetzung der Erginzungskrifte.
Trennt man in Gl 1 die durch den Anfangs-

; ; Fig. 362.
punkt 4 gehenden Krifte ¥ und Z in die-
jenigen Theile Y, = My w? und Y, = Mz,¢ {‘ i
bezw. Z, = Mzyw?* und Z, = — My,¢, welche \<,>S_;—-ya-—— %
allein von w, bezw. von & abhingen (Fig. 362), zf,o\e\
so lassen sich nunmehr Y; und Z, wieder zu- <« <t >

sammensetzen zu einer Mittelkraft
By = MotV 2 o = Mo,

wenn ¢ die Entfernung des Schwerpunktes von der Drehachse
bedeutet. Diese Kraft ist parallel mit der
Richtung jenes rechtwinkligen Abstandes e. 4| Fig. 363.
Y, und Z, geben in gleicher Weise eine
Mittelkraft R, = Mece, die zu R; recht-
winklig ist und, dem Sinne nach, der Um-
fangsbeschleunigung des Schwerpunktes ent-
gegengesetzt ist.

Vereinigt man die Kraft Y der Gl 1 mit der Kriiftepaar-
achse i, so ergiebt sich aus beiden eine Kraft von derselben
Grosse Y = My w2 + Mz,e, welche von A Fig. 364

aus um v
5) e % = M
Y My,w?:+ Mze s
im Sinne der positiven «-Richtung - parallel
verschoben ist (Fig. 363).
Vereinigt man ebenso Z mit ¢, so erhilt man eine gleiche Kraft
6) Z= Mzyw®— My,s, welche um
— M, w?C, — g0,
L) o Mgl e
im Sinne der positiven «-Richtung parallel
verschoben ist (Fig. 364). Auf diese beiden im
Raume sich rechtwinklig kreuzenden Krifte ist
mithin die Gruppe [— mp] auch zuriickzufiihren.
Im Falle der gleichformigen Drehung (¢ = 0) vereinfachen
sich diese Ergebnisse in der Weise der Fig. 365.

19
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Beispiel 1: Eine als materielle Gerade aufzufassende Stange von der Liinge a
schwinge unter Einwirkung der Schwere um eine durch den Endpunkt gelegte
wagerechte Achse (Fig. 366). Die Bewegung
moge von der wagerechten Lage ausgegangen Fig. 366.
sein. Hier liegt ein Fall vor, wo €, und
C, Null sind, weil AYZ eine Symmetrie-
Ebene fiir die Stange ist. Die Drehachse ist
aber keine freie Aehse; weil sie nicht durch
den Schwerpunkt geht. In einer beliebigen
Zwischenlage ist y, = ¢ sin 9; 2, = ¢ cos 3,
wobei ¢ = /2 a; ferner ist J, = 13 Ma?;
und fir die Winkelgeschwindigkeit « und
Beschleunigung e in der beliebigen Zwischenlage ‘gelten:

(nach 8. 267) e 3 — Mg o
~2:2Mgz0:3g cos &

w

Iy i
(nach S. 276) {0l Mge sin il 3 gsind
i 2 g
Die Kriftegruppe [— mp] liefert hiernach (GL 1, S. 288)
X —0:
Y:? sinﬂ——SQEOS&-{-?cos ﬁ%gszl&

=—2—Mg sin cosﬂ:—z—Mgsin‘Zz?;
ZzMTacosﬂggCOS&—ﬂ—lgs' 3 gsin
2 a 2 2 a

= 429 (3 — 3 sin2g — gsin‘l&) =%(3 + 9 cos28);
M, = Y2 Mg a sin ¥;
e (il Dif =
Mit diesen Kriften miissen die Schwerkraft M g und die Widerstinde der
Drehachse im Gleichgewichte sein. Letztere brauchen in diesem Falle, weil

M, und M, = 0 sind, nur in dem Punkte 4 der Achse anzugreifen; man
zerlege sie in ¥ und A. Dann muss

H— Y:%Mg sin 24 sein

ebenso Mg — V= —Z= —1sMg(3 + 9 cos 24),
d-h V=1YsMg(11 4+ 9 cos 2.

Der wagerechte Achsenwiderstand A ist fir % = 90°, d. h. in der An-
fangslage gleich Null, ebenso in der tiefsten Lage fir # = 0; am grossten
wird er fir # = 45°, niimlich H,,,, = 9/s My.
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Der lothrechte Widerstand ist
a0 — £/ g 5
THp o — A5 e — g
firtd — 0 s — Mg
Diese Grosstwerthe von A und ¥ sind im Verhiltnisse zum Gewicht Mg
des Stabes erheblich. Die Kraft # wirkt abwechselnd bald nach links, bald
nach rechts, je nach der Lage des schwingenden Korpers. — Von besonderer
Wichtigkeit sind diese Kriifte, wenn der schwingende Korper eine schwere Glocke
ist. Die Achswiderstinde # und ¥V miissen dann von dem sog. Glockenstuhle
ausgeiitbt werden. Der fortwiihrende Wechsel des Sinnes der Kraft A ist fiir
den Thurm besonders gefihrlich. Der Rechnungsgang ist im Wesentlichen
derselbe wie in dem vorliegenden Falle. — Wurde die Stange in der Anfangslage
(9 =90° am linksseitigen Ende etwa unterstiitzt, so war im Ruhezustande
V=1 Myg; durch plotzliches Loslassen des Endes verindert sich V auf
/s Mg. — Weitere Beispiele sollen sich auf gleichférmige Drehung beziehen.
Beispiel 2: Eine materielle Gerade 4 C (Fig. 367) drehe sich gleichformig
um eine Achse 4 B; der Punkt 4 sei unmittelbar, der Punkt € mittels einer
gewichtlosen Stange ¢ mit der Achse verbunden.

Die Projektionen der Stange seien @ und ¢. Da Fig. 367.

der Korper ein ebenes Gebilde, so lege man 0
ACB in die zy-Ebene, dann ist y, = /2 ¢35 S :
7, =0; ferner wird Xmaz=C, =10, weil | ¥
simmtliche z-Werthe Null sind. Die Zusammen- “1‘ = e
setzung der simmtlichen Centrifugalkrifte be- o =%

schriinkt sich daher nach Fig. 365 auf ejne Einzel-

kraft ¥ = My, 0> = 2 Mcw?, im Abstande v —

rechts von 4 liegend.
Yo

Ein Massentheilchen von der Linge ds hat die Masse m = i Fds,

wenn F der Querschnitt des Stabes, y die Dichte. Man kann aber ‘({)ei der
Berechnung von » die selbstverstindlichen Faktoren F y : g fortlassen, wenn
man m = ds und ehenso M = s = der Liinge der Stange setzt. Das Theilchen
liefert zu C, den Beitrag dsxy, was wegen y =ac:a und ds=dzr-s: a
geschrieben werden kann:

S
mry = — 2*daw
a

Daraus folgt C, = Imazy = i% ga:'zdx = ,lsca.
a- il 3
Weil nun nach Obigem My, = 2 ¢s, so wird u = 2/3 a.
Derartig einfache Fille kann man auch leicht ohne Anwendung der allge-
meinen Formeln unmittelbar behandeln. Dem Theilchen ds entspricht die
Centrifugalkraft dsy w?. Die Mittelkraft 2 der Centrifugalkrifte ist die Summe

der gleichgerichteten Kriifte [dsy»?], mithin
R=0?fdsy = 0?syy = o0?slhrc- =2 Moic.
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Nach dem Satze der Momente wird dann in Bezug auf A:

a
. c ’
Ru = w? {dsmy = w?s—5 gmzdx,
¢ & J0

d h 'esco?uw="s3w’sca, wonach u=23q.

Dass die Kraft /2 Mw?c durch den Schwerpunkt des Dreiecks 4 B C (Fig. 368)
geht, folgt auch daraus, dass man die Theilkraft
dsy w? schreiben kann

S Fig. 368.
g daz, Se e
. : EMﬂ)c /
d. h. proportional dem Flichenstreifen y d» des
Dreiecks. / &
Wirken nnn auf die Stange keine he- 4 Jislp
wegenden Kriifte [K], so miissen die etwa in \L J
A und B angreifenden Achsenwiderstiinde mit 2 4 E
im Gleichgewichte sein. Daher wird N

A=1sR=1Mw’c; B=23R=1YsMw?e.

Steht die Drehachse 4 B lothrecht und wirkt die Schwere auf die sich
drehende Stange (Fig. 369), so miissen die Schwere ¢ und die Widerstinde 4
und B zusammen mit R =1/2 M w?c im Gleichgewichte Fie. 369
sein. X = ( erfordert, dass eétwa in 4 ein lothrecht By

aufwiirts gerichteter Widerstand 4, — Mg wirke. Bs AsMy
ist ferner in Bezug auf B:
1 a G g
0:—?szc?—|—Aya—~J[g—2—, A ¥
Dt ¢ Mcw?  Mge (1 w?
d b A, =My 22 ~_2_(;+3g)
2
Mge 1 2 w? —é—ﬂw c
und ebenso B, = 5 (—;-{—E 5 )
s ? 8 9 5 g Bs,
Es wird der Widerstand B, = 0 fiir 0* = R c —

unter dieser Bedingung hbewegt sich die Stange als g
ein physisches Kegelpendel; d. h. nicht durch einen Stab B, sondern nur
in Folge der Drehung wird der Winkel « unverindert erhalten. Fir das

mathematische Kegelpendel (S. 69) war w? = 180 =9° _ 9

c ac a
Beispiel 3: Der sich gleichformig um Fig. 370.
die Achse A B drehende Korper sei eine R c
materielle Dreieckfliche A4BC (Fig. 370). /
Dann ist, wenn man die Masse der Flichen- o
einheit = 1 setzt, M = '2a¢, y, = Ysec, Uhied a
mithin die gesammte Centrifugalkraft &= A £ =l

=13 Mcw® im Abstande » von 4. Um
C, = Zmay zu bestimmen, bedenke man, dass €, = [da dyazy. Alle
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Theilchen eines lothrechten Flichenstreifens haben fibereinstimmendes z und dz,

A
liefern daher zu C, den Beitrag xdx \y dy, = xdz 2 w?, wenn w die Hohe
Ju

des Streifens; darin ist w =cwx : @, also wird Fig. 371.
2 (ra 1 A
C’:———%c—z x‘%lxz—,cznz:iMac. Mg
Hioa C 4
e 0 A=
C s Mac i
G GGE s e B e e UG s
Mithin nach Fig. 365 » Froo T i /s a .
Die entsprechenden Achsenwiderstinde werden dann
A—=11R —"Ahe Mo w und
Bi— 34 Rt Meowt: R
Stellen wir wiederum die Drehachse lothrecht 7
(Fig. 371) und lassen die Schwere wirken, so sind in / By
4 und B die wagerechten Widerstinde 4, und B,
S s : My,
nothig, fiir welche gilt:

YaaR= A, a— Mg fsc,
mithin 4, =4 R - /3 Mg _ca_ und ebenso B, = 34+ R — /s Mg %.
Wiedernm wird die Befestigung bei B unnithig, wenn

Slal— L Mo )t == J[g%, dhe Sty d=— %— % :
7. Gleichzeitige Verschiebung und Drehung eines Kdrpers.
a) Arbeitsvermogen.

Fin Korper drehe sich um eine Schwerpunktsachse, die zur
aw-Achse gewihlt werden moge, mit der Winkelgeschwindigkeit w;
zugleich werde die Achse mit einer der axz-Ebene parallelen

Geschwindigkeit « parallel verschoben, Fig. 372.

und zwar moge w mit der x-Richtung |z

den Winkel a bilden (Fig. 372). Dann % g’
setzt sich die gesammte Geschwindigkeit » At -Y-—-

eines Punktes der Koordinaten «, v, z im
Abstande o von der Achse aus den Einzel- 4 X vy
geschwindigkeiten « und ow zusammen.

Fig. 372 stellt das Achsenkreuz in zwei Projektionen dar.
Bildet o mit der 4 Y den Winkel ¢, so ist o cos?d =1y, osind=:;
somit zerlegt sich ow in — zw und yw. Die Seitengeschwindig-
keiten eines Punktes nach den Achsenrichtungen werden dann

vy =u00sa; v,=—20; v, =yw + usina.
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Daher wird
v? = u?cos’a + 22w? + y2w? + 2ywusin @ + ulsin’a
= u’ + 020 + 2ywusin a.
Das Arbeitsvermogen des Korpers ergiebt sich dann zu
2(Y2mv?) = Y2 Mu2 + 12 @ 2m o’ + 2wusin aXmy,
weil w, @ und a fir alle Theile des Korpers dieselben. Da aber

die Ebene 4 X' Z den Schwerpunkt enthilt, so ist 2my = 0, mit-
hin das Arbeitsvermogen

Vo Mu? + VoJw?,
wenn J das Trigheitsmoment des Korpers in Bezug auf die Dreh-
achse. Das Arbeitsvermogen setzt sich hiernach aus zwei Theilen
zusammen, deren einer das Arbeitsvermégen wegen der Verschiebung,
deren anderer dasjenige wegen der Drehung bedeutet.

b) Bewegung eines freien Korpers.

Wirken an einem freien starren Kérper beliebige dussere Kriifte
K,, K,, K; ..., so fige man im Schwerpunkte S des Korpers
je zwei gleiche entgegengesetzte Kriifte K hinzu. Dann lassen sich im
Schwerpunkte die den gegebenen gleichgesinnten Krifte K zu
einer Mittelkraft R vereinigen, wihrend jede gegebene Kraft K
mit der entgegengesetzt hinzugefiigten ein Kriftepaar bildet, deren
Achsenstrecken ein Gesammtmoment It (S. 112) liefern. Der
Schwerpunkt S bewegt sich nach dem Satze von der Bewegung des
Schwerpunktes nur unter Einwirkung der Kraft R mit der Be-
schleunigung p, = R: M. (Wire etwa R unverinderlich nach
Grosse und Richtung, so wirde der Schwerpunkt eine Parabel
beschreiben, S. 59.) Das Achsenmoment 9t bewirkt aber noch
eine Drehung um den Schwerpunkt. Denkt man sich nun mit dem
Schwerpunkt ein Achsenkreuz verbunden, welches dessen Bewegung
vollig mitmacht, aber stets der Anfangslage parallel bleibt, so kann
man die Drehung des Korpers auffassen als scheinbare Bewegung
gegen dieses, mit der Beschleunigung p, sich verschiebende Achsen-
kreuz. Diese Bewegung kann dann betrachtet werden wie eine
Drehung um den festliegenden Schwerpunkt, wenn man an allen
Punkten des Korpers die entsprechenden Ergiinzungskrifte [— mpy)
anbringt. Weil diese sich gleichmiissig iiber die ganze Masse ver-
theilen, so liefern sie eine Mittelkraft — Mp,, die durch den
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Schwerpunkt geht, daher auf die Drehung um ihn keinen Einfluss
haben kann. Die Drehung geschieht also gerade so, als ruhte der
Schwerpunkt.

Ist nun die durch den Schwerpunkt gelegte Achsenstrecke des
Gesammt - Kriftepaars 9 eine freie Achse und hat der Korper
anfinglich keine Drehung um eine andere Achse, so wird die Dreh-
achse ihre Richtung im Raume und im Koérper nicht dndern, und der
Kérper wird sich um diese Achse des Gesammt-Kriftepaars 3t gerade
so drehen, als wire sie eine festgehaltene Achse. Denn hielte man sie
thatsichlich fest, so wiirden die Widerstinde des Festhaltens wegen
dieser Eigenschaft der freien Achse (S. 289) zu Null werden. Die
Drehung um diese Achse erfolgt dann mit der Winkelbeschleunigung
e=IM:J. — Dies trifft zu fir eine gleichartige Kugel unter
Einwirkung beliebiger aber gleichbleibender Krifte, wenn sie
zu Anfang keine Drehbewegung um eine andere Achse als die
Achse des Gesammtmomentes ¢ hatte. Der Schwerpunkt be-
schreibt eine Parabel; die Achse ¢ verschiebt sich mit dem
Schwerpunkte und bildet, weil jeder Durchmesser eine freie Achse,
fortwihrend die Drehachse fiir den Korper. — Ist aber die Achse
M durch den Schwerpunkt keine freie Achse, oder ist zu Anfang
schon eine Drehung um eine andere Achse vorhanden, so &ndert
die Achse, um welche die Drehung geschieht, fortwdhrend ihre
Richtung im Korper und im Raume; es entsteht neben der Be-
wegung des Schwerpunktes, die hierdurch nicht beriihrt wird, im
Allgemeinen eine unregelmissig wirbelnde Bewegung um den Schwer-
punkt, die so verwickelt ist, dass sie an dieser Stelle nicht weiter
behandelt werden kann; man kann solche Bewegung beobachten,
wenn man einen Stab so fortwirft, dass er eine Drehung um eine
schief zu ihm liegende Achse mit auf den Weg bekommt. Wird
ein Stab (Speer oder Ger) in der Mitte erfasst und in wagerechter
Lage so fortgeworfen, dass er keine Drehung auf den Weg bekommt,
so beschreibt sein Schwerpunkt — abgesehen von der Wirkung des
Luftwiderstandes — eine Wurfparabel; die Stange erfihrt, weil
P = 0, keine Drehung, sondern bleibt immer ihrer Anfangslage
parallel, stellt sich aber nicht etwa tangential zur Wurflinie.
Anders ist es mit einem gespitzten und gefiederten Pfeile; dieser
wird durch den Luftwiderstand stets so gedreht, dass seine Lingen-
richtung ziemlich tangential zur Wurflinie sich stellt.
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¢) Rollbewegung auf schiefer Ebene. Fuhrwerke.

Bewegung ohne Beriicksichtigung des Rollwiderstandes. Hat
ein Umdrehungskorper eine Winkelgeschwindigkeit o rechtsherum
um seine geometrische Achse und wird er gleichzeitig rechtwinklig
zur Achse mit der Geschwindigkeit u = »w nach rechts ver-
schoben, so setzen sich die Geschwindigkeiten der verschiedenen
Punkte eines Kreises vom Halbmesser » aus den
Einzelgeschwindigkeiten 7w rechtwinklig —zum Fig. 373.
Drehungshalbmesser und » = »® zusammen. An
dem Punkte 4 (Fig. 373) ist dann die Gesammt-
geschwindigkeit » = 0. Bringt man den Korper
an dieser Stelle mit einer Ebene in Beriihrung,
welche mit « und der geometrischen Achse des
Korpers parallel ist, so wird der Umdrehungs-
korper sich gegen diese Ebene in der Art be-
‘wegen, dass die Berithrungsstelle fortwihrend wechselt, dass an der
Beriihrungsstelle aber stets die relative Gleitgeschwindigkeit Null
ist. Kine solche Bewegung nennt man eine Rollbewegung. Andere,
ebenfalls aus Drehung und Verschiebung zusammengesetzte Be-
wegungen, bei denen aber die Bedingung 7w = w nicht erfiillt ist,
erscheinen dusserlich ebenfalls wie Rollbewegungen, sind es aber
nicht, sondern sind, weil an der Beriihrungsstelle die relative
Gleitgeschwindigkeit nicht gleich Null, Gleitbewegungen sich
drehender Korper auf einer Ebene. Fiir die Krifte und damit
auch fiir die Gesetze der Bewegung ist es von massgebender
Bedeutung, ob die Gleitgeschwindigkeit an der Beriithrungsstelle
Null ist, oder nicht. Im ersteren Falle kommt nimlich die
Reibung im Allgemeinen mit einem Betrage 7'< 7N zur Wirkung,
wihrend, wenn « nur im Geringsten von »w abweicht, der volle
Betrag der Reibung wirksam wird.

An dieser Stelle behandeln wir die reine Rollbewegung und
werden die Gleitbewegung S. 304 besprechen.

Das Arbeitsvermdgen der Rollbewegung ist nach S. 296
Yo Mu? 4 /2 w2J, oder, wenn « die auf den Halbmesser des
Rollkreises » bezogene Masse (wegen rw = u):
1) Yo (M + ).

Wird ein Umdrehungskdrper (Cylinder, Reif oder Kugel) mit
der Geschwindigkeit Null auf eine schiefe Ebene gesetzt und lediglich
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der Einwirkung der Schwere Mg und des Normalwiderstandes NV
der Ebene iiberlassen, so wiirde er unter Annahme volliger Glitte
nicht in Drehung gerathen konnen, weil Mg und NV beide durch
den Schwerpunkt gehen; es wiirde der Korper also eine beschleunigte,
rein fortschreitende Gleitbewegung ausfithren. In Wirklichkeit
setzt sich ein Reibungswiderstand 7' dem Gleiten entgegen, und
wenn dieser in der erforderlichen Grosse zur Wirkung gelangen
kann, so wird er das Gleiten verhindern und eine Rollbewegung
erzeugen. Unter welchen Bedingungen dies geschieht, bleibt noch zu
untersuchen. Daher setzen wir zunichst voraus, dass eine vollkommene
Rollbewegung stattfinde, welche entweder durch Reibung erzeugt,
oder durch einen um den Rollkreis geschlungenen, von 4 aus auf
der Ebene nach oben hin gerade gestreckten und an ihr befestigten
Faden, oder endlich durch eine Verzahnung von Rollkreis und Bahn
erzwungen werde. Dann wird durch eines dieser Mittel die fiir
das Rollen erforderliche Umfangskraft 7' geliefert.

Beginnt die Rollbewegung mit der Geschwindigkeit Null und
ist die Geschwindigkeit des Schwerpunktes, nachdem dieser um 7%
gesunken, v geworden, so ist die Zunahme an Arbeitsvermdgen
Vo (M + w)v>. Arbeit wird nur von
der Schwere im Betrage Mgh ver-
richtet, denn N und 7' greifen an der
Berithrungsstelle 4 an, deren Ge-
schwindigkeit Null ist. Hiernach muss

Yo (M + u)v2= Mgh sein, oder
2) = "/-———2 g ],Lu ;

1 o ‘

Will man die Bewegung in ihren Einzelheiten kennen lernen,

so muss man die Beschleunigungen beider

Einzelbewegungen berechnen. Zerlegt man

Mg in Mgsina und Mg cosa, so muss

3) N = Mg cosa
sein, weil der Schwerpunkt sich geradlinig
bewegt, d.h. keine Centripetalbeschleunigung

erfihrt. Die Beschleunigung p des Schwer-
punktes erhiilt man nach S. 142, indem man 7 an den Schwerpunkt

Fig. 374.
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verschoben denkt, mithin ist Mp = Mg sina — 7. Weil 7 noch
unbekannt, ist eine zweite Gleichung erforderlich. Da in jedem
Augenblicke v = rw, so muss das gleiche Verhiltnis auch fiir die
Beschleunigungen gelten, d.b. »& = p. Weil nun die Umfangs-
beschleunigung »& = p von 7 herriihrt, so ist nach Gl 4, S. 277:
up =T,

Fihrt man dies in obigen Ausdruck fir Mp ein, so ergiebt sich
schliesslich

Mg sina g sina

BMdith

4) i — 5
1+ﬁ

d. h. die treibende Seitenkraft der Schwere Mg sina ist nicht
allein durch die Masse M, sondern durch die Summe M-+ u zu
theilen, da sie nicht nur die fortschreitende Masse M, sondern
zugleich die Schwungmasse u zu beschleunigen hat.

Hiermit ist auch die Umfangskraft 7" bestimmt zu
uMgsina  Mgsina

R e
)2

5) T fln=—=

Soll nun die Rollbewegung allein durch die Reibung, ohne sonstigen
Zwang gesichert sein, so muss 77< fN = f My cos a sein, oder
4 Mg sin a

- =fMgcosa.
M+ p i
Das giebt, nach a aufgeldst:
6) tga§f<l+%>.

Geniigt die Neigung der schiefen Ebene dieser Bedingung, so ist
Rollbewegung moglich. Bei zu grosser Neigung ist 7 Mg cos a zu
klein, um die der grossen Schwerpunktsheschleunigung p ent-
sprechende Umfangsbeschleunigung zu erzeugen; es wird dann eine
Gleitbewegung entstehen. ;

Natiirlich ist die betrachtete Rollbewegung nur moglich, wenn
die Wirkungsebene der Krifte N und 7' durch den Schwerpunkt
geht. Es findet dies statt beim Cylinder, beim Reif, bei der Kugel;
nicht beim Kegel, wohl aber bei einem Doppelkegel und allgemeiner
bei jeder Achse, auf der zwei symmetrische Umdrehungskorper als
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Réder befestigt sind. Da beim diinnen Reif « = M, beim Cylinder
=12 M, bei der Kugel u = 0,4 M, so wird
fiir den Reif:

v= 070V 2gh="V gh; p=1p2gsina; T="14 Mgsina; tga =2f;
fir den Cylinder:
v=0g11V 2gh; p=25sgsina; T="13Mgsina; tga<3f;
fir die Kugel:
v=0ps5Y 2gh; p=>3gsina; T=21 Mgsina; tga<3yf.
Dagegen wiirde fiir reibungsloses Gleiten gelten
v=12 é%, p=gsina.

Reif, Cylinder und Kugel, auf schiefer Ebene neben einander
los gelassen, bewegen sich hiernach mit verschiedenen Geschwindig-
keiten. Die Kugel eilt am meisten, u. zw. sind dabei die Durch-
messer ohne Einfluss; nur auf die Form der Korper kommt es an.
Hierbei wurde kein Rollwiderstand vorausgesetzt, der natirlich die
Ergebnisse dndern muss.

Wird der Korper in eine aufwirts gerichtete Rollbewegung
versetzt und der Schwere iiberlassen, so konnte man auf den ersten
Blick vielleicht meinen, der Sinn der Reibung 7' miisste sich mit
der Umkehrung der Bewegung ebenfalls umkehren. Dies wire
jedoch ein Trugschluss, denn an der Berithrungsstelle findet ja
weder in der Richtung aufwirts, noch abwirts ein Gleiten statt, mag
der Korper aufwirts oder abwirts rollen. Dass vielmehr 7' beim
Aufwirtsrollen denselben Sinn behalten muss wie beim Abwarts-
rollen, erkennt man aus Folgendem: Beim Aufwirtsrollen wird die
Arbeit der Schwere negativ, somit muss die
Bewegung des Schwerpunktes verzogert sein, und
Gleiches folgt hieraus fiir die Drehbewegung.
Damit aber die einzige Drehkraft 7' beim Auf-
wiirtsrollen eine Verzogerung der Drehung erzeuge,
muss sie (Fig. 376) aufwirts gerichtet sein. Da «
nun die Krifte jetzt genau dieselben sind wie
beim Abwirtsrollen, so gelten auch fir p, 7
und tg @ dieselben Gleichungen wie beim Abwirtsrollen.

Fig. 376.
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Geschieht die Rollbewegung nicht auf einer schiefen Ebene, sondern im
unteren Theile einer Cylinderfliche vom Halbmesser R - » mit wagerechten
Erzeugenden (Fig. 377), so ist die Geschwindig-
keit des Schwerpunktes in der Zwischenlage P

Fig. 377
nach der auch hier giilltigen G 2 (S. 299) R
g
v:“/ Qgh/ 45 _'/Zg_li(cosﬂﬁkcf)ia)’ //'75;
7 ©
1 3 14 i 7 y

wenn die Bewegung bei 4 mit der Geschwindig-
keit Null begann. Bei einem mathematischen
Pendel von der Fadenlinge R wiirde

Die Vertauschung des einfachen Pendels mit einem hin und her rollenden
Korper ist also (wegen der Verkleinerung der Beschleunigung des Schwer-
punktes, S. 300) gleichbedeutend mit einer Ersetzung der Fallbeschleunigung ¢

durch den kleineren Werth ¢: (1 —{—ﬁ), mithin wird die Dauer einer kleinen

einfachen Schwingung sein

7) z:nl/g(urﬁ).

Bewegung der Fuhrwerke mit Beriicksichtigung des Roll-
widerstandes. Tragen die auf schiefer Ebene rollenden Rider von der
Gesammtmasse M ein Fuhrwerk von der Masse M, welches nur
an der Verschiebung mit der Beschleunigung p Theil nimmt,
so denkt man sich zur Berechnung der letzteren die Masse M,
zundchst an der Achse des rollenden Korpers
reibungslos aufgehingt. Die Gelenkstange zur
Aufhiingung nimmt dann im relativen Ruhe-
zustande gegen die Achse des rollenden Korpers
eine Richtung an, welche von der Recht-
winkligen zur schiefen Ebene um einen Winkel
B abweicht (Fig. 378). Nennt man die Spann-
kraft der Stange, die zugleich den Druck auf
die Achse bedeutet, 7, so miissen D und S
80 bestimmt werden, dass 24, nur an der Ver-
schiebungsbeschleunigung p Theil nimmt. Ersetzt man die Stange
durch die Kraft 2 und zerlegt die an 2/, wirkenden 1) und Mg

Fig. 378.
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parallel zur Ebene und rechtwinklig dazu (Fig. 379), so wird
Decos f = Mygcosa, ferner Myp = Mgsina— Dsinp
oder Dsinff = M gsina— M p. Daraus folgt

i e e
il g o8 a
p)
8 D=/ Vl———?sinaﬂ—l—(f—).
) 19 7 g

An dem rollenden Korper wirken nun die =
in Fig. 380 angegebenen Krifte, wo I das w9
gesammte, aus Zapfenreibung und Rollwiderstand
herrithrende Moment bedeutet. Nach S.252 ist
M = Yy Dfd + Ne, wenn d der Zapfendurchmesser, ¢ der Arm
des Rollwiderstandes. Dann gilt fiir die Beschleunigung p des
Schwerpunktes

Mp = Mgsine + Dsin  — T oder Fig. 380.
9) Mp= Mgsina+ M, gsina— M p—T;
und fir die Umfangsbeschleunigung der
Drehung nach S. 277

up =T — %, oder

il Dfd | Ne
T—Mp+2R R’

wenn R der Halbmesser des Rollkreises.
Setzt man dies in Gl 9 ein, so ergiebt sich

(M + M, + w)p = (Mg + Mg)sina—

Difd - Ne

2R o
Diese Gleichung ist nach p nicht -ohne Weiteres aufzu-
lésen, weil in 7 nach Gl. 8 die Grosse p ebenfalls noch vorkommt.
Fiir alle wichtigen Fille aber, in denen ein Fuhrwerk frei liuft,
ist @ und darnach auch p:g nur klein im Verhiltnisse zu Eins,
so dass man mit geniigender Anniherung D = M, g setzen kann.
Daher wird der Zapfenreibungswiderstand 2, gfd : (2 R), und weil
N = (M + M,)g cos a, der Rollwiderstand (M + M;)g cos a-¢: R,
wobei fiir schwache Neigungen cos @ mit Eins vertauscht werden darf.
Fithrt man aber, wie S. 254, wiederum die Gleichgewichts-
Neigung a, ein, welche so beschaffen, dass wenn a = a, p =0 ist,
so wird die Summe der beiden Widerstinde wieder gleich mit
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(M + M,)g sin ay, und wenn man dann noch, wie frither (S. 253),
sin @ mit a vertauscht, so entsteht

10) (M+ My, + w)p = (M + M)g(a— ap),

worin auf der linken Seite die Beschleunigung p mit der Summe
der drei Massen multiplicirt erscheint, welche an der Beschleunigung
p Theil nehmen (ebenso wie bei der Fallmaschine, S. 285).

Beispiel: Fiir einen Eisenbahnwagen auf schiefer Ebene sei Mg = 2000,
Mg = 8000, prg=1000ke, o =1:200, @, = 1:400. Dann wird, wenn
man auf beiden Seiten der Gl 10 statt der Massen die Gewichte einfiithrt,
11000 p = 10000 g - “/s00 oder

m
= 0,028 S

Y

AT

Ohne Geschwindigkeit losgelassen, wird der Wagen in 10 Sekunden eine Strecke

12 pt? = 1am zuriickgelegt haben, innerhalb einer Minute aber 36 mal so

viel, nimlich 39,6 m. Der Wagen liuft auf dem Gefiille 1 : 200 unter Einfluss

der Widerstinde ganz so, als ob er widerstandslos sich auf einem um g,
schwiicheren Gefiille 1 : 400 bewegte.

d) Gleitbewegung sich drehender Kiorper auf schiefer Ebene.

Beim Rollen, wo die Geschwindigkeit des Korpers gegen die Ebene
an der Berithrungsstelle Null ist, tritt der Reibungswiderstand nur
in derjenigen Grosse auf, die erforderlich, um das Gleiten zu ver-

hindern. Ist daher (G1.6,S.300) tga <f<1 + %), so ist T'<<fNV;

sind aber die anfinglichen Einzelbewegungen so beschaffen, dass an der
Beriihrungsstelle ein Gleiten stattfindet, so tritt die Reibung in der
Grosse fMg cos a auf; doch wird
nach einer gewissen Zeit die Gleit-
bewegung in eine Rollbewegung
iibergehen, wenn die Bedingung fiir
eine solche (GI.6, S.300) erfiillt ist,
und in diesem Augenblicke veriindert
sich dann die Reibung plotzlich. Der
Umdrehungskorper habe zu Anfang
(Stellung I in Fig. 381) eine Drehung
mit der Umfangsgeschwindigkeit ),
eine Geschwindigkeit des Schwer-
punktes ¢ und werde mit diesen Geschwindigkeiten auf die schiefe
Ebene gesetzt, so dass an der Beriihrungsstelle die Gesammt-

Fig. 381.
15
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geschwindigkeit ¢ — r o entsteht. s sei ¢ > rw,, dann wirkt in
Fig. 381 der Reibungswiderstand /Mg cos @ abwirts, die Seiten-
kraft der Schwere Mg sin a ebenfalls abwirts. Der Schwerpunkt
erfihrt dadurch eine abwirts gerichtete Beschleunigung

1) p = g(f cos a + sin a).
Die Drehung erfihrt nach S.277 und unter Vernachlissigung des
Rollwiderstandes eine Umfangsbeschleunigung

2) rs=‘f%gcosa.

In ¢ Sekunden entstehen die Geschwindigkeits-Anderungen
¢c—v=npt und r(®—owy)=ret
mit dem Verhiltnisse
3) s s sl R AN
rw — ra 7rE
Qoll nun v diejenige Geschwindigkeit des Schwerpunktes sein,
bei der die Rollbewegung beginnt (Stellung II, Fig. 381), so muss
ro = v eingesetzt werden. Hiermit liefert die letzte Gleichung,
cré + prog .
p+ re i

nach v aufgelost: v = die Zeit ¢,, nach welcher

das Rollen beginnt, ist dann #, = g —; Y oder nach Einsetzen von v

e Caa B
4) t, = e e

Nach dieser Zeit ¢, ist die Geschwindigkeit an der Berithrungs-
stelle Null, und die Reibung wechselt ihren Sinn. Ist nun die
Bedingung Gl 6, S. 300 erfilllt, so wird eine Rollbewegung ein-
treten. Andernfalls wird die Gleichheit der beiden Greschwindigkeiten
» und ro nur einen Augenblick wihren, aber sogleich wieder auf-
horen, weil die Reibung nicht hinreicht, sie zu erhalten. — Fir
rw, > ¢ wechselt die Reibung ihren Sinn, es wird

p = g (sin a —f cos a), 7”8=-—fl;f—g cos a und

Py == . :
t, = ———, wie man leicht findet.
re—p
Beispiel 1: Eine Kugel von 0™ Halbmesser werde nach Fig. 381 mit 8 =
sekundlicher Geschwindigkeit des Schwerpunktes und 2 m Umfangsgeschwindigkeit

der Drehbewegung auf eine mit a="110 ansteigende Bahn geworfen. Die

Keck, Mechanik. 20



306 Zweite Abtheilung. B. Beschleunigte Bewegung starrer Korper.

anfiingliche Gleitgeschwindigkeit ist daher 6 Sﬂ Die Reibungsziffer betrage
F=0a3.

In diesem Falle ist cos @ annihernd = 1 zu setzen, sin  =0,1, M=2, 1

(S. 273), mithin p = ¢ (0,2 4 04) = 0,39; re =g 2502 = 0,5g. Die Ge-

schwindigkeit, mit der das Rollen beginnt, ist v = 5,75151; die entsprechende Zeit

8§ —2

l] wTng O"IGS~.
In diesem Augenblicke vermindert sich die Reibung nach Gl 5, S. 300 auf
e AW.G 5 O,l ey
% — 3 B /35 Mg ,

withrend sie vorher /s Mg betrug. Die Verzogerung der Rollbewegung wird
nun (Gl. 4, 8. 300) p=75/1 ¢ sin & = 0,014 g=0,7. Die Geschwindigkeit wird Null
nach weiterem Verlaufe von 5,76 : 0,7 =8,2 5., with-

rend dessen (nach Gl 3, S. 12) 5,75 - 41 = 23,sm Fig. 382.
zuriickgelegt werden. Von dieser Stelle an rollt

die Kugel mit der Beschleunigung p = 0,7 S—n; riick-
wiirts, soweit die Bahn reicht. Die Geschwindig- 5,75
keitsgesetze sind in Figur 382 dargestellt. Die o
obere Linie bezieht sich auf den Schwerpunkt, die
untere auf die Umfangsgeschwindigkeit der Drehung; beide treffen sich beim
Beginne des Rollens.

la. Hat die Bahn keine nennenswerthe Neigung, ist also @ = 0, so wird
die Verzogerung des Schwerpunktes p = 0,2 ¢; die Umfangsbeschleunigung der
Drehung re = 0,5 9. Die Geschwindigkeit, mit der das Rollen beginnt, wird

0,76

dann v = 6,353, die entsprechende Zeit ¢, = 0,374 s.. Mit der Geschwindig-

keit v setzt die Kugel die Rollbewegung gleichmiissig fort, wenn kein Roll-
widerstand sie verziogert. g

Beriicksichtigung des Rollwiderstandes. Wihrend des Gleitens
wird nach S. 248

5) 'rez(f%;) %gcosa

zu setzen sein, wihrend des Rollens

sin @ — 9_/7 cos @
6) P9 SRR TR
Letzteres giebt fir a =0, e=0,mm, »=100mm eine Verzogerung
— 7~(‘()]—6 = 0,014 ;]% A

1b. Ein Umdrehungskorper, z. B. eine Kugel, kann auch auf wagerechter
Bahn so fortgeworfen, fortgeschnellt, werden, dass sie nach einer gewissen
Zeit zuriickrollt (Billardkugel). Giebt man ihr eine grosse Drehungsgeschwindig-
keit w, links herum und wirft sie mit nicht zu grosser Geschwindigkeit ¢ nach
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rechts fort (Fig. 383), so erfiihrt sie unter Vernachlissigung des Rollwiderstandes
eine Verzogerung des Schwerpunktes p = fg, ecine Umfangsverzogerung
re=fgM: p; also pre= Mp. Ist v die Geschwindigkeit, mit der das
Rollen beginnt, so muss diese nega-

tiv, d. h. nach links gerichtet sein, Fig. 383.

denn withrend des Rollens auf wage-
rechter Bahn kann eine Anderung des
Sinnes der Geschwindigkeit nicht mehr
vorkommen. Ist ¢ die Zeit, nach der
das Zuriickrollen beginnt, so wird

¢+ v=rpt, ro, —v=ret,

R T W= E c T W
mithin »=2T% —°TE g f== —+—°
ptre p+re
Soll nun die Kugel riickliufig, also » > 0 sein, so muss prw, > cre oder
prwg > Mec, also bei einer Kugel mit p = 0,4 ¥ rw, > 52¢, sein

Es ldsst sich sogar erreichen, dass v > ¢ wird, d. h. dass die Kugel schneller
zuriickrollt, als sie fortgeworfen wurde. Dazu muss
s e :
rw, > c(l + 2 7 ), bei einer Kugel » w, > 6 ¢, sein. Fig. 384,
le. Sollen der ursprimglich ruhenden Kugel durch
eine grosse, nur sehr kurze Zeit ¢, wirkende Kraft P
solche Geschwindigkeiten rw, und ¢ ertheilt werden,
dass ein Zuriickrollen eintritt, dass also prw, > M¢
wird, so sind dazu Beschleunigungen re, und p, er-
forderlich, die in der Zeit #, die Geschwindigkeiten rwg g
und ¢ hervorbringen; es muss also auch pre, > M Py sein.

£___

Auf die Kugel wirke die Schwere Mg, der um den
Reibungswinkel ¢ von der Normalen abweichende Ge-
sammtwiderstand W der Bahn und die gesuchte Kraft P. Die Mittelkraft R
dieser drei muss wagerecht gerichtet sein, da die Beschleunigung p, des Schwer-
punktes wagerecht sein soll (Fig. 384), u. zw. muss Fig. 385.
die Lage von R sich unterhalb des Schwerpunktes
befinden (etwa um 7), dann wird pre; = R1: » und
M po == R, wobei I > r sein muss, damit xr e, > Mp,
werde. Gegenither der grossen Kraft P mige das
Gewicht der Kugel vernachlissigt werden.

Der Punkt B (Fig. 385), an welchem der
Druck P auf die Kugel ausgeitbt werden soll, moge
durch den Mittelpunktswinkel a bestimmt sein. (bt
man die Kraft 2 aus, indem man mit elnem leder-
beschlagenen Stabe bei £ in der Richtung B(
gegen die Kugel stosst, oder indem man mit der
Hand an der Kugel (bei B sie beriihrend) abwirts
schligt, so wird der Stab bezw. die Hand an der Kugel gleiten und die

20*
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Richtung des Druckes P von der Normalen DB um den Reibungswinkel ¢,
der fiir Kugel und stossenden Korper gilt, abweichen. Soll nun der Schnitt-
punkt von W und P unterhalb der Kugel liegen, so muss a« — ¢, > ¢ und
zugleich ¢, > /2 a sein, woraus folgt
a>¢-+ ¢ uwd a<2¢.

Der Winkel « muss also zwischen den Grenzen ¢ - ¢, und 2 ¢, liegen, und
es muss ¢, > ¢ sein, d. h. der Kérper, mit dem der Druck P ausgeiibt
wird, muss rauher sein als die Unterlage der Kugel. Ist z. B. /=0,2 (¢ =11°),
/=0, (¢, = 399, so muss « zwischen 50 und 78° liegen; es wiirde daher
a = 60° der Bedingung entsprechen.

Zerlegt man nuu den Druck P in einen Normaldruck K und die Reibung
A K, W in N und fN, zerlegt ferner K und
/K nach wagerechter und lothrechter Richtung, Fig. 386.
so wird (Fig. 386), da in lothrechtem Sinne keine
Verschiebung erfolgt, N= K (cos a - £ sin a).
Dann ergiebt sich als Beschleunigung des
Schwerpunktes nach rechts

K sin a — /K cos a — fN

Do — i oder

pO:%(sin a— f, cos a — [0S a — ff sin a)

und die Umfangsheschleunigung der Drehung
TEhk SN
e “ T
Fiir das Zuriickrollen besteht nun die Bedingung p r e, > p, #; da nun
po und re, beide mit A verhiltnisgleich sind, so kommt es auf die Grosse
von K nicht an, sondern nur auf die Winkel «, ¢ und ¢,. Eine Veriinder-
lichkeit der Grosse von K, wie sie heim Stosse besteht, bringt keine wesent-
liche Anderung.
Es sei @ =60°, f= 002, f; =0, und beispielsweise K = 20 Mg,
dann wird
po = 20 g (0,866 — 0,8 - 0,5 — 0,2 + 0,5 — 0,2 - 0,8 +0,866) = 44,53
rey == H0g (0,8 — 0,2 - 0,6 — 0,2 - 0,8 - 0,866) = 275.
Wie es sein musste, ist » ey = 6 p,.
Wirkt die Kraft & = 20 #g nebst der entsprechenden Reibung /K nur
~ 120 Sekunde, so braucht man die Verschiebung ihres Angriffspunktes nicht zu
beriicksichtigen. Es wird dann ¢ = 445 - '/20=2,3, rw; = 13,55. Mit diesen
Geschwindigkeiten wird sich die Kugel nach dem Aufhoren der Krifte & und
f,K bewegen und wird, da nun p = 0,2 ¢ und re= 05 g, zuriickrollen mit
der Geschwindigkeit

(fy —fcos a—ff, sina).

T &

0,2+ 13,55 — 2,23+ 0,8
0,2 + 0,8
das Gleiten wihrt im Ganzen il
4, = ———2 = 2. Sek.

wip e re

Ve == 2jssf;
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Die Umkehr der Kugel erfolgt iibrigens schon wiihrend des Gleitens. Nach
der Zeit ¢t =c: (fg) = 2,23 : 1,92 = 1,14 Sek. und nachdem die Kugel sich
um s'=2;23 - 1,14 -0,5 = 1,27 m nach
rechts bewegt hat, ist die Geschwindig-

keit des Schwerpunktes nach rechts 2,28
Null geworden, kehrt dann wihrend des o 2{:;
Restes der Gleitzeit, d. h. wihrend der —
Zeit t" = 238 — 1,4 = 1,20 Sek. um
8" = 253 -1,20 - 0,5 = 1,4 m  gleitend
nach links zuriick. An dem um 0,3 m
links von der Ausgangsstelle gelegenen
Punkte beginnt erst das Rollen, welches
sich dann mit der Geschwindigkeit 2,33 m/s fortsetzt. Fig. 387 zeigt die
Geschwindigkeitsgesetze der Bewegungen.

Fig. 387.

13.8)

Beispiel 2: Wirkt auf eine auf wagerechter Ebene anfinglich ruhende
Kugel eine wagerechte Kraft K, die um 7 oberhalb des Schwerpunktes liegt,
nach rechts und soll eine Rollbewegung entstehen, so ist am Auflager-
punkte ein Widerstand 7' erforderlich, den wir nach links gerichtet annehmen
wollen (Fig. 388). Die Beschleunigung des Schwer-

punktes p (8. 142) und die Winkelbeschleunigung & der Fig. 388.
Drehung (8. 276) werden dann
Wi g,
P pr?

Fir Rollbewegung muss nun re = p sein, oder
Kpr — Tpr= KMl + TMr.
Hieraus bestimmt sich

£ ur— Ml

i =y
Hurdl—10 wird Z—iK:: (1 + 7) =1 K. Fir I=4¢ wird T negatiy,
%; Z = — 31 K. Soll aber die Kraft K ohne jede Mit-
wirkung von 7, d. h. auf vollig glatter Ebene eine Rollbewegung erzeugen,
soll 7'=0 sein, so wird ¢: v =p: =04, d. h. I = 2/s». In dieser Hohe
darf eine Kugel beliebig heftiz gestossen werden, ohne dass sie unten gleitet;
sie wird sofort eine Rollbewegung beginnen.

(T

némlich 77— — K

e) Beschleunigte Schraubenbewegung.

Die Schraubenbewegung besteht aus einer Drehung um die
Achse der Schraube und einer gleichzeitigen Verschiebung lings der
Achse. Sind die Geschwindigkeiten dieser Bewegungen o und w,
sc ist das Arbeitsvermdgen der Schraube Yo Jaw? + Yo Mu?
(8. 296). Weil aber bei der Schraube vom mittleren Halbmesser r,
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dem Steigungswinkel a der mittleren Schraubenlinie und der Gang-
héhe 2 2rmtga=nh, so ist auch rwtga=w, also mit J=u»?

1) Yo (Jw? + Mu?) = 1/2<t;2a + M) %2,

Hiernach wiirde man fiir eine ideelle Schraube leicht den Satz
der ‘Arbeit anwenden konnen. Der bei wirklichen Schrauben sehr
bedeutende Einfluss der Reibung kann aber (nach A. Ritter, Techn.
Mechanik) am leichtesten beriicksichtigt werden, wenn man die
Beschleunigungen der Einzelbewegungen berechnet.

Die Schraube sei flachgiingic und oben mit Schwungkugel-
Armen versehen (Fig. 389). Solche Schrauben kommen in Prige-

Fig. 389.

VAN

W T

werken und in Hittenwerken (zum Zerbrechen von Eisenstiben) vor.
Die Schrauben werden durch Arbeiter in die Hohe gedreht und sind
nicht selbsthemmend, vielmehr gewinnen sie durch ihr Gewicht
(z. Th. unter Nachhiilfe der Arbeiter) ein gewisses Arbeitsvermdgen,
welches dann zum Zerbrechen verbraucht wird. Die treibende Kraft
sei allein die Schwere 2 g. Fin Theilchen der Schraubenmutter
leistet beim Abwirtsgleiten einen Widerstand d W, der um a — @
von der Achsenrichtung abweicht.

Der Schwerpunkt der Schraube kann sich nur geradlinig
bewegen; die Beschleunigung p des Schwerpunktes folgt aus der
Gleichung
2) Mp = Mg —cos (a — @) fdW.
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Die wagerechten Seitenkrifte sin (¢ — @)d W bilden das treibende
Kriftepaar fiir die Drehung; es wird (S. 277, Gl 4)

ure =sin (a — @) fdW.
Weil aber rwtga = w, so muss auch retga = p sein, mithin
3) up = tgasin (a — @) fdW.
Entfernt man aus Gl. 2 und 3 die Grosse [dW, so wird

4) P !

u 1
' W gatga— )

Ist die Schraube in aufwirts drehende Bewegung versetzt und
wird sie dann der Wirkung der Schwere iiberlassen, so kehrt die
Reibung ihren Sinn um, es ist — ¢ mit + ¢ zu vertauschen, und
die Verzogerung der aufwirts gerichteten Bewegung wird

it g
5) P i 1

hodk: M tgatg(a + @)

Bei einer Spindel mit Schwungkugeln wird nun das Trigheits-
moment wesentlich von diesen geliefert, und es ist, wenn die
Schwungkugeln zusammen die Masse M, haben und im Abstande
£ von der Mitte sich befinden, annihernd J = M, R?; dann wird
ur? = M; R® und, weil R :» meist gross, auch u sehr gross gegen
M. Ausserdem sind, wenn auch a > ¢ ist, tga, tg(a — @) und

: G s : = M 1
tg (@ 4+ @) immer ziemlich kleine Briiche, so dass 7 e s e
gegen die Kinheit so gross wird, dass diese dagegen verschwindet.
Daher kann man mit grosser Anndherung statt der GL 4 und 5
die einfachere Doppelformel

6) n=2y %tg a tg (a - @) schreiben.

Beginnt die Bewegung mit der Geschwindigkeit Null, so ist,
nachdem die Schraube um 7 gesunken,
7 =2ph.
s
tg2a
Beispiel : Das Gesammtgewicht der Schraube betrage 300 k2, wovon auf die
Schwungkugeln 200 ks kommen mogen. Ausserdem sei tg o = f=0,1; tg a = 0,2;

Das Arbeitsvermégen wird dann % ( 4+ M') 2ph.
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R =20r. Dann ist tg(a — ¢) = 0,008, tg(z + ¢) = 0,308 Ferner ist mit
gentigender Genauigkeit pr? = %/3 W R?, daher p = %3 400 M = 8%/3 /7,
so dass dagegen 47 in Gl 1 zu vernachlissigen ist. Dann kann auch das Arbeits-
: (s 20000 47 w? o

e o b L Ll R T e
/ tg?a 2 CRORE VIR
schleunigung der Abwiirtshewegung wird nach Gl. 6

vermégen einfacher geschrieben werden

p—g 8_5))0 0,2 - 0,008 = 0,000074 g = 0,00072 % ¢
Nennt man p, die Beschleunigung einer reibungslosen Schraube von den
gleichen Verhiltnissen, so ist nach Gl 6 (fir ¢ = 0)
LN L dgile—g)
po =g~ g tgia, dgher S T,
Da nun nach GL 7 »®> mit p verhiltnisgleich, so ist auch, wenn 2 und A,
das Arbeitsvermogen der wirklichen bezw. der reibungslosen Schraube,
il ﬂo%—@. Will man daher das Arbeitsvermogen der sinkenden
tg (a— o)
tg a
Schraube. Es muss zugleich 2, =M gh sein, da bei der reibungslos sinkenden
Schraube nur die Schwerkraft Arbeit verrichtet. Um aber von der Hohe A
sinken zu konnen, musste die Schraube wm diese Grosse gehoben werden, und
tga
; tg(atg)’
so war zum Heben die Arheit U, = Mgh g—(é;# erforderlich. Betrachtet

Schraube verwerthen, so ist 7 = der Wirkungsgrad der sinkenden

weil der Wirkungsgrad der Schraube beim Heben nach S. 259 », =

man nun Auf- und Abwirtsbewegung im Zusammenhange, so ist der Gesammt-
Wirkungsgrad
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Annéihernd kann man auch bei der Kleinheit der Winkel a und ¢ tg (o + ¢)
= tg « +'f£. schreiben, dann wird
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Derartige Vernachlissigungen sind zuliissig, weil ja ¢ und f doch in jedem
Falle nur unsicher bekannt sind. Um die Schraube von 300 k& Gewicht um

— (,83.

h = 0, m zu heben, waren 30 - % = annihernd 45 mkg Arbeit aufzu-
wenden. Nach dem Hinabsinken um 0, m betrigt das Arbeitsvermogen noch
50- =) _ snnghernd 15 mis.
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