208 Zweite Abtheilung. A. Gleichgewicht starrer Korper.

Bei der gewdhnlichen Anwendung des Keiles zum Spalten ist
die. Wirkung der Triebkraft eine unterbrochene. Wire nun 0>,
so wiirde der Keil in den Pausen zwischen zwei Schligen zuriick-
springen.  Daher muss 0 << ¢ gemacht werden, der Keil muss
sich gegen Zuriickspringen festklemmen. Ein solcher Keil heisst
selbstsperrend.

h) Gleichformige Bewegung zweier sich beriihrenden Keile.

Zwei Keile mit den Keilwinkeln a, und a, (Fig. 266) beriihren
einander und ausserdem zwei Seitenebenen. Auf die Keile wirken
die Krifte K, und K,, welche mit
den festen Ebenen die Winkel $, Fig. 266.
und f, bilden. Es soll deren Ver-
hiltnis ermittelt werden, unter der
Annahme, dass Keil I der vor-
riickende, II der zuriickgetriebene sei.

Die rechtsseitigce Ebene iibt
einen Gesammtdruck ¥, aus, der
von der Normalen zur Ebene um
den Reibungswinkel ¢ nach rechts
abweichen muss, wenn Keil I nach links vorriickt. Der Angriffs-
punkt von W, ist unbestimmt, werde daher in 4 willkiirlich ange-
nommen. W, bildet mit dem oberen Theile der rechtsseitigen
Unterstiitzungsebene, an der er abwirts gleitet, den spitzen Winkel
90° —@ (mit dem unteren Theile den stumpfen Winkel 900 4 ¢).
Durch den Punkt €, in welchem W, die Kraft K, schneidet, muss
nun auch der gegenseitige Druck ) zwischen beiden Keilen hin-
durchgehen, weil drei sich im Gleichgewichte haltende Krifte einen
gemeinsamen Schnittpunkt haben miissen. 7 muss die Beriihrungs-
ebene beider Keile wieder so schneiden, dass der spitze Winkel
90" — @ im Keile I auf der oberen Seite erscheint. (Die Winkel
90° — @ sind in der Figur durch kleine Kreisbogen hervorgehoben.)
Der gegenseitige Druck 2 schneidet K, im Punkte Z, durch
welchen auch W, hindurchgehen muss. Bei B aber, wo Wy die
linksseitige feste Ebene trifft, muss der spitze Winkel 900 — @ an
der unteren Seite erscheinen, da der Keil IT nach oben gleitet.
Hiermit stehen die Richtungen der Driicke an den Keilfliichen fest;
die Lagen ebenfalls, nachdem der Punkt A willkiirlich angenommen
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war. Trigt man nun die Kraft K, nach einem beliebigen Mafs-
stabe als '/ im Krafteck (Fig. 266a) auf, setzt daran die Rich-
tungen von W; und 7), so schneiden sich beide in O und schliessen
das Kriftedreieck ' FO, welches der Gleich-

gewichtszustand fordert. Zieht man OJ || W, Fig. 266 a.
G'J || Ky, so stehen nun auch die Kraftgrossen
W, und K, fest. Der Linienzug 4CEB,
dessen Seiten die Richtungslinien der Driicke
an den drei Keilflichen darstellen, heisst die
Drucklinie der beiden Keile. Betrachtet
man O als den Pol des Kraftecks, so sind die
Seiten der 'Drucklinie den Polstrahlen OF, OG,
OJ der Reihe nach parallel. Die Drucklinie
bildet daher ein zu den Kriften K, und K,
gezeichnetes Seileck. Die Lage des Poles O
und die Grosse der Kraft K, sind aber an die
Bedingung gebunden, dass die Seiten des Seil-
ecks, d. h. der Drucklinie, die Keilflichen in ganz bestimmter
Weise unter den Winkeln 90% — ¢ schneiden miissen. Will man
nun die Kriifte aus dem Krafteck auch berechnen, so muss man
die Winkel des Kraftecks bestimmen.

Der spitze Winkel zwischen K; und W, wirde 900 — g
betragen, wenn W, ein Normaldruck wiire. Durch die Abweichung
um ¢ wird jener Winkel noch um dieses Mafs kleiner, d. h. es
wird 2L OFQ@ =90°—f, — 9 =90°— (f; +~@). D und W
wiirden, wenn beide Normaldriicke wiren, denselben Winkel a; mit
einander bilden wie die entsprechenden Keilflichen; durch die
Abweichung einer jeden um ¢ vergrissert sich dieser Winkel um
2 @; daher ist 22 FOG = a; + 2¢@. Entsprechend findet man
2ZL0JG=90"—(fy — @), 2L JOG =a,—2@. Sonach ergiebt sich

K, : D=sin(a, + 2 @) :cos (B, + @);
K, : D =sin (ag—2 @) : cos (fy — @).
Durch Theilung beider Gleichungen entsteht dann
1 K, _ sin (@) + 2 @) cos (/32——17)).
K, ~ sin (a, — 2 ¢) cos (B, + )
Fir ay = 2@ wirde 2£ JOG =0 und K, =0 oder K : K, = oo,
in der Drucklinie wiirde B % mit CE zusammenfallen, d. h. der
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Keil II wiirde zwischen Keil I und der linksseitigen Ebene sich
festklemmen. Die vorausgesetzte Bewegung wiirde ferner unmaoglich
werden fiir £ =900 — @, weil dann 2 O F'G = 0 werden wiirde.
In diesem Falle wiirde K, schon durch W, allein aufgehoben und
es entstinde gar kein Druck ) gegen den zweiten Keil, also auch
keine Moglichkeit, die Kraft K, an dem Keile II zu iiberwinden.

Soll die Bewegung der Keile um-
gekehrt erfolgen (Fig. 267), soll Keil IT
vorriicken und Keil T zuriickweichen, so
findet man, an einem Punkte 4 am
Keile 1 beginnend, in gleicher Weise
die Drucklinie; ihre -einzelnen Seiten
verdrehen sich aber, gegeniiber der
Fig. 266, je um 2 ¢. Die spitzen
Winkel 900 — ¢ liegen jetzt durchweg
an der anderen Seite als in Fig. 266.
Im Krafteck (Fig. 267a) wird, wenn K,
zu derselben Grosse angenommen wird wie vorher, K, nun viel
grosser als vorher. Das Verhillinis K, : K, erhilt man leicht, wenn
man in Gl 1 durchweg die Vorzeichen von ¢ umkehrt.

Sind endlich beide Keile in Ruhe, so liegt
die Richtung des Widerstandes W, irgendwo inner-
halb des doppelten Reibungswinkels, und dasselbe
gilt fir die Richtungen der Driicke 2 und W,.
Bei gegebenem K, hat nun der Pol O des Kraft-
ecks keine bestimmte Lage mehr, weil W, und
" innerhalb des doppelten Reibungswinkel jede Rich-
tung haben konnen; ebenso wird die Richtung von
W, unbestimmt und damit auch die Grosse K,.
Das Verhiltnis K, : K, ist jetzt nur durch die
beiden Grenzen bestimmt, welche sich aus den beiden
untersuchten Bewegungsfillen ergeben haben und
welche man auch leicht rechnerisch findet, indem
man Gl 1 das eine Mal mit dem angegebenen Vorzeichen von ¢,
das andere Mal mit den entgegengesetzten dieser Zeichen ausrechnet.

Man erkennt hieraus, dass es fir die beiden ruhenden Keile
im Allgemeinen unendlich viele mogliche Drucklinien giebt. Jede
derselben ist ein zu den Kriiften K, und K, gezeichnetes Seileck,

Fig. 267 a.
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zu dessen Konstruktion der Pol O und der Anfangspunkt A der
Drucklinie innerhalb gewisser Grenzen beliebig gewihlt werden
konnen. Da aber die Seiten der Drucklinie die Richtung und Lage
der Driicke an Keilflichen darstellen, so miissen sie zwei ein-
schrinkenden Bedingungen geniigen:

1. darf eine Seite der Drucklinie hichstens um den Reibungs-
winkel von der Normalen zu der entsprechenden Keilfliche abweichen ;

2. muss eine Seite der Drucklinie die zugehirige Keilfliche
innerhalb des Bereiches der Beriihrung (vgl. S. 166) schneiden.

Der Ruhezustand der beiden Keile unter Einwirkung gegebener
Krifte K, und K, ist nur moglich, wenn wenigstens eine, diesen
Bedingungen entsprechende, Drucklinie nachweisbar ist.

Beispiel: Ein mit K, belasteter Pfosten (Fig. 268) soll mittels des unter-
geschobenen Keiles, an dem eine wagerechte Kraft &,
wirkt, gleichmiissig in die Hghe gekeilt werden. Die
Drucklinie ACE B ergiebt sich leicht unter Annahme
eines willkiirlichen Punktes A. (Die spitzen Winkel
90° — ¢ sind wieder durch kleine Bogen ohne Ziffern
bezeichnet.) Der Druck D wiirde, wenn er ein Normal-
druck wiire, mit der Lothrechten den Winkel «, bilden;
wegen der Reibung wird dieser Winkel 0 G J= o, + ¢.

Fig. 268.
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Das Verhiltnis K; : K, liesse sich leicht aus GL 1 é/// W
berechnen, indem man dort die Sonderwerthe dieses I?/f';\ n /‘1
Falles einsetzte. Wir ziehen aber eine unmittelbare %’ 7
Berechnung vor. Man erkennt leicht, dass W, und W, "1% ek

N
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von den zu einander rechtwinkligen Gleitebenen nach Wz
derselben Seite um 90 ®* — ¢ abweichen, also ebenfalls
zu einander winkelrecht sein miissen. Das Viereck G #0J ist darnach bei &
und bei O rechtwinklig, ist also ein einem Kreise vom Durchmesser F.J einge-
schriebenes. Der Winkel FOG = a, + 2 ¢
steht iber dem Bogen FG; demselben Bogen
entspricht aber auch der Umfangswinkel FJ@,
der daher dieselbe Grosse @, 4 2°¢ hat. Daher ist
K, : K, =tg (2 + 29).

Biir oy b2 0 =—4 9010 foder o, i— 90— 120
mithin @, =2 ¢ wird X, : K, = oo, oder das
Hinaufkeilen unmoglich. Es fallen dann niimlich
D und W, zusammen und klemmen den als
zweiten Keil geltenden Pfosten fest.

Fiir die entgegengesetzte Bewegung, d. h.
fiir gleichmiissiges Hinablassen des Pfostens, gilt selbstverstindlich

K': K, =+tg(a;, —2¢).

14*
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Fiir die meisten Fille ist es wiinschenswerth, dass der untere Keil selbst-
sperrend sei, d. h. dass fir den Rickgang K,' < 0 werde. Mithin muss
2, <2 ¢ sein. Fiir diesen Fall gilt das Krafteck
Fig. 268b, in welchem die den unteren Keil Fig. 268 b.
zuriickziehende Kraft — K,' = GF ist. Der P J
Druck D zwischen beiden Keilen bildet mit der
Lothrechten den Winkel 06J = o, — o,
Wiirde dieser wegen a; = ¢ zu Null, so ergiibe
sich D lothrecht und O0J = W, = 0. Unter
diesen Umstéinden und ebenso fiir o, < ¢ wiirde
sich der Pfosten beim Zurtickziehen des unteren w
Keiles nicht mehr gegen die lothrechte Wand 4§
stiitzen; er wiirde vielmehr wegen des loth-
rechten .D, welches dann = K, ist, durch den
unteren Keil von der Wand abgezogen werden, Y 2
wiirde auf dem Keile nicht abwirts gleiten, also
auch nicht sinken; es wiirde also der Zweck der Riickwiirtshewegung nicht
erreicht werden. Fiir o, < ¢ wiirde W, sogar negativ werden, d. h. es miisste
der Pfosten durch eine besondere Kraft gegen die Wand gedriickt werden, um
sich nicht von ihr zu entfernen. Daraus folgt, dass der Keilwinkel a, zwischen
den Werthen ¢ und 2 ¢ liegen muss, damit die Vorrichtung ihren Zweck
erfiille.

Zahlenbeispiel: Bei f= 0,2 oder ¢ =11° und , = 17° mit tga, =0,
wird tg (@ + 2¢) = tg 39° = 0,5, mithin &, = 0, K, fiir Hinaufkeilen;
tg(a5-20) = —t2(5% = — 0,09, d. h, — K, = 0,00 K, fiir Hinunterlassen.

Wirkung der Keilpresse. Dieselben Grundgedanken wie bei
2 Keilen gelten auch, wenn die Zahl der Keile grosser ist. Gleiten
die Keile, so tritt an jeder Keilfliche ein Druck auf, der von der
Normalen zur Keilfliche um den Reibungswinkel abweicht. An
jedem Keile halten sich die Flichendriicke mit einer dritten Kraft X
im Gleichgewichte, schneiden sich daher in einem Punkte. Bei
gleichmissiger Bewegung bilden die 3 Krifte jedes Keiles einen
geschlossenen Streckenzug. Das ganze Krafteck aber bildet wiederum
ein Krafteck der gegebenen Krifte K mit seitwirts liegendem Pole.
Die Polstrahlen sind die Driicke der Keilflichen; die dazu parallelen
Richtungslinien dieser Krifte bilden daher ein zu den Kriften K
gezeichnetes Seileck. Letateres gilt auch fir den Ruhezustand
der Keile, nur liegt dann der Pol nicht mehr bestimmt fest,
sondern ist innerhalb gewisser Grenzen unbestimmt. Fir die
Seilecksseiten gelten dann dieselben Beschrinkungen wie auf S. 211
angegeben.
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Bei einer Keilpresse etwa zum Auspressen von Ol aus zer-
stampften Olsamen (Fig. 269) wirkt K, als Triebkraft auf den
mittleren Keil von Keilwinkel 2 6. Durch Niedertreiben dieses
Keiles werden die Seitenkeile
auf den wagerechten Gleitflichen
auseinander getrieben und da-
durch die Olgutsicke S, S ge-
presst, welche dabei die Gegen-
driicke K, leisten. ACEFB ist
die Drucklinie. Stellt man die
Triebkraft K, durch G'J im
Krafteck (Fig. 269a) dar, so sind JO und G'O die Gegendriicke 1)
der beiden Seitenkeile, welche von der Wagerechten um 0 + @
abweichen. Dadurch ist der Pol O bestimmt. Die Widerstinde W
der wagerechten Gleitflichen bilden mit
der Lothrechten die Winkel @ und legen
dann mit den Wagerechten durch G' und J
die Punkte Z und M fest, wodurch
JL = G M = K, bestimmt werden. Es
ist dann im Dreieck OG J:

K, : D=2 -5in (0 + @),
im Dreieck OG M aber, weil X GOM = 900 — (0 + 2 ¢):
Ky : D =cos (0 + 2¢):cos ¢,

Fig. 269.

Fig. 269 a.

mithin wird

1 R g Sin (0 + @) cos @ .

K, o cos (0 + 2 @)
Weil beim Keile gewdhnlich tg 0 gegeben ist, kann man vorstehende
Formel zur bequemeren Berechnung (ohne trigonometrische Tabellen)
umformen, indem man die zusammengezogenen Funktionen aufldst
und in Zahler und Nenner mit cos O - cos2¢ theilt:

L SE I 1 D

K, 1—7/2—2ftgo’
Zur Beurtheilung der Giite einer Maschine dient die Ver-
gleichung der Arbeiten, welche von der Maschine iibertragen bezw.
aufgenommen werden. Der Zweck der Keilpresse besteht in dem
Zusammenpressen des Gutes bei S. Riickt nun jeder Seitenkeil

2)
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um 2 nach aussen, wihrend der Treibkeil sich um ¢ abwirts
bewegt, so verrichten die auf das Gut tibertragenen Krifte K, zu-
sammen eine Arbeit K,v. Dies ist die Nutzarbeit; K¢ ist
aber der Arbeitsaufwand. Das Verhiltnis beider, nimlich

_ _ Nutzarbeit  K,o
' = Arbeitsantwand — e

nennt man den Wirkungsgrad oder das Giteverhdltnis der
Maschine.

Das Verhiltnis der Geschwindigkeiten » und ¢ findet man aus
dem geometrischen Zusammenhange der Maschine (Fig. 270). - Riickt
der Treibkeil um ¢ abwirts, so dringt er jeden Seiten-
keil um /2 v zur Seite, wo /24 — ctgo. Daher ist hier  Fig. 270,

2 K,
4) n = Eon tgd.

3)

Einen anderen Ausdruck kann man noch fiir den
Wirkungsgrad 7 finden, wenn man sich die Maschine
einmal ohne schidliche Reibungswiderstinde als eine
ideelle, vollkommene Maschine vorstellt. Nennt man die
fir eine solche nithige Betriebskraft die ideelle Trieb-
kraft = K, so wird, indem man in Gl. 2 £ = 0 setzt,
5) % =2tgo =2

) ol

Fithrt man dies in GL 3 ein, so erhilt man

6) _ K, _ ideelle Triebkraft :

K,  wirkliche Triebkraft
Nach GL 5 ist Kyc= K,v, d. h. bei einer vollkommenen Maschine
wiirden Arbeitsaufwand und Nutzarbeit einander gleich oder der
Wirkungsgrad gleich Eins sein. Eine Maschine ist mechanisch um
so vollkommener, je mehr sie sich diesem ideellen Zustande nihert.
Die Bezeichnung Kyc= K,v haben wir nur fiir diese besondere
Maschine bewiesen; sie gilt aber allgemein. Bewegen sich nimlich
alle Theile einer Maschine gleichformig, so findet keine Zunahme
des Arbeitsvermdgens statt, also muss auch die gesammte Arbeit
Null sein. Die inneren Spannkrifte einer vollkommenen Maschine
verrichten aber nach S. 144 keine Arbeit. Die Widerstinde vollig
glatter Flichen, mit denen die einzelnen Maschinentheile in einander
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greifen und an einander gleiten, ebenso wenig. Die Nutzlast wirkt
in Bezug auf die Maschine stets der Bewegung ihres Angriffspunktes
entgegen, verrichtet daher eine negative Arbeit, die im absoluten
Sinne der Arbeit der Triebkraft gleich sein muss. Also

1) e oi— IR o

Dies ist der schon von Galilei ausgesprochene Satz: ,Was an Kraft
gewonnen wird, geht an Geschwindigkeit (oder an Weg) verloren.®
Man kann also den Wirkungsgrad nach Willkir auf Grund der
Gl. 3 oder der Gl. 6 berechnen.

Beispiel: Die Reibungsflichen der Keilpresse seien gut geglittet und
geschmiert, daher f= 0,1. Auch in diesem Falle ist es moglich, den Treib-
keil selbstsperrend anzuordnen; dies ist erfiillt, wenn wir etwa tg d = '/20
annehmen. In Gl 2 werden dann die Grossen f2 und 2 f tg ¢ nur je */i00 und
kénmen zur Vereinfachung gegen 1 vernachlissigt werden. Es ist nimlich
zu bedenken, dass die Reibungsziffern in Wirklichkeit schwanken werden und
selten mit grosser Genauigkeit zu schiitzen sind. Daher ist in Gl 2 der Zihler
doch kaum auf 2°o genau zu berechnen, so dass die Vernachlissigung im
Nenner durchaus zulissig erscheint. Ahnliches gilt in allen Fiillen, in denen
Reibungswiderstinde eine wichtige Rolle spielen. Dann wird

K =2-0,0 + 0,) K, =03 K,; v=2¢-00=0-¢.
g e M
B Bt i
Ty e sy ——
el 0 Kol
7?1 BT
Bei dieser Maschine wird also von der aufgewandten Arbeit nur ein Drittel
niitzlich verwerthet, wihrend zwei Drittel durch Reibung aufgezehrt werden.
Die Keilpresse ist daher eine wenig vollkommene Maschine; Wasserdruckpressen
z. B. arbeiten erheblich vortheilhafter. Die soeben besprochene Maschine hat
aber Einfachheit und Billigkeit als Vorziige.

Der Wirkungsgrad = 1/35.  Es wiirde ohne Reibung

also auch 7 = /3, wie vorstehend.

Der Wirkungsgrad dieser Maschine nach Gl 6 lisst sich, wenn man in
G1. 2 die erwihnte Vereinfachung

K, =2 K, (tg2 + f)

einfithrt, auch schreiben, weil yi— 24 K, itz Otist,
tg & 1 "
S = : - = -
! it oLl o
tg o

Vergrissert man tg @, so verkleinert sich der Nemner, mithin wichst 7.
Macht man z B. tg & = f, so wiirde schon 7 = !/ werden. Die beabsichtigte
Selbstsperrung des Triebkeiles hat also den geringen Wirkungsgrad herbei-
gefihrt.  Es lisst sich zeigen, dass bei jeder Maschine, die selbstsperrend
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sein soll, der Wirkungsgrad unter 0,5 liegen muss. Man kann nimlich
setzen: K, = K, + F, wenn F der durch die Reibungswiderstinde aufgezehrte
Theil der Betriehskraft ist. Nimmt man nun an, dass beim Beginne der riick-
gingigen Bewegung der Reibungswiderstand annihernd noch dieselbe Grisse F
behilt, so gilt fiir den Riickgang K,'= K, — F. Soll nun die Maschine sich

selbst sperren, so muss K,'< 0, mithin #> K, oder
: K 1

60 IR el = (= e
= K =73

i) Drucklinie eines Gewdlbes.

Auf 8. 210 wurde gezeigt, dass die Drucklinie einer ruhenden
Gruppe von 2 Keilen statisch unbestimmt ist, dass sie ein Seileck
zu den Lasten K der Keile sein muss und dass ihre Seiten an
zwei beschrinkende Bedingungen gebunden sind. Auf S. 212 wurde
dann weiter erliutert, dass diese Sitze von der Zahl der Keile unab-
héingig sind, also auch bei beliebig vielen Keilen Giiltigkeit hehalten.

Die einzelnen Steine eines (ohne Mortel gedachten) Gewdlbbogens
sind nun auch keilfsrmige Korper. Soll ein Gewdlbhogen in Ruhe
sein konnen, so muss eine dem Ruhezustande entsprechende Druck-
linie nachweishar sein. Die Drucklinie ist ein zu den Gewichten der
Gewdlbtheile gezeichnetes Seileck. Die einzelnen Seiten desselben
diirfen hochstens um den Reibungswinkel von der Normalen zu den
Fugen abweichen und miissen die Fugen auch innerhalb des Bereiches
der Beriihrung, d. h. innerhalb des Gewdlbbogens schneiden.

Das Gewdlbe mdge symmetrisch zu einer lothrechten Mittelebene
sein (auch beziiglich seiner Belastung). Betrachten wir diese Ebene
als eine Schnittebene, so wird in ihr eine wagerechte Druckkraft, der
Seitenschub #, wirken. Denn ein schriig gerichteter Scheiteldruck
wiirde an der einen Hilfte nach oben, an der anderen aber zufolge des
Gesetzes der Wechselwirkuug nach unten gerichtet sein, was jedoch der
Symmetrie widerspricht. Theilt man nun den halben Bogen (Fig. 271)
durch Fugen in eine beliebige Zahl von Theilen, deren Gewichte @, ,

2y .. durch die Schwerpunkte der Theile hindurchgehen, so ist das
Krafteck der Lasten @ leicht gezeichnet, indem man sie nach irgend
einem Kriiftemafsstab an einander reiht. Wire nun der Seitenschub
H bekannt, so wiirde man den Pol O in dem Abstande 77 dem oberen
Endpunkte der Lasten gegeniiber annehmen und hitte damit simmt-
liche Polstrahlen. Wiire ausserdem noch der Angriffs'punkt C des
Scheiteldruckes gegeben, so hitte man die Seilecksseiten nur den



