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IL. A. Gleichgewicht starrer Korper.

I. Gleichgewichts-Bedingungen.

Man bezeichnet einen Korper als im Gleichgewichte befindlich,
wenn seine simmtlichen Massenpunkte im Gleichgewichte sind,
d. h. eine geradlinig-gleichformige Bewegung ausfithren, oder (als
Sonderfall) in Ruhe sind; in letzterem Falle haben sie weder Ge-
schwindigkeit noch Beschleunigung. Solcher Gleichgewichtszustand
besteht offenbar, wenn der Korper eine gleichformige und gerad-
linige Verschiebung erleidet, u. zw. ist eine derartige Verschiebung
auch die einzige Moglichkeit des Gleichgewichtes. Man kénnte
vielleicht meinen, dass die Punkte eines Korpers sich auch geradlinig
bewegen konnten, ohne dass diese Bahnlinien nothwendig einander
parallel sein miissten, doch lisst sich zeigen, dass dies bei starren
Korpern nicht mdoglich ist.

Denkt man sich den Punkt B (Fig. 163) lings einer Geraden
AY, den Punkt C' lings einer Geraden A X gefiihrt und haben
B und C eine unveridnderliche Entfernung,
so wird ein beliebiger Punkt P der Ver-
bindungsgeraden, der von B und € um a
bezw. b absteht, eine Ellipse beschreiben.

Nennt man ndmlich die auf 4X und
AY bezogenen schiefwinkligen Koordinaten
des Punktes P x und y, setzt AB—y=u,
AC-—ax=w, so0 ist in dem Dreiecke BPQ:

a?=u®+ 22— 2uaxcosa.

Fig. 163.

Ferner ist nach der Figur «»:y = a: b; setzt man dies ein, so wird

o 2
a2=%y2+m2—2%ywcosa,
« s i
oder 1—b2+a2 Qbacosa.

Dies ist die Gleichung einer Ellipse. Fithrt man also 2 Punkte

A4 und B eines starren Korpers in nicht parallelen Geraden, so

bewegen sich die sonstigen Punkte der Geraden A B nicht in
Keck, Mechanik. . 10
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geraden Linien. Nur wenn die Fiihrungslinien der Punkte 4 und B
parallele Gerade sind (Fig. 164), beschreibt auch jeder andere
Punkt der A B eine Gerade. Ein Korper ist also nur im Gleich-
gewichte bei einer gleichformig - geradlinigen
Verschiebung oder heim Ruhezustande (Ver- Fig. 164.
schiebung mit der Geschwindigkeit und Beschleu-
nigung Null). Hierbei haben alle Massenpunkte
die Beschleunigung Null, es sind mithin alle Er-
ginzungskrifte Null. Nach dem Satze d’Alembert’s
(S. 141) miissen sich also simmtliche dussere
Krifte schon unter sich allein aufheben

Umgekehrt folgt aber aus dem gegenseitigen Aufheben der
dusseren Krifte noch nicht, dass der Korper im Gleichgewichte sei;
vielmehr muss dazu ausserdem noch die Bedingung erfiillt sein, dass
der Korper auch zu Anfang keine Drehbewegung hatte. Ist im
Anfange Ruhe oder gleichformige geradlinige Verschiebung, also
Gleichgewicht, vorhanden, so wird dieses andauern, solange sich die
dusseren Krifte aufheben. FEtwaige dussere Kriifte lassen sich am
starren Korper auf eine Mittelkraft 2 und ein Achsenmoment 9t
zuriickfiihren; und weil 2 und 9% im Allgemeinen nicht vereinigt
werden konnen, so ist zum Aufheben der gegebenen Krifte erfor-
derlich, dass gleichzeitig # = 0 und M = 0 sei, und dies ist nach
Gleichung 1, 2, 3, 4, 6 (S. 112) nur méglich, wenn

1) 2Kesa=0; 2) 2Kesf=0;
3) 2K cos y=0; 4) M,=0;
8)e My —10: By o =)
Mit Ricksicht auf die Bedeutung von 9%, u.s. w. nach S. 114 kann :
man also aussprechen:

Die an einem starren Korper wirkenden Krifte heben sich auf,
wenn in Bezug auf ein beliebiges Achsenkreuz

1. die algebraische Summe der bei rechtwinkliger Zerlegung
parallel zu jeder Achsenrichtuug fallenden Seitenkrifte Null ist,
und wenn zugleich

2. die algebraische Summe der Momente der Krifte in Bezug
auf jede der Achsen Null ist.
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Fir Gleichgewicht haben also die fusseren Krifte im Allge-
meinen sechs Bedingungen zu erfiillen.

Liegen die Krifte aber durchweg in derselben Ebene, so wiihle
man diese zur zy-Ebene; es fillt dann die Gl 3 (S. 112) aus,
weil in der z-Richtung tiberhaupt keine Seitenkrifte sich ergeben;
auch die Momentengleichungen 4 und 5 fallen fort, weil die in der
wy-Ebene liegenden Krifte in Bezug auf die - und y-Achsen,
welche mit ihnen in derselben Ebene liegen, keine Momente haben
(S.100). M, bedeutet dann die Momentensumme fiir einen beliebigen
Punkt der Krifteebene. Ausserdem wird noch cos f = sin @, und
es verbleiben die drei Bedingungen:

7 2Kcsa=0; ZKsina=0; M =IKI=0.

Liegt die «- Achse wagerecht, die y7- Achse lothrecht, so heissen die
Bedingungen in Worten:

Die algebraische Summe aller wagerechten Seiten-
krifte, die algebraische Summe aller lothrechten
Seitenkrifte und die Momentensumme fiir einen
beliebigen Punkt der Ebene miissen Null sein.

2. An einem Punkte befestigter Korper.

Ist ein Punkt A eines starren Korpers unwandelbar befestigt
und soll der Kérper in Ruhe bleiben, so muss der Punkt eine
Widerstandskraft W leisten, welche den sonstigen an dem Korper
auftretenden Kriften das Gleichgewicht hilt. Sind diese Krifte
nur Schwerkrifte, so lassen sie sich zu dem durch den Schwerpunkt
S gehenden Gesammtgewichte @ zusammensetzen. Es muss daher
W genan das Entgegengesetzte von @ sein.

Daher muss der Befestigungspunkt 4 in der Fig. 165.

Schwerpunkts - Lothrechten des Korpers liegen. ‘
Hierbei verhilt sich aber der Korper, wenn er
durch eine Verriickung aus der (leichgewichts- 4
lage gebracht wurde, verschieden, je nach der " g
Hohenlage des Befestigungspunktes 4. ( ;

Lag ndmlich beim Ruhezustande der Be-
festigungspunkt 4 oberhalb des Schwerpunktes
(Fig. 165), so kann der aus der Ruhelage in die
punktirte schriige Lage gebrachte Koérper, wenn man ihn loslisst,

10*
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nicht mehr im Gleichgewichte sein, weil @ nicht durch 4 hindurch-
geht. Vielmehr dreht sich nun der Kérper um den Befestigungs-
punkt und kommt (nach einer gewissen Anzahl Schwingungen) erst
wieder zur Ruhe, wenn er die urspriingliche Lage wieder erreicht
hat. Er kehrt also unter Einwirkung der Schwere in den friiheren
Gleichgewichtszustand zuriick, deshalb mnennt man diesen einen
sicheren (stabilen) Gleichgewichtszustand.

Im Ruhezustande geht hiernach die Schwerpunkts-Lothrechte durch den
Aufhingepunkt. Hingt man daher einen Kérper nach einander in verschiedenen
Punkten 4 und B auf, so bestimmt sich dadurch in jeder Ruhelage eine Gerade,
die den Schwerpunkt enthalten muss. Mittels zweimaliger Aufhingung kann
also der Schwerpunkt eines Korpers durch Versuche gefunden werden.

Lag der Befestigungspunkt 4 lothrecht unter dem Schwer-
punkt (Fig. 166), so kann der Korper nach einer seitlichen Ver-
riickung nicht wieder von selbst in die urspriing-
liche Lage zuriickkehren, vielmehr entfernt sich
der Kéorper ginzlich aus der fritheren Lage und
sucht sich eine neue sichere Gleichgewichtslage,
wobei der Schwerpunkt unterhalb S zu liegen
kommt. Der anfiingliche Zustand heisst dabei ein
unsicherer (labiler) Gleichgewichtszustand; der-
selbe kann nur durch vorsichtiges Balanciren
erhalten werden. Uuentschieden (indifferent)
heisst der Zustand, wenn der Befestigungspunkt 4 mit dem Schwer-
punkt zusammenfillt (Fig. 167). In diesem Falle besteht bei jeder
Richtung des Korpers Gleichgewicht.

Fig. 166.

Zu beachten ist noch, dass im sicheren Gleich- Fig. 167.

gewichte der Schwerpunkt so tief wie moglich liegt,
dass bei einer Verriickung aus derselben der Schwer-
punkt gehoben werden muss, wozu ein #usserer
Arbeitsaufwand nothig ist. Beim unsicheren Gleich-
gewichte liegt der Schwerpunkt so hoch wie maglich.
Bei einer Storung desselben verrichtet die Schwer-
kraft positive Arbeit und erzeugt Geschwindigkeit;
die Wiederherstellung des Gleichgewichts verlangt Hebung des
Schwerpunktes, d. h. Aufwendung #usserer Arbeit. Beim unent-
schiedenen Gleichgewichte ist zu einer Drehung um den Schwer-
punkt weder positive noch negative Arbeit erforderlich.
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Die Befestigung eines Korpers an nur einem Punkte kommt
ziemlich selten vor, ist auch gar nicht sehr einfach zu verwirklichen.
Viel hiiufiger und einfacher ist die Befestigung an einer wagerechten
geraden Linie, oder die Aufhingung eines Korpers an einer wage-
rechten Achse, etwa durch Hindurchtreiben eines glatten, runden
Drahtstiftes oder Hindurchstecken eines glatten Bolzens durch ein
cylindrisches Loch. Dafiir gelten die vorstehenden Figuren eben-
falls, indem A die Projektion der Achse darstellt; die Bedingungen
fiir die verschiedenen Arten des Gleichgewichtes sind die gleichen.

Unterstiitzte Korper. Ahnliche Betrachtungen gelten fiir den
Gleichgewichtszustand eines Korpers, der sich mittels kugelformiger
Fliche auf eine wagerechte Ebene stiitzt (Fig. 168). Hierbei geht
der Normalwiderstand /V durch den Kriimmungs-
mittelpunkt O der Kugelfiiche hindurch, auch
wenn man den Korper etwas aus der aufrechten
Lage entfernt (Fig. 169), und dieser Punkt O
tritt nun fiir die Beurtheilung der Sicherheit
des Gleichgewichts an die Stelle des Befesti-
gungspunktes 4. Stellt man den Korper schief
durch Drehung nach rechts, so geht der Normalwiderstand N nicht
mehr durch A4, sondern durch den neuen Berithrungspunkt B, stets
aber auch durch O. N und @ bilden ein Kriftepaar, welches den
Korper, falls S unterhalb O lag, in die Gleich-
gewichtslage zuriickfithrt; zugleich hat .S in der
Gleichgewichtsstellung die tiefste mogliche Lage,
und zur Storung des Gleichgewichts ist iusserer
Arbeitsaufwand erforderlich. Das Gleichgewicht
war daher ein gesichertes. Liegt S oberhalb
O, so entspricht dem Gleichgewichte die hochste
mogliche Lage von S, das Gleichgewicht ist ein
unsicheres. Fallen § und O zusammen, so ist das Gleichgewicht
unentschieden, bleibt auch nach einer kleinen Drehung noch bestehen.

Die Vertauschung der unteren Kugelfliche mit einer Cylinder-
fliche entspricht der obigen Ersetzung eines Befestigungspunktes A4
durch eine Drehachse.

Eine homogene Kugel befindet sich auf wagerechter Ebene im
unentschiedenen Gleichgewicht, ebenso ein Cylinder. Halbkugel
und Halbeylinder aber sind im sicheren Gleichgewichte.

Fig. 168.
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Fig. 169.
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Beispiel: Wie hoch muss in Fig. 170 der Kegel sein, damit der aus
Halbkugel und Kegel bestehende Kérper im unentschiedenen Gleichgewichte
sei? Der Gesammtschwerpunkt §
muss in O liegen, und dazu ist
erforderlich

M 88 =M,-SS,.

Die Dichte des Kegels sei y,, die
der Halbkugel y,, dann kann man
statt des Verhiltnisses der Massen
das Verhiiltnis der Gewichte setzen,
und weil S8, =1sh, SS, = s,
so0 wird
r’zh h
n FELTE e

(94}

rr

| vo
o0

Daraus folgt h? = Giie | r2.

7
Sind die Einzelkérper von demselben Stoffe, so wird 42 = 3,2. Die
entsprechende Kegelseite wird dann = 2 », die Projektion des Kegels also
ein gleichseitiges Dreieck (wie in Fig. 170 u. 171
gezeichnet), Fig. 172.

Ist aber der Kegel aus Holz, die Halbkugel 0rS
aus Metall, etwa mit 7, =9 ,, so wird L |
XA 3
Al IS T # Y
h=3r)3 = 5,20 7. AR D //
Iy 4%%
T B 777

Soll das Gleichgewicht sicher sein, so muss
man A kleiner machen. g
Besteht der Aufsatz aus einem Cylinder, so ist die Bedingung fiir unent-

schiedenes Gleichgewicht
7 Fig, 173.

h2:I'3_ i

Fig. 172 zeigt den sicheren Gleichgewichtszustand
einer Halbkugelschale. Ist hei einer solchen die Wand-
stiirke gering, so liegt der Schwerpunkt nach S. 135 im
Abstande /2 » vom Mittelpunkte 0.

Fig. 173 (aus Ritter’s Mechanik entnommen) zeigt,
wie der obere Kérper mit hoch liegendem Schwerpunkte S,
durch starre Verbindung mit einer tiefer liegenden Kugel S,
zu einem zusammengesetzten Korper mit dem Schwer-
punkte S und mit sicherem Gleichgewicht umgeindert
werden kann.
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3. Hebel.

Ein Hebel ist ein fester Korper, der nur um eine feste Achse O
drehbar und zum Angriffe verschiedener Krifte eingerichtet ist.
Das eigene Gewicht wird ebenso
wie jede andere am Hebel auf-
tretende Kraft behandelt und
kann hiufig gegen die sonstigen
Krifte vernachlissigt werden.

Die Kriifte mogen simmt-
lich in der Bildebene, recht-
winklig zur Achse O liegen
(Fig. 174). Die Achse, villig glatt angenommen, leistet einen durch
die geometrische Drehachse gehenden Widerstand W, der nach Grésse
und Richtung unbekannt ist, fiir welche !
beiden Unbekannten aber besser die e

K,
beiden Seitenkrifte W, und W, ein- ? o i
gefihrt werden. In dem Falle der o i
Fig. 174 heisst die Gleichung der e

wagerechten Krifte

Fig. 174.

1) W;+K1 COSal'—_KQ Cosa2=0,
die Gleichung der lothrechten Krifte
2) W, + K, sinq, + K,sinae, — K; = 0;

die Gleichung der Momente wird am besten auf die wirkliche
Drehachse bezogen, weil dann W, und W, in ihr nicht vorkommen,
sondern nur die bewegenden Krifte K. Es ist
3) 0=—KI| + K)l, — K;ls. 0
Hiufig kommt es auf die Kenntnis des
Widerstandes W~ der Drehachse nicht an; x,
dann ist letzte (leichung die allein mafs-
gebende: Bei einem Hebel muss fir den
Gleichgewichtszustand die Momentensumme
aller Krifte in Bezug auf die Drehachse
Null sein. Oder die Kriifte K miissen eine
durch O gehende Mittelkraft haben.
Sind simmtliche Hebelarme gegeben, 5
auch die beiden Kraftgrossen K, und Kj,
so ist durch die Momentengleichung K, bestimmt. Hiernach kann

Fig. 176.
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man dann aus den Gleichungen 1 u. 2 auch W, und W, berechnen.
Die fir die Momente in Frage kommenden Hebelarme sind im
Allgemeinen nicht die Abstinde der Angriffspunkte der Kriifte von
der Drehachse, sondern die rechtwinkligen Abstinde der Kraft-
richtungen von der Drehachse.

Fig. 175 zeigt die Vereinigung zweier ‘Hebel zu einem Nussknacker,

Fig. 176 einen um O drehbaren Pumpenschwengel; &, ist die Triebkraft,
K, der Widerstand der Pumpenstange.

4. Hebelwaagen.

Gleicharmige Hebelwaage. Der Waagebalken ist mit einer
wagerechten Drehachse O versehen (Fig. 177), welche zur Ver-
minderang der Reibung durch
eine auf eine sog. Pfanne sich Fig. 177.
stiitzende Stahlschneide ge-
bildet wird. Bei 4 und B
sind in gleichen Abstinden I
von O ebenfalls Schneiden
angeordnet, an denen gleich
schwere Waagschalen aufge-
héingt sind. Die geometrischen [— el
Drehachsen 4, O und B mogen
in einer Flucht liegen. Es ist zunichst erforderlich, dass der
Waagebalken unter der Last der beiden gleich schweren Schalen
sich wagerecht stelle und diese Stellung durch einen Zeiger Z
markire. Diese Bedingung wird, wie sich aus dem Folgenden
ergiebt, erfiillt, wenn der Waagebalken fiir sich allein, d. h. ohne
die Waagschalen in sicherem Gleichgewicht ist, d. h. wenn sein
Schwerpunkt S um eine .Grosse %4 unterhalb der Drehachse O
liegt. Im Ruhezustande iiben die bei 4 und B angehingten Waag-
schalen auch gleiche Krifte auf den Balken aus und halten ihn im
Gleichgewichte. Dasselbe gilt, wenn die Waagschalen mit Korpern
von gleichem Gewichte belastet werden. Ist aber der Korper vom
Gewichte @ auf der rechten Seite schwerer als das Gewichtstiick
P auf der linken (Fig. 178), so entsteht eine Drehung des Balkens,
bei der die rechtsseitige Schale sinkt; weil aber S unterhalb O
liegt, so tritt nun das Gewicht &' des Balkens auf die linke Seite
und kommt mit seinem Momente dem der kleineren Belastung zu
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Hiilfe, so dass bei einem bestimmten Ausschlagwinkel a wieder
sicheres Gleichgewicht eintritt. Die Beziehung zwischen dem Ge-
wichtsunterschiede @ — P und dem
‘Winkel a ist sehr einfach, wenn A4, O
und B in einer Geraden liegen, ist aber
auch nicht schwierig, wenn diese Be-
dingung nicht erfillt ist. Hier soll nur
der einfachste Fall betrachtet werden.
Da es nur auf den Gewichtsunterschied
ankommt, so mogen die Gewichte der Schalen und Ketten in P
und @ mit enthalten sein. Dann entsteht die Momentengleichung
Qlcos a= Plcosa+ Ghsina, oder

Fig. 178.

1) Q—P.:GlTltga.

Bei der vorausgesetzten einfachen Anordnung ist der Gewichts-
unterschied @ — P mit der Tangente des Ausschlagwinkels ver-
hiltnisgleich, so dass aus der Beobachtung von a der Unterschied
@ — P ersehen werden kann.

Beispiel: Hs sei G (Gewicht des Waagebalkens) 2kg, h = 1,5 cm,
: 1,5 1
U= sliem S =16 0 oo —i0Nis dann st @ %P=2ﬁ pallin=— mkgzlog.

Einem Winkel von 6° muss also an der Zeigertheilung die Bezeichnung 10 g
entsprechen. %

Beim Gebrauche der Waage kann natiirlich die Gleichgewichts-
stellung nicht sofort eintreten; es muss aber dann ein Moment vor-
handen sein, welches die Waage zum Einspielen bringt. Unter
Einspielen versteht man das Schwingen um eine sichere Gleich-
gewichtslage, das Bestreben, dieselbe einzunehmen.

Einem Gewichtsunterschiede @ — P Fie. 179.
moge ein Ausschlagwinkel a entsprechen, i
so dass Gh = (@ — P)l:tga. Betrigt
dann der augenblickliche Abweichungs-
winkel von der Wagerechten £ und hilt
man die Waage fiir einen Augenblick
fest, so entsteht, wenn @ > a gedacht
wird, ein links herum drehendes, nach der Gleichgewichtslage
treibendes Moment

M = Ghsin f— (Q — P)lcos p.
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Setzt man hierin den vorstehenden Werth fiir G'h ein, so wird

WE=(&;g—TP)lsinﬂ—(Q——P)lcosﬂ

=(Q—P)lcosﬂ<%f—1).

’ A o= > . Mo
Hiernach ist MM =0, wenn f=a. I nennen wir das Einspielungs-

Moment.

Da @ —P fir Gleichgewicht verhiltnisgleich mit tg @, wobei
tg @ zwischen 0 und oo jeden Werth haben kann, so kann man
theoretisch jeden beliebig grossen Gewichtsunterschied @ — P mit
Hiilfe des Ausschlagwinkels @ messen, kann also ein Gewichtstiick
P ganz entbehren, @ allein durch « ermitteln: Nach diesem
Grundgedanken ist eingerichtet die

Zeigerwaage, welche zum Wigen von Briefen, Garnen, Papieren
bestimmt ist. Fig. 180 entspricht einer Garnwaage, bei welcher
keine Schale benutzt, sondern
das Garn unmittelbar an dem
rechtsseitigen Haken aufgehiingt
wird.  Die Fig. 180 stellt den ___.--—
unbelasteten Zustand dar, wobei N
der Zeiger auf Null steht; der S
Schwerpunkt S des Waage- ;
balkens muss entsprechend um
L lothrecht unter der Dreh-
achse O liegen. Wird bei 4 ein Gewicht @ eingehingt, so bildet
sich eine neue Gleichgewichtslage mit einem Ausschlagwinkel a,
um den sich der ganze Hebel 40 B verdreht und der
an der Theilung messbar wird. Fiir die Momenten-
gleichung ist nur die Lage der Punkte 4, O und 8
(Fig. 181) massgebend, und es wird Qlcosa= Ghsina

oder @ = G;itga, entsprechend Gl. 1, S. 153 fiir P=0.

Fig. 180.

Fig. 181.

G'h:l ist ein unverinderlicher Festwerth fiir eine bestimmte
Waage. Auf dem Kreishogen wird man bei den Theilstrichen nicht
Zahlen fiir die Winkel @, sondern sogleich fiir die entsprechenden
Gewichte @ einritzen. Die Theilung ist dann selbstverstindlich
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nicht gleichmissig, da mit wachsendem Winkel die Tangente immer
schneller wichst. Die Gewichtstheilung wird daher mit zunehmen-
dem a enger und enger werden; darin findet aber die Anwendbar-
keit der Waage ihre Grenze.

Beispiel: Entspricht z. B. einem Gewichte von 10 & ein Ausschlag von

110:°, 80 -ist
h h
10 = (}Ttgl():O,nsGT.

Will man nun die Ausschlagwinkel fiir Vielfache von 10 ¢ haben, so hat man
zu bedenken, dass tg « mit @ verhiltnisgleich wichst.

HrAs2 0G5t teie —2 <078 =— 08303 i —1199 244

« 100k # St ——iilastipr =0 04240

2000 . igigi—s 3G torE—A. 0 9 |

LAEB00R  hehppy e=iose o= 10 Sl

. 4008 , tga= To; a= 81955,

s D00 seitiona— 8 Bisssin == 8810 31 {3

, 10008 ., tga = 1T60; a = 86°45",

Wihrend also die Theilstriche fiir Null und 100 ¢ um 60° von einander

abstehen, sind die fiur 500 und 1000 & nur 3° von einander entfernt.

Die Theilung der Wage kann man leicht durch Zeichnung finden, indem
man bei der Nullstellung des Zeigers O B eine Tangente an den Theilkreis vom
Halbmesser » legt. Trigt man von O B aus den Winkel von 10 Graden ab,
welcher dem Gewichte von 10 Grammen entsprach, so bekommt man auf der
Berithrungsgeraden sofort » - tg10°. Dieses Mafs »tg 10° = 0,176 » hat man
dann auf der Berithrungsgeraden 100 Mal abzutragen bis zu einer Linge
= 17,6 . Zieht man nun von der Achse O aus Strahlen nach diesen Theil-
punkten, so bekommt man auf dem Theilkreise die Striche, welche den
Gewichten bis 1000 g zugehoren.

Bei der Schnellwaage (Fig. 182) wird nicht der Ausschlag-
winkel @ benutzt, vielmehr dient zum Abwigen ein der Grosse
nach unverdnderliches, auf dem wage-
recht einzustellenden Hebel aber ver- : &
schiebbares, sog. Laufgewicht. Es i
liegt bei dieser Waage der Schwer- A
punkt S des unbelasteten Waage-
balkens nicht lothrecht unter der
Drehschneide O, sondern um ¢ nach
rechts und um 7% nach unten. Die
Grosse A ist, wie sich zeigen wird, fir das Einspielen massgebend.

Q
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Ist K das Gewicht der leeren Schale, so gilt fir das Gleichgewicht
mit angehingter leerer Schale

1) Ka=Gc¢+ Pb.

Legt man dann noch die Last @ auf die Schale, so muss das
Laufgewicht P um « nach rechts verschoben werden, und wenn
dann wieder eine wagerechte Ruhestellung des Hebels erreicht ist,
so gilt dafiir

2) (E+Qa=Gc+ P+ a);
nach Abziehen der friiheren Gleichung bleibt
3) Qa = Pz, mithin @ = Px: a.

P:a ist der Festwerth der Waage, @ mit o verhiltnisgleich; die
Theilung des Laufhebels also gleichmiissig.

Bringt man die fiir wagerechte Ruhestellung belastete Waage
durch Rechtsdrehung um den Winkel a aus dem Gleichgewichte,
so ist dazu ein Moment 9t aufzuwenden, welches man leicht findet zu

M= (K+Qacosa— P+ ajcosa— Gecosa + Ghsina.

Fihrt man hierin Gl 2 ein, so bleibt MM = Ghsina als Ein-
spielungsmoment, welches also ein positives % bedingt, aber von ¢
unabhiingig ist.

Alle diese Waagen, bei denen zur Ausfihrung der Wigung
Gewichtstiicke oder das eigene Gewicht eines Theiles der Waage
(des Balkens) benutzt werden, liefern nicht eigentlich das wirkliche
Gewicht des vorliegenden Korpers, d h. die Grosse der Anziehungs-
kraft, welche der Korper von der Erde erfihrt, sondern nur das
Verhiiltnis seines Gewichtes zu dem Gewichte eines anderen Korpers
an derselben Stelle der Erdoberfliche. Kin Kérper, welcher eine
richtige gleicharmige Hebelwaage mit einem Gewichtstiicke von der
Bezeichnung 1 Kilogramm“ auf der anderen Seite wagerecht
(bezw. auf Null) stellt, erfihrt am Meeresspiegel unter 459 geogr.
Breite von der Erde eine Anziehungskraft = 1%, am Aquator aber
betrigt die Schwerkraft des Korpers sowohl wie des Gewichtstiickes
nach S. 94 nur 0997 %. Eine solche Wigung stellt also eigentlich
die Masse eines Korpers fest; so ist die Masse des eben beschriebenen
Korpers ebenso wie diejenige des Gewichtstiickes auf Grund der in
diesem Buche gewihlten Einheiten (S. 34) 1 tg=1:9g06 Massen-
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einheiten, u. zw. unverinderlich an jeder Stelle der Erde und des
Weltenraumes.

Federwaagen dagegen, welche darch bestimmte Krifte eine
bestimmte, ablesbare Forminderung erleiden, zeigen die auf einen
Korper ausgeiibte Schwerkraft. Eine Federwaage, deren Theilung
an einem Orte angefertigt war, wo die Fallbeschleunigung 9,s06
betriigt, wird an diesem Orte unter einer Belastung mit einem
Gewichtstiick der Bezeichnung ,1 Kilogramm* oder mit 1! Wasser
die Schwerkraft zu 1% angeben, wird aber am Aquator unter der-
selben Last nur 0,997 ¥¢ zeigen. Beim Kaufe und Verkaufe kommt es
im Grunde genommen auf die Masse eines Korpers an. Fiir den
Kiufer sind daher solche Federwaagen nachtheilig, die an einem
Orte getheilt wurden, wo die Fallbeschleunigung kleiner ist als an
dem Gebrauchsorte. Eine Federwaage, deren Theilung am Aquator
angefertigt wurde, die also dort unter Belastung mit 1! Wasser
von 4° C. oder einem ebenso schweren Gewichtstiicke der Bezeichnung
»1 Kilogramm* die Schwerkraft mit 1% ablesen liess, wird unter
Belastung mit dem gleichen Korper oder einem Korper gleicher
Masse unter 45° geogr. Breite die Schwerkraft zu 1,003 %€ angeben,
also schon durch eine Last von 0,997! Wasser zu einer Gewichts-
angabe von 1% gebracht werden.

5. Zweifach befestigter bezw. unterstiitzter Korper.

Ist ein unter Einwirkung seines Gewichtes @ stehender Korper
an zwei Punkten 4 und B befestigt (Fig. 183), so wirken an diesen
Widerstinde W und W, welche mit @
im Gleichgewichte sein miissen. Die Mittel-
kraft von W und W; muss also das Ent-
gegengesetzte von @ sein, oder es miissen
W, W, und @ in einer Ebene liegen, und
zwar in einer lothrechten KEbene, weil @
lothrecht ist. Da nun @ durch S geht,
W und W, durch 4 bezw. B, so ist Ruhe
des Korpers nur moglich, wenn der Schwer-
punkt desselben in einer durch A und B
gehenden lothrechten Ebene liegt. Nehmen
wir an, diese Bedingung sei in Fig. 183
erfiillt, dann stehen fiir die Ermittelung der unbekannten Widerstéinde
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W und W, nur die drei Gleichgewichts—Bedingungen fir Kriifte in
einer Ebene (S. 147) zur Verfiigung. Jeder Widerstand ist aber
nach Grisse und Richtung unbekannt, oder hat, nach bestimmten
Richtungen zerlegt, zwei unbekannte Seitenkriifte  Sonach liegen
fir die Ermittelung der Widerstinde der Befestigungspunkte vier
Unbekannte und nur drei Gleichungen vor. Die Aufgabe ist also
mittels der Gleichgewichtsbedingungen allein nicht zu losen, man
nennt sie daher ,statisch unbestimmt“, und zwar im Besonderen
»einfach statisch unbestimmt®, weil gerade eine Gleichung zu
wenig vorhanden ist. Man kann diese Unbestimmtheit auch
geometrisch erkennen. W, W, und @ miissen sich in einem Punkte
schneiden, oder, da die Richtung von @ gegeben, W und W, miissen
sich in einem Punkte der Geraden @ schneiden; in welcher Héhe
dieser Punkt aber liegt, ist unbestimmt, richtet sich nach der beson-
deren Art, wie die Befestigung vorgenommen wurde, und ist im
Allgemeinen nur schwierig, in vielen Fillen auch gar nicht fest-
zustellen. Nimmt man einen Schnittpunkt ¢ der Krifte an, so sind
die Richtungen von W und W, bestimmt, es ist dann leicht das
Kriftedreieck der drei Krifte fiir Gleichgewicht (S. 63) zu zeichnen,
womit auch die Grossen von W und W, feststehen. Ein anderer
Punkt C; aber liefert ein anderes Ergebnis fir W und wi.

Ahnlich sind die Verhiiltnisse, wenn die Befestigung nicht an
zwei Punkten 4 und B, sondern an zwei zur Bildebene recht-
winkligen wagerechten Achsen 4 und B erfolgt. Dann fillt die
erste Frage, ob und wann der Korper im Ruhezustande sein kann,
fort. Der Korper ist unwandelbar befestigt, an jeder Bewegung
verhindert, — abgesehen vielleicht von einer Verschiebung lings der
beiden Achsen, deren Moglichkeit fiir diese Untersuchungen keine
Wichtigkeit hat.

Uber die Art der Unbestimmtheit
der Aufgabe bekommt man einige Auf-
klirung, wenn man die Widerstinde
W und Wy zerlegt, u. zw. in den be-
stimmten Richtungen von A nach B
und rechtwinklig dazu (Fig.184). Nennt
man die Seitenkrifte in der Richtung
AB bezw. X und X, rechtwinklig
dazu ¥ und ¥, und bedenkt, dass, wenn 4 B mit der Wagerechten

Fig. 184.
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den Winkel a bildet, @ in @ sin a und @ cos a zerlegt werden
kann, so lauten die Gleichungen der Kriftesummen in den beiden
Achsenrichtungen

1) X+ X, —Qsina=0
2) Y+ Y,—Qcosa=0.

Die Momente beziehen wir zweckmissig auf eine der Befesti-
gungsachsen z B. 4, weil dann die unbekannten Krifte X, X
und Y aus der Momentengleichung fortbleiben; auch fiihren wir in
diese Gleichung zweckmissig die urspriingliche Kraft @, nicht aber
ihre Seitenkrifte ein. Dann ist nach den Bezeichnungen der Figur

3) 0=—Yll+anderY1=Q—la.

In den Gleichungen 2 und 3 kommen nur die Unbekannten
Y und Y, vor, die daraus also zu bestimmen sind. Fir X und
X, steht aber nur die Gleichung 1 zur Verfiigung. Von diesen
Kriften ist also nur die Summe bestimmbar, nicht aber die ein-
zelnen Antheile. In der Richtung 4 B kann der Korper bei der
Befestigung jede beliebige Anspannung erfahren, die sich im Allge-
meinen nicht erkennen ldsst. Befestigt man z. B. ein hdlzernes
Brett mittels zweier Drahtstifte 4 und B an einer Holzwand, so
kommt es beziiglich der Grosse von X und X auf die Art der
Eintreibung der Drahtstifte an; durch die letzten Schlige kann man
erreichen, dass zwischen den Stellen 4 und B in dem Korper eine
mnere Zugkraft oder Druckkraft entsteht, deren Grosse die Wider-
stinde X und X, beeinflusst, bei Annahme starrer Korper aber
vollig unbestimmbar ist

Die in zweckmissiger Weise aufgestellte Momentengleichung 3
hat die gute Eigenschaft, dass darin nur eine einzige Unbekannte
vorkommt. Setzt man ¥; nach GL 3 in Gl 2 ein, so entsteht

a a+b a b

y  T=glwe—g)eetTl )0l
Unmittelbar aber kommt man zu diesem Ergebnisse, wenn man die
Gleichung der Kriiftesumme in der Y-Richtung ganz fortlasst
und dafiir nochmals eine Momentengleichung anschreibt, jedoch in
Bezug auf einen von A abweichenden Drehpunkt, den man so
wihlen muss, dass in der Gleichung womdglich nur diejenige Unbe-
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kannte vorkommt, um deren Auffindung sich’s gerade handelt, in
diesem Falle also ¥. Das wird erreicht durch die Wahl von B
als Drehpunkt, nimlich Fig. 185.

3) 0=YI—Qb oder Y=Q£,

wie in Gl. 4.

Von dieser Bevorzugung der Momenten-
gleichungen in Bezug auf immer neue Dreh- i
punkte wird in der Folge hiufig Anwendung \ i ;
gemacht werden. Nur muss man nicht i /
erwarten, dadurch die Zahl der iiberhaupt y ’
verfigharen Gleichungen vergrossern  zu 7
konnen. Fir das Gleichgewicht von Kriften in einer Ebene giebt
es drei von einander unabhiingige Gleichungen, mag man dieselben
fir Kriftesummen oder fir Momente aufstellen. Vergrossert man
die Zahl der Momentengleichungen durch
Wahl immer neuer Drehpunkte, so bleiben
die Gleichungen nicht mehr von einander
unabhéingig, so dass dadurch fiir eine unlgs-
bare Aufgabe nichts gewonnen wird.

Die vorstehend behandelte Aufeabe ver-
liert ihre Unbestimmtheit, wenn an einer der
beiden Stellen, z B. bei A, die Befestigung
so geindert wird, dass iiber die Richtung
des Widerstandes W keine Unbestimmtheit
herrscht, indem man, statt den hindurchgesteckten Bolzen oder
Drahtstift von dem Korper rings umschliessen zu lassen, etwa einen
linglichen Schlitz anbringt. Hat der Schlitz
wie in Fig. 185, die Richtung von 4 nach B
so kann bei 4 ein Widerstand X gar nicht
geleistet werden; es wird X—0 und Y — w;
mithin X| = @ sina, womit die Widerstinde
simmtlich bestimmt sind. Auch die geo-
metrische Losung ist jetzt leicht moglich:
Verlingert man die nun gegebene Richtung
von W bis zum Schnitte ¢ mit @, so sind
W und W, nach Fig. 183, S. 157, leicht
bestimmt. Auch erkennt man, dass die zeichnerische Behandlung

Fig. 186.

Fig. 187.
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von gleicher Einfachheit ist, welche Richtung auch der Schlitz
haben mag, wenn man nur die Richtung eines der Widerstiinde
W oder W, bestimmt zu erkennen vermag
(Fig. 186).

In Fig 187 ist die Richtung von W durch
den runden Auflagerungsbolzen A4 gegeben,
dadurch der Punkt ¢' und die Richtung von
W, bestimmt, und man erkennt, dass nun N

i
|
|
) W
|
1
|
)
!

Fig. 188.

auch eine vollige Umschliessung des Bolzens B \
nicht mehr nothig wire, sondern eine Stiitzung \/
nach Fig. 188 fiir das Gleichgewicht hinreichen
wiirde. Fig. 187 bietet nur eine grossere Sicherheit gegen Strungen
des Gleichgewichts durch Erschiitterungen, Stosse und das Hinzu-
treten neuer Krifte. Scheinbar unwesentliche Fig. 189.
Anderungen der Form des Korpers in der Nihe
der Unterstiitzungsstellen haben zuweilen sehr
wichtige Folgen. Biegt man z. B. den Stab der
Fig. 189 an seinem oberen Ende derartig um,
dass er den Bolzen B mit einer wagerechten
Ebene beriihrt (Fig. 190), so wird W, lothrecht,
der Schnittpunkt von /% und 7] riickt in un-
endliche Ferne, und dadurch wird W ebenfalls lothrecht, so dass
nun die bei Fig. 189 erforderlich gewesene seitliche Sicherung bei 4
entbehrlich wird. Die Grossen von W und W; Fig. 190.
ergeben sich mittels der Momentengleichungen
W= Qb W@ a el
Auflagerung der Dachsparren auf
Dachpfetten. Die Dachpfette moge die
Form eines aufrecht stehenden Rechtecks
haben (Fig. 191); der Sparren sei fiir die Auflagerung entsprechend
ausgeschnitten. An den lothrechten Berithrungsstellen kann keine
Kraft auftreten, denn es miisste A + I, Fig. 191.
= 0 sein, und weil keine dieser Krifte
negativ werden kann, so miissen beide
Null sein. An den wagerechten Beriih-
rungsstellen treten die lothrechten Wider-
stinde 4 und B auf, die sich genau
berechnen wie im vorhergehenden Falle.

e

Keck, Mechanik.
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Das Gewicht der Dachsparren iibt daher auf die die Pfetten
tragenden Winde nur lothrechte Driicke (das Entgegengesetzte von
A und B) aus, wenn man von der
. Reibung absieht.

Anders ist aber die Sache, wenn die
Pfetten fiir die Auflagerung der Sparren
schriig abgeschnitten sind (Fig. 192). Ist
dann etwa nur bei B eine Nagelung aus-
gefiithrt, nicht aber in 4, so werden die
Widerstinde W und W, beide schrig.
Die Entgegengesetzten derselben wirken N
auf die Tragwinde der “Pfetten. k

Die Richtung der Widerstinde wird durch die gegenseitige
Hohenlage der Stitzflichen nicht beeinflusst; besonders hiufig ist die
Auflagerung eines wagerechten Balkens
auf zwei Stitzflichen (Fig. 193). Dann Fig. 193,
wird wiederum, wenn @ das Gesammt- Ea—-»"— ____ P )T B

gewicht des Balkens (einschl. etwaiger [ ]
Last) bezeichnet, \\\\\%‘ P

b a L LTy ‘
6 A= B=0Q . e

Liegt die Last @ in der Mitte, so wird natiirlich 4 — B — 12Q;
riickt dann die Last ndher an das linke Auflager, so wird dieses
mehr belastet, das andere weniger. Der Abstand 7 der beiden
Auflagerdriicke ist die rechnungsmissige
Spannweite des Balkens. Um die Formel
B = @ 2/ sofort zu erkennen, denkt man sich
den Balken als Hebel mit dem Drehpunkte
bei A und stellt sich die Kraft B als Hub-
kraft einer Hand vor, dann erscheint « : 7
sofert als das Hebelverhiltnis.

Eine Thiir (Fig. 194) stiitzt sich dreh-
bar auf zwei Zapfen. Das den Zapfen um-
schliessende Thiirband beriihrt die Cylinder- ik
fliche und erfihrt von dieser einen wagerechten e
Widerstand Y; es stiitzt sich aber auch auf die untere Verdickung
des Zapfens und erfiihrt dort einen lothrechten Widerstand _X. Daher
treten an jedem Zapfen zwei unbekannte Krifte auf. Ware die Thiir

I
|
|
NG A
1
1
\

Fig. 194.
(X

[ = VIR

¥

yQ
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nur bei B gehalten, so wiirde sie durch @ ‘rechtsherum gedreht
werden; dem muss bei 4 ein nach links gerichteter Druck Y
widerstehen. Nach der Gleichung der wagerechten Krifte muss
bei B der gleiche Druck Y nach rechts wirken. Die Gleichung
der lothrechten Krifte verlangt X + X; = @; weiteres ist diber
X und X; nicht zu finden: wie sich das Gewicht @ auf beide
Zapfen vertheilt, hingt von der Genauigkeit der Ausfiihrung ab.
Y ist aber durch die Momentengleichung, etwa um B, leicht zu
berechnen: 0 = Qb — Yh, oder Y= Qb: h.

Bei niherer Besichtigung einer Thiir wird man zuweilen finden,
dass an einem der beiden Zapfen das Thiirband mit der unteren
Verdickung des Zapfens nicht in Berithrung ist, dass daselbst ein
Spielraum, eine offene Fuge sich zeigt. An einer solchen Stelle
findet dann auch keine Druckiibertragung statt, und es wird das
Gewicht @ der Thir in solchem Fall allein von dem anderen
Zapfen getragen.

Bei wichtigen Fallen, d. h. wenn grosse Kriifte auftreten, ist
eine derartige Unbestimmtheit der Kraftwirkung zu vermeiden.
Daher trifft man dann die Einrichtung so, dass die Kraft X nur
an einer Unterstiitzungsstelle tiberhaupt auftreten kann, indem man
an der anderen Stelle eine Berihrung nur an der cylindrischen
Fliche zuldsst. Z. B. an dem Dreh-

Krahne (Fig. 195). Hier muss

(mit @ = 3000, @, — 2000 ) " vy
X=@Q -+ @ =5000%, und in Be-
zug auf den unteren Stiitzpunkt B

Fig. 195.

0=— Y4 4 2000- 1, + 3000 - 4

mithin ¥'= 3750% sein. Man kann
die Aufgabe auch rein zeichnerisch
losen: Nach irgend einem Mafsstabe
trigt man in einer Nebenfigur @,
und @ zu einem Krafteck an einander,
wihlt einen beliebigen Pol O, zeichnet
zu den Polstrahlen ein Seileck in der Hauptfigur, deren #usserste
Seiten durch ihren Schnittpunkt die Lage des Gesammtgewichtes
R = 5000 bestimmen. Mit dieser Kraft 2 miissen nun der wage-
1HE
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rechte Widerstand Y ‘des oberen Lagers und der schrige Gesammt-
widerstand 7 des unteren Lagers im Gleichgewichte sein, sich
also auf ihr schneiden. Der Schnitt ¢ von ¥ und R bestimmt
sonach die Richtung BC von W. Zieht man im Krafteck ZF
wagerecht, DF || BC, so ist DF =W und FE=Y,

6. Dreifach und mehrfach befestigter bezw.
unterstiitzter Korper.

Hat ein Korper drei feste Punkte, so lisst sich der Widerstand
Jedes der Punkte in je drei Seitenkrifte zerlegen; man hat also
9 Unbekannte. Die Zahl der Gleichgewichts- Bedingungen betrigt
im Allgemeinen 6, mithin fehlen 3 Gleichungen zur volligen
Bestimmung der Kriifte, oder die Aufgabe ist dreifach statisch
unbestimmt,.

Ist aber der Korper ein nur lothrecht belasteter dreibeiniger
Tisch oder Schemel, der sich an drei Stellen auf eine wagerechte
Ebene stitzt, so sind von den drei Widerstinden die Richtungen
bekannt und die Grossen gesucht. Benutzt man die Lothrechte
als  z-Richtung, so sind von den 6 Gleichgewichts- Bedingungen
(S. 146) benutzbar: Gl 3, 4 und 5, und diese geniigen zur Be-
stimmung der 3 Unbekannten; doch wendet man zur Bestimmung
der Unbekannten vortheilhaft nur Momenten- Gleichungen an in
Bezug auf Drehachsen durch je 2 Fig. 196.
Stiitzpunkte. Die lothrechten Wider-
stinde 4, B und C sind zu berechnen.
Die Richtungslinie des Gewichtes @
des belasteten Tisches schneide die
Unterstiitzungsebene in D (Fig. 196).
Fiir die Achse 4 B gilt:

0=—C-CF+ Q- DE, also
1) C=Q -DE:CF.

In entsprechender Weise findet man
A und B.

Ist der Tisch nur einfach auf den Boden gestellt ohne Binde-
mittel und ohne Verklammerung, so kénnen die Widerstinde nicht
negativ werden. Es wird aber =0, wenn DE =0, d. h. wenn
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@ durch die Seite 4 B des Unterstitzungsdreiecks geht. Liegt D
ausserhalb dieses Dreiecks, so ist (leichgewicht nicht maglich, viel-
mehr kippt der Tisch dann um eine der Seiten des Dreiecks 4 B (.

Fillt D in den Schwerpunkt des Dreiecks 4 BC, so wird
C=1/3@Q, und ebenso gross werden A4 und B, so dass in diesem
Falle das Gewicht sich gleichmissig auf die 3 Stitzpunkte vertheilt.

Tritt zu dem Gewicht @ noch eine wagerechte Kraft K, so
koénnen die lothrechten Widerstinde nicht mehr Gleichgewicht
herbeifithren, sondern es miissen an den Auflagerstellen noch wage-
rechte Widerstinde hinzutreten. Diese werden in Wirklichkeit bis
zu einem gewissen Grade durch die Reibung geliefert; wir wollen
statt dessen hier annehmen, dass eine vorgelegte Leiste die Ver-
schiebung hindere. Es ist dann ausser dem

Ruhezustande nur ein Kippen um die Leisten- M fe i
kante mdaglich. S seam,
Ersetzt man @ und K durch ihre Mittel- 1
kraft R, welche rechts von 4 im Abstande » i
2 s v
vorbeigeht, so wird A

Cec=Rr oder O= Rr:ec.
Gleichgewicht ist nur moglich, solange »
positiv ist, d h. innerhalb des Unterstiitzungs-
dreiecks durch die Grundebene hindurchgeht
Zugleich ist aber auch R»r= Qa — Kh.
Es ist also Gleichgewicht nur moglich, solange
Qa= Kh. Qa heisst das Standsicherheitsmoment (Stabi-
litditsmoment) in Bezug auf die Kante 4, K7 das Umsturzmoment.
Der Korper ist nur im gesicherten Gleichgewichte, solange das
Standsicherheitsmoment grosser als das Umsturzmoment.

Stitzt sich ein Korper an mehr als drei Stellen auf eine
wagerechte Ebene, so sind die Widerstinde der Stiitzpunkte nicht
mehr zu ermitteln. 1In geometrischer Beziehung ist die Ebene, in
welcher der Korper die Unterstiitzungsfliche beriihrt, durch mehr als
drei Punkte bestimmt, also iberbestimmt, wihrend, wenn die
Unterstiitzungsstellen nicht genau eine Ebene bilden, ein Wackeln
des Korpers bei Verschiebung der Last eintreten kann. Ein drei-
beiniger Tisch kann nicht wackeln, ein mehrbeiniger aber bekanntlich
sehr leicht; es hiingt damit die Unbestimmtheit der Druckvertheilung
zusammnien.
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Beziiglich der Sicherheit gegen ein Umsturzmoment gilt fiir
einen vierbeinigen Tisch das Gleiche wie fiir einen dreibeinigen.

Ruht ein Kérper unter Einwirkung seines Gewichtes @ mittels
ebener Fliche auf wagerechter Ebene (Kig. 198), so miissen die
lothrecht aufwiirts gerichteten Widerstinde der
Flichentheilchen eine Mittelkraft N liefern, die
durch den Schwerpunkt S des Korpers geht.
Nach welchem Gesetze sich aber NV auf die Be- iS
rﬁhrungsﬂéi(?he Vetrtheilt, ist sta.tisch unbestimﬂmt. W/’W//TA”’/////
Da nun die Mittelkraft zweier Parallelkrifte
gleichen Sinnes nach S. 102 zwischen den Parallel-
kriften liegt, so kann auch die Mittelkraft N nur innerhalb des
Bereiches der Grundfliche liegen, oder es ist fiir Gleichgewicht
erforderlich, dass die Schwerpunktslothrechte innerhalb des Bereiches
der Grunfliche bleibe; andernfalls tritt ein
Kippen um eine Drehkante ein, z. B. in Fig. 199 Fig. 199.
um 4.

Fig. 198.

Hat aber der Umfang der Grundfliche ein- fy
springende Theile (Fig. 200), so ist nicht erforder-
lich, dass die Schwerpunktslothrechte durch die
wirkliche engschraffirte Beriihrungsfliiche hin- 450
durchgehe; vielmehr erhilt man den fir die
Standsicherheit —massgebenden Bereich der
Grundfliche, indem man die wirkliche Beriihrungsfliche so weit
erginzt, dass einspringende Winkel fortfallen. Denn eine Seite oder
Tangente der Grundfliche kann nur dann zu einer Drehkante werden,
wenn ihre Verlingerung die Berithrungsfliche nicht
mehr durchschneidet. Simmtliche Tangenten, die man  Fig. 200.
an den einspringenden Bogen FED der Figur legt,
sind keine moglichen Drehkanten. Es muss daher die
leichte schraffirte Halbkreisfliche #EZD mit zu dem
Bereiche der Grundfliche gerechnet werden, aus dem
die Schwerpunktslothrechte nicht hinaustreten darf
Der Bereich der Grundfiiche ist diejenige ebene Fliche,
welche umschlossen wird von einer beweglichen Geraden, die die
Unterstiitzungsfliche umhiillt, d. h. sich so um dieselbe bewegt,
dass sie sie stets beriihrt, ohne sie aber zu schneiden.
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Bekanntlich kann ein zusammengebogenes Papier- oder Karten-
blatt auf einem Tische sicher stehen, wiewohl die Schwerlinie nicht
durch die schmale Auflagerfliche hindurch geht. Ebenso bildet
bei dem Tische (Fig. 196, S. 164) die gesammte Dreieckfliiche 4 B C
den Bereich der Grundfliche.

Geht die Schwerpunkts-Lothrechte gerade durch eine mogliche
Drehkante (Fig. 201), so ist der Ruhezustand unsicher. Der Wider-
stand des Bodens vertheilt sich nicht mehr tber
die Berithrungsfliche, sondern wird nur noch von
der Drehkante geleistet.

Tritt zu dem Gewichte @ des Korpers noch So
eine beliebig gerichtete Kraft K hinzu, die mit
@ in derselben Ebene liegt (Fig. 202), so kann 77z
man die Mittelkraft & beider bestimmen, und Q
letztere muss durch den Widerstand W des Bodens
aufgehoben werden, wenn der Korper in Ruhe bleiben soll. Die
seitliche Verschiebung im Sinne der wagerechten Seitenkraft von K
sei durch einen Vorsprung am Boden verhindert; dann kommt nur
noch die Moglichkeit der Drehung um die
Kante in Frage, deren Verschiebung durch
den Vorsprung gehindert ist. Der Boden
kann innerhalb des Bereiches der Grund-
fliche jeden beliebigen Normalwiderstand /V
leisten, der Vorsprung einen seitlichen
Widerstand von beliebiger Grosse; der aus
beiden sich zusammensetzende Gesammt-
widerstand W kann daher innerhalb des
Bereiches der Grundfliche jede beliebige Grosse und Richtung haben,
kann aber nicht aus diesem Bereiche heraustreten. Es muss daher
die Lage von R die Unterstiitzungsebene ebenfalls im Bereiche der
Grundfliche schneiden, wenn der Korper soll in Ruhe bleiben konnen.
Ist der Hebelarm von @ in Bezug auf die Drehkante 4 wieder a,
der der Kraft K aber I, so ist wieder Standsicherheit vorhanden,
wenn Qa = K1, d.h. wenn das Sicherheitsmoment grosser als das
Umsturzmoment. Fir K7 = Qa geht die Mittelkraft R aus K
und @ durch die Drehkante, und der Korper ist im unsicheren
Gleichgewichte. Wird K7 im geringsten grosser als @a, so wird
der Korper sich um die Kante A4 drehen.

Fig. 201.
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Erfolgt diese Drehung, so beschreibt der Schwerpunkt 8 (Fig QOi)
einen Kreishogen um A4, die Richtungslinie des Gewichtes @ riickt
der Kante immer niher, das Moment von @ wird immer kleiner
und endlich zu Null, sobald der Schwerpunkt in S, lothrecht
liber A liegt. Setzen wir voraus, dass die umstiirzende Kraft K
in der Weise abnehme, dass ihr Moment stets gleich dem Momente
von ¢ in Bezug auf A4 sei, so wird das Moment ihrer Mittelkraft R
stets Null sein, R also stets durch A gehen. Hs wird dann ein
langsames, allmihliches Aufkippen des
Korpers moglich sein. Die hierzu von
der Kraft K zu leistende Arbeit kann
man leicht berechnen. Die Bewegung
erfolge so langsam, dass bei der hoch-
sten Lage des Schwerpunktes die Ge-
schwindigkeit aller Punkte des Korpers
Null sei. Dann ist, von der sicheren
Ruhelage aus gerechnet, die Zunahme
am Arbeitsvermogen Null. Mithin muss auch die Arbeitssumme
Null sein. Nach S.144 verrichten aber die inneren Krifte die
Arbeit Null, der in der Drehkante A auftretende Widerstand W
verrichtet auch die Arbeit Null, weil sein Angriffspunkt sich nicht
bewegt; mithin muss die Arbeit von @ und K zusammen Null sein.
Bei einer Hebung des Schwerpunktes um hy ist aber (nach S. 139)
die Arbeit der Schwerkraft — @7, folglich ist die Arbeit zum
volligen Aufkippen des Korpers

Fig. 203.

1) %A= Qh .

Diese Arbeit heisst die dynamische Standsicherheit, sie
kommt in Frage, wenn es sich darum handelt, ob ein Korper durch
einen Stoss oder Wurf umzustiirzen ist. In einem geworfenen Korper
steckt ein bestimmtes Arbeitsvermdgen; trifft er einen aufgestellten
Korper, so kann ein gewisser Theil des Arbeitsvermogens zum
Umstiirzen wirksam werden.

Das Standsicherheitsmoment war das zum ersten Anheben er-
forderliche Moment und unabhiingig von der Hohenlage des
Schwerpunktes. Die zum vélligen Aufkippen erforderliche Arbeit 2
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aber ist auch von der Hohe y des Schwerpunktes abhiingig. Es
ist némlich (Fig. 203)

NS T {0s = Va2 + YR = 48 ey = Va2 +‘3;é—3/,

was man aber, wenn man mit V2 + »? + y multiplizirt und
dividirt, auch schreiben kann

9
a”

Vet 4y

, oder

a
a ]/‘ﬁ";’? + y .
Man erkennt, dass bei gleich bleibendem « die Arbeit 2 um
so kleiner wird, je hoher der Schwerpunkt liegt. Korper mit hoch

liegendem Schwerpunkte lassen sich also durch einen Stoss ver-
héltnisméssig leicht umstiirzen.

2) Dl — )

Beispiel: Ein parallelepipedischer Steinkérper (Fig. Fig. 204.
204) von 1 X 1 X 2m wiegt, wenn y = 2000 ks,
@ = 4000 kg. Liegt er mit einer Langseite auf dem
Boden, so ist a=05m, y=0,m, daher das Moment
zum ersten Aufkippen M= @ a = 4000 - 0,5 = 2000 mkg,
Oder es muss unter der linksseitigen Steinkante eine
Hubkraft K =2000 k¢ wirksam sein. Die Arbeit zum
volligen Aufkippen, so dass er dann von ‘selbst weiter C A
umkippt, ist

i 0,5 )
Vo0 405 V2ti

= 2000 - 0,414 = 828 mkg,

oA —

s g000( 0 Bta 1)

Steht aber der Kérper hochkantig, so ist @ = 0,5m, y = 1 m, mithin ist I
ebenso gross wie vorher, dagegen U = Qa (AT 2) = 2000 - 0,236
= 472mkg, also erheblich kleiner. Fie. 205.

Eine Mauer von trapezformigem Quer-
schnitte (Fig. 205) habe eine Hche 7, eine
obere Breite b»; der Grundriss der geneigten
Seite 4D betrage nh; dann setzt sich das
Standsicherheitsmoment aus den Beitriigen des
rechteckigen und des dreieckigen Theiles zu- nh
sammen, in welche man den Querschnitt zerlegen kann. Fiir eine

B
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Lange = 1 rechtwinklig zur Zeichenebene ist dann in Bezug auf
die Kante A das Standsicherheitsmoment Mn,:

Mo = ph {b(Veb + nk) + Yanh - /3 nh)
=yh{Y282 4+ b nh + Vs han.
In Bezug auf die Kante B:
Wy = ph {1202+ Y2 nh (b + Y3nh)}
=7h {202+ Y2b nh + Yo n2h?},
mithin MM, > IM,, weil der Gesammtschwerpunkt niher an B als
an 4 liegt. Wiirde man das Trapez mit einem flichengleichen

Rechtecke von der Hohe 4 und der Breite b + /2 nh vertauschen,
so betriige das Standsicherheitsmoment nur

M = phla(b+ Yanh)?
= yh {1/2 b2+ 12bnh -+ Ysn 2h‘~’},
also wiederum weniger als 9¢,.

7. Gleichgewicht einer Verbindung von Gelenkstangen.

Unter einer Gelenkstange verstehen wir einen starren Korper,
der an zwei Stellen mit sog. Augen versehen ist, in welchen
cylindrische, einander parallele Bolzen angebracht sind. Mittels
dieser Bolzen sind die Kérper mit einander bezw. mit festen, unbe-
weglichen Widerlagern derartig verbunden, dass in den Gelenken
nur Krifte auftreten konnen, welche durch die Achsen der Gelenk-
bolzen hindurch gehen und zu diesen rechtwinklig stehen. Die
Form der Korper ist im Ubrigen gleichgiiltig, dieselben konnen die
Gestalt von geraden oder einfach gekriimmten Stiben haben; der
Einfachheit wegen mogen sie geradlinig gezeichnet werden. Die
Reibung an den Bolzen wird vernachlissigt.

Verbindung zweier Gelenkstibe. In 4 und B (Fig. 206) seien
die Stibe mit Widerlagergelenken
verbunden, bei C' greifen sie gelenk-
artig in einander. G' und &, seien
die Gesammtlasten der linken bezw.
rechten Stange mit den wagerechten
Abstinden ¢ und ¢, von A bezw. B.
Es seien & und b, die wagerechten,
h und k, die senkrechten Projektionen der Stangen. Den Widerstand W

Fig. 206.
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des Widerlagergelenks A zerlegen wir in 4 (senkrecht) und X (wage-
recht); den Widerstand W, des Gelenks B in B bezw. .X], wiihrend
die gegenseitige Kraft ), welche die Gelenkstangen bei ' auf
einander ausiiben, in 7 (senkrecht) und H (wagerecht) zerfallen moge.
Soll die Verbindung im Gleichgewichte sein, so muss jede
Stange fiir sich den Gleichgewichtshedingungen ;
geniigen. Da nun fir Krifte in einer Ebene Beapt
3 Gleichgewichtsbedingungen aufzustellen sind, JV
so stehen im Ganzen 6 Gleichungen zur Ver- PR ey
fiigung, mittels deren die Unbekannten 4, X,
B, X;, H und V bestimmt werden kdonnen.
Zuerst sollen die gegenseitigen Krifte im
Gelenke C berechnet werden. Dass an der
linksseitigen Stange H nach links wirken muss, erkennt man leicht;
der Sinn von ¥V ist vorliufig unbestimmt; wir nehmen ihn nach
oben an. Bei der Momentengleichung in Bezug Fig. 208.
auf 4 (Fig. 207) fallen 4 und X aus, und man
erhilt einfach: 0 =—Hh— Vb+ Gec. An der
rechtsseitigen Stange (Fig. 208) miissen H und V°
entgegengesetzt angebracht werden, und man
erhilt: 0= Hh — Vb — Gyc.
Aus beiden Gleichungen folgt:
G oth) S GeD

I

¥ Hom bhy + bk
L Geoh) = Gch
2 Y bh, + bk

Wird hierbei 7 negativ, so ist es in Fig. 207 abwirts, in Fig. 208
aufwirts gerichtet.
Weiter folgt dann leicht an der linken Stange:
3) A=G—V; X=H; Fig. 209.
an der rechten:
4 B=G,+V; X =H.
Wirken aber an jeder Stange zwei
Lasten P und @ bezw. P, und @
(Fig. 209), so kann man P und @ durch
ihre Mittelkraft G, P, und @, durch
ihre Mittelkraft G, ersetzen, u. zw. ist dann einfach
Ge= Pd+ Qe; Gie; = Pd + @ e.
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Fiihrt man dies in die GIL 1 und 2 ein, so entsteht:
g Pdb + Qeb + Pidib + Qe b

5

) bhy + B,k Bae

6) 7o TR —{—QelLI—Pldlh—Qlelh.
bhy + bk

In diesen Gleichungen ist jede der 4 Lasten durch ein be-
sonderes, von den anderen unabhingiges Glied vertreten; fallen die
Lasten @, @, und P, fort, bleibt also nur P, so wird

AR e e i e
BT e

Jede der Lasten liefert hiernach zu den Kriften H und v ihren
bestimmten, unabhéingigen Beitrag; man kann daher beim gleich-
zeitigen Vorhandensein beliebig vieler Lasten den Einfluss jeder
einzelnen Last auf A und 7 besonders ermitteln und braucht die
einzelnen Betriige dann nur mit Riicksicht auf ihre Vorzeichen zu
summiren. Das eigene” Gewicht der Stangen wird ebenso wie jede
Last behandelt; man kann daher die Stangen als an und fiir sich
gewichtlos betrachten.

Eine unbelastete und gewichtlos gedachte Gelenkstange hat aber
Eigenschaften, die fiir die Berechnung der Stangenverbindungen sehr
wichtig sind (A. Ritter, Technische Mechanik).

An einer solchen Stange miissen die Gelenk- Fig. 210.
driicke W und D sich allein im Gleich- 7
gewichte halten, also gleich und entgegen- ) O,]/)
gesetzt sein und in dieselbe Gerade fallen

(Fig. 210), d. b in die gerade Verbindungs- /
linie beider Gelenke. Oder es gilt der Satz: 7, S

Eine gewichtlose unbelastete Vs
Gelenkstange kann nur Widerstinde
in der Richtung der Verbindungsgeraden ihrer Gelenke
ausiben.

Sind die Pfeilspitzen der an beiden Gelenken auftretenden
Krifte einander zugewandt, wie in Fig. 210, so erfihrt die Stange
Druck. Denken wir uns die Stange an irgend einer Stelle zwischen
den Gelenken durchschnitten, so haben wir an der Schnittstelle
eine innere Spannkraft S anzubringen, welche die Wirkung des
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abgeschnittenen Stiickes ersetzt; diese Spannkraft ist ebenfalls = D
und ihr entgegengesetzt, oder:

Die Spannkraft einer unbelasteten Stange fillt in
die Verbindungsgerade der beiden Gelenkpunkte.

Ist nun (Fig. 211) die linke der heiden Stangen mit * belastet,
die rechte einstweilen unbelastet, so ubt letztere einen Gegendruck
D =W, in der Richtung BC,
welche sich mit & im Punkte
K schneidet; durch K muss dann
auch der Widerstand W des Ge-
lenkes 4 hindurchgehen, weil an
der Stange AC die drei Krifte:
W,, G und W sich im Gleich-

Fig. 211.

gewichte halten miissen. Nach-
dem hierdurch die Richtungen von e
W und W, gefunden sind, ldsst /'/W G
sich leicht ein Krafteck abc dieser o> W
3 Krifte zeichnen, aus welchen /{‘f/ ‘\\T;'_i
dann die Grossen W und D = W, 0‘{?\""""};"
abgegriffen werden kdnnen. \-\\\5/{[”"
Fir eine Belastung der e v
rechten Stange mit G“ findet N \?”W
man in entsprechender Weise die \f‘\\\
zugehorigen Widerstinde W' und \ 7

7' im Krafteck bde. Sind nun

die Lasten G und G“ gleichzeitig vorhanden, so treten auch die
entsprechenden Widerstéinde gleichzeitig auf. Der Gesammtwider-
stand im Punkte 4 ist dann die Mittelkraft aus W und W*. Diese
ist aber leicht zu finden, wenn man aus b¢ und ¢b ein Parallelo-
gramm Ocbe zeichnet; dann finden sich O¢c= W' und ca = W an
einander gereiht, und ihre geometrische Summe O« ist der Gesammt-
druck W, in A. Ebenso ist dO der Gesammtdruck W, in B.
Bringt man diese Gesammtkrifte in 4 und B an, so schneiden sie
G und G'‘ in Punkten Z und L°‘, durch welche auch der Gesammt-
druck des Gelenkes ¢ hindurch gehen muss, die deshalb mit C
in einer Geraden liegen miissen, und zwar muss diese Gerade
LCL'|| Ob sein, weil Ob den Gesammtdruck des Gelenkes C' nach
Richtung und Grosse darstellt.
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Rickt die Last & (Fig. 212) dem Widerlagergelenke A niiher
und niher, so verschiebt sich der Schnittpunkt K der drei Krifte auf
der Verlingerung von BC' mehr
und mehr nach oben, und die Fig. 212.

Richtung von W nithert sich mehr w

und mehr der Lothrechten. Im uf\IK
Grenzfalle, wo G mit 4 zu- R
sammenfillt, wird W lothrecht, A T o
fillt also mit & in dieselbe :
Richtung; aus diesem Grunde
wird die dritte Kraft D — w;, {
(nach 8. 63) = Null; die Last & 4l ByE
wird unmittelbar von dem festen %f

Gelenkpunkt 4 auf das Wider- (G
lager iibertragen; im Gelenke

tritt gar keine Kraft auf, und die Stangenverbindung bleibt ohne
innere Spannkrifte. Also:

Eine Last, die an einem Widerlagergelenkpunkt
einer Stangenverbindung angreift, bringt in der
Stangenverbindung selbst keine Spannkrifte hervor.

Riickt aber die Last & der linken Stange nach ¢ hin (Fig. 213),
so ndhert sich der Punkt X mehr und mehr dem Punkte ¢ und
fallt mit ihm zusammen, wenn die
Last durch ' geht. Denkt man Fig. 213.
sich nun die Stangen durchschnitten,
80 miissen ihre Spannkrifte beide
in die Richtungen 4 ¢ und B¢
fallen. Oder:

Greifen die Lasten nur ]
in dem gemeinsamen Gelenk-
punkte einer Stangenverbindung an, so fallen die
Spannkrifte der Stangen in die Verbindungsgeraden
der Gelenkpunkte (die Stangenrichtungen).

Die beiden vorstehenden Sitze gelten, wie man leicht erkennt,
auch fiir eine Verbindung von beliebig vielen Stangen.

Die Bestimmung der Widerstinde der festen Gelenke geschieht
in derselben Weise, wie auf S. 173 beschrieben, wenn auch die
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einzige vorhandene Last K an der Verlingerung einer Gelenkstange
angreift und etwa von der lothrechten Richtung abweicht (Fig. 214).

In Fig. 215 ergeben sich leicht die Spannkrifte S und S; der
beiden Gelenkstangen,
und zwar wirkt die
Spannkraft S auf Zug,
S, auf Druck.

Ist bei einem
Bogentriger mit drei
Gelenken (Fig.216) nur
die linke Hilfte durch
eine Kinzellast &' be-
lastet, so kann, ohne
Ricksicht auf die
Form, die rechte Hilfte wie eine gewichtlose Stange behandelt
werden, so dass die Richtungen der Widerlagerdriicke W und W)
in einfacher Weise bestimmt sind und
daher die Zeichnnng des Kraftecks aus
G, W und W, ermdoglicht ist.

Liegt das gemeinsame Gelenk ¢
oberhalb der Geraden A4 B, so erfordert
eine Last G (Fig. 213, S. 174) schrig
aufwirts gerichtete Widerstinde ‘W und
Wy; diese Krifte haben nach dem
Gesetze der Wechselwirkung das Bestreben, die Widerlager schrig
nach unten und aus einander zu driingen; die Stangen erfahren
Druckkrifte. Liegt aber ¢ unterhalb
A B (Fig. 217), so verkehren sich alle
Verhiltnisse ins Entgegengesetzte: die
Stangen werden gezogen und suchen die
‘Widerlager nach innen zu ziehen.

Solche innere Zugkrifte, deren Rich-
tung mit der Verbindungsgeraden zweier
Gelenke zusammenfillt, konnen auch
durch ein Seil aufgenommen werden.
An Stelle der Gelenke hat man sich dann Seilknoten zu denken.

Verbindung von mehr als zwei Stangen. Eine Verbindung
von zwei Gelenkstangen wie Fig. 217 bildet eine bestimmte Figur,

Fig. 215.

NN

.\\s\
a4 >
5,

NN

Fig. 217.
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nimlich ein durch drei Seiten bestimmtes Dreieck, weil die festen
Punkte 4 und B die Seite 4 B festlegen. Eine Verbindung von
mehr als zwei Stangen bildet aber eine verschiebliche Figur, weil
ein Vieleck von mehr als drei Seiten nicht mehr durch die Seiten
allein bestimmt ist. Sind die Liangen der Stangen, deren Lasten,
und die Widerlagergelenkpunkte 4 und B gegeben, so giebt es nur
eine gesicherte Gleichgewichtslage, welche sich allmihlich von selbst
einstellt, wenn man die Stangenverbindung der Wirkung der Lasten
tiberldsst. Diese Ruhelage muss zunichst ermittelt werden, bevor
man die Widerstinde der Befestigungspunkte und die Spannkrifte
der Stangen bestimmen kann.

Betrachten wir eine Verbindung von drei
Stangen, so sind deren Neigungswinkel «,, as,
ay in der Gleichgewichtslage unbekannt. Greifen
die Lasten irgendwo zwischen den Gelenk-
punkten an, so ist es zur Vereinfachung em-
pfehlenswerth, jede Last G* durch zwei parallele
Seitenkrifte zu ersetzen, die je in einem Gelenk

angreifen. Ts ist dann (Fig. 218) K, =G1< il ﬁ); K'=¢6, %
il

Fig. 218.

U
Verfihrt man mit den Lasten der anderen Stangen ebenso, so werden
die auf die Widerlagergelenke Fig 219.

entfallenden Seitenkriifte, z. B.
K, unmittelbar von diesen
aufgenommen und kommen fiir
das Gleichgewicht der Stangen-
verbindung weiter nicht in Be-
tracht. An jedem Zwischen-
gelenk aber summiren sich
die von links und rechts her-
rihrenden Seitenkrifte und
geben zusammen die Gelenk-
punktslast. Wir haben dann
nur mit Gelenkpunktslasten
£ und @ zu thun (Fig. 219), /
und die Spannkrifte der Stibe "
konnen nach dieser Anderung mit Riicksicht auf den Satz S.174
als in die Stabrichtungen fallend angesehen werden.
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An dem Gelenkbolzen ¢ hingt die Last P; die anschliessenden
Stdbe tben auf ihn die Krifte .S, und S, aus, und diese 8 Kriifte
missen sich das Gleichgewicht halten, weil der Bolzen in Ruhe sein
soll. Es miissen daher diese Krifte ein geschlossenes Krafteck O B F'
bilden. Da nun S, mit der Wagerechten den Winkel @, bildet, ist
90°—a, der Winkel zwischen S, und P; der Winkel bei O im
Krafteck betrigt aber fir die angenommenen Neigungen «, -+ as,
derjenige bei F' ist 90 ©— a,. Mithin wird nach dem Sinus-Satze:

P: 8 =sin(a; + a,) : cos a .

Ebenso miissen die in 7 angreifenden Krifte S,, @ und S, ein
geschlossenes Dreieck O, F1G' bilden, fiir welches die Gleichung gilt:
Q: 8, = sin (a3 —ay) : cos aj.

Durch Division ergeben diese beiden Gleichungen:

1 sin (a; + a;)  cos a, SR
sin (a3 — a,)  cos a, QK

Dies ist die einzige Beziehung, welche zwischen den gegebenen

Lasten und den Gleichgewichts-Neigungen a,, a, und a, aufgestellt

werden kann. Haben aber die Punkte 4 und B einen gegebenen

wagerechten Abstand @, einen Héhenunterschied 5, so miissen diese

Werthe gleich sein der algebraischen Summe der wagerechten bezw.

senkrechten Projektionen der Stangen, oder

2) lycos ay + Iy cos ay + 13 cos a; = a;
3) Lisina —lysina, — l;sinay; = b.

Die Gleichungen 1 bis 3 enthalten die Bedingungen fiir die
3 Unbekannten a@,, @, und ay, sind aber nach diesen Gréssen nur
durch mithsames Probiren aufzuldsen.

In anderer Gestalt lisst sich die Bedingung fiir die Gleich-
gewichtsform der Stangenverbindung aussprechen, wenn man die
beiden Kraftecke so zusammenschiebt, dass O, #; mit OF zusammen-
fallt. In der so entstehenden Figur (Fig.219, rechts) bildet £ F&
den Streckenzug der gegebenen parallelen Lasten, O den Pol, OE,
OF, OG die Polstrahlen, und wenn man nun bedenkt, dass O.E | 4C,
OF || CD und OG || DB gezeichnet waren, so ist nach S. 118 der
Linienzug ACD B ein zu den Lasten P und @ gezeichnetes Seileck.
Die Polstrahlen des Kraftecks geben Grisse und Richtung der
Stab-Spannkrifte.

Keck, Mechanik. 12
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Nach der Bedeutung der Seileckseiten (S. 118) bedeutet DB
die Richtungslinie einer Kraft S, mit dem Sinne von B nach 1),
welche die Mittelkraft von S, (anfwirts), P und ¢ darstellt. Nach
den Lehren iiber die Zusammensetzung und das Gleichgewicht der
Krifte am starren Korper wiirden daher die an einem starren
Korper wirkenden Kriifte S;, P und @ mittels eines Seilecks zu
einer Mittelkraft S, vereinigt werden konnen; und eine entgegen-
gesetzt gerichtete Kraft S; (mit dem Sinne von 1 nach B) wiirde
den Kriften S;. P und @ das Gleichgewicht halten. Bei der
Stangenverbindung haben wir nun gezeigt, dass sie unter Ein-
wirkung der Stabkrifte S, und S; und den Gelenkpunktslasten P
und @ im Gleichgewichte sei. Da sich dieselben Krifte auch am
starren Korper im Gleichgewichte halten, so folgt daraus, dass, wenn
eine Gelenkverbindung im Gleichgewichte ist, in dem Gleichgewichts-
und Kriéftezustande nichts geéindert wird, wenn man den Gelenken
die Beweglichkeit nimmt, also z. B. sie zu einem starren Korper
zusammengeschweisst denkt.

Nach der Eigenschaft des Seilecks (S. 119) schneiden sich die
Richtungen von S, und S; auf der Mittelkraft R der Lasten P
und Q. Die Spannkrifte 8, 8, und S, haben im Krafteck
ibereinstimmende wagerechte Projektion, d. h. iibereinstimmende
wagerechte Seitenkraft H, gemessen durch den rechtwinkligen
Abstand des Poles O von der Lastlinie £ F@.

Man erkennt leicht, dass das vorstehend fiir drei Stangen ent-
wickelte im Wesentlichen auch fiir beliebig viele, nur in den
Gelenkpunkten belastete Stangen gilt; wir fassen dies unter Annahme
reibungsloser Gelenke zu folgenden Sitzen zusammen:

1. Die Spannkraft einer jeden Stange fillt mit ibrer Richtung,
d. h. mit der Verbindungsgeraden ihrer Gelenke zusammen.

2. An jedem Gelenkpunkte halten die Spannkrifte der beiden
benachbarten Stangen der Last des Gelenkpunktes das Gleichgewicht.

3. Die Gleichgewichtsform der Stangenverbindung ist ein zu
den Lasten gezeichnetes Seileck.

4. Die Spannkrifte irgend zweier Stangen halten den an den
zwischenliegenden Gelenkpunkten angreifenden Lasten das Gleich-
gewicht (d. h. genfigen den Bedingungen fiir das Gleichgewicht
starrer Korper). Die Mittelkraft dieser Lasten geht durch den
Schnittpunkt der heiden Spannkriifte.
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Die vorstehenden Sitze gelten auch, wenn die Gelenkpunkts-
lasten nicht lothrecht, sondern beliebig gerichtet sind. Werden die
Lasten aber ausschliesslich durch lothrechte Krifte gebildet, so
ist noch

5. die wagerechte Seitenkraft aller Spannkrifte von der gleichen
Grosse H.

Sind nun » Stangen der Lingen /i, I, ..., n — 1 Gelenk-
lasten gegeben, so kann man damit unendlich viele Gleichgewichts-
formen herstellen. Bei drei Stangen liess sich aus den Gleich-
gewichisbedingungen nur eine Gleichung (Gl 1, S. 177) mit den
drei Unbekannten a;, a,, a; entwickeln; die beiden anderen
Gleichungen waren geometrische Bedingungen. Ahnlich ist es
auch bei n Stangen: Sind die Abstinde « und » der Befestigungs-
punkte in wagerechtem und lothrechtem Sinne gegeben, so lassen sich
ausser den geomstrischen Bedingungen nach Art der GL 2 u. 3, S. 177,
in derselben Weise wie bei drei Stangen noch n — 2 Gleichgewichts-
bedingungen herleiten. Die Auflosung der Gleichungen nach den
unbekannten Winkeln a,, a, ... ist aber nur durch umstindliches
Probiren moglich. Viel leichter wird die Aufgabe, wenn statt der
gegenseitigen Lage der Befestigungspunkte zwei andere Stiicke gegeben
sind. Die Neigungswinkel a sind sofort bestimmt, wenn im Krafteck
(Fig. 219, rechts, S. 176) die Lage des Poles gegen den Strecken-
zug der Lasten gegeben ist. Sind also von irgend einer Spannkraft,
z. B. von 8,, wagerechte und senkrechte Seitenkraft gegeben, so
steht S; nach Grosse und Richtung fest und bestimmt damit den
Pol O. Auch die Neigungen zweier Stiibe (d. h. ihrer Spannkrifte)
legen den Schnittpunkt der beiden Polstrahlen, d. h. den Pol fest.

In Fig. 219 konnen die Spannkrifte S,, S,, S; der Gelenk-
stangen ebenso gut durch Seilstiicke aufgenommen werden. Ein Seil
kann wegen seiner Biegsamkeit nur eine in seine Léngenrichtung
fallende Zugkraft aufnehmen (vergl. S. 64). Das zwischen zwei
Knoten befindliche. Stiick eines gewichtlosen Seiles hat daher die-
selbe Grundeigenschaft wie eine gewichtlose und unbelastete Gelenk-
stange, jedoch mit der noch hinzutretenden Beschrinkung, dass im
Seile nur Zugkrifte moglich sind. Das Viereck 4CD B ist also
die Gleichgewichtsform einer in den Knoten €' und D belasteten Seil-
verbindung. Hiermit erklirt sich die S.118 (nach dem Vorschlage
von G. Lang) eingefiihrte Bezeichnung Seileck.

12.%
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Wiirde im Krafteck (Fig. 219, rechts) der Pol O nach der
linken Seite von ZE& symmetrisch verlegt, so erhielten Si, S, und
S; dieselben Grossen wie bisher, S, wiirde dann aber im Seileck
von A4 aus nach rechts ansteigen mit dem Ansteigungswinkel a,
gegen die Wagerechte. Das in solcher Weise zu den Lasten P und
@ erhaltene Seileck wiirde eine Figur sein, in welcher die Knick-
punkte C' und D oberhalb A4 B liegen; S, Sy, 83 wiirden wie in
Fig. 213 (8. 174) Druckkrifte werden. Diese Figur ist als Gleich-
gewichtsform eines Seiles nicht maglich, gleichwohl hat man den
Namen Seileck auch fiir solche Fille beibehalten, wihrend man
eigentlich richtiger Gelenkvieleck sagen wiirde. Ein solches Gelenk-
vieleck aus mehr als zwei Gelenkstangen mit hochliegenden Zwischen-
gelenken (nach oben gekehrten Knien), in welchen durch abwirts
gerichtete Lasten Druckkrifte entstehen, ist nur in unsicherem
Gleichgewichte, kann nur kiinstlich gehalten werden und gerith
bei der geringsten Verinderung in beschleunigte Abwirtsbewegung;
in Bezug auf die Ermittelung der Gleichgewichtsform und der
entsprechenden Kriifte ist sonst kein Unterschied zwischen der
unsicheren und der sicheren Gleichgewichtsform, ebensowenig wie
zwischen Fig. 213 und 217.

Beispiel: Sechs Stangen moégen die Lingen: 7, = 09sm; 7, — 0,81 m,
lg=0p4m; [, — O,0om; f, — ],01m; ls = 0,86 m haben; die Lasten seien
P, =62kg; P,=054kg; P, — 44%kg,
P,=060kg; P =62kg. Die dusser-
sten Seiten des Seilecks mogen je
unter 45° gegen die Wagerechte
geneigt sein. Trigt man die Lasten
zu einem Streckenzuge zusammen (im
Mafsstabe 1 mm = 10 kg) (Fig. 220),
so wird die Gesammtlast 282 kg, und
weil die #ussersten Strahlen davon
je um 45° abweichen, so ist der

Fig. 220.

5.1 8
5

Polabstand H:% 2P =—141% die

wagerechte Kraft, die durch die
ganze Verbindung hindurchgeht. Die
Stiibe sind der Reihe nach parallell den Polstrahlen in den gegebenen Liingen
(im Mafsstab 1 :100) aufzutragen. Die Liéingen der Polstrahlen geben die
Grosse der Spannkrifte der parallelen Stibe.
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8. Kettenlinien.

Wird die Zahl der Gelenkstangen immer grosser, ihre Linge
immer kleiner, so nihert sich die vieleckige Gleichgewichts-Figur
immer mehr einer stetig gekrimmten Kurve. Immer aber bleiben
dieselben Gesetze giiltig: namentlich also fillt die Richtung der
Spannkraft einer Stange mit der Richtung der Stange zusammen.
Werden die einzelnen Stangen unendlich klein, so kommt man zu
einer an jeder Stelle vollig biegsamen Kette oder einem biegsamen
Faden mit stetiger Belastung. Die Spannkraft an irgend einer
Stelle ist dann tangential gerichtet. Die Belastung der einzelnen
Bogentheilchen der Kette kann tberall gleich oder verschieden sein;
danach wird die Gleichgewichtsform der Kette, die Kettenlinie,
eine verschiedene.

Wir betrachten zundchst den einfachen Fall, dass die Belastung
sich gleichformig iiber die wagerechte Projektion der Kette ver-
theile, dass also jede Liingeneinheit (jedes Meter) dieser Projektion
ein bestimmtes Gewicht ¢ zu tragen habe. Dies kénnen wir uns
vorstellen durch einen prisma-

tischen Belastungskorper mit dem Wi Bal.

Gewichte ¢ fiir die Langeneinheit, l g
der durch lothrechte Schnitte in % W/?
unendlich viele Scheiben geschnitten T 1T |
ist, welche mittels gewichtloser ~ LLIITTITTTTITTIT]

Fiden oder Hingestangen an der
selbst gewichtlosen Kette aufgehiingt sind (Fig. 221).

Im tiefsten Punkte C ist die Kette und daher auch die Spann-
kraft H an dieser Stelle wagerecht gerichtet. Schneiden wir die
Kette nochmals in einem wagerechten Ab-
stande @ von C, so ist hier, bei P (Fig 222)
eine Spannkraft S anzubringen. Die Krifte
S und A missen nun den zwischenliegenden
Lasten das Gleichgewicht halten. Die
Mittelkraft dieser Lasten ist ¢ mit dem
Abstande /2 + von P. Die Momenten-
gleichung in Bezug auf P liefert dann:
0=—Hy + /2 q2*, also:

2

Y s ; ol (E)
1) Y= oder @ 2 4 Y.
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Die Gleichgewichtsform der Kette ist also eine Parabel mit
lothrechter Achse vom Parameter A : q.
Fir @ = Y21 wird y = 7, daher nach GL 1:

o iy
) S=38E
durch Division beider Gleichungen entsteht dann:
: Yy 4
3) / TR L

Bemerkenswerth ist auch, dass der Schnitt der 3 Krifte S, H und ¢a
in der Mitte der Strecke » liegt, so dass wenn man die Richtung der Tangente S
bis zur Lothrechten durch ¢ verlingert, der hier entstehende Schnittpunkt D
in der Tiefe y unter ¢, d. h. in der Tiefe 2 y unter P liegt. Dies ist eine
kennzeichnende Eigenschaft der Parabel.

Die wagerechte Seitenkraft oder Projektion von § ist = #7,

~die lothrechte V" = gu.

Zu einer gegebenen Last ¢ sind unendlich viele parabolische
Kettenlinien maglich, je nachdem H grosser oder kleiner gewihlt
wird. Es ldsst sich diese bestimmende Grosse aber auf die Pfeil-
hthe / der Parabel zuriickfiihren; denn aus Gl 2 folgt:

oy [
4) H — 87"
Vergrosserung von H bedingt also Verkleinel_rung der Pfeilhthe f,

2
und umgekehrt. Der Parameter g kann also auch gl? geschrieben

werden.

Liegen die Befestigungspunkte 4 und 2B in einem wagerechten Abstande a,
liegt aber B um & tiefer als 4, so liegt der tiefste Punkt ¢ nicht in der
Mitte (Fig. 223). Seine wagerechte
Entfernung /27 von 4 soll berechnet i 903
werden. Die Widerstinde 4 und A A B
bei 4 und die Spannkraft # bei ¢ I
miissen den Lasten zwischen 4 und € das SER |
Gleichgewicht halten, d. h. 4 — 12 ql; E
Hf = 8 q1? also H:g—;. Ent- :
sprechendes gilt fiir das Stiick rechts o ioman: =il
von C, wo statt /21 zu setzen ist

a~ 15l statt 7 abbg f 8 = Within 1l — %



8. Kettenlinien. 183

Die beiden Werthe H sind aber, wie bei jeder lothrecht belasteten
Stangenverbindung, dieselben, mithin

(intl)P L na= o e 1Ai
A i i
(B Qa—1? —4a’+4al
oder 7 | 7 = B .
) gl? : b SbH 4dal—4a®
Weil aber fzg—H, so wird 7: i = 7
2.5
ol s e
q
und l-a—}-ﬂﬁ oder izi—i—j—ﬂ.
q 2 2 a q

Wichtig ist- auch die Gleichung der parabolischen Kettenlinie,
bezogen auf den Anfangspunkt 4. Man kann dieselbe entwickeln,
indem man von der Gl 1 (S. 181) ausgeht, kann sie aber ebense
leicht unmittelbar ableiten: Im Punkte A4
(Fig 221 und 224) Wirken die Widerstinde Fig. 224.

=1l/2ql und H= und in Bezug auf

57
den Punkt P gilt die Momentengleichung: H

0=Y2qla — Hy — Y2qa?, oder

5)

4)" i
y—zﬂw(l—x) 5% (l— x). E

Dies ist also eine andere Form der Gleichung lllllmmmmmmm
gl 2

einer Parabel vom Parameter — = 37

Auch kiinftig werden wir ofter auf eine Gleichung der Form
y=Cx(l — ») kommen; diese bedeutet stets eine Parabel, deren
Achse parallel der y-Achse und welche die in der x-Richtung
liegende Sehne 7 symmetrisch iiberspannt.

Ist der prismatische Lastkorper nicht an unendlich vielen
Stellen, sondern nur an einzelnen Stellen zerschnitten und an diesen
Stellen mit der Kette verbunden, so wird die Gleichgewichtsform
wieder ein Vieleck, ein Seileck, und zwar ist dies Seileck ein der
Parabel (Gl. 5) eingeschriebenes Vieleck. ~Durchschneidet man
(Fig. 225) die Stangenverbindung im Gelenkpunkte P> (der Koordi-
naten 2 und ), so miissen die hier auftretenden Spannkrifte H
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und ¥ nebst den in A auftretenden Widerstinden 4 = 1/ ¢l und H
wieder den zwischenliegenden Lasten qx das Gleichgewicht halten.
Es entsteht dann ganz dieselbe Momentengleichung wie auf S. 183,
und fiir irgend einen Knotenpunkt 7 gilt die

Gl 5. Liegen nimlich die Befestigungspunkte Fig. 225.

4 und B in gleicher Hohe und in dem Ab-
stande 7, so ergiebt sich leicht, dass 4 = B
= 1/2¢1 sein muss, wie auch die Schnittstellen
liegen mogen. Also:

Ist eine Stangenverbindung der-
artig belastet, dass die TLast sich
gleichférmig iber die wagerechte
Projektion vertheilt, aber nur in
einzelnen, den Theillinien der Last
entsprechenden Gelenkpunkten auf die Stangenver-
bindung iibertragen wird, so ist die Gleichgewichts-
form ein Sehnenvieleck einer Parabel mit lothrechter

2
Achse; die wagerechte Spannkraft betrigt A = %, wenn
! die Spannweite, S die Pfeilhohe der Parabel

Beispiel: Die Kette einer Hiingebriicke habe 40m Spannweite und 5m
Pfeilhohe (Fig. 226). TIhre Belastung vertheile sich nahezu gleichmiissig iiber
die wagerechte Projektion und betrage ¢ = 1000 k¢ fiir das Meter Linge. Die
Kettenglieder werden demnach einer Parabel eingeschrichen sein. Die wage-

) g 1000 - 40 - 40 :

rechte Spannkraft wird & — S — G 7w S 40000 kg. Die ganze
Spannweite sei durch

Hingestangen in 8 Fig. 226.

gleiche TFache von
Jje 5m Liinge getheilt.
Dann hat jede Stange
das Gewicht zweier

halben Fache

= 5000 kg auf die
Kette zu iibertragen.
Da 7 mittlere Kno-
tenpunkte vorhanden
sind, so kann man
das  entsprechende
Krafteck zeichnen, indem man die 7 Lasten von je 5000 k¢ auf einer Loth-
rechten auftrigt (5000 kg — 2'/x mm).  Der Mitte der Lasten gegeniiber
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withlt man in einem Abstande H = 40000 k¢ = 20 mm den Pol 0. Die Pol-
strahlen nach den Theilpunkten der Lastlinie geben dann Richtung und Grosse
der Spannkriifte der einzelnen Stibe. Ein Punkt P der Kette in einem
Abstande @ = /s von der Mitte hat eine Hohe y iiber dem Scheitel ¢ (nach
GL3): y=f-4a’:P=f-Ys=>5am. Wirde man die Aufhingepunkte
4 und B an den Pfeilern befestigen, so wiirden diese einen Druck 4 — B
= !/2ql nach unten, zugleich aber eine mnach innen gerichtete wagerechte
Kraft H = 40000 kg erfahren. Letzterer wiirde ein hoher Pfeiler micht leicht
widerstehen konnen, daher fithrt man die Kette jemseits des Pfeilers fort und
verankert sie in tiefer liegendem Mauerwerke, so dass der Pfeiler im Wesent-
lichen nnr lothrechten Druck erfihrt. Die Breite der Pfeiler macht es
unmdglich, die Endpunkte 4 und B als Aufhingepunkte der Last zu benutzen.
Die hierdurch veranlasste Abweichung ist auf der rechten Seite, bei B,
beriicksichtigt (auch im Krafteck), withrend auf der linken, bei 4, der ideelle
Zustand beibehalten wurde.

Die nach aussen gerichtete Kraft & kann auf die beiden Punkte 4 und B
auch durch eine steife gerade Verbindungsstange ausgeiibt werden, welche
diese Kraft A als Druckkraft

auszuhalten hat (Fig. 227). Als- Fic. 297
o 22
dann brauchen die Stiitzen nur -
noch lothrecht aufwiirts ge- ‘41: i H T
7, 7

richtete Widerstinde 4 und B
zu leisten. Die Fahrbahn, welche T
bei Hiingebriicken nnter der Kette l
sich befindet, kann nun auch in
Hohe der Stange 4B gelegt
und durch Druckstangen auf die Gelenke der Kette gestiitzt werden. Das
Sehnen -Vieleck der Parabel bleibt aber nur im Gleichgewichte, solange die
Last gleichformig vertheilt ist.

Kommt eine fremde Last hinzu, Fig. 228.

so wird die Stangenverbindung SR ;

eine Verriickung erfahren; es -4 a
treten Schwankungen ein, die bei - :
Kettenbriicken bhekannt sind, und : —

erst nach lingerer Zeit kann sich

cin neuer (leichgewichtszustand bilden, wenn keine fernere Anderung der Last
erfolgt. Diese Bewegungen kann man mehr oder weniger verhindern, indem
man die einzelnen, in Fig. 228 befindlichen Trapeze durch Einfiigung je einer
Diagonale oder Strebe zu geometrisch bestimmten Figuren umwandelt. Auf
diese Weise entsteht ein parabolischer Fachwerktriger. Dreht man
die Figur um eine wagerechte Achse, bis das parabolische Vieleck oberhalb der
Sehne 4B liegt, so hat man einen entsprechenden Triger. Die Stibe des
Vielecks erfahren dann Druck, die Sehne 4 B aber Zug. (S. A. Ritter, Techn.
Mechanik, 2. Aufl., S. 244.) — Theilung und Aufhingung der Last nach Fig. 221
bedingt (nach Fig. 222) ein der Parabel umschriebenes Seileck.

AN

T\?\¢’M/T
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Kettenlinie fiir gleichformig verinderte Belastung. Besteht
der Belastungskiorper aus zwei symmetrischen Keilen (Fig. 229), so
ist die Belastung ¢ der

Lingeneinheit veriinderlich, e g
Rhigh fim( L g it abn, “WBHi 0 kg
£ 3
9 ==0g) m ’

wenn ¢; die Einheitsbe- |
lastung an den #usseren || = - !
Enden ist.  Zwischen ¢ m\y st & ﬂ
und P befindet sich dann 'j\,\\] 'J'

eine  Gesammtlast 1/2qa 24
mit dem Hebelarm 134

in Bezug auf P. Daraus folgt die Momentengleichung

Wik e
0 = Hy 3 '3
gty g
o) ST BIFL 18 T

Wird wiederum y = 7 fir # = 1, so ergiebt sich auch leicht
7) y:if=8ax3:08, :

Die Kettenlinie bildet also von ¢ bis B einen Zweig einer kubischen
Parabel; C'4 ist dazu symmetrisch.

9. Briicken- und Tafelwaagen.

Bei den auf S. 152 behandelten Hebelwaagen wurde die Be-
lastung einer Waagschale mittels Hingeketten auf einen bestimmten
Punkt des Waagebalkens iibertragen. Die dem Aufbringen der
Last unter Umstinden hinderlichen Ketten lassen sich entbehren,
man kann fir die Last eine freie Briicke oder Tafel schaffen und
durch Anwendung geeigneter Stangenverbindungen erreichen, dass
die Last an jede beliebige Stelle der Briicke oder Tafel gelegt
werden darf, ohne das Ergebnis der Wigung zu beeinflussen,
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Briickenwaage des Strassburger Mechanikers Quintenz (1821).
(Fig. 230.) Das Ganze hat 2 feste Drehpunkte 4 und B. Die
Stange E G, welche in der Figur den Briickenbalken F'H schneidet,
geht in Wirklichkeit unge-
hindert daran vorbei, weil
FH im Grundrisse aus
2 Theilen besteht. Die Last
@ wird mittels des Briicken-
balkens F'H von zwei Kriiften
W, und W, im Gleich-
gewichte gehalten, u. zw. ist
W= Qa:l; W, =@
—Qa : 1, wenn [ die Linge
des Balkens ist. W, wird
mittels der Zugstange F.D
auf den oberen Hebel C'4E iibertragen. W, driickt auf den
untersten Hebel B¢ nach unten und wird durch die bei G an-

greifende Spannkraft W, = W . QT‘? o im Gleichgewichte
gehalten. Der oberste Hebel tragt bei ¢ die Schale mit dem
Gewichtsstiicke P, welches den Spannkriften W, und W, das

Gleichgewicht halten muss. Also

Pa = Wyb + Wye = <Q—Q°;>b i Qx .

oder Pa=Qb—Ql<b——§c>

Damit nun die Lage der Last auf der Briicke gleichgiltig sei,
muss in der letzten Gleichung ™las mit @ behaftete Glied ver-

1 ) A ;
schwinden, es muss b = (70 oderi b vwe = d & e.8eins d. h. die

rechte Seite 4 D F des obersten Hebels muss mit dem untersten
Hebel BG in gleichem Verhiiltnisse getheilt sein. Dann ist
Pa = @b, d. h. die Anwendung der Stangen und Hebel bewirkt,
dass es fiir den obersten Hebel so ist, als ob die Last @ unmittel-
bar bei D hinge. Macht man dann noch a« = 100, so hat man
eine sog. Decimalwaage.
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Briickenwaage von George (Paris), 1840. Die Briicke (Fig.231)
wird von einem |_-formigen Rahmen getragen. Dieser hiingt im
Punkte D mittels einer Hinge- Fig. 231.
stange D' an dem oberen
Hebel CA B. Damit die durch
@ belastete Briicke wegen ihrer
seitlichen Unterstiitzung nicht
umkippe, wird sie durch zwei
parallele Stibe EF und ¢ H
80 gefiihrt, dass sie stets pa-
rallel ihrer urspriinglichen Lage
bleibt. _

An der Briicke halten sich im Gleichgewichte (Fig. 232) das

Gewicht @, die Kraft Z der Hingestange und die Krifte Y
und Y der Fiihrungsstangen. Daher muss Fig. 232.
Yh = Qa sein und, was die Haupt-
sache, Z = @, d. h. die Zugstange C D
libertrigt auf den obersten Hebel ein-
fach die Last Q. Eine Verschiebung der
Last beeinflusst nur die Kraft in den
Fﬁhrungsstangen; es wird also wieder
Pa—i0n.

Tafelwaage. Auf demselben Grundgedanken beruhen die Tafel-
waagen, welche einfach auf jeden Tisch gestellt werden konnen und bei
denen die Schalen oben frei liegen (Fig. 283). Auch hier kann die
Last an jede Stelle der Schale
gelegt werden. In der Linie D Q
figt man zwei gleiche entgegen-
gesetzte Kriifte @ hinzu, dann g‘[&—’ ;aijq%

wirkt die abwirts gerichtete « CT

Fig. 233.

dieser beiden niederdriickend auf
die parallelen Hebel C 4 ¢, und = 2 D
DBD,, wihrend das ausserdem L
wirkende Moment @2 von den in der Léngenrichtung dieser Hebel
auftretenden, von den festen Drehpunkten 4 und B aufzunehmenden
Kriften ¥ aufgehoben wird. Die Waage wirkt also wie eine gleich-
armige Balkenwaage. Wagerechter Stand bedingt Gleichheit zwischen
Last @ und Gewichtstiick P.

J ol
pL
—2
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' 10. Reibung.

a) Reibungsziffer, Reibungswinkel und Reibungskegel.

Bisher haben wir die Kérper als vollkommen glatt angenommen,
wobei sie in Folge einfacher Berithrung nur Normalkrifte auf einander
ausiiben konnten. Wire dies wirklich der Fall, so wiirde ein Korper
auf wagerechter Ebene, einmal in Bewegung gesetzt, seine Bewegung
stets mit derselben Geschwindigkeit fortsetzen. Die Erfahrung lehrt
aber, dass dies nicht zutrifft, dass vielmehr eine gewisse Zugkraft
K erforderlich ist, um den Korper in gleichformiger Bewegung zu
erhalten. Daraus folgt das Vorhandensein eines Tangential- oder
Reibungswiderstandes 77= K (Fig. 234).
Die Reibung ist eine Folge der Rauhheit der
Oberflichen der Korper. Ihre Grosse ist in
erster Linie von der Grosse des Normal-
druckes NN abhéingig, und man nennt das
Verhiltnis 7': N = (frictio) die Reibungs- & vz
ziffer oder den Reibungs-Koéfficienten. Q

Ergiebt sich, dass zum gleichmiissicen Fortziehen eines 62 kg schweren
Schlittens auf einer wagerechten Eisfliiche eine wagerechte Zugkraft K — 2 kg
erforderlich ist, so betriigt die Reibungsziffer f — % = g == 625 = ?11 !

Die Reibungsziffer zweier Korper hingt wesentlich von der
Beschaffenheit der Berithrungsflichen ab, also von der Natur der
Korper, von der Art der Bearbeitung und der etwaigen Schmierung.

Daneben hat auch die Geschwindigkeit der Gleitbewegung
einen Einfluss auf die Reibung. Beim Ubergange aus der Ruhe in
die Bewegung ist die Reibung am grossten und nimmt mit wachsen-
der Geschwindigkeit ab. Auch von der Grosse des auf die Flichen-
einheit kommenden Druckes hingt die Reibungsziffer ab. Bei sehr
kleinem Einheitsdruck, also verhiltnisméssig grosser Beriihrungsfliche
ist die Reibungsziffer gross, mit zunehmendem Einheitsdrucke nimmt
sie anfinglich ab, dann aber wieder zu, wie durch Versuche erkannt
wurde.

Diese Abhiingigkeit von der Geschwindigkeit und der Grisse
des Einheitsdruckes ist aber nur erst fiir einige Sonderfille niher
festgestellt. Im Allgemeinen miissen wir daher f als nur ab-
hingig von der Beschaffenheit der Beriithrungsflichen
behandeln, und voraussetzen, dass die entsprechende Zahl durch

Fig. 234.
N
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Versuche, deren Umstinde dem zu behandelnden Falle moglichst
dhnlich sind, ermittelt wurde,

Gleitet ein Korper auf fester Fliche, so besteht die Einwirkung
der letzteren auf den Korper in dem Normalwiderstande N und
dem Tangentialwiderstande 7" — JN. Die Mittelkraft W beider
heisst der Gesammtwiderstand der festen Fliche und schliesst
mit der Normalen N einen Winkel @ ein, fir den

tgp=T:N=y7N: M= d
tgp =7.

Wegen der festen Beziehung zwischen ¢ und J nennt man ¢
den Reibungswinkel,

Der Reibungswiderstand ist stets der Bewegungs-
richtung entgegengesetzt. Da nun die Gleitbewegung alle
moglichen Richtungen in der Beriihrungsebene haben kann, so gilt
von fN das Gleiche. Setzt man jede
dieser Krifte 7N mit N zusammen
(Fig. 235), so bekommt man unendlich
viele magliche Richtungen von W, welche
eine Kegelfliche mit der Achse bilden,
den sog. Reibungskegel.

Der Reibungskegel ist eine
Kegelfliche, deren Spitze im An-
griffspunkte von IV, deren Achse
in der Richtungslinie von N liegt und deren Seiten mit
der Achse den Reibungswinkel ¢ einschliessen. Gleitet
ein Korper auf einer festen Fliche, so leistet diese einen Gesammt-
widerstand W, der in der Mantelfliche des Reibungskegels liegt.

Die von der Rauhigkeit der Korper herriihrende Reibung ist
nun aber eine Widerstandskraft, welche die relative Gleithewegung
an der Fliche wohl hindern oder verzogern, niemals aber eine
solche hervorbringen oder beschleunigen kann, Hitoas
Liegt z. B. (Fig. 236) ein Korper vom Gewichte R
€ = 100 * auf wagerechter Ebene und ist o

/=03, so ist zum gleichmassigen Fortziehen %jf'
des Korpers (etwa mittels eines wagerecht ge- 77 VQ// -
spannten Seiles) eine Kraft K = 30 ke erforder-

lich. Diese Krifte werden auch an dem Korper noch im Gleich-
gewichte sein, wenn die Geschwindigkeit desselben zu Null wird.
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Zieht man aber an dem ruhenden Korper mit einer Kraft K << 30 ke,
vielleicht nur mit einer Kraft von 10%¢, so wird nicht etwa der
Reibungswiderstand 7' das Ubergewicht iiber K = 10%¢ gewinnen
und den Korper beschleunigt nach links bewegen, denn der Reibungs-
widerstand einer Fliche kann eine Gleitbewegung an derselben nicht
erzeugen, vielmehr wird nun die Widerstandskraft 7" nur = K = 10%s
werden. Und lisst man K zu Null werden, so wird auch 7'= 0.

Ist also ein Korper auf einer festen Fliche in Ruhe, so hat
der Reibungswiderstand 7" im Allgemeinen nicht den Werth fiV,
sondern er ist dann < /N, er tritt nur in derjenigen Griosse
auf, die erforderlich ist, um den Ruhezustand zu
erhalten. Dann ist aber auch der Winkel S
zwischen W und N = ¢, und die Richtungs-
linie von W liegt nicht in der Mantelfliche,
sondern im Allgemeinen im Innern des Reibungs-
kegels.

Soll ein Korper sich auf einer festen Ebene
gleichmissig und geradlinig verschieben, wobei
der Gesammtwiderstand W in der Mantelfliche
des Reibungskegels liegt, so miissen die ausser W noch vorhandenen
Kriifte eine Mittelkraft 2 liefern, welche mit der Kraft W im
Gleichgewicht ist, also ebenfalls in der Mantelfliche
des Reibungskegels liegt (Fig. 237). SRl

Soll der Korper aber auf der festen Fliche
in relativer Ruhe verbleiben, wobei W im Allge-
meinen im Innern des Reibungskegels liegt (Fig. 238),
80 muss auch R eine solche Richtung und Lage
haben. Liegt beim ruhenden Korper R auf der
Mantelfliche des Reibungskegels, so geniigen die
Kriifte sowohl der Bedingung fir die Ruhe als auch derjenigen
fir die Bewegung. Es befindet sich dann der Koérper im Grenz-
zustande der Ruhe. Wird er in richtiger Weise
(etwa durch einen Stoss) in Bewegung gesetzt, so ver-
bleibt er auch in dieser. |

Der Gesammtwiderstand 7 kann nur innerhalb des
Bereiches der Unterstiitzungsfliche (s. S. 166) angreifen:
Durch diese Unterstiitzungsfliche muss daher auch R
hindurchgehen; andernfalls wiirde der Korper umkippen (Fig. 239)

Fig. 237.

Fig. 239.

Oy
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b) Schiefe Ebene.

Ist die Unterstiitzungsebene des Korpers unter dem Winkel «
gegen die Wagerechte geneigt und hat man diesen Winkel so
geregelt, dass der Korper unter alleiniger Wirkung der Schwere
eine gleichmissige, geradlinige Abwirts-
verschiebung ausfithrt, wobei der Gesammt- Fig. 240.
widerstand W in der Richtung aufwirts
von N um den vollen Reibungswinkel ¢
abweicht, so muss die einzige bewegende
Kraft, die Schwere @ des Korpers, das
Entgegengesetze von W sein (Fig. 240).
Da aber die Lothrechte mit der Recht-
winkligen zur schiefen Ebene den Winkel « bildet, so muss a = ¢
sein.  Hierin liegt das einfachste Mitte] zur  Bestimmung des
Reihungswinkels ¢ durch Versuche: Hebt man die schiefe Ebene
allméhlich hoher an, bis der darauf liegende Korper, durch kleine
Stosse in Bewegung gebracht, die Bewegung gleichformig fortsetat,
so ist der entsprechende Neigungswinkel a gleich dem Reibungs-
winkel @ fiir die beiden Stoffe, aus denen Korper und Bahn bestehen,

Es mége nun auf den Korper vom Gewichte @ noch eine,
parallel zur schiefen Ebene, aufwiirts gerichtete Zugkraft K wirken
(Fig. 241). K moge sich mit der Richtungs-
linie von @ im Punkte 4 schneiden. Soll Fig. 241.
der Korper gleichférmig aufwiirts gezogen
werden, so iibt die Ebene auf ihn einen
Widerstand W aus, der von der (punktirten)
Normalen zur Ebene um den vollen Reibungs-
winkel @ nach unten abweicht. Diese drei
Krifte @, K und W miissen sich nun im
Gleichgewichte halten, d. h. sie miissen sich in
dem Punkte A schneiden und ausserdem ein
geschlossenes Krafteck bilden. Man trage
also AB als @ auf, verlingere W nach unten, ziehe durch B eine
Parallele zu K, d. h. zur Ebene, so ist 4 BC' das Krafteck und
BC die Grésse K. Ohne Reibung wire W= N = DA, mithin
zeigt B.D denjenigen Betrag, den K auf reibungsloser Ebene haben
miisste (= @ sin a), wihrend D¢ wegen der Reibung hinzukommt.
Da nun der Winkel BAC = a + P, 2L BOA aber = 900 — g,
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so wird nach dem Sinus-Satze K : @ =sin (a - ¢) : sin (900 — ),
oder:

1) K:Q = sin (a 4+ @) : cos @,
oder auch, bequemer fiir die Rechnung:
2) K:Q =sina + fcos a,

wenn man sin @ : cos ¢ = tg@ mit 7 vertauscht.

Soll aber der Korper nicht hinauf gezogen, sondern durch die
aufwirts gerichtete Kraft, die nun K, genannt werden moge, etwa
an einem Seile, gleichmissig hinabgelassen werden,
so kehrt sich, wegen der entgegengesetzten Be-
wegung, die Reibung um, und der Widerstand W
ricckt in die zum ersten Falle symmetrische Lage,
indem er von der Normalen nach oben hin ab-
weicht. Die erforderliche Kraft K, wird nun durch
das erheblich kleinere Stiick B, dargestellt.

X BAC,=a—@; 2L BC, A=90° + ¢,
mithin
3) K, :Q = sin (a — @) :sin (90° + ¢)

= sin (¢ — @) : cos @

Fig. 249.

4) = sin a — f cos a.
(Fir ¢ > a misste K, abwirts gerichtet sein.)

Soll die Kraft K aber den Korper weder hinaufziehen, noch
hinunterlassen, soll sie vielmehr den in Ruhe befindlichen Korper in
Ruhe erhalten, so hat man zur Bestimmung
ihrer Griosse K, zu beachten, dass im Ruhe-
zustande der Widerstand W irgend eine Rich-
tung innerhalb des Reibungskegels, also hier
innerhalb des doppelten Reibungswinkels ein-
nehmen kann (Fig. 243), dass daher der End-
punkt der Kraft K, im Krafteck irgendwo
zwischen ¢} und C' liegen muss, so dass :

Ky, = K, und zugleich K, < K

sein muss, innerhalb dieser Grenzen aber vollig willkiirlich gewiihlt
werden kann.

Keck, Mechanik. 13
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Man kann diese Ergebnisse zusammenfassen in die einzige
Gleichung :

5) K = Q (sin a + fcos a).

Darin bezeichnet das obere Vorzeichen die grossere, zum
Hinaufziehen erforderliche Zugkraft, welche neben der Seitenkraft
der Schwere (@ sin @) noch die Reibung (/@ cos a) iiberwinden
muss; das untere Vorzeichen die kleinere, zum Hinablassen erforder-
liche Kraft. Der Einfluss der entgegengesetzten Bewegung macht
sich in der Formel durch Umkehrung der Vorzeichen von ¢ oder
J geltend, wie auch in allen spiteren Fillen sich zeigen wird.
Diese beiden Werthe K und K, bilden dann zugleich die Grenzen
fir die zum Festhalten erforderliche Kraft Ky. Wire nimlich
Ky < K, so wiirde der Korper beschleunigt abwiirts gleiten, wiire
Ky, > K, so wiirde der Korper eine Beschleunigung nach oben
erfahren. Soll weder das Eine, noch das Andere erfolgen, so muss
K, zwischen K, und K bleiben, ist im iibrigen aber beliebig.
Das Ergebnis, dass die fir den Ruhezustand erforderliche Kraft
zwischen den beiden, fiir die abwirts, bezw. aufwirts gerichtete
Bewegung erforderlichen Kriiften bleiben muss, gilt auch fiir alle
anderen im Nachstehenden behandelten Fille dieser Art.

Beispiel: Eine Holzkiste von 100kg Gewicht soll auf einer unter 45°
geneigten Ebene mittels eines, parallel mit der Ebene gespannten Seiles auf-
wirts gezogen werden. Die Reibungsziffer betrage unter der Annahme eciner
holzernen Bahn f = 0,5, entsprechend einem Reibungswinkel ¢ = 179,
Fiir @ = 45° ist sin « = cos @ = |/ 2 = 0,101  Mithin (GL 5)

K = 100 - 0,701 (1"+ 0,3) = 70,1+ 21,2 = 91,9 ks bezw. 49,5 kg .
Darin ist 70,7 der zur Uberwindung der schrig abwiirts gerichteten Seiten-
kraft der Schwere erforderliche Theil, 21,» der Reibungswiderstand. Zum
Hinaufziehen muss an dem Seile mit 91,9 kg gezogen werden, zum Hinablassen
sind nur 49,5 kg erforderlich. Ist die Kiste in Ruhe und soll sie auch mittels
des Seiles in Ruhe gehalten werden, so muss man an dem‘ Seile mit einer
Kraft &, ziehen, welche zwischen 49,5 und 91,0 kg liegt. Ubt man nun die
kleinste zuliissige Kraft von 49,5 kg aus, so muss die Reibung mit ihrem vollen
Betrage von 21,2k¢ dem Arbeiter zu Hiilfe kommen, um die Seitenkraft der
Schwere von 70,k aufzuheben. Es erfordert diese Verwendung der kleinsten
Kraft aber ein gewisses Mafs von Aufmerksamkeit; denn lisst die ausgeiibte
Kraft nur im geringsten nach, so erfolgt eine beschleunigte Abw;‘ir“tsbewagung,
die dann nur mit grosserer Anstrengung wieder aufzuheben ist. /bt man an
dem Seile, der Sicherheit wegen, eine grossere Kraft aus als 495 kg, so idindert
sich dadurch in dem sichtbaren Ruhezustande nichts; die Reibung tritt dann
nur mit entsprechend geringerem Betrage auf. Hat die Spannkraft den Werth
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70,7 kg, so kommt gar keine Reibung zur Wirkung, denn diese tritt im Ruhe-
zustande stets nur in derjenigen Grosse auf, die nothig ist, um das Gleiten
zu verhindern. In diesem Falle wiirde auch bei vollig glatten Korpern kein
Gleiten eintreten. Wiichst die Spannkraft iiber 70,7 ke hinaus, so wiirde bei
glatten Korpern schon ein beschleunigtes Gleiten nach oben eintreten; in
Wirklichkeit wird der Uberschuss einstweilen noch durch Reibung vernichtet,
die nun aber sich nach unten richtet und der Schwere zu Hiilfe kommt. Bei
91,9 kg Kraft nimmt diese Reibung den grossten mioglichen Werth an. Wiirde
der Korper nun durch einen kleinen Anstoss nach oben in Bewegung gesetzt,
so wiirde er diese Bewegung auch fortsetzen. Erschiitterungen kénnen den
Eingriff der Unebenheiten der Korper zeitweise aufheben oder vermindern und
deshalb auch die Reibung theilweise aufheben.

Ist die Zugkraft K nicht parallel der Ebene, sondern weicht
sie von der Normalen zur Ebene um einen Winkel S ab, so verfihrt
man im Ubrigen wie oben. K und ¢ mogen Fig. 244,
sich in A schneiden. Von A aus trage man
Q= AB auf, zeichne W wie in Fig. 241,
ziehe BC || K, so ist BC = K fiir die Auf-
wirtsbewegung. Und zwar ist
6) K:Q=sin(a+ @):sin (f — ¢). g-p(>>C

Fir gleichformige Abwirtshewegung ist A% ;
wiederum nur + @ mit — ¢ und umgekehrt
zu vertauschen, also
7) K, : Q@ =sin (@ — @) :sin (6 + ¢).

Fiir Ruhezustand ist erforderlich, dass K, zwischen K, und K
verbleibe.

Denkt man sich die Richtung der Zugkraft K, etwa des Zugseiles,
verinderlich, so dndert sich auch die Grosse von K.

In dem Dreieck 4 BC (Fig. 244) wird K=pB¢o  Fig 245

offenbar am kleinsten, wenn BC' rechtwinklig zu
AC ist, wenn also 22 ACB=f— ¢ =900, oder
B =900+ @; es weicht dann die Kraft K von der
Parallelen zur Ebene um den Reibungswinkel nach
oben hin ab, und ist (Fig. 245) K., = @ sin (a4 ¢@).
Dagegen wird K= B( (Fig. 244) immer grosser,
wenn der Winkel 4CB abnimmt; ist endlich
BC | W, d.h. 8=¢, so wird K =oco. Fir diese Richtung
einer zunichst endlich gedachten Kraft K fillt nimlich die Mittel-
kraft R aus K und @ in das Innere des Reibungskegels, wobei
eine gleichformige Gleitbewegung nicht moglich ist. Nur fiir

13%

n
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K = oo wirde @ gegen K verschwinden und R mit K und W
zusammenfallen. Fig. 246.

Ist K wagerecht, so wird
f=90°— a. Dieser einfache Fall ist
aber ebenso leicht unmittelbar zu ent-
wickeln wie aus G1.6. Es ist (Fig. 246)

K:Q=tg(a+9).
Schreibt man
8 K=Qtg(aty)),
so hat man in dem kleineren Werthe wieder K, zum Hinablassen,
und in K und K, die Grenzen fiir den Ruhezustand,

Halbkugel auf schiefer Ebene. Eine Kugel kann unter alleiniger
Einwirkung der Schwere auf schiefer Ebene nicht in Ruhe sein, wohl
aber eine Halbkugel (Fig. 247). Der Ge- Fig. 247.
sammtwiderstand des Berithrungspunktes A4
muss das Gewicht @ aufheben. Der Normal-
widerstand N geht stets durch den Mittel-
punkt O. Es muss stattfinden V= @ cos a,
die Reibung 7'= @ sin a, und in Bezug auf O:

0=+ Tr — Q- SOsin 9,
mithin, weil nach S. 136 SO = 3/s:
B o= b/t
Die Grenzbedingungen fiir die Ruhe sind
sin @ < 3/s, weil 9 hochstens = 900 werden kann, und ausserdem
a = @, weil die Halbkugel sonst ins Gleiten kommt.

¢) Bewegung in Keilnuthen.
Liegt ein Korper, statt auf wagerechter Ebene, in einer wage-
rechten keilformigen Rinne Fig. 248.

oder Keilnuth mit dem Keil- ///////
"
__

winkel 2 0 (Figur 248), so

miissen in der Querschnitts-
ebene die Gegendriicke N
der Seitenflichen dem - Ge-
wichte @ das Gleichgewicht
halten. Es wird
®@=2Nsino oder 2 N=Q:sin 4.
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Der Bewegung setzt sich an jeder Seitenfliche ein Reibungswider-
stand NV entgegen, so dass die erforderliche Zugkraft wird

Qf
9) K=2fN= = ol
Das keilartige Einpressen des Korpers in die Nuth hat im Ver-
gleiche mit der Bewegung auf ebener Fliche denselben Einfluss,
als wire die Rauhigkeit verstirkt, die Reibungsziffer / auf f: sin o
vergrossert (A. Ritter, Technische Mechanik). Dasselbe Ergebnis
findet man auch in anderen Fillen, wenn man aus dem Falle der
Bewegung eines Korpers auf einer ebenen oder krummen Fliche
zu denjenigen iibergeht, wo in die Fliche keilformige Rinnen ein-
gearbeitet sind, in die der Korper keilartig eingreift. Man hat
dann stets / zu vertauschen mit f:sin , oder auch den Reibungs-
winkel @ mit einem grosseren Werthe v, fiir den

s b
10) tgy = P~ ist.

Giebt man z. B. der Rinne eine Neigung a gegen die Wage-
rechte (Fig. 249), so ergiebt sich @ cos a als diejenige Seitenkraft
von @, welche der Korper an die Keilnuth eindriickt. In vor-
stehender Figur 248 ist dann @ mit @ cos a zu vertauschen;

daher wird
2N = @ cos a : sin 0 Fig. 249.
und der gesammte Reibungswiderstand
2fN=@Qcosa-f:sn0.
Setzt man diesen Werth = @ sin @, so
erhilt man die Bedingung fiir gleichformige
Abwirtsbewegung durch die Schwere, nim-

: il it ;
lich: tgia = it =tgy, oder a=yp.

Es ist hierzu nicht erforderlich, dass eine wirkliche Keilnuth
vorhanden sei; gleiche Wirkungen treten auch auf, wenn sich der
Korper etwa zwischen 2 runde Biume einkeilt, wenn also die von
den bewegenden Kriiften herriihrende Seitenkraft (in der Richtung
rechtwinklig zur Bewegung) von 2 Kriften NV aufgehoben wird, die
mit ihr in einer Ebene liegen, aber nicht parallel sind.
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Soll ein runder Korper zwischen den Biumen einer sog.
Streichleiter gleiten (Fig. 250) und ist 6 = 45° Fig. 250.
der Winkel der Tangente bei A4 mit der Mittel-
ebene, so wird f:sin 0 = 14 f als Reibungs-
ziffer einzufithren sein, also wenn, wie in dem
Beispiele auf S. 194, 7 = 0,3 ist, statt dessen 0,s2.
Bei a = 45° wird dann K = 1004, K, = 41%¢,

d) Stabformiger Kirper, von zwei Ebenen gestiitzt.

Der. Kérper mit dem Schwerpunkte S moge die Ebenen in
den Punkten 4 und B berithren (Fig. 251), u. zw. sollen 4, B und 8
in einer lothrechten Ebene liegen, zu welcher die beiden Stiitz-
ebenen rechtwinklig sind. Wiren die Kérper vollig glatt, so kénnten
in 4 und B nur Normaldriicke V und N, entstehen, durch deren
Schnittpunkt ¢ die Schwerlinie des
Stabes gehen miisste, wenn Gleich- Fig. 251.
gewicht bestehen sollte. Bei vor-
handener Rauhigkeit aber hat man in
A und B die Reibungskegel zu zeich-
nen; die Mittelschnitte derselben haben
ein Viereck DEFG gemeinsam, und
dies Reibungsviereck ist der Bereich
aller moglichen Schnittpunkte der
Widerstinde W und W, der Stiitz-
punkte 4 und B. Da nun fiir Gleich-
gewicht -die Kraft @ mit W und W, einen gemeinsamen Schnitt-
punkt haben muss, so erfordert der Ruhezustand, dass die Schwer=
linie des Stabes durch das Viereck hindurchgehen muss. Schneidet
die Schwerlinie das Viereck aber vielleicht in /7.7, so sind lings
dieser Strecke H.J unendlich viele Schnittpunkte von W, W, und @
moglich, daher sind auch W und W, nach Richtung und Grosse
unbestimmt. Nur wenn @ durch einen der Grenzpunkte £ und G
des Vierecks geht, ist die Richtung (und dann auch die Grosse)
von W und W; bestimmt. In diesen Fillen befindet sich der Stab
im Grenzzustande der Ruhe; W und W, liegen auf den Mantel-
flichen der Reibungskegel, es treten von 4 und B die vollen
Reibungswerthe auf, und bei dem geringsten Anstosse geriith der
Stab ins Gleiten.
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Ruhezustand einer Leiter. Eine Leiter 4 B von der Linge [/
stiitze sich bei 4 gegen den Boden, lehne sich bei B gegen eine
lothrechte Wand (Fig. 252). Die Reibungsziffern fiir beide Ebenen
seien die gleichen. Der Schwerpunkt S der (etwa belasteten) Leiter
liege um 4.8 = nl von A entfernt. Gesucht
wird der Neigungswinkel a, unter dem die
Leiter an der Grenze des Ruhezustandes ist.

Wird die Leiter in gewdhnlicher Weise
durch Besteigung belastet, so kann die Schwer-
linie nur zwischen 4 und B hindurchgehen;
es interessirt dann von dem Vierecke der
Schnittpunkte nur der rechtsseitige Endpunkt 72,
bis zu dem die Schwerlinie nach rechts sich
bewegen darf, wenn noch Ruhe méglich sein soll.
Dreieck 4 E B ist bei E rechtwinklig, ferner ist 2 A SE = 90° + «,
2 EBA = a+ @. Daher ist in 4 A ES:

AS: AE =sing:sin(90° 4+ a) = sin ¢ : cos a;
im Dreieck 4 BE:
AB: AE =1 :sin(a + @),

und aus beiden Gleichungen:

sin @ - sin (a + @)
cos a

AUS e ARs — =y —

oder = cos @ = sin @ (sin a cos @ -+ cos a sin @).

Theilt man auf beiden Seiten durch cos @ - cos?2¢ und vertauscht
tg @ mit 7, cos?p aber mit 1:(1 + tg2¢) =1: Q1 + f?,
so ergiebt sich:

n(l + /%) = f(tg a + f), oder, nach tg a aufgeldst:
: 1
1) tga=n<7+f>—f.

Ist also » gegeben, d. h. bekannt, wie weit das Gesammtgewicht
der Leiter sich von dem unteren Endpunkte entfernen kann, so steht
damit der Winkel a fest, welcher dem Grenzzustande der Ruhe
entspricht.

Soll bei gegebener Schwerpunktslage Sicherheit gegen Gleiten
vorhanden sein, so muss die wirkliche Schwerlinie links von £
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bleiben, oder es muss das nach dem Punkte 7 berechnete n der

Gleichung 1 grosser sein als das wirkliche ny; d. h. das wirkliche

J(tga + /)
Liphfe

2) tg a=n (% % fly.

Man kann vorstehende Aufgabe, die wir hier geometrisch

geldst haben, auch rechnerisch auf Grund der drei Gleichgewichts-
Bedingungen behandeln. Im Grenzzustande treten
an den Beriihrungsstellen zu den Normaldriicken Fig. 253.
N und N, die vollen Reibungen /N und fN,
hinzu, und zwar entgegengesetzt der Richtung des
moglichen Ausgleitens, d. h. nach rechts, bezw.
nach oben (Fig. 253). Die Gleichung der wage-
rechten Kriifte heisst:

n << , mithin

3) N — N
die Gleichung der lothrechten Krifte:
4) N |- f 'S Tl Q;
die Momentengleichung in Bezug auf A:
) 0=@Qnlcosa— Nlsina—fN1cosa.
Letztere Gleichung giebt:
T @n =y N
tg a = T 5

Aus den Gleichungen 3 und 4 ergiebt sich aber:

N, = L’

7 S

mithin wird wiederum:
1
tga = n <— il ) =
g 7 Pty

Beispiel: Die Reibungsziffer betrage f = 0,4 = tg 22°. Ist zuniichst
die Leiter durch ihr eigenes, in der Mitte angreifendes Gewicht belastet, d. h.
n =1/2, so wird

tga:%(?,,s + 0,4) — 0,0 = l,08; @ — 46120,

Bis zu diesem Werthe diirfte o abnehmen, ohne dass die Leiter ausglitte.
Wird sie sodann bestiegen und hat der Besteigende dasselbe Gewicht wie die
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Leiter, so ist, wenn der Besteigende noch auf der untersten Sprosse steht,
annihernd n = /2, und
tga="4(25 + 0,4) — 0,4 = 0,325; a — 18°.
Diese geringe Neigung darf aber nicht gewithlt werden, wenn die Leiter hoher
hinauf bestiegen werden soll. TIst sie nimlich bis zur Mitte erstiegen, so ist
wieder » = 1/2.  Wird sie aber bis oben bestiegen, so ist zuletzt »=3/s und
tga = %4 (25 + 0,4) — 0,6 = 1,18; a=60°40".
Es geniigt also nicht, den Sicherheitszustand der unbelasteten Leiter zu
priifen, wenn man sie bis oben ersteigen will; vielmehr erfordert der letztere
Fall eine steilere Stellung der Leiter. Ist diese steile Lage aus irgend welchen
Grimden nicht gut ausfithrbar, so lisst sich auch bei kleinerem Winkel o die
Sicherheit erhohen, wenn ein zweiter Arbeiter seine Fiisse entweder vor die
Leiter setzt, oder sich auf die unterste Sprosse stellt.
Letzteres hat einen besseren Erfolg als das Davorstellen,
wenn f fiir die Leiter vielleicht grisser ist als fir die
Sohlen des Arbeiters.
Ist die Leiter sehr leicht, so wird, wenn ein Mensch
sie bis oben erstiegen hat, annihernd » = 1, mithin

Fig. 254.

1 1
tga=—1Lf—f=— d h a=90"—0¢;
7 it F 2

d. h. in diesem Falle, darf die Leiter hiochstens um den
Reibungswinkel von der Lothrechten abweichen (Fig. 254).
Fiir ¢ = 22° wiire « = 68'. Die Gesammtwiderstinde
W und W; schneiden sich mit @ in B, es wird W =@ cos ¢; W, =@ sin ¢.

22

Reibungs-Hiilsen und Reibungs-Ringe zur Aufhingung von
Lasten. Soll an einer Siule ohne
Vorspriinge eine Last nur durch Fig. 255.
Reibung sicher aufgehiingt wer-
den, so schiebe man (Fig. 255)
itber die Siule eine Hiilse, welche
erstere bei 4 und B beriihrt,
bei A4 also einen geschlossenen
Ring bildet, wihrend bei B nur
ein Ringsegment erforderlich ist.
Zuerst stiitzt man die Hiilse gegen
Hinabgleiten, etwa bei A4, iibt
dann an dem seitlichen Arme
einen Druck nach unten aus und :
bewirkt dadurch ein Drehungs-
bestreben rechts herum, welchem sich bei 4 und B gleiche und
entgegengesetzte Driicke V der Siule entgegenstellen. Mit Einschluss

NI~
<
(2
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der Reibung bilden sich nun in 4 und B Gesammtwiderstinde W
und W, innerhalb der Reibungskegel der Punkte 4 und B. Die
Mittelschnitte der Reibungskegel treffen sich zunichst im Punkte E;
rechts von Z aber liegt der Bereich der moglichen Schnittpunkte
von W und W;. Geht daher das Gesammtgewicht @ der Hiilse
einschliesslich des belasteten Armes durch %, so befindet sich die
Hilse im Grenzzustande der Ruhe, weil die Driicke N dann noch
so gering sind, dass nur die volle Reibung £V an beiden Stellen
hinreicht, um das Abwirtsgleiten zu verhindern,

Geht aber das Gesammtgewicht @ rechts von Fig. 256.

£ vorbei, so ist das Gleichgewicht der Hilse, _ A

gesichert, und zwar um so mehr, je weite i oy

rechts @ liegt. Ist » die Breite der Siule 2 if """ [ ,1’
h der Hohenabstand der Punkte 4 und B, L JHB i
¢ die gesuchte Entfernung des Punktes Z von der : =:<____‘,,____ ]

Mitte der Saule (Fig. 256), so findet man leicht

h———AC’—l—DB:(c—i—Qi)tg(p—k <c—§>tg<p

h
h=2ctg @ oder c—ﬁ.
Ist @ der Abstand der Gesammtlast @ von der Sdulenmitte, so ist

die Bedingung fiir Ruhe:
h

6) x=c d.h.xiﬂ,.
Die Grosse der Last @ ist ganz ohne Einfluss auf die Sicherheit
des Gleichgewichts. Wenn also Siule und Hiilse nur stark genug
sind, so dass sie annihernd als starre Korper gelten konnen, so kann
man an dem Seitenarme jede beliebig grosse Last aufhingen, weil
mit zunehmender Last auch V und Fig. 257.
die mogliche Reibung N zunehmen.
Nennen wir die bei 4 und B
zur Wirkung kommenden Reibungs-
widerstinde 7" und 7}, so st
T+ Ty=¢. Wie sich @ auf 7T
und 7 vertheilt, ist unbestimmt.
Machen wir die willkiirliche An-
nahme: 7'= 7} = 12 Q, so konnen auch N und N, berechnet
werden. In Bezug auf O (Fig. 257) ist dann, weil die Momente
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von 7'und 7] sich aufheben, Nh = Qx. Die Summe der grossten
moglichen Reibungswiderstinde wire

e 2_7”Q% oder, weil A~ = 2 f ¢ war,

2f N =Quz:c;
weil nun von der Reibung nur der Theil @ beansprucht wird, so
ist die gesammte mdogliche Reibung «:¢ mal so gross wie die
nothige; a«: ¢ kann also als der Sicherheitsgrad bezeichnet werden.

Die Reibungshiilse kann durch den Fig. 258.
einfachen Reibungsring (Fig. 258) ‘
(mit der gleichen Wirkung) ersetzt
werden. Der etwa aus Rundeisen ge-
schmiedete Ring hat eine Weite d,
welche grisser ist als die Breite der
Sdule, so dass der Ring erst in schriger

|
D777,

Lage die Saule bei 4 und B beriibrt. Die
Reibungskegel bei 4 und B haben dann %
die gleiche Bedeutung wie in Fig. 255.

Beispiel: Es sei b = 0,2m die Breite der Siule, d = 0,2am die Weite
des Ringes; dann wird h =1} d?—p? = 0,04 m. Ist nun fiir Holz und
Schmiedeeisen (ohne Schmierung) £ = 0,5, so wird ¢ == 0,064 : (2 + 0,5) = 0,064 ™.
Macht man nun 2=0,2m, so ist die Sicherheit gegen Gleiten eine 0,2 : 0,064
= 3fache (rund). Ist also die Gesammtlast @ = 100 ks, so ist die gesammte
mogliche Reibung 300 k&, von der aber nur 100 kg zur Wirkung kommen. Oder

dienender Stempel vom Gewichte Q (Fig.259)
wird durch den Daumen einer sich drehen-

man kann die Sicherheit auch so auffassen, dass Fig. 259.
die Reibungsziffer 0,5 auf '/3 ihres Werthes sich ver-
mindern darf, bevor Gleiten eintritt. Fir f = s ]
wiirde ndmlich ¢= 0,064 - 3 = 0,102, d. h. fast = . i b—18 >N
Gleichformige Hebung eines Pochstempels. | Y [ Eir
Ein zum Zerkleinern von Erzen oder dgl. }L
I

%

den Daumenwelle erfasst und mittels einer F

Kraft K gehoben, bis er, nachdem der N
Daumen an dem Hubarme vorbeigekommen
ist, frei herabfillt und die davon getroffenen
Korper zerstampft. Da K und @ einen
wagerechten Abstand & haben, so wiirde der
Stempel umfallen, wenn er nicht durch Fithrungen in lothrechter
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Lage gehalten wiirde. Von den Fithrungshilzern werden beim Heben
nur die schraffirten wirksam und liefern gleiche Normaldriicke XV,
denen beim Aufwirtsgleiten abwirts gerichtete Reibungen 7 N ent-
sprechen. Es ist nach der Gleichung der lothrechten Kriifte
1) K=+ 2fN.

Die Momentengleichung in Bezag auf einen Punkt O der Mitte
des Stempels lautet:
2) Nohe— KD
Setzt man den hieraus erhaltenen Werth von A in Gl. 1 ein, so wird

K=¢@ + Qf%l—), mithin

3) I{:Lb'
1—27. —
% h

Soll K klein werden, so muss 7b: 4 klein ausfallen; durch Glittung
und Schmierung der Reibungsflichen muss hiernach / klein gemacht
werden; der Arm b muss so kurz sein, wie die Riicksichten der
Ausfihrung und des Betriebes gestatten, und der Abstand 7 der
Fihrung muss moglichst gross sein.

Beispiel: Ist Q =150 kg, =1, p:h=1: 8, so wird K = 155 ke,
In der vorstehenden Ableitung ist angenommen, dass der Daumen auf den
Arm b nur eine lothrechte Kraft ausiibe; bei der Drehung der Welle gleitet
aber der Daumen unter dem Arme nach rechts fort

; = 4 Fig. 260.
und wirkt durch Reibung nach rechts ziehend auf den i

Arm, so dass zu der Kraft & noch die nach rechts m 2
wirkende Reibung £ K hinzukommt. Dies indert die 4 o
sonstigen Krifte, z. B. wird nun der Druck N an beiden :jN‘ tol Ak
Fithrungen nicht mehr der gleiche sein kénnen (Fig. 260). i [ b~

Es wird h l IEAS
1) o I = Dy ptf i)
2) C=Q SN+ N, | ;
und in Bezug auf B: N Sy
3) OzﬁQg-}—A'hﬁfl\'d—l{(bhg)+f,Kc. ™

i e 40 Ll
— 27
Q

Wik biadi 826
V=fh+ 5 h—22 + =2 A
¢
il d 2o
1—22f—fh(1—7/r—=5).

Aus GL. 1 und 2 wird N und sodann aus Gl. 3:

B ——

oder e
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Q=150 i f==If; = Yagitioh. = Sy d ik = Yagiiiel: thi=—=1a Figisbt/ idann
K — 155 kg. Der Unterschied gegenitber obiger Vernachlissigung von f
ist verschwindend klein.

f) Festklemmen eines Stabes zwischen zwei Flichen.

Sind die beiden Ebenen, zwischen denen eine Stange sich befindet,
nicht fest, sondern gehéren sie zwei Korpern an, die durch seitliche
Kriifte einander gendhert werden
konnen (Fig. 261), so ist das Ver-
halten der Stange gegeniiber dem
Versuche, die stiitzenden Korper zu-
sammenzuschieben, ein verschiedenes,
je nachdem

1. die Stange nicht in die
beiden Reibungskegel der Punkte A4
und B fillt, oder aber T

2. dieser Bedingung geniigt.

Im ersten Falle kénnen die Gesammtdriicke /7 und /7] in 4
und B niemals in dieselbe Gerade (nimlich A4 B) fallen, konnen
also auch niemals sich allein gegenseitic aufheben, sondern es
konnen W und W, nur einer dritten Kraft, etwa dem Gewichte @
der Stange das Gleichgewicht halten. Ist nun die Stange sehr
leicht, so dass man annihernd @ = O annehmen darf, so werden
auch W und W; zu Null, d. h. die Stange iibt auf die seitlichen
Korper keine nennenswerthen Driicke aus. Versucht man, die
Korper zusammenzuschieben, so kann die Stange dies nicht hindern,
sondern sie weicht nach oben aus, indem sie sich entweder an beiden
Stellen 4 und B oder nur an einer derselben lings der Ebene in
die Hohe schiebt. An der Gleitstelle tritt dann der volle Reibungs-
widerstand auf, so dass dort W oder W, die tiefste magliche Lage
einnimmt, falls @ nicht ganz gleich
Null angenommen wird.

Liegt aber die Gerade 4B
innerhalb beider Reibungskegel
(Fig. 262), so konnen W und W)
auch beide in die Gerade A B
fallen und sich dann allein, ohne
Hinzutreten einer dritten Kraft,
gegenseitic aufheben. Sie konnen nun in jeder beliebigen Grosse
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auftreten, wenn die Stange zwischen den Ebenen ruht. Versucht man
wieder, die Seitenkdrper zusammenzuschieben, so wird die Stange dies
vollstindig verhindern. Je stirker man auf die Seitenkorper driickt,
desto grosser werden auch die Widerstinde W — Wy.  Soll die
Stange aber, um Raum zu geben, bei 4 und B nach oben aus-
weichen, so kommen die tiefsten Richtungen von W und W, zur
Geltung, und um unter deren Einwirkung eine Bewegung der
Stange nach oben zu ermoglichen, muss eine den Kriiften W und
W, das Gleichgewicht haltende, d. h. nach oben gerichtete Kraft
K aufgewendet werden, und zwar ist die erforderliche Grosse
dieser Kraft K abhiingig von der Grosse der Pressung, die man
vorher durch Zusammenschieben der Seitenkirper hervorgebracht
hatte. Die Befreiung der Stange erfordert daher unter Umstinden
ein kriftiges Herausreissen nach oben hin. Der Zustand, in dem
sich die Stange in solchem Falle befand, nennt man ein Fest-
klemmen zwischen den Seitenkiorpern. Es ist ein solches
Festklemmen moglich, wenn A B innerhalb der beiden Reibungs-
kegel liegt.

Bei vollig starren Korpern kann man sich ein solches Fest-
klemmen nur vorstellen, wenn die Stange zuerst zwischen den
Korpern gehalten wird und diese dann zusammen-
gedriickt werden. Bei elastisch festen Korpern
aber kann man die Stange auch durch einen ab-
wirts gerichteten Druck in einen keil- oder kegel-
formigen Hohlraum, dessen Seitenwiinde einen
einzigen Korper bilden, hineintreiben (Fig. 263),
kann dabei an den Beriihrungsstellen mehr oder
weniger starke Pressungen erzeugen, die dann einer Losung der
Stange einen entsprechenden Reibungswiderstand entgegensetzen.
Unter Umsténden kann man dann den etwa gefiss-
artigen Korper mittels der Stange emporheben.

Halbirt man die Winkel 2 & zwischen beiden
Seitenebenen durch eine Ebene und stellt die
Stange zu dieser rechtwinklig (Fig. 264), so
bildet sie mit Normalen zu der Ebene die Winkel 6.
Soll sie nun innerhalb der Reibungskegel liegen,
80 muss 0 < @ sein, d. h. der Winkel zwischen den
Seitenebenen muss < 2 ¢ sein, wenn ein Festklemmen mdglich sein soll.

Fig. 264.
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g) Keil in dem Spalt eines Baumstammes oder dergl.

Ein zur Mittelebene symmetrischer Keil vom Keilwinkel 20
(Fig. 265) soll durch eine Kraft K gleichmissig in dem Spalte
weitergeschoben werden. Zu den Normaldriicken N kommen die
in die Keilflichen fallenden, nach :
oben gerichteten Reibungswider- Fig. 265.
stinde 7N hinzu. IV schliesst den .
Winkel 6 mit der Querrichtung N +K
des Keiles, 7N denselben Winkel ?
mit der Kraft K ein. Fir Gleich-
gewicht wird daher (Fig. 265a)

K=2Nsind+ 2 fNcos 0
1) =2N (sind 4 £ cos 9).
Oder auch K = 2Wsin (0 + @)

mit W= N:cos @.

Fig. 265a.

i Bt it
Fiir die riickgiingige Bewegung des gy ><_ = Fig 265D.

Keiles gilt (ebenfalls mit dem ¥
Sinne der Kraft nach unten, Fig. 265b)
2) K, =2 N (sin 6 — f cos 0).
Die Kraft K, aber, welche fiir den Ruhezustand des Keiles erforder-
lich ist, muss zwischen den Werthen K; und K bleiben.

Ist 0> ¢, d. h. tg 0= 7 oder sin 0 > f cos 9, so ist K; > 0.
In diesem Falle muss auch bei der Aufwirtshewegung noch eine
abwirts gerichtete Kraft K, wirken, damit die Bewegung nicht
beschleunigt, sondern gleichformig erfolge. Die Driicke NNV wiirden
trotz der Reibung noch im Stande sein, den Keil beschleunigt aus
dem Spalt hinauszutreiben; oder der zu stumpfe Keil wird, sobald
die treibende Kraft aufhort, zuriickspringen. Fir 6 <<¢ aber wird
K, <0, d h. in diesem Falle ist ein Herausziehen des Keiles
durch eine aufwirts gerichtete Kraft (— K;) nothig. Der Keil
wird durch die Reibung im Spalte festgehalten; je grosser die Seiten-
driicke N werden, um so fester steckt er; es findet hier also dhn-
liches statt wie beim Festklemmen einer Stange, und zwar erfolgt dies
Klemmen ebenfalls, wenn der Keilwinkel 2 0<2 . Auch hier kénnen
in solchem Falle die Gesammtdriicke W und W, der beiden Seiten-
flichen in dieselbe Linie fallen und sich allein gegenseitig aufheben.
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Bei der gewdhnlichen Anwendung des Keiles zum Spalten ist
die. Wirkung der Triebkraft eine unterbrochene. Wire nun 0>,
so wiirde der Keil in den Pausen zwischen zwei Schligen zuriick-
springen.  Daher muss 0 << ¢ gemacht werden, der Keil muss
sich gegen Zuriickspringen festklemmen. Ein solcher Keil heisst
selbstsperrend.

h) Gleichformige Bewegung zweier sich beriihrenden Keile.

Zwei Keile mit den Keilwinkeln a, und a, (Fig. 266) beriihren
einander und ausserdem zwei Seitenebenen. Auf die Keile wirken
die Krifte K, und K,, welche mit
den festen Ebenen die Winkel $, Fig. 266.
und f, bilden. Es soll deren Ver-
hiltnis ermittelt werden, unter der
Annahme, dass Keil I der vor-
riickende, II der zuriickgetriebene sei.

Die rechtsseitigce Ebene iibt
einen Gesammtdruck ¥, aus, der
von der Normalen zur Ebene um
den Reibungswinkel ¢ nach rechts
abweichen muss, wenn Keil I nach links vorriickt. Der Angriffs-
punkt von W, ist unbestimmt, werde daher in 4 willkiirlich ange-
nommen. W, bildet mit dem oberen Theile der rechtsseitigen
Unterstiitzungsebene, an der er abwirts gleitet, den spitzen Winkel
90° —@ (mit dem unteren Theile den stumpfen Winkel 900 4 ¢).
Durch den Punkt €, in welchem W, die Kraft K, schneidet, muss
nun auch der gegenseitige Druck ) zwischen beiden Keilen hin-
durchgehen, weil drei sich im Gleichgewichte haltende Krifte einen
gemeinsamen Schnittpunkt haben miissen. 7 muss die Beriihrungs-
ebene beider Keile wieder so schneiden, dass der spitze Winkel
90" — @ im Keile I auf der oberen Seite erscheint. (Die Winkel
90° — @ sind in der Figur durch kleine Kreisbogen hervorgehoben.)
Der gegenseitige Druck 2 schneidet K, im Punkte Z, durch
welchen auch W, hindurchgehen muss. Bei B aber, wo Wy die
linksseitige feste Ebene trifft, muss der spitze Winkel 900 — @ an
der unteren Seite erscheinen, da der Keil IT nach oben gleitet.
Hiermit stehen die Richtungen der Driicke an den Keilfliichen fest;
die Lagen ebenfalls, nachdem der Punkt A willkiirlich angenommen
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war. Trigt man nun die Kraft K, nach einem beliebigen Mafs-
stabe als '/ im Krafteck (Fig. 266a) auf, setzt daran die Rich-
tungen von W; und 7), so schneiden sich beide in O und schliessen
das Kriftedreieck ' FO, welches der Gleich-

gewichtszustand fordert. Zieht man OJ || W, Fig. 266 a.
G'J || Ky, so stehen nun auch die Kraftgrossen
W, und K, fest. Der Linienzug 4CEB,
dessen Seiten die Richtungslinien der Driicke
an den drei Keilflichen darstellen, heisst die
Drucklinie der beiden Keile. Betrachtet
man O als den Pol des Kraftecks, so sind die
Seiten der 'Drucklinie den Polstrahlen OF, OG,
OJ der Reihe nach parallel. Die Drucklinie
bildet daher ein zu den Kriften K, und K,
gezeichnetes Seileck. Die Lage des Poles O
und die Grosse der Kraft K, sind aber an die
Bedingung gebunden, dass die Seiten des Seil-
ecks, d. h. der Drucklinie, die Keilflichen in ganz bestimmter
Weise unter den Winkeln 90% — ¢ schneiden miissen. Will man
nun die Kriifte aus dem Krafteck auch berechnen, so muss man
die Winkel des Kraftecks bestimmen.

Der spitze Winkel zwischen K; und W, wirde 900 — g
betragen, wenn W, ein Normaldruck wiire. Durch die Abweichung
um ¢ wird jener Winkel noch um dieses Mafs kleiner, d. h. es
wird 2L OFQ@ =90°—f, — 9 =90°— (f; +~@). D und W
wiirden, wenn beide Normaldriicke wiren, denselben Winkel a; mit
einander bilden wie die entsprechenden Keilflichen; durch die
Abweichung einer jeden um ¢ vergrissert sich dieser Winkel um
2 @; daher ist 22 FOG = a; + 2¢@. Entsprechend findet man
2ZL0JG=90"—(fy — @), 2L JOG =a,—2@. Sonach ergiebt sich

K, : D=sin(a, + 2 @) :cos (B, + @);
K, : D =sin (ag—2 @) : cos (fy — @).
Durch Theilung beider Gleichungen entsteht dann
1 K, _ sin (@) + 2 @) cos (/32——17)).
K, ~ sin (a, — 2 ¢) cos (B, + )
Fir ay = 2@ wirde 2£ JOG =0 und K, =0 oder K : K, = oo,
in der Drucklinie wiirde B % mit CE zusammenfallen, d. h. der

Keck, Mechanik. 14

0

&
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Keil II wiirde zwischen Keil I und der linksseitigen Ebene sich
festklemmen. Die vorausgesetzte Bewegung wiirde ferner unmaoglich
werden fiir £ =900 — @, weil dann 2 O F'G = 0 werden wiirde.
In diesem Falle wiirde K, schon durch W, allein aufgehoben und
es entstinde gar kein Druck ) gegen den zweiten Keil, also auch
keine Moglichkeit, die Kraft K, an dem Keile II zu iiberwinden.

Soll die Bewegung der Keile um-
gekehrt erfolgen (Fig. 267), soll Keil IT
vorriicken und Keil T zuriickweichen, so
findet man, an einem Punkte 4 am
Keile 1 beginnend, in gleicher Weise
die Drucklinie; ihre -einzelnen Seiten
verdrehen sich aber, gegeniiber der
Fig. 266, je um 2 ¢. Die spitzen
Winkel 900 — ¢ liegen jetzt durchweg
an der anderen Seite als in Fig. 266.
Im Krafteck (Fig. 267a) wird, wenn K,
zu derselben Grosse angenommen wird wie vorher, K, nun viel
grosser als vorher. Das Verhillinis K, : K, erhilt man leicht, wenn
man in Gl 1 durchweg die Vorzeichen von ¢ umkehrt.

Sind endlich beide Keile in Ruhe, so liegt
die Richtung des Widerstandes W, irgendwo inner-
halb des doppelten Reibungswinkels, und dasselbe
gilt fir die Richtungen der Driicke 2 und W,.
Bei gegebenem K, hat nun der Pol O des Kraft-
ecks keine bestimmte Lage mehr, weil W, und
" innerhalb des doppelten Reibungswinkel jede Rich-
tung haben konnen; ebenso wird die Richtung von
W, unbestimmt und damit auch die Grosse K,.
Das Verhiltnis K, : K, ist jetzt nur durch die
beiden Grenzen bestimmt, welche sich aus den beiden
untersuchten Bewegungsfillen ergeben haben und
welche man auch leicht rechnerisch findet, indem
man Gl 1 das eine Mal mit dem angegebenen Vorzeichen von ¢,
das andere Mal mit den entgegengesetzten dieser Zeichen ausrechnet.

Man erkennt hieraus, dass es fir die beiden ruhenden Keile
im Allgemeinen unendlich viele mogliche Drucklinien giebt. Jede
derselben ist ein zu den Kriiften K, und K, gezeichnetes Seileck,

Fig. 267 a.
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zu dessen Konstruktion der Pol O und der Anfangspunkt A der
Drucklinie innerhalb gewisser Grenzen beliebig gewihlt werden
konnen. Da aber die Seiten der Drucklinie die Richtung und Lage
der Driicke an Keilflichen darstellen, so miissen sie zwei ein-
schrinkenden Bedingungen geniigen:

1. darf eine Seite der Drucklinie hichstens um den Reibungs-
winkel von der Normalen zu der entsprechenden Keilfliche abweichen ;

2. muss eine Seite der Drucklinie die zugehirige Keilfliche
innerhalb des Bereiches der Beriihrung (vgl. S. 166) schneiden.

Der Ruhezustand der beiden Keile unter Einwirkung gegebener
Krifte K, und K, ist nur moglich, wenn wenigstens eine, diesen
Bedingungen entsprechende, Drucklinie nachweisbar ist.

Beispiel: Ein mit K, belasteter Pfosten (Fig. 268) soll mittels des unter-
geschobenen Keiles, an dem eine wagerechte Kraft &,
wirkt, gleichmiissig in die Hghe gekeilt werden. Die
Drucklinie ACE B ergiebt sich leicht unter Annahme
eines willkiirlichen Punktes A. (Die spitzen Winkel
90° — ¢ sind wieder durch kleine Bogen ohne Ziffern
bezeichnet.) Der Druck D wiirde, wenn er ein Normal-
druck wiire, mit der Lothrechten den Winkel «, bilden;
wegen der Reibung wird dieser Winkel 0 G J= o, + ¢.

Fig. 268.

DN
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Das Verhiltnis K; : K, liesse sich leicht aus GL 1 é/// W
berechnen, indem man dort die Sonderwerthe dieses I?/f';\ n /‘1
Falles einsetzte. Wir ziehen aber eine unmittelbare %’ 7
Berechnung vor. Man erkennt leicht, dass W, und W, "1% ek

N

-

von den zu einander rechtwinkligen Gleitebenen nach Wz
derselben Seite um 90 ®* — ¢ abweichen, also ebenfalls
zu einander winkelrecht sein miissen. Das Viereck G #0J ist darnach bei &
und bei O rechtwinklig, ist also ein einem Kreise vom Durchmesser F.J einge-
schriebenes. Der Winkel FOG = a, + 2 ¢
steht iber dem Bogen FG; demselben Bogen
entspricht aber auch der Umfangswinkel FJ@,
der daher dieselbe Grosse @, 4 2°¢ hat. Daher ist
K, : K, =tg (2 + 29).

Biir oy b2 0 =—4 9010 foder o, i— 90— 120
mithin @, =2 ¢ wird X, : K, = oo, oder das
Hinaufkeilen unmoglich. Es fallen dann niimlich
D und W, zusammen und klemmen den als
zweiten Keil geltenden Pfosten fest.

Fiir die entgegengesetzte Bewegung, d. h.
fiir gleichmiissiges Hinablassen des Pfostens, gilt selbstverstindlich

K': K, =+tg(a;, —2¢).

14*
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Fiir die meisten Fille ist es wiinschenswerth, dass der untere Keil selbst-
sperrend sei, d. h. dass fir den Rickgang K,' < 0 werde. Mithin muss
2, <2 ¢ sein. Fiir diesen Fall gilt das Krafteck
Fig. 268b, in welchem die den unteren Keil Fig. 268 b.
zuriickziehende Kraft — K,' = GF ist. Der P J
Druck D zwischen beiden Keilen bildet mit der
Lothrechten den Winkel 06J = o, — o,
Wiirde dieser wegen a; = ¢ zu Null, so ergiibe
sich D lothrecht und O0J = W, = 0. Unter
diesen Umstéinden und ebenso fiir o, < ¢ wiirde
sich der Pfosten beim Zurtickziehen des unteren w
Keiles nicht mehr gegen die lothrechte Wand 4§
stiitzen; er wiirde vielmehr wegen des loth-
rechten .D, welches dann = K, ist, durch den
unteren Keil von der Wand abgezogen werden, Y 2
wiirde auf dem Keile nicht abwirts gleiten, also
auch nicht sinken; es wiirde also der Zweck der Riickwiirtshewegung nicht
erreicht werden. Fiir o, < ¢ wiirde W, sogar negativ werden, d. h. es miisste
der Pfosten durch eine besondere Kraft gegen die Wand gedriickt werden, um
sich nicht von ihr zu entfernen. Daraus folgt, dass der Keilwinkel a, zwischen
den Werthen ¢ und 2 ¢ liegen muss, damit die Vorrichtung ihren Zweck
erfiille.

Zahlenbeispiel: Bei f= 0,2 oder ¢ =11° und , = 17° mit tga, =0,
wird tg (@ + 2¢) = tg 39° = 0,5, mithin &, = 0, K, fiir Hinaufkeilen;
tg(a5-20) = —t2(5% = — 0,09, d. h, — K, = 0,00 K, fiir Hinunterlassen.

Wirkung der Keilpresse. Dieselben Grundgedanken wie bei
2 Keilen gelten auch, wenn die Zahl der Keile grosser ist. Gleiten
die Keile, so tritt an jeder Keilfliche ein Druck auf, der von der
Normalen zur Keilfliche um den Reibungswinkel abweicht. An
jedem Keile halten sich die Flichendriicke mit einer dritten Kraft X
im Gleichgewichte, schneiden sich daher in einem Punkte. Bei
gleichmissiger Bewegung bilden die 3 Krifte jedes Keiles einen
geschlossenen Streckenzug. Das ganze Krafteck aber bildet wiederum
ein Krafteck der gegebenen Krifte K mit seitwirts liegendem Pole.
Die Polstrahlen sind die Driicke der Keilflichen; die dazu parallelen
Richtungslinien dieser Krifte bilden daher ein zu den Kriften K
gezeichnetes Seileck. Letateres gilt auch fir den Ruhezustand
der Keile, nur liegt dann der Pol nicht mehr bestimmt fest,
sondern ist innerhalb gewisser Grenzen unbestimmt. Fir die
Seilecksseiten gelten dann dieselben Beschrinkungen wie auf S. 211
angegeben.
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Bei einer Keilpresse etwa zum Auspressen von Ol aus zer-
stampften Olsamen (Fig. 269) wirkt K, als Triebkraft auf den
mittleren Keil von Keilwinkel 2 6. Durch Niedertreiben dieses
Keiles werden die Seitenkeile
auf den wagerechten Gleitflichen
auseinander getrieben und da-
durch die Olgutsicke S, S ge-
presst, welche dabei die Gegen-
driicke K, leisten. ACEFB ist
die Drucklinie. Stellt man die
Triebkraft K, durch G'J im
Krafteck (Fig. 269a) dar, so sind JO und G'O die Gegendriicke 1)
der beiden Seitenkeile, welche von der Wagerechten um 0 + @
abweichen. Dadurch ist der Pol O bestimmt. Die Widerstinde W
der wagerechten Gleitflichen bilden mit
der Lothrechten die Winkel @ und legen
dann mit den Wagerechten durch G' und J
die Punkte Z und M fest, wodurch
JL = G M = K, bestimmt werden. Es
ist dann im Dreieck OG J:

K, : D=2 -5in (0 + @),
im Dreieck OG M aber, weil X GOM = 900 — (0 + 2 ¢):
Ky : D =cos (0 + 2¢):cos ¢,

Fig. 269.

Fig. 269 a.

mithin wird

1 R g Sin (0 + @) cos @ .

K, o cos (0 + 2 @)
Weil beim Keile gewdhnlich tg 0 gegeben ist, kann man vorstehende
Formel zur bequemeren Berechnung (ohne trigonometrische Tabellen)
umformen, indem man die zusammengezogenen Funktionen aufldst
und in Zahler und Nenner mit cos O - cos2¢ theilt:

L SE I 1 D

K, 1—7/2—2ftgo’
Zur Beurtheilung der Giite einer Maschine dient die Ver-
gleichung der Arbeiten, welche von der Maschine iibertragen bezw.
aufgenommen werden. Der Zweck der Keilpresse besteht in dem
Zusammenpressen des Gutes bei S. Riickt nun jeder Seitenkeil

2)
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um 2 nach aussen, wihrend der Treibkeil sich um ¢ abwirts
bewegt, so verrichten die auf das Gut tibertragenen Krifte K, zu-
sammen eine Arbeit K,v. Dies ist die Nutzarbeit; K¢ ist
aber der Arbeitsaufwand. Das Verhiltnis beider, nimlich

_ _ Nutzarbeit  K,o
' = Arbeitsantwand — e

nennt man den Wirkungsgrad oder das Giteverhdltnis der
Maschine.

Das Verhiltnis der Geschwindigkeiten » und ¢ findet man aus
dem geometrischen Zusammenhange der Maschine (Fig. 270). - Riickt
der Treibkeil um ¢ abwirts, so dringt er jeden Seiten-
keil um /2 v zur Seite, wo /24 — ctgo. Daher ist hier  Fig. 270,

2 K,
4) n = Eon tgd.

3)

Einen anderen Ausdruck kann man noch fiir den
Wirkungsgrad 7 finden, wenn man sich die Maschine
einmal ohne schidliche Reibungswiderstinde als eine
ideelle, vollkommene Maschine vorstellt. Nennt man die
fir eine solche nithige Betriebskraft die ideelle Trieb-
kraft = K, so wird, indem man in Gl. 2 £ = 0 setzt,
5) % =2tgo =2

) ol

Fithrt man dies in GL 3 ein, so erhilt man

6) _ K, _ ideelle Triebkraft :

K,  wirkliche Triebkraft
Nach GL 5 ist Kyc= K,v, d. h. bei einer vollkommenen Maschine
wiirden Arbeitsaufwand und Nutzarbeit einander gleich oder der
Wirkungsgrad gleich Eins sein. Eine Maschine ist mechanisch um
so vollkommener, je mehr sie sich diesem ideellen Zustande nihert.
Die Bezeichnung Kyc= K,v haben wir nur fiir diese besondere
Maschine bewiesen; sie gilt aber allgemein. Bewegen sich nimlich
alle Theile einer Maschine gleichformig, so findet keine Zunahme
des Arbeitsvermdgens statt, also muss auch die gesammte Arbeit
Null sein. Die inneren Spannkrifte einer vollkommenen Maschine
verrichten aber nach S. 144 keine Arbeit. Die Widerstinde vollig
glatter Flichen, mit denen die einzelnen Maschinentheile in einander
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greifen und an einander gleiten, ebenso wenig. Die Nutzlast wirkt
in Bezug auf die Maschine stets der Bewegung ihres Angriffspunktes
entgegen, verrichtet daher eine negative Arbeit, die im absoluten
Sinne der Arbeit der Triebkraft gleich sein muss. Also

1) e oi— IR o

Dies ist der schon von Galilei ausgesprochene Satz: ,Was an Kraft
gewonnen wird, geht an Geschwindigkeit (oder an Weg) verloren.®
Man kann also den Wirkungsgrad nach Willkir auf Grund der
Gl. 3 oder der Gl. 6 berechnen.

Beispiel: Die Reibungsflichen der Keilpresse seien gut geglittet und
geschmiert, daher f= 0,1. Auch in diesem Falle ist es moglich, den Treib-
keil selbstsperrend anzuordnen; dies ist erfiillt, wenn wir etwa tg d = '/20
annehmen. In Gl 2 werden dann die Grossen f2 und 2 f tg ¢ nur je */i00 und
kénmen zur Vereinfachung gegen 1 vernachlissigt werden. Es ist nimlich
zu bedenken, dass die Reibungsziffern in Wirklichkeit schwanken werden und
selten mit grosser Genauigkeit zu schiitzen sind. Daher ist in Gl 2 der Zihler
doch kaum auf 2°o genau zu berechnen, so dass die Vernachlissigung im
Nenner durchaus zulissig erscheint. Ahnliches gilt in allen Fiillen, in denen
Reibungswiderstinde eine wichtige Rolle spielen. Dann wird

K =2-0,0 + 0,) K, =03 K,; v=2¢-00=0-¢.
g e M
B Bt i
Ty e sy ——
el 0 Kol
7?1 BT
Bei dieser Maschine wird also von der aufgewandten Arbeit nur ein Drittel
niitzlich verwerthet, wihrend zwei Drittel durch Reibung aufgezehrt werden.
Die Keilpresse ist daher eine wenig vollkommene Maschine; Wasserdruckpressen
z. B. arbeiten erheblich vortheilhafter. Die soeben besprochene Maschine hat
aber Einfachheit und Billigkeit als Vorziige.

Der Wirkungsgrad = 1/35.  Es wiirde ohne Reibung

also auch 7 = /3, wie vorstehend.

Der Wirkungsgrad dieser Maschine nach Gl 6 lisst sich, wenn man in
G1. 2 die erwihnte Vereinfachung

K, =2 K, (tg2 + f)

einfithrt, auch schreiben, weil yi— 24 K, itz Otist,
tg & 1 "
S = : - = -
! it oLl o
tg o

Vergrissert man tg @, so verkleinert sich der Nemner, mithin wichst 7.
Macht man z B. tg & = f, so wiirde schon 7 = !/ werden. Die beabsichtigte
Selbstsperrung des Triebkeiles hat also den geringen Wirkungsgrad herbei-
gefihrt.  Es lisst sich zeigen, dass bei jeder Maschine, die selbstsperrend
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sein soll, der Wirkungsgrad unter 0,5 liegen muss. Man kann nimlich
setzen: K, = K, + F, wenn F der durch die Reibungswiderstinde aufgezehrte
Theil der Betriehskraft ist. Nimmt man nun an, dass beim Beginne der riick-
gingigen Bewegung der Reibungswiderstand annihernd noch dieselbe Grisse F
behilt, so gilt fiir den Riickgang K,'= K, — F. Soll nun die Maschine sich

selbst sperren, so muss K,'< 0, mithin #> K, oder
: K 1

60 IR el = (= e
= K =73

i) Drucklinie eines Gewdlbes.

Auf 8. 210 wurde gezeigt, dass die Drucklinie einer ruhenden
Gruppe von 2 Keilen statisch unbestimmt ist, dass sie ein Seileck
zu den Lasten K der Keile sein muss und dass ihre Seiten an
zwei beschrinkende Bedingungen gebunden sind. Auf S. 212 wurde
dann weiter erliutert, dass diese Sitze von der Zahl der Keile unab-
héingig sind, also auch bei beliebig vielen Keilen Giiltigkeit hehalten.

Die einzelnen Steine eines (ohne Mortel gedachten) Gewdlbbogens
sind nun auch keilfsrmige Korper. Soll ein Gewdlbhogen in Ruhe
sein konnen, so muss eine dem Ruhezustande entsprechende Druck-
linie nachweishar sein. Die Drucklinie ist ein zu den Gewichten der
Gewdlbtheile gezeichnetes Seileck. Die einzelnen Seiten desselben
diirfen hochstens um den Reibungswinkel von der Normalen zu den
Fugen abweichen und miissen die Fugen auch innerhalb des Bereiches
der Beriihrung, d. h. innerhalb des Gewdlbbogens schneiden.

Das Gewdlbe mdge symmetrisch zu einer lothrechten Mittelebene
sein (auch beziiglich seiner Belastung). Betrachten wir diese Ebene
als eine Schnittebene, so wird in ihr eine wagerechte Druckkraft, der
Seitenschub #, wirken. Denn ein schriig gerichteter Scheiteldruck
wiirde an der einen Hilfte nach oben, an der anderen aber zufolge des
Gesetzes der Wechselwirkuug nach unten gerichtet sein, was jedoch der
Symmetrie widerspricht. Theilt man nun den halben Bogen (Fig. 271)
durch Fugen in eine beliebige Zahl von Theilen, deren Gewichte @, ,

2y .. durch die Schwerpunkte der Theile hindurchgehen, so ist das
Krafteck der Lasten @ leicht gezeichnet, indem man sie nach irgend
einem Kriiftemafsstab an einander reiht. Wire nun der Seitenschub
H bekannt, so wiirde man den Pol O in dem Abstande 77 dem oberen
Endpunkte der Lasten gegeniiber annehmen und hitte damit simmt-
liche Polstrahlen. Wiire ausserdem noch der Angriffs'punkt C des
Scheiteldruckes gegeben, so hitte man die Seilecksseiten nur den
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Polstrahlen der Reihe nach parallel zu ziehen und hiitte damit das
Seileck, d. h. die Drucklinie des Gewdlbes. Den Punkt ¢ wollen
wir in der Mitte der Scheitelfuge
annehmen. Die letzte Seite des
Seilecks konnte nun vielleicht
aus der inneren Leibung des Ge-
wolbes treten; dann erkennt man,
dass dieses Seileck eine mogliche
Drucklinie nicht ist. Um aber
ein flacher verlaufendes Seileck
zu erhalten, braucht man nur den
Polabstand A zu vergrossern,
und zwar kann man leicht A so
bestimmen, dass die letzte Seite
die Kimpferfuge an einer be-
stimmten Stelle 4, etwa in ihrer Mitte, schneide. In Fig. 271
ist nach willkiirlicher Annahme des Poles O, das Seileck (A,
gezeichnet. Verlingert man nun die letzte Seite des ersten Seilecks
bis zum Schnitte 7 mit der Richtungslinie von H, so muss nach
S. 119 das Gesammtgewicht 7 der Gewdlbhilfte durch P gehen.
Die Lage von R ist nur von der Form des Gewdilbes abhingig,
nicht aber von der willkiirlich angenommenen Lage des Poles O.
Fir ein grosseres / und fiir ein wiederum durch € gehendes
Seileck muss daher die letzte Seite ebenfalls durch P gehen. Zieht
man also PA, so ist dies die Richtung der letzten Seite durch
den gewiinschten Punkt A. Eine Parallele zu 4P durch D
bestimmt den neuen Pol O, und OB ist nun der Scheitelschub,
welcher einem durch € und A gehenden Seileck entspricht. Dass
die Seiten des Seilecks von den Normalen zu den Fugen nicht zu
viel abweichen, lisst sich ja nothigenfalls durch Anderung der
Fugenrichtung leicht erreichen. Wichtiger ist, dass die Drucklinie
iiberall im Gewdlbbogen verbleiben muss. Fig. 272.
Findet man eine solche Drucklinie, so ist
der Ruhezustand gesichert.

Wie schon gesagt, hat man, wenn das
erste Seileck die innere Wolbfliche schneidet,
H zu vergrissern, oder C nach oben zu
verschieben, und umgekehrt. In Fig. 272 sind 2 vorliufige Seilecke

Fig. 271.

D
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eingezeichnet, die den Bedingungen einer Drucklinie noch nicht
entsprechen, aber durch Verinderung von 7 zu moglichen Druck-
linien umzuwandeln sind. Schneidet ein Seileck (Fig. 273) erst die
innere Wolblinie, kehrt
dann durch dieselbe in das
Gewdlbe zuriick und geht
bei weiterem Verlaufe noch
einmal durch die Zussere
Wélblinie, so ist Gleich-
gewicht unmdoglich, Denn
jede Anderung von H und
C, die an der einen Stelle
das Hinaustreten beseitigen
konnte, miisste das Hinaus-
treten an der anderen Stelle
noch verstirken; in solchem
Falle kann nur eine Vergrosserung der Gewdlbstirke oder eine
Anderung der Gewdlbform zum Ziele fiihren.

Fig. 273.

Auf diese Andeutungen iiber die Drucklinie in Gewdlben miissen
wir uns hier beschrinken. Die wirkliche Lage des Scheitelschubes
H und des Widerlagerdrucks W folgt aus dem elastischen Verhalten
der Gewdlbsteine und findet sich besprochen in Keck, Vortrige
iber Elasticititslehre, S. 330 u. ff. Hat man aber die richtige
Drucklinie gefunden, so geben die Polstrahlen des Kraftecks die
Grosse der Druckkrifte in den einzelnen Fugen an.

Il. Wirkung der Reibung bei gleichmissig sich
drehenden Korpern.

Ein starrer Korper, der sich gleichformig um eine feste Achse
dreht, ist nicht im Gleichigewichte, weil die einzelnen Massentheilchen
nicht geradlinige, sondern kreisformige Bewegungen ausfiihren. Die
Bedingungen fiir eine gleichformige Drehbewegung lassen sich aber
mit Hilfe des Satzes auf S. 141 aufstellen, wonach die Erginzungs-
krifte den an dem Korper wirkenden #usseren Kriften das Gleich-
gewicht halten miissen.
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Dreht sich der Korper mit der Winkelgeschwindigkeit « um
die Achse O rechtwinklig zur Bildebene (Fig. 274), so erfihrt ein
Massentheilchen m im Abstande o von
der Achse nach S. 88 die Centripetal- Fig. 274,
beschleunigung © w?; daher miissen ¥
simmtliche Centrifugalkriifte m 0w? den mpw?
dusseren Kriften gleichwerthig sein. Die
dusseren Krifte bestehen in bewegenden
Kriften K, in den Normalwiderstinden
N der festen Achse O und in Reibungs- 0 x
widerstiinden der Lager der Drehachse.

Da die Centrifugalkriifte simmtlich durch

O hindurchgehen, so haben sie in Bezug auf die Achse das Moment
Null.  Dieses muss also auch fiir die dusseren Krifte gelten. Da
nun die Normalwiderstinde N ebenfalls durch O gehen, so
ergiebt sich als wesentliche Bedingung der gleichféormigen
Drehung, dass die Momentensumme der bewegenden
Krifte K und der Reibungswiderstinde f-N in Bezug
auf O zusammen Null betrage.

Die Normalwiderstinde N der festen Drehachse sind im All-
gemeinen von der Massenvertheilung des Korpers abhiingig und
werden erst weiter unten eingehend bestimmt werden. Jetzt wollen
wir nur solche Fille betrachten, hei denen die Masse derartig
symmetrisch um die Achse vertheilt ist, dass jedem Massen-
theilchen im Abstande o auf der einen Seite der Achse ein gleiches
Massentheilchen in demselben Abstande auf der anderen Seite ent-
spreche, so dass die Centrifugalkriifte dieser Massentheilchen sich
gegenseitig aufheben, weshalb dann auch die simmtlichen #usseren
Krifte sich vollstindig aufheben, d. h. den Gleichgewichtsbedin-
gungen geniigen miissen. Aus diesem Grunde kinnen die Fille der
gleichmissigen Drehung solcher Kérper mit symmetrischer Massen-
vertheilung schon an dieser Stelle, d. h. in der Gleichgewichtslehre,
behandelt werden

In den obigen Bedingungen wird nichts gedindert, wenn zu der
Drehung um die Achse O noch eine geradlinige und gleichmissige
Verschiebung des Korpers mit seiner Achse kommt. Denn eine
derartige Verschiebung bedingt keine Beschleunigung, also auch
keine Erginzungskriifte.
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a) Reibungsmoment eines Tragzapfens.

Eine Achse sei rechtwinklig zu ihrer Mittellinie belastet und
stiitze sich mittels cylindrischer Zapfen auf cylindrische Lager,
welche die Zapfen mit geringem Spielraum umschliessen. Auf
einen Zapfen vom Halbmesser » komme ein durch die Zapfenmitte
gehender Zapfendruck 7), der rechtwinklig zur Léngenachse des
Zapfens steht, so dass die Cylinderfliche des Zapfens den Druck
bekommt. Ein derartiger Zapfen heisst Tragzapfen.

Wir betrachten zuerst einen sog. eingelaufenen Zapfen
(Fig. 275), der mit merklichem Spielraum im Lager liegt, und bei
dem man annitherungsweise annehmen kann, die
Berithrung mit dem Lager finde nicht in einer Fig. 275.
grosseren Fliche, sondern in einer Seite des
Cylinders (in der Figur durch einen Punkt dar-
gestellt) statt. Im Ruhezustande wiirde 4 die
Beriihrungsstelle sein. Dreht sich nun aber der
Zapfen rechts herum, so gleitet bei A der
Zapfen nach links; dem setzt sich der Wider-
stand /N nach rechts entgegen. Das Moment SN - r macht ein
treibendes, die Reibung iiberwindendes Kriftepaar M im Sinne der
Drehung nothig. Aber auch nach Anbringung desselben ist den
Gleichgewichtsbedingungen noch nicht
geniigt, weil die Summe der wage- Fig. 276.
rechten Krifte nicht Null ist. Es
kann daher im Zustande der Be-
wegung die Berithrung nicht in 4
stattfinden; vielmehr verschiebt sich
die Beriihrungsstelle nach rechts nach
einem Punkte B (Fig. 276), der
so liegt, dass dort die Mittel-
kraft W aus N und fN lothrecht
gerichtet ist. Dies findet statt fir ¢ AOB=¢. Es wird nun
W = D, und beide bilden ein dem treibenden Momente ¢ wider-
stehendes Kriiftepaar D sin ¢ = IN.

Nun ist tg ¢ = f; weil aber bei geschmierten Drehzapfen, wie
wir sie hier im Auge haben, fast stets S =0, also ¢ < 6° und
c0s @ = 0095, so ist bei derartig kleinen Winkeln sin @ mit
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geniigender Anniherung gleich tg ¢ =7 zu setzen, so dass das fiir
die gleichformige Drehung erforderliche Kraftmoment, welches zu-
gleich das Reibungsmoment bezeichnet, gesetzt werden darf

1) M = Dfr.

Es entspricht z. B. /= 0,0 dem Werthe sin ¢ = 0,099s. Unmittel-
bar ergiebt sich GL 1 aus Fig. 275, wenn man daselbst, ohne Riick-
sicht auf den kleinen Verstoss gegen die Gleichung der wagerechten
Krifte, N= D also fN=jfD einfihrt. Man denke sich also, um
die Gl 1 leicht zu merken, dass der Zapfendruck 7) eine Relbung
fD und mit dem Hebelarm » ein Moment Dfr

bedingt. Bringt man das Moment 2 auf die Fig. 277.
Form K/ (Fig. 277), legt die eine Kraft durch LUK
O, die andere ans Ende eines Halbmessers / und

lasst sich die Kriifte K bei der Drehung stets
mitdrehen, so verrichtet die in O angreifende )
Kraft keine Arbeit; die am Endpunkte des Armes
[ aber wihrend eines Drehungswinkels a die Arbeit
Kla=Ma. Es ist also die Arbeit eines
Kriftepaares gleich seinem Momente mal dem Drehungs-
winkel. Die Zapfenreibung erfordert hiernach einen sekundlichen
Arbeitsaufwand = Mw - = Dfrow

Als Arbeitseinheit dient das Meterkilogramm. Bei regelmissig
umlaufenden Maschinen pflegt man aber die in jeder Sekunde
geleistete Arbeit in ™k als Leistung, Arbeitsstirke oder
Effekt = & zu bezeichnen. Die Einheit der Leistung ist das

Sekunden-Meterkilogramm = 1.
die Pferdestirke (PS)= 75" eingefiihrt.

Als grossere Einheit hat man

Ein lebendes Pferd leistet freilich eine sekundliche Arbeit von 75 mkg
nur unter gimstigen Umstinden. Als aber James Watt i J. 1782 Dampf-
maschinen fiir Londoner Brauereien zu bauen hatte, kam es darauf an, die-
jenige Arbeit, die bisher von Pferden am Gopel verrichtet wurde, durch die
Maschinen leisten zu lassen. Watt mafs daher die von den Pferden geleistete
Arbeit, und eine Dampfmaschine, welche die Leistung von 10 Pferden ersetzte,
wurde eine 10pferdige Maschine genannt, Die dort benutzten Pferde waren
sehr kriftig; auch wird Watt der Sicherheit wegen, damit seine Dampfmaschine
keinen Misserfolg erlitte, die Arbeit der Pferde eher zu hoch als zu niedrig
geschitzt haben. Auf diese Weise hat sich als Maschinen- Pferdestirke die
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mkg

Leistung von 75

— eingebiirgert. Es wird dafiir auch nicht selten Pferdekraft

gesagt; doch ist diese Bezeichnung wenig passend, da man mit dem Ausdrucke
doch nicht eine Kraft, sondern eine sekundliche Arbeit bezeichnen will.

Fir die Anzahl der Pferdestirken wird das Zeichen N benutzt,
withrend » die Zahl der Umdrehungen in einer Minute
bedeutet.

Beispiel: Ein Wasserrad wiegt einschl. des darin befindlichen Wassers
10000 kg; seine Achse werde durch 2 Zapfen von r = 0,1m Halbmesser getragen
und mache 10 Umdrehungen in der Minute. Nimmt man f = 0,1 an, so ist,
da die Summe der Zapfendriicke an bheiden Tragzapfen 10000 ke betrigt, das
gesammte Reibungsmoment MM = 10000 <0, -0, = 100 mkg. Bei » = 10 ist
der Drehungswinkel in der Minute 20 7, in der Sekunde also 20 = : 60 — s 7
= 1,047, daher die sekundl Reibungsarbeit £ — ]04,7mgfkg und der Reibungs-
verlust in Pferdestirken N = 104,7 : 75 — Loos S | o5

Bei einem neuen Tragzapfen findet die Beriihrung lings einer
grosseren, dem Mittelpunktswinkel 2 a entsprechenden Fliche ACB
statt (Fig. 278). Ist 7 die Linge des
Zapfens und p der Druck fiir die Flichen-
einheit an irgend einer Stelle, so kommt
auf ein Theilchen /ds der Cylinderfliche
der Druck plZds und die Reibung 7pids.
Das treibende Moment muss dann be-
tragen

Fig. 278.

M= fir fpds.
Macht man die Voraussetzung, dass der
Zapfen tberall gleich stark anliegt, so wird
M= fplr fds =2 fplria.
Nun muss aber D = pl fcosdds
sein, oder, weil ds cos 9 = da
D=plfda.
Darin ist fda die Sehne 4 B — 2 » sin a, mithin
D =2 plrsina.

! M
Dann wird ¥7) = fr Sl oder
a AB
2) ED?—fDrSina ——fDrATg.

Hiernach ist beim neuen Zapfen, weil wegen des theilweise keil-
férmigen Einpressens die Summe der Normaldriicke grosser ist als D,
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auch die Reibung grosser als beim eingelaufenen Zapfen, u. zw. im
Verhiltnisse des Bogens zur Sehne.

a = 0 giebt wieder I = Dfr;
a="'Ynaber M= Dfrlrm=1 Dfr.

Die Reibungswiderstinde geben nach senkrechter oder wage-
rechter Richtung zerlegt, Seitenkriifte, die in senkrechter Richtung
die Summe Null liefern, in wagerechter Richtung aber nicht. Daher
besteht bei vorstehender Ableitung ein #hnlicher kleiner Verstoss
gegen die Gleichung der wagerechten Kriifte wie bei Benutzung
der Fig. 275 zur schnellen Entwickelung der Gl. 1.

Eine diesen Umstand beriicksichtigende schiirfere aber umstind-
lichere Behandlung ergiebt wiederum, dass fiir 7 eigentlich sin ¢
gesetzt werden miisste.

Beim Zapfen im Keillager (Fig. 279) werden die beiden
Reibungswiderstinde /N und /N, wiederum die Zapfen einseitig
nach rechts hiniiber driicken, in Folge dessen N, etwas > N sein
muss. Nimmt man aber trotzdem an-
niherungsweise /Ny = N an, so ergiebt
sich in lothrechter Richtung

2 Nsin 0 = D, also 2N=.i,
sin O

et D

3) und ED?—ZfAr—siné.

Der Ersatz des eingelaufenen cylindrischen
Lagers durch das Keilluger bewirkt daher,
dass wegen des keilformigen Einpressens
M grosser wird als beim cylindrischen
Lager, dass man aber, wie bei der Bewegung in Keilnuthen (S. 197),
_ statt £ einfach den grosseren Werth /: sin 0 zu setzen hat. 6 =30°
giebt f:sin 0 = 2 f, entsprechend einer Verdoppelung des Reibungs-
moments.

Mit Riicksicht auf den Unterschied zwischen N und N, muss stattfinden
1. in wagerechter Richtung
0=Ncosd -+ fNsind — N, cos & + f N, sind;
2. in senkrechtem Sinne
D = Nsind —fN cosd + N, sin & + f N, cos d;
3 M=FfWN+ M) r.
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Die ersten beiden Gleichungen lassen sich ordnen:
0= — (N, —N)cosd + (N +N) fsind
D= (N,—N)fcoséd -+ (N+DN,)sind.
Multiplicirt man die erstere dieser Gleichungen mit /, so entsteht durch
Zusammenzihlen
D=(N+DN)(A+r>)sind und

i Dfr
T osind (143
AiEs tg o sin @ ; J sin 2 ¢
Darin ist 2 e — ¢os2p=—=sin @ cos ¢ = :
147 sec?o cos ¢ ! 2
sin 2
also, W=Dy’
2 sin &

Bei f = 0,1 kann aber /2 gegen 1 vernachliissigt oder sin 2 ¢ = 2 tg ¢ gesetzt
werden, so dass dann wieder als Anniiherung (leichung 3 entsteht.

Dem Nachtheile der Vergrosserung der Reibung durch Benutzung des
Keillagers steht der Vortheil gegeniiber, dass der Zapfen im Keillager auch
nach erfolgter Abnutzung immer noch eine sichere Fithrung findet, withrend
er im eingelaufenen cylindrischen Lager um das Mafs des Spielraumes hin und
her schleudern kann. Das Keillager wird deshalb besonders bei Mess-
Instrumenten angewandt, bei denen es mehr auf sichere Lage als auf Kleinheit
der Reibung ankommt.

Die Bewegung auf Reibungsrollen (Fig. 280) von maglichst
grossem Halbmesser R, welche sich um Zapfen vom Halbmesser o
drehen, hat den Zweck der Verminderuug des Reibungsmoments. Der
obere Zapfen vom
Halbmesser » erfihrt
von den Rollen bei A
und B die Normal-
driicke N und ;.
An den Beriihrungs-
stellen 4 und B fin-
det aber kein Gleiten
statt, vielmehr haben
die Rollen dort die-

selbe Umfangs-
geschwindigkeit wie
die Zapfen; daher
tritt an diesen Stellen nicht der Gleitwiderstand fV und £V, auf,
sondern Reibungswiderstinde 7" und 77, die im Allgemeinen kleiner
sind. Es wird

Fig. 280.

M=(T+ T,)r.
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Die Krifte 7' und 7} wirken auf die Rollen im entgegengesetzten
Sinne wie auf den Zapfen und bewirken die gleichmissige Drehung
der Rollen, haben also deren Zapfenreibung zu tiberwinden.

Die thatsichliche Ungleichheit von XN und XN, wiirde in der-
selben Weise sich geltend machen wie im vorigen Falle; sie hat
auf das wirkliche Ergebnis keinen nennenswerthen Einfluss, soll
daher der Einfachheit wegen vernachlissigt werden.

Die Driicke N = N, bilden (ebenfalls umgekehrt) die Zapfen-
driicke in den Lagern der Rollen, erzeugen dort die Reibungs-
momente N7o und miissen durch die Momente der Umfangskrifte

T = T, iberwunden werden. Daher wird TR = Nfo, T = Nf%
und I = 2 NS 1%1". Am Zapfen liefert aber die Gleichung der

lothrechten Krifte wieder 1) — 2 Nsind, wenn 6 der Winkel
ist, den die Tangenten in A und B mit der lothrechten Mittellinie
bilden; hiernach wird

“'Dgr o

+ ~Sno R’

Damit dies kleiner werde als Dfr, muss o : R << sin 0 sein.

sin 0 = /2 und o : R =!/6 geben 93%=%I)fr.

b) Reibungsmoment eines Stiitzzapfens.

Beim Stiitz- oder Spurzapfen (Fig. 281) wirkt der Druck D
in der Achsenrichtung desselben. Die
Berithrung mit der Spurplatte des
Lagers erfolge (der Allgemeinheit
wegen) in einer Ringfliche der Halb-
messer » und R. Zeichnet man im
Grundriss einen schmalen Ring vom
Halbmesser o und der Breite do,

Tig. 281.

che s Ik 17, ven 1 e\
Druck liefert eine Reibung /p dF' und
ein Reibungsmoment d 3t = fp dF 0.
Da man annehmen darf, dass im
ganzen Umkreise dieses Ringes p
denselben Werth haben wird, so kann

Keck, Mechanik. 15
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man d F sogleich als die Ringfliche 2 owrdo einfithren und erhilt

als gesammtes Reibungsmoment
R

1) m=2nfgpg2dg.
Ausserdem muss, da der schmale _Rin;;r den Druck p2mode aufnimmt,
2) D= ZZJr(I;)QdQ sein.
Beim neuen Zapfen nimmt mran den Druck p iiberall gleich an,
daher p = ﬁ[ und
R
3) W = 2 (ordo = S DrE s
Ist die Beriihrungsfliche ein voller Kreis (» = 0), so wird
4) M = % DfR,

also kleiner als beim Tragzapfen. Es kommt dies daher, dass,
wihrend beim Tragzapfen die ganze Reibung L)/ an dem vollen
Halbmesser als Hebelarm wirkt, hier die Hebelarme der Reibungs-
widerstiinde im Allgemeinen kleiner sind als der dussere Halbmesser.

Beim eingelaufenen Zapfen sind die Verhiltnisse noch giinstiger.
Mit der gleitenden Bewegung des Zapfens ist nimlich eine Abnutzung,
ein fortwihrendes Abschleifen verbunden, und da die Gleitgeschwin-
digkeit nach dem #usseren Umfange hin zunimmt, so wird auch
hier die Abnutzung am grossten ausfallen; in Folge dessen wird
das Aufliegen des Zapfens auf der Spurplatte nach einiger Zeit
nicht mehr ein gleichmissiges sein; es wird der Einheitsdruck von
innen nach aussen hin abnehmen. Uber die Verinderlichkeit von p
wird die Annahme gemacht, dass p mit o umgekehrt proportional
sei, dass man
5) p="

0

setzen konne, worin p, der Kinheitsdruck im Abstande Eins von der
Drehachse. Dann wird aus Gl 2:

R
D = 27tp15¢lg = 2mp,
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aus Gl. 1 aber:
R

M= 27afp, ged@ = mfp (R* — r?).

Theilt man diese Gleichung durch die vorhergehende, so wird
M:D =1Y2f(R+r) also

6) M = Y2 Df (R + 7).

Es ist jetzt offenbar 1/2 (R + ) der mittlere Hebelarm der Reibung.

Fir volle Kreisfliche (»r = 0) wird

7) M=1,DfR.

Beim kegelformigen Stitzzapfen (Fig. 282) moge die
Berithrungsfliche von ¢ bis B sich erstrecken. Ist dF ein Flichen-
theilchen derselben mit dem Einheitsdrucke
p, so wird M =7 pdFo. Daaber pdF
mit der Wagerechten den Winkel 0 bildet,
80 ist

Fig. 282.

D = sindf pdkF.
Das Flichentheilchen dF bildet mit der
wagerechten ~Grundrissebene den Winkel

909—¢0 nennt man dF‘ den Grundriss von dF, so wird
dF' = dF cos (900 — 8) = dF sin 6. Hiernach wird

D= [pdF' und
M= J ‘de'Q.

sin 0.

Da nun dF* mit 20xdo eingefithrt werden kann, so wird

A

R
ol — = ‘(Sfrp@wlg und

R

D=2mn g podo
Vergleicht man diese Werthe mit den Gl 1 und 2, so erkennt
man, dass der Ausdruck fir D vollig mit GL 2 iibereinstimmdt,
wiihrend in dem Werthe fir 9 nur 7 mit /: sin 0 vertauscht ist
als Folge des kegelfsrmigen Einpressens, wie in allen éihnlichen
Fillen. Daher muss sowohl in den Gl 3 und 4 fiir einen neuen
Zapfen, sowie auch in den Gl 6 und 7 fir den eingelaufenen
Zapfen 7 vertauscht werden mit /: sin 0.

153
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Der kegelférmige Zapfen verursacht also mehr Reibung als der
ebene Stitzzapfen, gewihrt aber auch, wie das Keillager, den Vor-
theil einer sicheren Fiihrung, wogegen der Stiitzzapfen mit ebener
Reibungsfliche eine solche nicht bietet, weil an der cylindrischen
Seitenwand des Lagers sich Spielraum befindet oder bilden muss.

¢) Hirn'sche Reibungswaage.

Die vom elséssischen Ingenieur Adolf Hirn im Jahre 1854
ersonnene Vorrichtung (Fig. 283 und 284) dient zur Ermittelung

:

=7

L)

der Reibungsziffer /' eines Zapfenlagers durch Abwigen. Auf einer
Welle, die von einer Maschine etwa mittels Riemscheiben in gleich-
missige Drehung versetzt wird, befindet sich der zu untersuchende
Lagerkorper L, der aber nicht etwa zur Stiitzung der Welle dient,
sondern an der Welle hingt. Unten an dem Lagerkorper ist ein
Waagebalken W befestigt, an dessen gleichen Armen Waagschalen
héingen. Die Waagschalen werden mit Gewichten beschwert, so
dass der fir die Versuche gewiinschte Zapfendruck ) entsteht,
welcher das Reibungsmoment Dfr erzeugt. Dieses Moment, welches
gom ;agff’r a‘If Fig. 284.

en Zapfen als '

ein der Drehung %

entgegen gerich- M

tetes Moment

ausgeitbt  wird,
hat nach dem

Gesetze der
‘Wechselwirkung das Bestreben, den Lagerkorper bei der Drehung
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mitzunehmen, den Waagebalken also schrig zu stellen. Diesem
Bestreben wirkt man entgegen, indem man in der linksseitigen
Waagschale ein Ubergewicht P anbringt (Fig. 284) und dieses so
regelt, dass der Balken wagerecht einspielt. ~ Der Zapfendruck
betrigt D =2Q + P+ G, wem G das REigengewicht des
Lagers mit dem Balken. Das Reibungsmoment betrigt also
M=(@2Q + P+ G)fr und wird gemessen durch das Moment
des Ubergewichtes P, d. h. M= PI. Das ergiebt
b Pl
Wt oy e T

Beispiel: Bei =1m, r=0,0m, G= 100 kg; @ = 2000 kg sei das
TUbergewicht P = 2,0%s; dann ist /= —(4—0%—2_"_0—%%)0—,05— = 0,0008.

Damit der Balken gut einspiele, muss, wie bei einer Waage,
der Schwerpunkt S unterhalb der Drehachse liegen.

d)' Der Bremszaum von Prony.

Der Grundgedanke der vom franz. Ingenieur Prony 1821
ersonnenen Vorrichtung zum Messen der Leistung von Kraftmaschinen
ist dem der Reibungswaage dhnlich.

Man hebt nimlich die Triebkraft der zu untersuchenden Maschine
durch einen Reibungswiderstand auf und misst diesen mittels einer
Waage. Da es in diesem Falle nur darauf ankommt, den ganzen
Betrag der Rei-
bung zu messen,
es aber nicht
nothig ist, diese,
wie bei der
Reibungswaage,
nachtriglich in
die Faktoren f
und D zu zer-
legen, so ist es auch nicht erforderlich, die Reibung durch eine
Belastung zu erzeugen; vielmehr kann man sie einfacher durch
Zusammenschrauben zweier Bremsklotze hervorbringen (Fig. 285),
Auf der Welle der Kraftmaschine befestigt man eine Bremsscheibe
und bringt auf dieser den Bremszaum an, dessen Schrauben vor-
laufig schwach angezogen werden. Dann setzt man die Kraftmaschine
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etwa eine Dampfmaschine, allmihlich in Gang und zieht die Schrauben
stdrker an; die an dem Umfange der Scheibe entstehende Reibung
hat nun das Bestreben, den Zaum mitzunehmen, in Folge dessen
sich der Waagebalken unten rechts auf eine als Hindernis dienende
Schwelle B legt. Man bringt sodann die Dampfmaschine in den
Zustand, in welchem sie beim regelrechten Betriebe arbeiten soll,
zieht also die Bremsschrauben stirker an, wenn die Welle zu schnell
lauft, und umgekehrt. Hat man auf diese Weise erreicht, dass die
Welle die vorgeschriebene Zahl von » Umdrehungen in der Minute
ausfithrt, so wird jetzt offenbar, weil ein regelmissiger Gang statt-
findet, die ganze Arbeit der Maschine durch den Bremszaum in
Reibung umgewandelt. Belastet man nun die linksseitige Waag-
schale mit einem Gewichte P (einschliesslich der Waagschale) in dem
Mafse, dass der Balken sich rechts von der Schwelle abhebt und
wagerecht einspielt, so ist P/ das Mafs des an der Scheibe wirkenden
Reibungsmomentes M. Die sekundliche Arbeit desselben betrigt
mithin M w = Pl w, oder, weil w = 2(?0” ist und 75 mTk'g eine

Pferdestiirke ausmachen, es ist die Anzahl N der Pferdestirken der

Maschine nw
N= Pl ——.
30:- TH
Beispiel: Ist I = 25m; P = 200ke; »n = 30, so wird
2002530 -7
Ne— S T 20,0 PS.

Auch bei dieser Vorrichtung ist es wiinschenswerth, dem Waage-
balken Standsicherheit zu geben, d. h. den Schwerpunkt S unterhalb
der Achse anzuordnen, was hier erreicht ist, indem der schwere
Balken sich unterhalb der Bremsklotze befindet.

¢) Reibungsriider.
Die Reibung zwischen 2 an einander gepressten Scheiben
kann benutzt werden, um die Drehung Fig. 286.
der einen auf die andere zu iibertragen.
A (Fig. 286) sei die treibende, B die mit-
zunehmende Welle. Auf beiden bringt
man Scheiben an, die sich bei €' beriihren.
Liesse man die Scheiben mittels zahn-
artiger Vorspriinge in einander greifen, so
wiirde dadurch eine Mitnahme der Welle B
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erzwungen. Ldsst man aber die Vorspriinge fort, so kann auch die
Reibung die Wirkung der Zihne ersetzen.

An der Welle B moge ein Widerstandsmoment it der Drehung
entgegenwirken; dieses kann man durch eine Last @, welche an
einer Trommel vom Halbmesser » emporgewunden wird, zur Dar-
stellung bringen, indem dann M = @r. Zur Uberwindung des
Momentes ist eine Umfangskraft 7" bei ¢ erforderlich, fiir welche
TR = Qr also T= Qr: R wird. Ist nun D der Druck zwischen
den Scheiben, so wiirde demselben beim Gleiten die Reibung /.1
entsprechen. Hier soll aber kein Gleiten stattfinden, vielmehr sollen
die Scheiben stets gleiche Umfangsgeschwindigkeit haben. Unter
diesen Umstinden ist dann die zur Wirkung kommende Reibung
T = fD, mithin

r el e
LS e W el
1) QR e, oder = i PR
Das Zeichen — in Gl 1 wiirde auch noch fiir ein Gleiten der

Scheiben auf einander gelten; soll dies ausgeschlossen sein, also ein
sicheres Mitnehmen der Welle B erfolgen, so muss fir D das
Zeichen = angewendet werden.

Beispiel: Ist das Widerstandsmoment W= 100 - 0,2 = 20 mkg, R=0,6m,

=0, fiir Gusseisen auf Gusseisen, so wird D>% — 333 kg, . Bei
Dl i

D — 333 kg wiirde leicht noch ein (Hleiten eintreten komnen, so dass die Last @
abwiirts gehen kénnte; man muss D um ein gewisses Mafs > 333 kg nehmen,
damit man Sicherheit gegen Zufilligkeiten hat.

Der Druck 2 kann nur durch die Zapfen-
lager auf die Riider ibertragen werden, erzeugt
daher Zapfenreibung, deren Uberwindung Arbeit
kostet. Man muss suchen, das erforderliche 1D
klein zu machen; dies wird erreicht, indem man
die Reibungsrider nicht einfach eylindrisch ge-
staltet, sondern keilformig in einander greifen lisst
(Fig. 287), wodurch eine Vergrosserung der Rei-
bung entsteht. Ist wieder der halbe Keilwinkel 0,

so wird I» =2 Nsind, die mogliche Reibung
LABIer sind » “
2) QfN—__sin6> R oder ])>Q——f 7’

4 h. kleiner als nach G1. 1. Dass man bei der jetzigen Anwendung

L
)
g
f b}
=
5
,

|

(¥
:
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der sog. Keilnuthenrider mehrere Keilnuthen neben einander
anordnet, hat mit der Wirkung nichts zu thun.

Beispiel: Macht man 2 ¢ = 309 so ist sin & = 0,26, und es wird mit
den sonstigen Zahlen des vorhergehenden Beispiels der untere Grenzwerth von D:
333 - 0,26 =87 kg, also nur etwas mehr als /s des vorigen.

f) Seilreibung.

1. Uber einen Cylinder vom Halbmesser », der sich gleichfirmig
um eine Achse O dreht (Fig. 288), sei ein biegsames Seil, ein biegsamer
Faden, Riemen oder dgl. gelegt, bei A befestigt und bei B am freien
Ende mit einer Kraft S, gespannt,
dann driickt das Seil gegen den
Cylinderumfang ; an einem Bogen-
theilchen ds = rd ¥ entsteht ein
Normaldruck ¢ N und ein Gleit-
widerstand fd N, der auf den
sich rechts drehenden Cylinder
nach links, auf das Seil aber
nach rechts wirkt, das Seil also
mitzunehmen strebt. In dem bei
A befestigten Seilstiicke mage
eine Spannkraft .S, herrschen, dann befindet sich das Seil unter Ein-
wirkung der an ihm auftretenden Krifte S, S, Gruppe [d N] und
Gruppe [/d N] im Gleichgewichte, so dass die Momentengleichung
in Bezng auf O liefert (weil die d N-Krifte durch O gehen):
Syr+rf2dN = Sr, dh. die gesammte Seilreibung /2'd N wird
gemessen durch den Unterschied der Seilkrifte S, — ;. Um also die
gesammte Seilreibung zu Fig. 289.
finden, miissen wir S, — S, ay
zu ermitteln suchen.

Schneiden wir aus (*%) 00%357:
dem Seile das Bogentheil- sed
chen ds = rd¥ heraus (S+28)5ind9Y 4y
(Figur 289), so wirken 7
ausser den Kriften dV
und fd/V noch die Spannkrifte S und S + dS. Zerlegt man
simmtliche Kriifte || und | zu d &V, so verlangt das Gleichgewicht

dN= (8 + S+ dS)sinl/dd
fAN=d8cosf2d?,

Fig. 288.
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oder weil sin 1/2d® = 12 d?, cos ‘add=1 und dSdd unendlich
klein zweiter Ordnung:

dN = Sd¥
fdN = d 8, mithin
fd9 =4dS: 8.
Durch Integration entsteht:
=18+ C.

9 =0 entspreche dem Punkte C' (Fig. 288) und der Spann-
kraft S, 9 = a dem Punkte /) und der Spannkraft S;, dann wird
fa=18+C; o=18 +C, mithin aus beiden:

2) fa=l<%
S /

\

) oder ﬁze"“,

Sl
und die ganze Seilreibung
3) 8, — 8 =8, (ef*—1).

Dabei ist besonders bemerkenswerth, dass das Verhiltnis der
Krifte unabhingig ist von », nur abhingig von der Reibungs-
siffer und dem dem umspannten Bogen entsprechenden Mittelpunkts-
winkel a.

Wenn der Cylinder ruht, so wird die Summe aller zur Wirkung
kommenden Reibungswiderstinde fd7' ebenfalls durch S, — S,
gemessen; es ist dann aber

Sy : 8, << e/* und auch

Sl e L
Fir S,= S8, wirde keine Reibung ausgeiibt werden, Bei einem
Unterschiede zwischen S, und S, bezeichnen wir mit S stets die
grossere der Krifte.

9. Ist das Seil nicht in Ruhe, sondern wird es mit gleich-

bleibender Geschwindigkeit » = rw fber den ruhenden oder mit
anderer Geschwindigkeit sich drehenden Cylinder

fortgezogen, so heben sich an einem Bogen- Fig. 290.
theilchen »d® die normal gerichteten Krifte Tiiih?
nicht auf, sondern es geschieht dies erst, nach- AN/

dem die Centrifugalkraft dm »®? hinzugefiigt

ist (Fig. 290). Es wird dann A rds

AN = Sdd — dmr 2.
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Darin ist dm = };}Frdz?, wenn F' der Querschnitt, » die Dichte

des Fadens, Riemens oder Seiles. Die andere Gleichung fdN=d 8
bleibt unverindert; weil nun

d <S—— };Fﬂw?) = (S

.80 wird d< S ;/Fr aﬂ)
) — J :
S—;—/Fﬁaﬂ
g

also fz9=1<S—~i/Fa~?w'3> + O,
g
oder zwischen Grenzen genommen:

SQ A Z _FV’I“QCL)2
yiamsladoe TF Tu |
Sl = g_lﬂrng
Daraus entsteht:

Sy — /Fr-(u- = <Sl yl"ﬁaﬂ) e’ oder
4) SQ_S1=<81—§F7“20)2> (efa—l).

In den meisten Fillen ist der Einfluss des Gliedes ;]éFr?a)Q unbe-

deutend; nur bei grossen Geschwindigkeiten » verdient er Beriick-
sichtigung (vergl. S. 238).

Beispiel: Ein runder Baum sei auf einer Fig. 291.
Schwelle festgelegt (Fig. 291) und ausserdem
durch Zimmermannshaken gehalten. Ein Seil sei
derartig hiniibergeschlungen, dass «=7=. An der
rechten Seite hiinge eine Last von 1000 kg. Es
soll berechnet werden, mit welcher Kraft links
gezogen werden muss, um die Last hinauf zu ziehen.
Da ausser der Last noch die Reibung iiherwunden
werden muss, so wird links die grossere Kraft S,
wirken, wihrend rechts 8, = 1000 kg ist. Die
Reibungsziffer werde fiir ein Hanfseil auf Holz
/= 1/3 angenommen,

SR S
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Nimmt man von beiden Seiten der Gleichung die Briggischen Logarithmen,

so wird log (:z—;) =% mlog e = 1,047 - 0,438 = 0,4544. Dazu gehort eine Zahl
9,85 = 5, : 5;. Mithin wird S, = 2850 k&; die Seilreibung betriigh 1850 ke,
ist daher sehr gross. Diese Vorrichtung eignet sich daher nicht als Aufzugs-
maschine, um so besser aber zum Hinablassen einer Last, wobei die Reibung
giinstig wirkt. Beim Hinablassen wirkt die kleinere Kraft S, auf der linken
Seite, wihrend die Last jetzt S, = 1000 ks wird. Wiederum ist /% — 285,
daher S, = 1000 : 2,85 = 351 k. Jetzt kommt also die Seilreibung im Betrage
von 1000 — 351 = 649 kg der hinablassenden Kraft zu Hilfe. Die Zugkraft
an der linken Seite darf zwischen den weiten Gremzen 351 und 2850 kg sich
bewegen, ohne dass ein vorhandener Ruhezustand gestort werden wiirde. "Da
die Reibung das Bestreben hat, den Balken zu drehen, so muss er hiergegen
sicher befestigt sein.

Zum Festhalten oder bequemen Hinablassen schwerer Lasten findet eine
derartige Vorrichtung vielfache Anwendung. Die Reibung wird noch bedeutend
vergrossert, wenn man den Winkel ¢ des umspannten Bogens vergrossert. Man
kann dadurch jedes beliebige Verhiltnis S, : S, erreichen. Wir wollen berechnen,
wie gross o werden muss, wenn S, : §; = 1000 sein soll, d. h. wenn man durch
Anwendung von S, = 1k die Last von 1000 ke hinablassen will. Es muss
e'sa — 1000, d. h. in Logarithmen /3 « 0,434 = 3, oder @ = 9 : 0,84 = 20,7
sein. Da nun 1 Umwickelung einem Winkel 2 7 entspricht, so muss die Zahl
der Umwickelungen n = 20,7 : 2 7 = 3,3 betragen. Wenn man also das Seil
3 Mal und dann noch /s oder vielleicht /2 Mal umlegt, so wird das Ziel
erreicht sein. Bei ofterem Umschlagen geniigt schliesslich das Gewicht des
iiberhiingenden Seilendes zum Festhalten der Last.

Bs ist fiir die Wirkung gleichgiiltig, ob der
umspannte Bogen « sich auf einem Cylinder be-
findet, oder ob das Seil nach einander um mehrere
Cylinder geschlungen ist; in letzterem Falle ist «
die Summe der umspannten Bogen. Auf diesem
Grundgedanken beruhen die Rettungsvorrichtungen
bei Feuersgefahr, mittels deren Menschen aus einem
brennenden Hause hinabgelassen werden konnen.

Erheblich vergrossert wird die Seilreibung noch, wenn man das (runde)
Seil in eine Keilrinne (Fig. 292) legt, weil dann £ : sin & an Stelle von /£
zu setzen ist.

g) Bandbremse.

Ein diinnes Bandeisen, welches man um einen Cylinder spannt,
um an diesem Reibungswiderstand zu erzeugen, heisst Brems-
band und findet als Bandbremse bei Winden vielfache Anwendung
zum gleichméssigen Hinablassen von Lasten. An einer Windetrommel
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vom Halbmesser » (Fig. 293) hiinge das Gewicht @. Mit der
Trommel fest verbunden ist die Bremsscheibe vom Halbmesser R.
Das umgelegte Bremsband sei mit

dem einen Ende am Gestelle befestigt, Fig. 293.

z.B. an dem Drehpunkte 4 des Brems-
hebels, das andere Ende des Bandes
sei mit dem Hebel verbunden. Am
Ende des Hebels wirke aufwirts die
Kraft K, welche in dem Bande eine
Spannkraft S, auf der rechten Seite
hervorruft. Bei der Drehung links
herum entsteht an der Scheibe eine
der Drehung entgegen wirkende Band-
reibung S, — S, = 8, (/2 —1), .
welche, mit R multiplicirt, dem
Momente @» der Last gleich sein
muss. Ist nun » der Hebelarm von S, (aber nicht als Linge am
Hebel, sondern rechtwinklig zu S, gemessen), so wird Ka = S, b,
Q r b

A ST

mithin K =

Beispiel: Der Winkel des umspannten Bogens sei o = 0,7 - 27, die

Reibungsziffer fiir Bandeisen auf gusseiserner Scheibe /= 0318, B R ==y |
a:b=10; dann wird ¢*/ = 2,21 und
Q L] Q

TR T YR
d. h. mit einer Kraft & = 10 kg kann man eine Last Q = 242 kg hinablassen.
Es ist rithlich, von den beiden Kriften des Bandes die kleinere S, auf
den Hebel wirken, die gréossere S, aber vom festen Gestell aufnehmen zu lassen.

h) Riemenscheiben.

Niitzliche Anwendung findet die Seilreibung auch bei den
Riemenscheiben, welche zur Uber-
tragung der Bewegung von einer
Welle auf eine ihr parallele
Welle dienen, wenn die Ent-
fernung der Wellen so gross ist,
dass eine unmittelbare Uber-
tragung mittels Reibungsriider
oder Zahnrider nicht zweckmissig erscheint (Fig. 294). Der biegsame

Fig. 294.
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Korper, der um die Umfinge der Scheiben gelegt wird, ist hier
meist ein Lederriemen. Die Welle 4 drehe sich links herum; der
Riemen sei geniigend angespannt, so dass er auf den Scheiben nicht
gleitet, dass vielmehr beide Scheibenumfinge und der Riemen die
iibereinstimmende Geschwindigkeit » haben miissen. Der Drehung
der rechtsseitigen Welle setze sich ein Widerstandsmoment entgegen,
welches wir wieder auf die Form 9 = @7 bringen wollen (vergl.
S. 231). Sind 8, und S, die Spannkrifte der Riementheile, so
wird die ganze Seilreibung an der rechtsseitigen Scheibe stets
gemessen durch S, —S;. und fir gleichmissige Drehung der
rechtsseitigen Welle ist erforderlich

1) - 8,—8 =Qr: R.

Da nun Riemen und Scheibe nicht auf einander gleiten, so ist
2) 8 — = Silelt— 1),

oder durch Verbindung von Gl. 1 und 2:

n 1 e :
8= =0 R IR wofiir wir schreiben wollen:
B
el *—1

r”
darin ist 48 der Uberschuss an Spannkraft, welche wegen der
Sicherheit gegen Gleiten nothig ist, dessen Grosse aber nur
durch Erfahrung bedingt wird. Aus GL 3 und 1 wird dann

Qe - 90

1
& g +——_—<———|—1>+AS oder
i s AN R

Qr e’¢
4) S; =t + 48.

Die Grosse @ des Winkels des umspannten Bogens wirkt in
giinstigem Sinne auf die Verhinderung des (leitens. Da nun die
gleichen Krifte S, und S, an beiden Scheiben wirken, die Winkel
a und @, aber bei beiden Scheiben im Allgemeinen ungleich sind,
so muss von den beiden Winkeln @ und a, stets der kleinere in

Rechnung gefithrt werden.
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Beispiel: Fiir Lederriemen auf Gusseisenscheiben setzt man S==1045
sind ferner die beiden Scheiben gleich und daher o — 7, 80 wird

eSO — 0BT — 94
Ist nun B = 0,6m, M = 100- 0,2 = 20 mke, s0 wird
201

+ 48=93uk 4+ 48.

e O_,e 1,4

8, = 28,04 - 2,0+ 48— 56mke + 48,

Wie bei den Reibungsridern der Druck 72, so verursachen
hier die Spannkriifte S, und S, Zapfenreibungswiderstinde in den
Lagern. In dhnlicher Weise wie dort 7, kénnen hier S, und S,
vermindert werden, wenn man den Riemen durch eine runde Schnur
ersetzt und die Scheibe mit einer keilfirmigen Rinne
versieht (Fig. 295), so dass in Folge der Keilwirkung ~ Fig. 295.
wiederum 7 mit f: sin 0 zu vertauschen ist. Man wiihle
0 so gross, dass das Seil sich in der Rinne nicht
festklemmt, mache also 0 > @, damit das Seil heim
Ablaufen sich ohne erheblichen Widerstand aus der
Rinne entfernt, nicht aber gewaltsam herausgezerrt werden muss.

=€)

—

Ist fir Hanfseile in gusseisernen Rinnen fo—=="11 T =— 180 gy st
0 = 30 ° zuliissig.

In den vorstehenden Rechnungen ist der Einfluss der Geschwindigkeit des
Riemens auf Verminderung der Reibung nicht beriicksichtigt.  Fiir schnell-
laufende Riemen ist an Stelle der G1. 2 auf S. 233 zu setzen (nach GI. 4, S. 234)

r

amEro) (rem)z - amog
(s Errior) (e 1)z8—8=0F.

Dadurch kommt dann zu den Werthen S, und S, nach Gl 3 und 4, S. 237
noch der Summand %Frng hinzu.

Hat z. B. ein P&emen von 0,5 X 6 em = 3 qom = (0003 am Querschnitt eine
Dichte von 900, so ist y F= 0,27. Bei 15m sekundl. Umfangsgeschwindigkeit
9’2797115—) = 6,2kg. Aus den Zahlen des vorstehenden

Beispiels wird dann S8, = 23,61 4- 6,2 + 4.8 und S, = 57371 + 6,2 + 48.

wird dann 5 R

i) Seilrollen und Flaschenziige.

Ist iiber eine Rolle (Fig. 296) ein vollig hiegsamer Faden
gelegt, der die Last @ triigt, so wiirde, wenn sich der Drehung
der Rolle kein Widerstand entgegensetzte, zur gleichmiissigen
Drehung kein Moment, also auch keine Seilreibung erforderlich sein, es
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wiirde dann K = @ hinreichen zum Hinaufziehen der Last. Nun findet
aber ein Zapfendruck 2 = @ + K statt, also ein Reibungsmoment

Flg 296

=D %, wenn d der Zapfendurchmesser, zu

dessen Uberwindung eine am Umfange der Rolle
: S o300 dics @it K
angreifende Kraft Sl — g S e g
nothig ist. Dies ist die auf den Rollenumfang be-
zogene Zapfenreibung Z. Diese Kraft kann von
dem Seile nur durch die Seilreibung auf die Rolle

id

iibertragen werden, oder es ist K — @ = K2+ @ fd. Daraus entsteht
s
el LT
Qeh il
) —f2 r

Zur Vereinfachung multipliciren wir in Zihler und Nenner mit dem
Zahler, erhalten
i d)

UG

TR

2 ;
und vernachlissigen nun den kleinen Werth Ly gegen die Ein-
2r

heit, so dass genau genug

K d :
1) a—-l +f7 wird.
Man kann auch schreiben K = @ + Z, wo
1
2) Z=Qr

die auf den Rollenumfang bezogene Zapfenreibung, d. h. man kann
(nach A. Ritter, Lehrbuch der technischen Mechanik, 2. Aufl,, S. 365)
die Sache so ansehen, als ob zu der Kraft K, = @, die bei einer
ideellen Rolle hinreichen wiirde, noch der Betrag Z hinzutreten muss.

Ausser der Zapfenreibung muss aber auch noch der Seil-
biegungswiderstand beriicksichtigt werden. Wir haben bisher
ein Seil angenommen, dessen Richtung stets mit der Richtung seiner
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Spannkraft tibereinstimmt, welches daher zu beiden Seiten der Rolle
sich vollig tangential an diese legt. Wird aber ein wirkliches Seil
aus der geraden Form in eine Krimmung
tibergefiihrt (Fig. 297), so miissen wegen der
Langenverschiedenheit am inneren und #usseren ! —
Umfange die einzelnen Fasern, aus denen das ﬁ
Seil besteht, sich gegen einander verschieben,

und dieser Verschiebung setat sich ein Widerstand entgegen. Auch
beim Ubergange aus dem gekrimmten Zustande in den geraden
ergeben sich die gleichen Widerstinde.

Soll nun an der linken Seite der Rolle die Last @ aufgewunden
werden, so geht das Seil nicht plotzlich aus der geraden Tangente
in die Krimmung 1 : r iiber, sondern es vertheilt diese Krimmungs-
dnderung auf eine gewisse Linge, und die Folge davon ist, dass
die Mittellinie des unteren Theils des Seiles um eine gewisse
Grosse e von der Tangente nach aussen
abweicht (Fig. 298). Auf der Ablauf-
seite erfolgt der Ubergang aus der
Krimmung 1:7 in die Kriimmung Null
ebenfalls allmihlich mittels einer Gegen-
kriimmung, und es folgt daraus eine
Abweichung der Kraft K von der
Tangente um die Grosse ¢, nach innen.
Die Biegungswiderstiinde haben dann
dieselbe Einwirkung auf die Drehung
der Rolle, als ob die Last @ an dem
grosseren Hebelarm » + ¢, die treibende
Kraft K aber an dem kleineren Hebelarm » — ¢, angreift, wobei
man die Abstéinde ¢ und ¢; gleich annehmen darf, daher wird

K(r—e¢ = Q(r—+ ¢ oder

Fig. 297.

Fig. 298.

e

ng_r—{—e__i-i_a_"
Q _r—e—l_g’
r

wofiir man, weil ¢:» wieder ein kleiner Werth ist, schreiben kann

(vergl. S. 239)
K =1+ &_
Q r
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Nennt man @ -2 ¢ : » = B den auf den Rollenumfang bezogenen
Biegungswiderstand, so kann man den Einfluss dieses Umstandes
wieder so auffassen, als ob zu K, = @ wegen der unvollkommenen
Biegsamkeit noch der Betrag B hinzutreten muss.

Die Grosse e in Metern ist von der Dicke und Beschaffenheit
des Seiles abhingig. Nach Versuchen ist fiir Hanfseile von der
Dicke 6 (in Metern) :

1302

3) e = 6,502, oder B = Qf—

Werden nun durch die Wirkung der Zugkraft K bei gleich-
formiger Drehung der Rolle Zapfenreibung und Biegungswiderstand

zugleich iiberwunden, so kapn man

0?2
13r > setzen, oder

d
9 K—@+z+B=e(l+si+
5) T == Wi,
d 1362 ; A .
wenn w=1 +f; —+ b ist; w heisst dann die Widerstands-

ziffer fiir Seilrollen.

Ist die Seildicke ¢ = 0,02 m, der Rollenhalbmesser Fig. 299,

r = 0,00m, der Zapfendurchmesser d = 0,03™, /= 0,12, e
so wird

1 0,2 - 0,03 , 13- 0,000 o

=l T - TRt 1 -+ 0,04 + 0,06 =1,10.
Die Zapfenreibung vergrossert .also die erforderliche 7
Zugkraft um 4 /o, "der Biegungswiderstand um 6 %o; K=
der Abstand der Seilmitte von der Tangente betrigt Q e

e = 6,5 -+ 0,0006 = 0,0026 ™ = 2,6 mm,

Um eine Last von 100 ke mittels einer solchen Rolle und eines solchen
Seiles gleichmiissig emporzuziehen, ist eine Kraft K = 110 ke erforderlich
(Fig. 299). - Beim Hinablassen der Last vertauschen Q und K ihre Rollen;
das Verhiiltnis beider bleibt aber w, daher wird dann

KE=—0:w==1007¢11= 90,0ks.

Bei einem iiber eine Rolle gefiihrten Seil ist die Spannkraft
in dem sich abwickelnden Seilsticke die grossere; das Verhiltnis
beider Spannkriifte betrigt stets w.

Streng genommen muss fiir jede gegebene Rolle mit Seil der
Ausdruck w besonders berechnet werden. Da die Verhiltnisse
zwischen d, » und O aber meist nicht sehr schwanken, wollen wir
fir fernere Beispiele mit Seilrollen w = 1,1 wéhlen.

Keck, Mechanik. 16



249 Zweite Abtheilung. A. Gleichgewicht starrer Korper.

Lose Rolle. Bei der sog. losen Rolle ist die Drehachse nicht
fest gelagert; vielmehr ist das eine Ende des Seiles bei A4 (Fig. 300)
befestigt; an dem anderen wird bei B gezogen,
und die Last hiingt an der Achse der Rolle. Fig. 300.
Beim gleichmiissigen Aufwirtsziehen erfihrt die ’é//i/ﬂz
Rolle eine aufwirts gerichtete Verschiebung mit X
der Geschwindigkeit ¢, welche sich mit der
Umfangsgeschwindigkeit »w im Punkte € der-
artig vereinigt, dass dort die Geschwindigkeit ¢
Null entsteht. Denn das Seil 4 ¢ ruht, und
da es auf der Rolle nicht gleitet, so muss auch
der Punkt C der Rolle die Geschwindigkeit
Null haben. Mithin ist ¢ = »w. An der rechten
Seite der Rolle addiren sich ¢ und »w zu der
Geschwindigkeit v = ¢ + rw = 2 ¢, mit welcher der Punkt B des
Seiles sich aufwiirts bewegen muss. Die lose Rolle wilzt sich an
dem Seile AC empor; die Bewegung ist eine Rollbewegung, bei
der die einzelnen Punkte der Rolle Cykloiden beschreiben.

Das Verhiltnis der Spannkrifte des Seiles muss wieder w
betragen; ist also rechts im ablaufenden Stiicke die Spannkraft K,
so muss sie links K:w sein. Nach S. 219 miissen auch bei dieser
zusammengesetzten Bewegung die Krifte K und K:w der Last @
das Gleichgewicht halten. Mithin wird

sl K<i L %) e e B v

Fir eine ideelle Rolle ohne Widerstinde ist w = 1, mithin

Q = 2 K;,. Der Wirkungsgrad ist, weil v = 2¢:
Qe Q A S e S
TR T R ARl -

Flaschenzug. Ein Achsgestell mit einer oder mehreren Rollen
heisst Klobenzeug oder kurzweg Kloben — auch eine Flasche (weil
friiher die Form der Kloben mit einer Flasche einige Ahnlichkeit
hatte). Aus einer durch ein umgeschlungenes Seil oder Kette her-
gestellten Verbindung von festen und losen Kloben besteht der
Flaschenzug. Sind mehrere Rollen in einem Kloben angeordnet, so
bringt man diese jetzt meistens auf dieselbe Achse. In der Fig.301 sind
aber der Deutlichkeit wegen die Rollen unter einander gezeichnet.
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Die in Wirklichkeit gleichen Rollen zeigen hier etwas verschiedene
Grosse. Die Zahl der Rollen in jedem Kloben betrigt in der
Zeichnung 2, allgemein sei sie n. Der obere Kloben ist in den
Deckbalken befestigt, an dem unteren Kloben héngt
die Last Q.

Beim Aufwinden drehen sich (Fig. 301) simmt-
liche Rollen links herum. Die bei B angreifende Kraft
sei K, dann ist die Spannkraft in dem rechtsseitigen
Seilstiicke K :w, sie vermindert sich nach dem Uber-
gange iiber die Rollen schrittweise auf K:w?, K:w?
und K : w*. Das Verhiltnis v : ¢ ist offenbar gleich
der Zahl der Seilstiicke, an denen der untere Kloben
hingt, also 4 oder allgemein 2n. Die Seile werden
als simmtlich lothrecht angenommen, da die geringen
Abweichungen keine Bedeutung haben. Riickt die
Last um ¢ aufwirts, so verkiirzen sich die Seilstiicke
je um ¢, zusammen also um 4¢ bezw. 2n¢. Die
gleiche Linge v =4c¢ bezw. v = 2nc muss daher
bei B abwirts gezogen sein. Macht man durch
einen Schnitt zwischen beiden Kloben den unteren 0
frei, so verlangt dessen Gleichgewicht, dass die Last B
Q gleich der Summe der Krifte der durchschnittenen
Seile. Ohne Widerstinde wiren die Seilkrifte durchweg K, daher
Q = 4 K, bezw. = 2n K, mithin ist wieder v:c¢ = @ K,.

In Wirklichkeit ist

TC

1 1 1 il K
Q=K<—+—2+—3+—4>=—4w3—|—'w2+w+1)
w w w w w
4 Ty
6) = %Tu_l und ebenso allgemein
El el
7) Gt LT 4 paighin
et
AN i
8) Ll o Z !

o o 2n - w? (w—1)°
Beispiel: Es sei wieder w = 1,1, dann wird

iy e == () — Bk mi— (70

Tt === bl TRE ) — (67,
Im ersten Falle werden 79 %o der aufgewendeten Arbeit niitzlich verwerthet,
im zweiten nur 67 /o, withrend 21 bezw. 33 %o verloren gehen. Mit wachsender

165
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Rollenzahl nimmt also der Wirkungsgrad ab. Es ist daher besser, eine schwere
Last an 2 Flaschenziigen zu je 4 Rollen aufzuwinden, als an 1 Flaschenzuge
mit 8 Rollen.

Fiir das Hinablassen der Last ist durchweg w mit 1 : w zu vertauschen.

Differenz- Flaschenzug. Der Differenz-Flaschenzug (Fig. 302)
gestattet, mit nur 3 Rollen ein bedeutendes Ubersetzungsverhiltnis
v :c zu erreichen. Die beiden Rollen des oberen
Klobens bilden zusammen ein Stiick, haben daher
gleichen Drehungswinkel. Statt eines Seiles dient
eine Kette. 'Wird bei B eine Kettenlinge v ab-
wirts gezogen, so findet bei €' ein Aufwirtswinden
um v, bei D ein Abwirtswinden um vr: R, also
zusammen eine Verkiirzung der Kette zwischen

\

beiden Kloben um v<1 —L) statt; da sich diese

R
auf 2 Stiicke vertheilt, so hebt sich der untere
v 7% STy .
Kloben um c—§<l _§>’ mithin ist 5
9) eic— 2 :
11— 12
7i¥ Q

Der Name des Flaschenzuges erklirt sich daraus,
dass das Heben in Folge der Differenz zwischen Aufwinden und
Abwinden zu Stande kommt.

Ohne Widerstinde wiirde in jedem Kettenstiicke des unteren
Klobens eine Kraft !/2 @ herrschen; dann ergiebt (wenn K, die
ideelle Triebkraft) die Momentengleichung des oberen Klobens
O0=KyR+'"2Qr—12QR oder KyR=12Q(R—r), i ihe
10) Q:Ky=2:(1—r:R)=vw:ec.

Macht man z. B. r: R=14:15, so wird Q: K,=v:¢= 30.

An der linken Seite der kleineren Rolle des oberen
Klobens ist die Kette ohne Spannkraft, wihrend auf der Fig 303.
rechten Seite eine Spannkraft = !/2 @ herrscht; ebenso ist
der Unterschied der Spannkrifte der grossen Rolle ein so
erheblicher, dass die Seilreibung nicht geniigen wiirde, um
ein Gleiten zu verhindern. Aus diesem Grunde hat man
statt des Seiles eine Kette gewihlt, die zwischen zahnartige
seitliche Vorspringe der oberen Rollenkérper (Fig.303) eingreift und
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dadurch ein Gleiten unmoglich macht. Eine solche Kette hat nur
geringe Steifigkeit, weshalb man die Widerstands- Fig. 304.
ziffer der Kettenrolle zu w = 1,05 annehmen kann. /

Betrachtet man die Verhiltnisse anndherungs-
weise so, als ob der Widerstand ganz allein von
der Zapfenreibung gebildet wiirde, so wire nach
Gleichung 4, S. 241

An der unteren Rolle wirken Kettenkrifte S

und Sw (Fig. 304), und es ist i
©
QR w1 =), 0
An der oberen Rolle tritt ein Zapfendruck auf,
der annihernd gleich @, da K nur ziemlich klein Q

ist. Dadurch entsteht ein Zapfenreibungsmoment
1/2 Qfd. Die Momentengleichung fiir den oberen Rollenkdrper lautet:
0=KR+ Sr— SwR — '2Qfd.

] r d
Daraus wird ke — S <w—-§> + Qfﬁ
Lo ( _L> i
bl il e g e T
12) weil f% =w—1 (GL 11),
R T )
s e
et pseic —a1)E
Bs ist aber w + — . = w?— s o 2——(10——1).
2 2 2
Da nun w? = 1,02 = 1,1, (w—1)2 aber nur = 0,025, so ist
Ao 2
(u’—?l)—— gegen w? zu vernachlissigen, daher annihernd
13) R 1 _8 . (w? —%) zu schreiben.

Fiir gleichmissiges Hinablassen ist w durch 1:w.zu ersetzen;
es wird dann an Stelle von K die Kraft K, nothig mit

14) [Q:—Q—(%——T—>
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Da nun 1:w? ein echter Bruch und »: R ebenfalls, so konnte
man r: R beispielsweise = 1:w? wihlen. Damn wird K, = 0,
d. h. die Last geht gleichmissig abwirts, ohne dass eine hemmende
- Kraft K, nothig ist, oder die Last @ wird durch die Widerstinde
eben im Gleichgewichte gehalten. Unter diesen Verhiltnissen
(r: R=1:w? wird fiir Aufwinden

Koo 14+ w 2,05 @
ohne Widerstinde aber
1
(=)
w 0,1
lim R
mithin ist der Wirkungsgrad 5 = O; . %’Zﬁ = 0,51, also (in Uber-

einstimmung mit S. 216) nahezu gleich /2.

Soll der Flaschenzug sich aber mit Sicherheit bremsen, so
muss rechnungsmissig K; << 0, d.h. 1:w?<<r: R, oder
15) r: R >1:w? sein.

Diese Eigenschaft der Selbstsperrung wird bei dem Differenz-
Flaschenzuge gewiinscht. Weil nun ein negativer Zug K, an der
Kette nicht ausgeiibt werden kann, so muss die Fig. 305.
Drehung linksherum durch einen Zug K, an dem
bisher nicht benutzten Kettenstiicke bewirkt werden
(Fig. 305). Da der Zapfendruck am oberen Zapfen
wieder annihernd @ betrigt, das Reibungsmoment
daher @f'/2d, so lautet die Momentengleichung
der oberen Rolle

Kyr + SR= Swr 4+ Qf /2 d. N Sw
Wegen des geringen Unterschiedes zwischen » und
R kann aber fd = (w— 1) R (Gl. 12) anniihernd ‘\\
auch = (w— 1) gesetzt werden, so dass

R (w—1)

.K2 = S<’U)'—7> + QT Wird,

oder, weil wieder @ = S (1 + w)

B e
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Es ist aber wieder w + ——— = w* 5 oder anniihernd

w—1  ,  (w—1)?
2
= w2, mithin
Q ( il
16 e — et (e
) 2 1 + w \ r ’
was fir w? > R :» (Gl 15) positiv wird.
Beispiel: Fiir w = 1,05 ist w?®= 1,1, 1:w? = 0O,000. Wiihlt man nun
r: R=14:15, so ist % = 0,08 > 0,900, d. h. die Bedingung (15) der
Selbstsperrung erfiillt. Es ist ferner (nach Gl 10) v : ¢ = 30 = @ : K. Fir
Q 1 14 Q

{ 5 3 s O sl i
das Aufwinden wird (nach Gl 13) K = e 1—1F . Da nun
T Q st :
Diss oG S0 18 i 1271:0‘0
Z 30 240

ki Gl et RS VI
Zum Hinabwinden ist die Kraft K, — 2.0 (171 ]4) =y aufzuwenden.

Also mit Aufwand von K = 10 k¢ kann man Q = 121 kg heben, withrend zum
Hinabwinden K, = 1,7 k¢ hinreicht.

Der Differenz-Flaschenzug ist offenbar keine vortheilhafte Aufzugsmaschine,
da sein Wirkungsgrad nur O, betriigh. Angenehm sind aber seine Einfachheit
und die Bequemlichkeit der Handhabung. Beim Einspannen einer schweren
Achse in eine Drehbank oder beim Versetzen eines schweren Steines ist die
Selbstsperrung sehr werthvoll. Der ihn handhabende Arbeiter braucht ihn
nicht vorsichtig festzuhalten, sondern kann seine volle Aufmerksamkeit auf die
genaue Einstellung der Last richten, indem er durch Ziehen an der einen oder
anderen Kette die Last bald hebt, bald senkt, wie es erwiinscht ist.

12. Rollwiderstand der Walzen und Rdder. Gleichmédssige
Bewegung der Fuhrwerke.

Wird eine starre cylindrische Walze auf eine starre wagerechte
Ebene gelegt, so findet die Beriihrung lings einer Cylinderseite statt
(Fig. 806). Das Gewicht @ der Walze wird von
dem Widerstande N der Ebene aufgehoben, und
versetzt man die Walze in eine Rollbewegung,
wobei die Geschwindigkeit ¢ des Mittelpunktes O
gleich der Umfangsgeschwindigkeit » w» der Dreh-
bewegung ist, so ist an der Beriihrungsstelle A
die Gesammtgeschwindigkeit v = ¢ — »w = Null,
d.h. es findet kein Gleiten statt, und da die
sonstigen Kriifte @ und NV sich aufheben, so kommt keine Reibung

Fig. 306.
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zur Wirkung. Daher sind die Bedingungen der gleichmissigen
Drehbewegung und der gleichmissigen Verschiebung, mithin auch der
gleichmissigen Rollbewegung erfiillt, d.h. es ist bei vollkommener
Starrheit zur Unterhaltung der Rollbewegung keine weitere Kraft
erforderlich. A

Bei ‘den wirklichen festen Korpern kann aber der Druck AV
nicht von einer Linie aufgenommen werden, sondern er vertheilt
sich auf eine Fliche, indem sowohl die Walze wie die Unterlage
ihre Form indern, sich gegenseitig zusammendriicken. Diejenigen
Theile der Bahn, welche die Walze schon iiberrollt hat, kehren
in den meisten Fillen nicht ganz in den friiheren Zustand zuriick;
sie sind um ein gewisses Mafs dauernd niedergewalzt. In Folge
dessen liegt der vor der Walze befindliche Theil
der Unterlage hoher als der andere; der Druck
N vertheilt sich nicht gleichmissig zu beiden
Seiten der Walzenmitte, vielmehr iberwiegt der
Gegendruck auf der Vorderseite. Dadurch ver-
schiebt sich dann der Gesammtdruck N nach
vorn, sodass er nicht mehr mit ¢ zusammenfillt,
sondern mit @ ein Kriftepaar Ne bildet, das
Moment des Rollwiderstandes. Zur Unterhaltung der gleich-
missigen Rollbewegung ist daher ein treibendes Moment

1) M = Ne erforderlich.

Zur Beurtheilung der Vertheilung des Druckes N auf die Unterstiitzungs-
fliche darf man wohl fiir die meisten Fille die vereinfachende Annahme machen,
dass nur die Unterlage eine Formiinderung erfihrt, withrend die Walze ihre
runde Form behilt. Zuerst werde der Fall be-
trachtet, dass der von der Walze niedergedriickte Fig. 308.

Theil der Unterlage sich gar nicht wieder elastisch
hinter ihr hebt, sondern niedergedriickt verbleibt
(Fig. 308), wie es bei einem thonigen oder sandigen
Wege etwa stattfinden wird. Den Gegendruck
solcher Stoffe pflegt man mit der Eindriickungstiefe
y verhéiltnisgleich zu nehmen. Ist ¢ der Gegendruck
der Lingeneinheit der Horizontalprojektion fiir eine
Tiefe gleich Eins, so hat er bei der Tiefe y den
Werth ¢y, und es ist dann der Gegendruck einer
Breite dz: ¢ydz und der gesammte Druck

N=¢ fyde= ¢ - 4BC.
Selbstverstindlich geht dann auch N durch den Schwerpunkt der Fliche 4 BC.

Fig. 307.
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Weil nun 4B in den wichtigeren Fiillen ein kleiner Bogen, so kann er
annithernd als ein Parabelstiick vom Parameter » (= dem Halbmesser des
Rollkreises) betrachtet werden. Dann wird, wenn & und ¢ die beiden Pro-
jektionen von AB, b*=2rt, t=1>0%: (2r) und

b3
2) N=4¢ *psbt="s¢—,
T
daher 3= = 1,\ L
#’
Der Abstand e der Kraft vV von dem Mittelpunkte ist (S. 134)
Sy
3 N
3) e=3/sb:3/s]/§7l.

Ist die Unterlage aber nicht so vollkommen bildsam oder plastisch, dass
jeder erzeugte Eindruck in voller Grosse bleibt; kann vielmehr ein gewisser
Grad von Elasticitit vorausgesetzt werden, so
hebt sich die um die Tiefe # eingedriickte
Unterlage hinter der Walze um ¢, wieder
empor (Fig. 309) und leistet dann entsprechende
Gegendriicke.

Dann wird der Druck auf der Vorderseite

g 0.8
Ny =3 fabty, =1s¢ Tl s
der auf der Riickseite
3
ANoi= Y8 ie 3
% T

% 3 IV, 3.V,
Ferner ist 5,2 = /1T 5 b3 = ,ﬂ
9’ 97
4) Setzt man & = nb,,

so ist » von dem Grade der Elasticitit der Unterlage abhingig. Dann kann

3
man N, = —51;—9//7»3% schreiben. Somit wird der Gesammtdruck

1 3
5) el N el /rb—;a LAY und
[a)

b
3Nr
X bl:l/mﬁi'

Die Abstinde der Kriifte N; und XN, . von dem Mittelpunkte O betragen
¢, =3%8b; e =738b,—3Bnd . Fir die Mittelkraft N gilt dann die
Momentengleichung in Bezug auf O

— Ne= — Ny¢, + Nye = — 335, (N, — n NNy,
daher wird, wenn man den gemeinschaftlichen Faktor /3 ¢ : » in allen Gliedern
fortlisst,

1 —ant 3Nr 1 —at
i/ "23/”17173:3/8]/‘7(1—;@1“3-

Fiir » = 0 entsteht wieder der Werth der Gl. 3.
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Hiernach ist e in verwickelter Weise von ¢ und =, d. h. von der
Beschaffenheit der Unterlage, oder, weil die Zusammendriickung in Wirklichkeit
eine gegenseitige ist, von den Stoffen der Walze und der Unterlage abhiingig,
ausserdem aber auch von der Grosse des Druckes N und von dem Halbmesser
r des Rollkreises. ~Hat man aber e fiir einen Werth von N und » durch
unmittelbare Messung oder auf mittelbarem Wege gefunden, so bringt eine
Anderung von N oder von » nur geringe Anderung von e hervor, da Nr schon
auf das Achtfache wachsen muss, wenn e sich verdoppeln soll. Daher zieht
man es vor, fiir eine Gruppe praktisch wichtiger Fille hei Mittelwerthen von
N und r die Grésse e ein Mal zu bestimmen und diese Linge e dann fiir
andere ihnliche Fillle innerhalb gewisser Grenzen unverindert beizubehalten.

Die Ermittelung der Grisse ¢ kann durch Versuche in #hn-
licher Weise erfolgen, wie man die Reibungsziffer mittels der
schiefen Ebene (S.192) feststellt. Giebt man der Rollbahn eine
verdnderliche Neigung, legt die Walze auf und stellt durch Versuche
denjenigen Neigungswinkel % der Bahn
fest, bei welchem sich eine gleichméssige
Rollbewegung der Walze erhilt, so lisst
sich mittels dieses Rollwinkels 9 die
Grosse ¢ berechnen (Fig. 310).

Das Gewicht @ der Walze zerlegt
sich in @ sin ¥ und @ cos ¥. Der Druck
N der Bahn geht um e an O vorbei.
Ausserdem tritt nun noch die Reibung 7' an der Bahn auf. Diese
4 Krifte miissen den Gewichtshedingungen geniigen, daher

Ne— Q) cosid T — ) sin.
Die beiden auftretenden Kriftepaare miissen sich aufheben, daher
Qcost e=Qsind r oder e = rtgd,
wofiir man wegen der Kleinheit des Winkels ¥ auch
8) e = rv
schreiben kann.

Fir Walzen und Bahn aus nicht sehr hartem
HolzeRistefwa 3 0t S¥asEe ton it Sy i—alinn
bei sehr hartem Holze. . . . G s te— 0000,
bei Eisenbahnwagen-Ridern auf Schlenen . e = 0,0005 ™
Danach betrigt der Rollwinkel im letzteren Falle, wenn » = 05 ™,
¥ = 0,0005 : 05 = 0001 = 1 : 1000, d. h. auf einem Gefille von
1: 1000 kann eine Eisenbahnwagenachse durch ihr Gewicht gleich-
missig rollen.
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Nach den vorstehenden Betrachtungen wiirde der Rollwiderstand ver-
schwinden, wenn die zusammendriickbare Fahrbahn sehr elastisch, anndhernd
n =1 wire, indem dann ¢ = Null entsteht. Man konnte glauben, dass eine
Kaukschukplatte oder auch eine Unterlage von Stahl in solchem Mafse elastisch
wiire, dass dafiir nahezu n = 1 gesetzt werden miisste. Damit steht nun
freilich die Erfahrung im Widerspruche, denn bei dem Rollen einer eisernen
Walze auf einer Kaukschukplatte zeigt sich ein ziemlich erheblicher Widerstand,
oder es ist eine ziemlich erhebliche Neigung 4 erforderlich, damit ein gleich-
miissiges Rollen auf schiefer Ebene stattfinden kann.

Diese Erscheinung erklirt sich in folgender Weise. Wenn auch die Bahn
von Kautschuk bezw. von Stahl so elastisch ist, dass nach einiger Zeit keine
Spur des Hiniiberrollens mehr bemerkt wird, so erfolgt die Riickkehr in die
urspriingliche Form niemals sofort, sie erfordert vielmehr immer eine gewisse
Zeit. Daher wird die Oberfliche der Fahrbahn dicht hinter der Walze immer
etwas tiefer liegen als vor derselben und erst spiter, wenn die Walze sich von
der Stelle entfernt hat, zur urspriinglichen Héhe zuriickkehren.

Auch ist die Rollbewegung nach Versuchen von Prof. Osborne Reynolds
im Jahre 1875 (Philosophical transactions, Bd. 166; Zeitschrift des Vereins
deutscher Ingenieure 1877, S. 417) stets mit einem Gleiten verbunden. Die
Strecke s, welche eine eiserne Walze vom
Halbmesser » auf einer Kaukschukplatte bei
einer Umdrehung zuriicklegt, zeigt sich kleiner
als der Umfangsweg 2 » =. Mit dem Zusammen-
driicken der Kautschukplatte ist vor und hinter
der Zusammendriickung eine wulstartige Er-
hebung verbunden (Fig. 311). In der Nihe
des Punktes 4 wird vielleicht kein Gleiten T
stattfinden, wohl aber zu beiden Seiten;
aus dem Gleiten entstehen dann Reibungs-
widerstinde 7 und 7, die ein Widerstands-
moment liefern. Hiernach darf auch fiir elastische Bahnen die Formel 1 (8. 248)
fiir den Rollwiderstand beibehalten werden, so lange eine hessere nicht ge-
funden ist.

Wird eine Last @, auf Walzen vom Gesammtgewichte @ fort-
geschoben, so tritt unten wie oben an den
Walzen ein Rollwiderstand auf; die erforder-
liche Kraft ist dann

9) K={Qe+@Q+Q)e}:(2r);

denn die Kraft K iibertrigt sich durch Reibung
auf die oberen Theile der Walzen und bildet
mit den unten an den Walzen auftretenden
Reibungswiderstinden ein Kriftepaar vom Hebelarme 2 »; ¢ und ¢,
sind die Arme der Rollwiderstinde oben bezw. unten.

Fig. 311.

Y 277 7 A

Fig. 312.
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Sind alle in Frage kommenden Theile aus sehr hartem Holze, ist
Q, =1000kg, Q= 50kg, » =0, m, so wird
1000 -« 0,0005 4+ 1050 - 0,0005 L
= = D kg,
0,2 :
Hieraus -erkennt man die Zweckmissigkeit der Walzen zum Fortschaffen
schwerer Korper (eiserner oder steinerner Bautheile).

K

Bei den Fuhrwerken nun ist die Last des Wagenkastens
mittels Achslager auf die Achsen der Rider gestiitzt, und da
der Wagenkasten wohl an der Verschiebung, nicht aber an der
Drehung der Walze theilnimmt, so findet an den Zapfen vom
Durchmesser d eine Zapfenreibung statt. Wir wollen zuniichst eine
einzige Wagenachse von dem Gewichte @ betrachten
und an ihr eine Last @, aufgehingt denken (Fig. 313). Fig. 313.
(Das Gehinge stellt sich dann wegen des Zapfen-
reibungsmoments 1/2 7@, d etwas schief). Der
Bodendruck betrigt @ + @,, daher das Moment
des Rollwiderstandes (@ + @,)e. Die Zugkraft K
auf wagerechter Ebene veranlasst, dass der Zapfen-
druck etwas grosser wird, doch hat dieser Umstand
keine Bedeutung. An der Fahrbahn entsteht eine
Reibung 7', welche mit K das treibende Kriftepaar liefert: es ist
dann mit R als Radhalbmesser:

KR = '"%Q,fd + (Q+ Q))e, so dass
10) K s 1/2 Qlfd +-13(Q + Ql)e

wird.

Diese Formel bleibt auch giiltig, wenn die Last des Wagen-
kastens @, auf mehrere Achsen vom Gesammtgewichte @ vertheilt
ist. Genauer bedeutet @ das Gewicht der rollenden, @, das der
der nur fortschreitenden Theile. = Bei gewdohnlichen Strassenfuhr-
werken bezieht sich @ nur auf die Rider, withrend die Achsen zu
@, gehoren; bei den gewdhnlichen Eisenbahnfuhrwerken dagegen ist
die Achse mit den Ridern fest verbunden, so dass @ das Gewicht
der Achsen und Rider bedeutet.

Nach Gl 10 steht die erforderliche Zugkraft K im umge-
kehrten Verhiltnisse zu dem Radhalbmesser R; zur Verminderung
von K muss man daher R so gross machen, wie die sonstigen
Umsténde und Riicksichten gestatten.
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Beispiel: An einem zweiachsigen Eisenbahnwagen wiegen die beiden
Achsen mit den Ridern @ = 2000%kg, die itbrigen Theile nebst der Last
Q; = 8000 kg; der Radhalbmesser sei R = 0,m, der Zapfendurchmesser
d = 0,m, die Reibungsziffer /= 0,02, die Grosse e = 0,0005m, dann ist die
auf wagerechter gerader Bahn erforderliche Zugkraft
4000 - 0,02 - 0,1 0,0005
TGt e se
wovon 16 k¢ durch Zapfenreibung, 10 k¢ durch Rollwiderstand erfordert werden.

K= =16 + 10 = 26 ke,

Soll das Fuhrwerk gleichmissig eine Steigung unter dem
Winkel a hinan gezogen werden, so bleibt der ganze Zapfendruck
= @, der Normalwiderstand IV betrigt
aber nur (@, + @) cos a; doch ist cosa Fig. 314.
bei allen Bahnen und Wegen, die frei
(ohne Seil oder Zahnstange) befahren
werden, von der Einheit so wenig ver-
schieden, dass Zapfenreibung + Roll-
widerstand wiederum = K gesetzt
werden kénnen. Es tritt aber nun noch die schriig abwirts gerichtete
Seitenkraft der Schwere @ sin @ und @, sin @ auf, die beide von
K, mit iberwunden werden miissen. Daher ist die jetzt erforder-
liche Zugkraft

11) K =@+ Q,)sina + K,

worin aber a statt sin a geschrieben werden kann.

Diese Krifte K und K, miissten nach dem bisherigen (Fig. 313)
eigentlich an den Mittellinien der Achsen angreifen. Bringt man
sie aber in beliebiger Hohe an dem Fuhrwerke an, so wird durch
diese Verschiebung nur die Vertheilung der Last @, auf die beiden
Achsen etwas gedindert, im Ubrigen bleibt die Wirkung die gleiche.

Bewegt sich das Fuhrwerk gleichmissig abwirts und wird
auf dasselbe (etwa mittels eines Seiles)
eine hemmende Kraft K, ausgeiibt, so Fig. 315.
ist (@ + @)a— K, die gesammte
treibende Kraft P mit dem Sinne ab-
warts (Fig. 315). Die Neigung a hat
einen gewissen Einfluss auf die Ver-
theilung der Last @, auf die beiden
Achsen; davon abgesehen, kann man sich aber die gesammte Kraft
P in der Achsenmitte angreifend denken. An den Beriihrungsstellen
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der Rider mit der Bahn tritt eine gesammte Reibung 7'= P auf
und bildet mit P das Kriftepaar PR zur Uberwindung der Wider-
standsmomente !/2 @, 7d + (@ + ®,)e, und da letztere Summe
= KR (Gl 10), so ist

@+ @)o—K =K,
oder die erforderliche Hemmkraft
12) K,=(@Q+ @)a—K.

Fir ein gewisses Gefillverhiltnis a = a, reicht (@ + @,)q,
gerade zur I"Iberwindung der Widerstiinde hin, so dass die erforder-
liche Hemmkraft K, = 0 wird. Dieses Gefille heisst die Gleich-
gewichtsneigung a,, u. zw. ist

K
13) @ R R
Zugleich ist dann aber auch
14) K= (Q + Q)a,,
d. h. die auf wagerechter Ebene erforderliche Zug-
kraft K gleich dem Gesammtgewichte (@ + @,) mal der
Gleichgewichtsneigung a,.

Durch Vorrichtungen zur Messung der Zugkraft oder durch
Ermittelung der Gleichgewichtsneigung kann die fiir einen Wagen
erforderliche Zugkraft K ziemlich scharf gemessen werden; von
den beiden Widerstinden aber, die von K iiberwunden werden,
kann man nur die Zapfenreibung einigermassen befriedigend be-
rechnen, wihrend der Betrag des Rollwiderstandes bisher nur sehr
unvollkommen berechnet werden kann, wie aus den Bemerkungen auf
S. 251 ersichtlich ist. Man zieht es deshalb vor, nur den Gesammt-
widerstand K durch Versuche eingehender zu priifen und K in
ein Verhiltnis zu dem Gesammtgewichte @ + @, des Fuhrwerks
zu bringen, trotzdem nach Gl. 10 der Werth K nicht genau ver-
hiltnisgleich mit @ + @, ist. Diese Verhiltniszahl ist nach Gl 14
aber die Gleichgewichtsneigung @,. Mit deren Einfihrung wird
dann auf einer Steigung a nach Gl 11

15) K, =(Q+ Q)(a+ a,),
auf einem Gefille ¢ nach Gl. 12 die Haltkraft
16) K,=(Q+ Q) (a —a,).

Auf Grund dieser Vereinfachungen bekommt nun die Gleich-
gewichtsneigung a, eine ihnliche Bedeutung, wie sie der Reibungs-
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winkel ¢ bei gleitender Bewegung hat. Da bei Fuhrwerken «,
stets ein kleiner Bruch, so ist sin @y = a, = tg a, zu setzen, ebenso
wie bei kleinem Reibungswinkel sin ¢ = ¢ = tg¢p = 7 gesetzt
werden konnte. Die Gleichgewichtsneigung «, ist zugleich die
Widerstandsziffer des Fuhrwerks, welche man nur mit dessen
Gewicht zu multipliciren braucht, um den Gesammtwiderstand auf
wagerechter Bahn zu erhalten. Man braucht daher zur zahlen-
missigen Berechnung der erforderlichen Zug- oder Haltkrifte K,
und K, auf die rollenden Rider und die damit zusammenhiingenden
Widerstinde keine Riicksicht mehr zu nehmen, sondern kann, weil
diese Widerstinde in dem Werthe @, stecken, bei gleichmissiger
Bewegung das Fuhrwerk wie einen Schlitten vom Gesammtgewichte
@ + @, auf sehr glatter Bahn mit einer Reibungsziffer /= «,
betrachten. Die Kraft (@ + @,)a, ist dann stets entgegengesetzt
der Bewegung, (@ -+ @) a stets abwirts anzubringen.

Beispiel: Fiir den Eisenbahnwagen auf S. 253 ist K = 26, Q + @,
= 10000, daher a, = 0,0026 = 1 : 385, woflir man e, = 0,005 = 1 : 400 zu
setzen pflegt. Ein Zug aus 40 derartigen Wagen hat ein Gewicht @ -+ @,
= 400000ke. Es ist dafir auf wagerechter
Bahn K = 400000 0,0025 = 1000 k.  Auf Fig. 316.
einer Steigung o = 1: 800 ist dann die Zug-
kraft nothig (Fig. 316)

K, = 400000 : 800 4+ 1000 = 1500 kg ;
soll der Zug aber auf derselben Rampe abwiirts
fahren, so wirkt 500 abwiirts, der Widerstand
= 1000 kg aufwiirts; es ist also noch in der Richtung der Bewegung eine
Zugkraft 1000 — 500 = 500 k¢ néthig. — Fir o = ¢, ist bei der Abwiirts-
bewegung keine bewegende oder hemmende Kraft erforderlich, dagegen ist bei
der Aufwirtsbewegung K, = (@ + @,) 2, + K =2 K, d. h. doppelt so
gross wie auf wagerechter Bahn. — Ist @ > gy, z. B. a=1:200, so
wird fiir Aufwirtsfahrt &, = 400000 : 200 + 1000 = 3000 kg, fiir Abwirts-
fahrt eine Hemmkraft (Gl 16) A, = 400000 : 200 — 1000 = 1000 kg nothig.
Diese wird erzeugt, indem man Bremsbacken oder Bremsklotze mit solcher Kraft
an die Rider presst, dass dadurch eine Gesammtreibung an den Umfiingen
der Rider im Betrage von K, entsteht. Diese wirkt mit dem Widerstands-
momente K, /2 an den Achsen wie eine vielfach vergrésserte Zapfenreibung und
erfordert in dhnlicher Weise wie diese (Fig. 313) ein im Sinne der Drehung
der Achsen wirkendes Kriiftepaar K, R, indem an den Stellen der Beriithrung
der Rider mit den Schienen eine der Bewegung entgegengesetzt wirkende
Reibungskraft von der Grosse &, hervorgerufen wird, welche nach dem Satze
von der Bewegung des Schwerpunktes (S. 142) auf die Bewegung des Fuhr-
werkes im Ganzen gerade so einwirkt, als ob sie im Schwerpunkte des
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Fuhrwerks oder in den Achsmitten oder irgend wo am oberen Theile des
Wagenkastens angriffe.

In den bisherigen Betrachtungen und Beispielen sind als Widerstinde
nur Zapfenreibung und Rollwiderstand beriicksichtigt. Dies geniigt nur fiir
Bewegung mit geringer Geschwindigkeit. Denn es tritt noch ein Luftwiderstand
hinzu, der bei langsamer Bewegung des Zuges gering, bei schneller Bewegung
aber sehr bedeutend ist. Auf diesen Widerstand kann hier nicht eingegangen
werden; es sei nur erwihnt, dass bei schnell fahrenden Personenziigen die
Widerstandsziffer oder Gleichgewichtsneigung «, auf 0,01 steigt, dass also der
Gesammtwiderstand bei voller Geschwindigkeit etwa 4 Mal so gross ist wie
bei langsamer Bewegung.

Fir Strassenfuhrwerke ist die Ziffer a, erheblich grosser als fiir
Eisenbahnwagen. Einmal sind die Achslager oder Achshiichsen nicht so voll-
kommen; namentlich aber ist die Fahrbahn eine viel weniger regelmissige,
so dass der Rollwiderstand ganz bedeutenden Einfluss gewinnt. Aber auch
bei diesen Fuhrwerken kann man nur den Gesammtwiderstand durch «, aus-
driicken. Fiir bestes Steinpflaster ist etwa «, =1 : 80, fiir gewéhnliche Land-
strasse @, =1:30. Soll nun auf Landstrassen im Flachlande, wo die
gewohnlichen Fuhrwerke nicht mit Bremsen versehen sind, beim Abwiirtsfahren
ein Zuriickhalten des Wagens durch die Pferde nicht nothig sein, so diirfen die
vorkommenden Gefille nicht stirker als die Gleichgewichtsneigung @, sein.
Fir « = a, liuft der Wagen abwiirts frei, wihrend die zum Aufwiirtsziehen
erforderliche Kraft doppelt so gross ist wie auf der Wagerechten.

13. Die Schraube.

Die Schraubenspindel kann man betrachten als bestehend aus
einem cylindrischen Kerne, um den die Schraubengiinge als nach einer
Schraubenlinie gestaltete vorspringende Leisten herumgelegt sind.
Die Schraubengéinge bilden mit dem Kerne einen festen Korper. Bei
der flachgiingigen Schraube hat der Schraubengang rechteckigen
Querschnitt, bei der
scharfgingigen Schraube
ist seine Querschnitts-
form ein gleichschenk-
liges (nahezu gleich- e
seitiges) Dreieck. Die 2t
Schraubenmutter ist ein o
fester Korper, der die
Schraubenspindel  mit
geringem Spielraume umschliesst.

Wird die Schraubenmutter. festgehalten, so kann die Schrauben-
spindel nur eine sog. Schraubenbewegung ausfithren, indem mit der

armo
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Drehung um die Achse der Spindel eine Verschiebung lings der-
selben verbunden ist. Verfolgt man einen Schraubengang, an einem
Punkte 4 (Fig. 317) beginnend, so weit, bis man bei B eine Stelle
trifft, die mit 4 auf einer und derselben Lothrechten liegt, so ist
der Abstand AB =1 die Ganghohe der Schraube; dies ist der-
jenige Weg, um welchen sich die Schraubenspindel wihrend einer
Umdrehung lings der Achse verschiebt. Befindet sich der Punkt 4
in einem Abstande » von der Achse, so ist die ebene Abwickelung
der Schraubenlinie von 4 bis B eine geneigte Gerade mit den
Projektionen A& und 2, mit einem Neigungsverhiltnisse

1) tga = h:(2rn).

Da nun £ der fiir alle Theile der Spindel gleiche Verschiebungsweg lings
der Achse bei einer Umdrehung

ist, so werden die Schraubenlinien fig. 818

auf denen sich die verschiedenen —
Punkte der Spindel bewegen, ver-
schiedene Ansteigungswinkel a

diw N
haben, u. zv. Kleiner, jo 7 )
g?ﬁ:sr;r gerzzbsl‘::rlldsﬁ dese;];rfkti: /%////
/
%

y

, %
von der Achse. ‘
_

/|
Flachgiingige Schraube (Fig. %/
7

318). Auf die Spindel wirke eine 7
(etwa abwirts gerichtete) Kraft /

@ in der Richtung der Achse. | e %

Es soll dasjenige Kriiftepaar

_\_

K1 berechnet werden, welches b
die Spindel in gleichmiissige |
Schraubenbewegung versetzt, so Q9
dass - ihre Verschiebung dem K

Sinne der Kraft @ entgegen-
gesetzt ist. Die Spindel stitzt
sich auf die Gdnge der Schrauben-
mutter, erfihrt von diesen Normal-
und Reibungswiderstinde, die
sich zu Gesammtwiderstinden ;v @ q,) 77
zusammensetzen.  Die Wider- : ?}%
stinde vertheilen sich auf die

Breite des Schraubenganges, doch machen wir die vereinfachende

Ke ck, Mechanik. 17
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Voraussetzung, dass sie an dem Halbmesser » = 12 (r; + )
angreifend gedacht werden konnen. An einem Theilchen des
Schraubenganges bei A wirkt ein Normaldruck dN, der gegen die
Achse der Spindel um denselben Winkel a geneigt ist, den die
mittlere Schraubenlinie mit der Querschnittsebene der Spindel bildet.
dN setzt sich mit der Reibung fdN zu d W zusammen, welches von
dN um den Reibungswinkel ¢ abweicht, daher mit der Achsenrichtung
der Schraube den Winkel a + ¢ bildet. W liefert in der Richtung
der Drehachse eine Seitenkraft d W cos (@ + @), und die Summe
aller dieser Seitenkrifte muss der entgegengesetzten Kraft @ gleich
sein, weil die Verschiebung gleichférmig erfolgen soll (s. A. Ritter,
Technische Mechanik). Da nun a und ¢ fir die ganze Erstreckung
des Schraubenganges dieselben Werthe haben, so ist

2) @ = cos (a + @) 2dW.

Die wagerechten Seitenkrifte von d W sind Krifte d W sin (a + ¢),
welche im Grundrisse simmtlich Tangenten an den Kreis vom
Halbmesser » bilden. In Bezug auf die Achse der Spindel haben
sie eine Momentensumme 7 sin (a 4+ @) 2'd W, welches Widerstands-
moment durch das treibende Kriiftepaar K7 iiberwunden werden
muss, also

3) Kl = rsin(a+ @) 2dW.
Theilt man Gl. 3 durch GL 2, so entsteht Ig = rtg (a + @) oder
4) Kl =Qrtg(a + ¢),
was sich mit tg ¢ = f, fir die Rechnung bequemer, schreiben lisst:
tga + f
5 Kl—Qr——
) @ 1—ftga

Fir gleichmissige Abwirtsbewegung im Sinne der Kraft ¢ kehren
sich die Vorzeichen von @ und / um:
: tga —f
6 Kl=Qrtg(a—¢p)=0Qr———,
) 1 Qritg( p)=0Q 1+/iga
Alle Kriftepaare K,/, unter deren Einwirkung die Schrauben-
spindel im Ruhezustande verbleibt, liegen zwischen den Grenzen
Kl und K.

Fir a=¢ ist K;1=0, also K; =0, d. h. es verhilt sich in
diesem Falle die Spindel #dhnlich wie ein Korper, der auf schiefer
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Ebene unter einem Neigungswinkel @ = ¢ unter Einwirkung der
Schwere ohne Krifte K gleichmissig abwirts gleitet. Fir a > ¢
muss der Korper durch eine aufwirts gerichtete Kraft, die Spindel
durch das Moment K 7 an beschleunigter Abwirtshewegung verhindert
werden. Fir a << @ muss der Korper durch eine abwirts gerichtete
Kraft, die Spindel durch ein Moment (— K;I) abwirts bewegt
werden, da die abwirts treibende Kraft der Schwere oder der Last
¢ geringer ist als die Reibungswiderstinde.

Da die Kraft @ und das Moment K mit den Widerstinden
[dW] im Gleichgewichte sind und da die Widerstinde [ W] nach
dem Gesetze der Wechselwirkung entgegengesetzt auf die Schrauben-
mutter wirken, so ibertragen sich @ und K7 auf die Schrauben-
mutter; soll nun letztere nicht in Bewegung gerathen, so miissen
an ihr Widerstinde auftreten, welche dem Entgegengesetzten von
@ und K gleichwerthig sind.

Der Wirkungsgrad der flachgiingigen Schraube ergiebt sich,

Qh
Ki2xm
wird der Angriffspunkt von @ um A gehoben, die Arbeit des
Momentes K/ ist aber nach 8. 221 gleich dem Momente mal dem
Drehungswinkel. Da nun 2= 2rmtga, so wird mit Gl 4:

R2rmtga tga

wenn man eine Umdrehung betrachtet, zu 5 = , denn dabei

7 ] = = .
) 1 RQrigla+@2x tgad @)
Beispiel: Es sei /= 0,5. Wihlt man nun tga ebenso gross, so wird
0 =008 i ns g Olonas
tg (@ + ¢) = ETL T oo e daher » = e P 0,49

In diesem Falle « = ¢ steht die Schraube an der Grenze der Selbst-
sperrung; im Zusammenhange damit ist ihr Wirkungsgrad annihernd 0,5
(vergl. S. 216). Bei den meisten Anwendungen der Schraube ist Selbstsperrung

erwimscht; ist z. B. tga=0,00 f=10,15, so wird tg (a + ¢) :M

1 — 0,01 - 0,18

und 7 = W = 0,32. Der Wirkungsgrad der Schraube ist daher nur
R 2

ein geringer.
Bei kleinen Werthen von f und tga kann ftga gegen 1 vernach-
lissigh werden, so dass tg(a + ¢) = tga -+ f; dann ergiebt sich einfach

Kl=Qr(tga -+ f) und ﬂzf—t]-g:ga' Dies ergiebt z. B.

fir /= tga = 0,15: 7 = 0,5

fir = 0,15, tga = 0,01: 2 = 0,31s.
il
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Scharfgiingige Schraube (Fig. 319). Bei dieser ist der Quer-
schnitt des Schraubenganges ein gleichschenkliges Dreieck mit dem
Kantenwinkel 2 4= 55°. Der
Ubergang von der flachgiingigen Fig. 319.
zur scharfgingigen Schraube
ist hinsichtlich des Verhilt-
nisses der wirkenden Krifte
ungefihr so zu beurtheilen wie
der Ubergang von dem Spur-
zapfen mit ebener Tragfliche
zu dem kegelférmigen Spur-
zapfen; es findet auch hier
ein keilartiges Einpressen der
Spindel in die (wenn auch nur
annihernd)  trichterformigen
Ginge der Schraubenmutter und dadurch eine Vergrdsserung der
Reibungswiderstinde statt, die man am einfachsten beriicksichtigt,
indem man f, wo es in den Gleichungen der flachgiingigen Schraube
vorkommt, mit f:sin 0 oder mit f:cos f vertauscht. Denn &
(der halbe Keilnuthenwinkel) ist die Neigung der Kante des Ge-
windequerschnitts gegen die Achse, mithin 6 = 90° — . Behufs
kiirzester Schreibweise kann man auch den Reibungswinkel ¢ mit
dem Winkel v vertauschen, wenn

tgy =tg@:cos f=f:cos f= fsecp
(vergl. S. 197). Dann wird fiir die scharfgiingige Schraube

9) K= Qrtg(a—y) = Qr tga — fsec f8

14 fsecftga’
Selbstsperrung tritt jetzt ein fiir tga <tgy = f: cos .

tga tga

KR = tg(@a+ y) tga + fsec

7 (1 —fsecftga).

Diese Gleichungen sind die allgemeineren; mit cos f =secf=1
entstehen daraus wieder Gl 5, 6 und 7 fir flachgingige Schrauben.
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0,003
2 .0,05 -7
6 —=105155 S coRy S — 008t 2T0L/ai0 — [0;887: W Asec g = 0170 und ¢ i— 03¢ m wird
Kl=0,003046 @; K=0,0015 Q; K l=—=—0,00209; K, =—0,00Q; 2=0,6.

Die vorstehenden Gleichungen fiir die scharfgiingige Schraube sind zur
zahlenmissigen Berechnung vollig ausreichend, konnen aber in wissenschaftlicher
Beziehung nur als Anniherungen gelten, denn der Ubergang von der flach-
giingigen Schraube zur scharfgiingigen, wie er auf Seite 260 behandelt wurde,
ist nicht ganz zutreffend, da das Gewinde der scharfgiingigen Schraube nicht
als ein Kegel angesehen werden darf. Wir fiigen daher noch folgende
schiirfere Behandlung des Falles nach, wobei wir der Notiz von Zierold iiber
die Ableitung des Verhiiltnisses zwischen Kraft und Last bei der Schraube
mit scharfem Gewinde (Civilingenieur 1894, S. 155) folgen.

A sei (Fig. 320) ein Punkt der
mittleren Schraubenlinie vom Halb-
messer r. Durch ein Bogentheilchen
dieser Schraubenlinie legen wir eine
Ebene £, welche den Cylinder vom
Halbmesser = bei 4 berithrt. Durch
dasselbe Bogentheilchen legen wir
eine Berithrungsebene E, an die
gedriickte Schraubenfliche. Recht-
winklig zu ihr steht der Normaldruck
dN; die Reibung £d NV ist tangential
zur mittleren Schraubenlinie; der
Gesammtwiderstand d W aus d N und fdN liegt in einer Ebene E,, welche
auf E, rechtwinklig steht, weil sie durch d N geht und dN winkelrecht zu £
ist. Eine durch 4 gelegte Parallele zur Schraubenachse werde mit z be-
zeichnet, die Richtung der Kraft fdN als Tangente an die Schraubenlinie
mit ¢. Ferner legen wir durch 4 eine Gerade z, welche in der Ebene E liegt,
u. zw. rechtwinklig zu 2. Die Richtung von d W heisse w. Fig. 321.

Dann bilden w, # und ¢ eine korperliche Ecke, und es
entsteht, wenn man um 4 eine Kugelfliche beschreibt,
das Kugeldreieck BCD (Fig. 321). Darin ist die Seite
BC=90°— ¢, weil dW von fdN um diesen Winkel
abweicht, die Seite BD = a, dem Neigungswinkel der
mittleren Schraubenlinie. Die Seite C.D zwischen w und #
werde %, der Winkel bei B an der Kante ¢ aber y ge-
nannt; dies ist der Winkel zwischen den Ebenen £ und E,.
Fiir das Kugeldreieck gilt dann nach dem Cosinus-Satze, weil ## und  einander
gegeniiber liegen:

cos ¥ = cos a cos (90° — @) - sin « sin (90° — ¢) cos

Beispiel: Fiir » = 0,006 m; h = 0,003 ; tga = = 0,082 ;

11) oder cos % = cos a sin ¢ - sin a cos ¢ cos y.

Die Geraden z, ¢ und w bilden eine riumliche Ecke, der das Kugel-
dreieck BCE entspricht. Der Bogen BE fillt mit BD theilweise zusammen,
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da ¢, « und z in der Ebene E liegen. In BCE ist wieder BC — 90°— o,
BE=90° + a (demn # und z bilden mit einander einen rechten Winkel,
x und ¢ den Winkel ). Die Seite CE zwischen w und z werde A genannt.
In BCE liegen sich y und A gegeniiber, daher ist

cos 2 == cos (90° 4 a) cos (90°—~ @) + sin (90° 4 o) sin (90° — o) cos
12) oder cos A = — sin @ sin ¢ + cos « cos ¢ cos 7
Da dW mit z und z die Winkel % bezw. 2 einschliesst, so wird, entsprechend
den Gl. 2 und 3, 8, 258:
Q@ = cos A Fdw;
Kl=rcos % ZdW und

cos % cos a sin ¢ 4 sin @ cos ¢ cos

Kl —= = G s
¢ o cos 4 o —sin a sin ¢ + cos a cos ¢ cos y’

oder, wenn man Ziihler und Nenner durch cos a cos ¢ theilt :

S+ tgacosy s e tg a + fsec y

£ L
i K e —ftga+cosy 1—fsecytga’

Es muss nun noch secy ermittelt, bezw. gezeigt werden, dass sec y sehr
anuihernd = sec /7 ist, wodurch GL 13 in Gl 8 iibergehen wiirde,

Die 3 Ebenen E, E, und F, gehen simmtlich durch ¢. E, ist recht-
winklig zu E,; da nun der Winkel zwischen £ und E, y ist, so schliessen
deren Normalen » und n, ebenfalls diesen Winkel ein, und

weil E, und E, zu einander winkelrecht, so sind es auch Fig. 322.
deren Normalen n; und n,. Da die 3 Ebenen durch die 2y
Tangente ¢ gehen, so stehen die 3 Normalen n, n, und n,

(Fig. 322) simmtlich rechtwinklig zur Tangente ¢, und 902y
zwischen den Normalen » und », findet sich der Winkel % v

90° —y, so dass die Ebenen £ und Z, = ebenfalls den
Winkel 90° — » mit einander bilden.

Nennt man ¢ die durch 4 gelegte Erzeugende der n
Schraubenfliche, welche mit z den Winkel 90° — S ein-
schliesst, so bilden g, ¢ und 2 eine Ecke, entsprechend dem Kugeldreieck 6 H
(Fig. 323). FH liegt in der Ebene £ durch z und t, GH in einer Ebene
durch die Schraubenachse, welche zu E recht-
winklig, weshalb der Winkel bei 7 (an der Kante 2) Fig. 323.
ein Rechter. ¢ ist gegen z um \FH=90°—a, g 00
g gegen z wie oben schon gesagt, um ¢ H=90°—f
geneigt; nennt man noch die Seite FG = 7, so

giebt der Sinus-Satz: 2
sin (900—y) _ sin (900—p) 0%
sin 90 ° sin 7 Y
4GOS e — = s und sec y = L i #

sin % cos &’
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der Cosinus-Satz:
cos 3 = cos (90° — /3) cos (90 © — a) + sin (90 % — /) sin (90 °© — a) cos 90 °
15) oder cos % = sin /4 sin «
und sin 9 = V1 —sin2f sin %, mithin wegen GL 14
1 —sin?fsin%a
cos 23
= 1 +tg?f—tg?fsin2a =14 tg?f cos?a
= cos?a (sec?a 4 tg25) = cos?a (1 + tg2a + tg2 /).
Hiermit wird (Gl 13)

gecéyi— =sgsec?f—tg?fsin’a

tgat feosal/ 1+ tg2a 4 tg2p
1—fsina )V 1+ tg2a+tg?p

Bei den meist kleinen Ansteigungswinkeln o ist nun aber der Winkel »
zwischen g und ¢ (Fig. 323) nur wenig von einem Rechten verschieden, daher
sin » fast = 1 und deshalb (Gl 14) sec y nur wenig kleiner als sec @, oder,
mit anderen Worten, es ist wegen der Kleinheit von « annihernd cos a =1,
sin & = tg « und

1+tg?a 4+ tg28 =14 tg?f = sec?f3,

womit GL 16 in Gl. § iibergeht.

Fiir das Beispiel auf S. 261 wird nach Gl 16 KI= 0,00303 @ (gegen
0,003016 @ nach Gl 8). Der Unterschied ist daher sehr gering. Es ist hier-
nach durchaus zu empfehlen, bei kleinen Winkeln a stets Gl. 8—10 anzuwenden.

16) Kl=Qr

Die Reibungswiderstinde sind (nach S. 260) bei scharfgéingigen
Schrauben grosser als bei flachgingigen. Soll daher eine Schraube
zur Bewegungsiibertragung (als einfache Maschine) dienen, so wihlt
man gewdhnlich eine flachgéinge Schraube, wiihrend die scharfgingige
Schraube als Befestigungsmittel den Vorzug verdient, weil in diesem
Falle die grossen Reibungs-
widerstinde gerade die Sicher- Fig. 324.

heit gegen unerwiinschte Lo- | &\\\%

sung der Befestigung hilden.

Soll durch Drehung der
Schraubenmutter mittels des
Schraubenschliissels eine Platte
mit einer Kraft @ gegen eine
Wand gepresst werden, so ist
ausser den Reibungswider-
stinden im Gewinde noch ein
Reibungswiderstand zwischen
Schraubenmutter und Platte zu tberwinden (Fig. 324). Dieser
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moge an einem Kreise vom Halbmesser », angreifen, dann ist das
ganze erforderliche Kraftmoment

tga + fsec f

K Blip vore 1 —fsecﬂtga

+ @fry
Beispiel: Es sei wiederum, wie S. 261, r— 0,018 M3 h = 0,003 M}
tg a = 0,052; f= 0,15 cos F = O,887; fsec f=0,7; [ — 0,4m; ) = O,02m;
€ = 1000 kg; dann wird
K1 = 0,003 - 1000 4 0,15 - 0,02 - 1000 = 3 + 3 — 6 mkg, mithin K = 15 kg.

Zum Losen ist erforderlich — K7 .= 0,002 - 1000 - 0,003 + 1000 = 5 mkg,
— K, = 12,5 kg5 ohne Reibung wire K, = 0,015 - 1000 - 0,032 : 0,6 = 1,2 kg,
mithin ist K = 12,5 K, in Folge der bedeutenden Reibung.

Beispiel: Schraubenpresse (Fig. 325). An den oberen Griffen wirkt das
Kriiftepaar K@ zur Hervorbringung des Druckes @ der flachgiingigen Spindel
gegen die Pressplatte. Dann entsteht an
dem Zapfen, mittels dessen sich die Spindel
auf die Pressplatte setzt, noch ein Reibungs-
moment, welches wegen geringer Abrundung
der Druckfliche (nach S. 227, GL 7) zu
/2 @ fr, angenommen werden moge, wenn r,
der Zapfenhalbmesser. Daher wird

=Q{rtg(a+g)+1asr).
Fir I = 04m; »r = 0,00m; tg a = 0,07
S =0,15; r, = 0,0sm erhilt man

t
tg (a4 o) = % — 0,22 “und

FaE =20 {0,0; 0,22 4 /2 0,15 » O,os}

K- 04=00mQ; K= 0,08¢.
Ohne Reibung wiire

Ky 04 = Qrtga; Ky= 0,0010.
Der Wirkungsgrad ist darnach K, : K = /s,
Hierbei ist noch ein kleiner Widerstand unbe-
riicksichtigt geblieben. Das Zapfenreibungs-
moment I = /2 fQr, driickt niimlich die
Platte gegen die Fiihrungssiulen mit den Kriiften X = M : 5; daraus entsteht
an jeder Siule ein Reibungswiderstand X, der sich dem Abwiirtsgleiten der
Pressplatte entgegensetzt. Mithin ist der Druck D der Platte auf den zu
pressenden Korper nicht genau = @, sondern

hL G ety c e\ T iy S

—¢—2/x=—¢q(1—27- 2—(;)__(2(1 T)__Q(l LB
fiir ==0,4m. Der Unterschied zwischen D und @ ist hiernach ohne Bedeutung.
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Die Kraftverhiltnisse der Schraube sind unabhiingig von der
Anzahl der Gewindginge, lings deren Spindel und Schraubenmutter
sich berithren. In der Anwendung freilich ist die Beriihrung lings
mehrerer Schraubenginge nothwendig, weil sonst wegen des vor-
handenen Spielraumes die Sicherheit des Eingriffes leidet, u. U. auch
der Druck auf die Flicheneinheit zu gross werden wiirde.

Schlussbemerkung iiber die Reibung. Ist die Reibung bei Maschinen
ein erhebliches Bewegungshindernis, dessen Uberwindung viel Kosten verursacht,
so ist ihr Nutzen doch im gewdhnlichen Leben und in der Technik ein sehr
erheblicher. Welche Erleichterung ein grosser Reibungswiderstand beim Gehen
bietet, erkennt man beim Schreiten auf glattem Eise; ein grosser Theil der
Befestigungen im Bau- und Maschinenwesen (durch Niigel, Keile, Schrauben)
beruht auf der Reibung; die Seilreibung wird beim Hinablassen schwerer Lasten
und beim Riemenbetriebe verwerthet, mittels der Reibung der Triebriider auf
den Schienen setzt die Lokomotive den Zug in Bewegung; mit Hiilfe der
Reibung bringen wir den Zug oder ein Strassenfuhrwerk wieder zum Stillstande.

Die mechanische Arbeit, welche zur Uberwindung von Reibungswider-
stinden dient, mithin keine sichtbare Geschwindigkeitszunahme der bewegten
Kérper, d. h. keine Zunahme ihres dusseren Arbeitsvermogens hervorbringt,
geht aber keineswegs spurlos verloren; vielmehr setzt sie sich nach den Lehren
der Physik in inneres Arbeitsvermégen, in Wiirme, um. Gleichwohl ist man
berechtigt, von einem Arbeitsverluste durch Reibung zu sprechen, weil die
beim Gleiten entstehende Wirme dem Zwecke einer Maschine gewdhnlich nicht
forderlich ist, vielmehr hiufig besondere Mittel zu ihrer Ableitung und Ver-
theilung nothig macht.




