11. Arbeit der Schwerkriifte. — 12. Der Satz d'Alembert’s. 139

gegenseitige Verbindung) nennt man den irgend einer gegenseitigen
Lage der Massentheilchen entsprechenden Punkt mit der Eigenschaft:
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den Massenmittelpunkt oder Schwerpunkt.

Sind m,, ms, ... m, (Fig. 160) einzelne Massenpunkte oder
einzelne starre Korper, die zusammen einen starren, oder einen der

Form nach verinderlichen Korper, oder eine

beliebige Massengruppe bilden, und wirkt e h

auf diese die Schwere in der Richtung der = gyt ;Z S
z-Achse, so verrichtet die Schwere bei einer sy s %3 &
unendlich kleinen Verriickung, bei der sich ,%1 3 %),,
ein Massentheil m so bewegt, dass z um dz

sunimmt, eine Arbeit mg - dz. Die Arbeitssumme der Schwer-

krifte an allen Massentheilchen ist dann
dW = g(mydz; + mgdzy + ... +mdz) =g2mdz.
Nun ist aber m; 2z, + mo 2y + ... + mz= Smg = zy2m, also, weil
bei einer Verriickung die Massen m unveriinderlich, die z-Werthe
aber verinderlich, Xmdz = dzy2'm; mithin ist
dUA =gdzg2m=dz Zmyg.

Die Arbeitssumme der Schwerkrifte an einer
beliebigen Massengruppe berechnet sich gerade so,
als ob die ganze Masse Xm der Gruppe in ihrem
Schwerpunkte zu einem Massenpunkte vereinigt wire.

12. Der Satz d’Alembert’s.

Greift an einem Punkte i einer Massengruppe (Fig. 161) eine
sussere Kraft K an, so wirde der Punkt, wenn er frei wire im
Sinne von K eine Beschleunigung K:m :
erfahren.  Die iibrigen Punkte der
verinderlichen oder unverinderlichen
Massengruppe werden aber ebenfalls auf
die Bewegung von m einwirken, also
Kriifte, die sog. inneren Krifte auf m
ausiiben, deren Mittelkraft S sein moge.
Durch S ist der Einfluss der iibrigen
Punkte vollig ausgedriickt; nach Anbringung dieser Kraft verhilt

Fig. 161.
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sich also der Punkt s wie ein freier. Nennt man daher p die
wirkliche Beschleunigung des Punktes m, so muss die dazu erforderliche
Kraft mp die Mittelkraft aus K und S darstellen, oder man kann
schreiben
= SR

Ist aber mp die Mittelkraft von K und S, so wiirde das
Entgegengesetzte von mp, die Krifte K und S aufheben, was man
schreiben kann: K, 8, — mp = 0. Diese Kraft — mp, die
dem Entgegengesetzten der Beschleunigung p des Punktes m ent-
spricht, nennen wir seine Ergédnzungskraft, ebenso wie es bei
der Betrachtung der scheinbaren Bewegung bezw. Ruhe eines Punktes
(S. 84 u. 88) geschah. (Es ist ja auch ein Massenpunkt in schein-
barer Ruhe in Bezug auf einen Raum, der sich mit der Geschwindig-
keit und Beschleunigung des Punktes verschiebt.)

Dies Tilgen der Krifte K, S und — mp flndet an jedem
Massenpunkte statt; daraus folgt dann auch ein gegenseitiges Auf-
heben der Gesammtheit der entsprechenden Kriiftegruppen an der
ganzen Massengruppe, d. h.:

Die Gruppe der simmtlichen Erginzungskrifte [— mp] (mit
der eckigen Klammer als Gruppenzeichen) hebt die beiden Gruppen
der dusseren Krifte [K] und der inneren Krifte [S] auf.

Die auf S. 96—136 entwickelten Lehren tber die Gleich-
werthigkeit und Zusammensetzung der Krifte gelten einstweilen
nur fir Krifte an starren Korpern. Wenn aber an einer
verdnderlichen Massengruppe jeder Massenpunkt der Einwirkung
von drei Kriften unterworfen wird, die sich aufheben oder im Gleich-
gewichte halten, so wird in diesem Gleichgewichtszustande der
Krifte jedes Punktes auch dadurch nichts geiindert werden, dass man
die Punkte in starre Verbindung bringt. Wenn man also die drei
Kriftegruppen [— mp], [K], [S] nach den Lehren iiber die Zu-
sammensetzung der Krifte an starren Korpern zu einer Mittelkraft
R und einem Achsenmoment I vereinigt, so miissen 2 und M
gleichzeitig Null werden. Die inneren Spannkriifte S wirken aber
zwischen je zwei Punkten nach dem Gesetze der Wechselwirkung
gleich und entgegengesetzt und heben sich daher bei der Zusammen-
setzung aller Krifte zu®je zweien auf, so dass die Gruppe der
inneren Krifte [.S] iiberhaupt verschwindet. Daraus folgt der Satz,
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welchen d’Alembert (1717—1783) im Jahre 1743 in etwas anderer
Fassung aufgestellt hat:

An einem starren Korper oder auch an einer
verinderlichen Massengruppe heben die gesammten
Erginzungskrifte [—mp] die Gruppe der dusseren
Kriafte [K] auf, wenn die Zusammensetzung der Krifte wie an
einem starren Korper erfolgt.

Mit Hiilfe dieses Satzes lisst sich leicht die Frage beantworten,
unter welcher Bedingung ein starrer Korper eine rein fort-
schreitende Bewegung, sog. Verschiebung ausfiihren kann.
Bei einer Verschiebung haben alle Punkte des Korpers in einem
Augenblicke gleiche Geschwindigkeit und Beschleunigung; nennt
man die gemeinsame Beschleunigung p, so bilden die Erginzungs-
krifte [— mp] eine Kriftegruppe, die sich gleichmissig iber die
Masse des Korpers vertheilt. Die Kriifte haben eine durch den
Schwerpunkt gehende Mittelkraft — Mp, und diese muss von den
dusseren Kriften aufgehoben werden. Erkennt man also, dass ein
Korper eine reine Verschiebung erfihrt, so kann man daraus
schliessen, dass die Mittelkraft aller auf ihn wirkender &dusseren
Krifte durch den Schwerpunkt gehen und von der Grosse -+ Mp
sein muss. Umgekehrt geniigt aber das Wirken dieser Kraft
noch nicht zur Erzeugung einer Verschiebung, sondern es ist dazu
noch erforderlich, dass der Korper auch zu Anfang keine Dreh-
bewegung hatte.

I3. Satz von der Bewegung des Schwerpunktes.

Die Erginzungskraft — mp hat nach der x-Richtung eine
Seitenkraft — m p,, die Seitenkraft einer dusseren Kraft K in der
x-Richtung sei K cos @, dann muss nach d’Alembert’s Satze sein:

YKcosa— Smp,=0, oder, wenn 2 Kcosa = X,

2mpy =X
Bezieht man nun die Punkte des Korpers auf ein festes Achsen-
Bz
dit

kreuz, so ist da : dt die Geschwindigkeit, die Beschleunigung

in der @-Richtung, also
Pz
dt?

]) Z’)’/L = .zY.



