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liegende Endpunkt H des aus den drei Seitenbewegungen
bestimmten Parallelepipeds oder der Endpunkt des
aus den Seitenbewegungen x, y und z gebildeten
Streckenzuges A BDH der wahre Ort des Punktes.

Als Beispiel konnten die Bewegungsgesetze: z =t; y="1%¢+ "hot?;
2z = 3t benutzt werden.

Im Allgemeinen ist die wahre Bahnlinie eine riumliche Kurve.

a) Zusammensetzung der Geschwindigkeiten.

1) Ein Massenpunkt habe zwei gleichférmige, geradlinige
Seitenbewegungen mit den Geschwindigkeiten « bezw. «; dann sind
die Wegeslingen nach ¢ Zeiteinheiten
(Fig. 19) Fig. 19.

AB=2=wt und A0=y = ut;
innerhalb eines anderen, etwa kleineren
Zeitraumes ;:

AB|=ay=wt, und

AC, =y, =ut,.
Der wahre Ort nach ¢ bezw. ¢, Zeit-
einheiten ergiebt sich durch den Streckenzug A B D) bezw. A B, D,
zu D bezw. D,. Es findet aber statt:

E t BD v 4B BD

Lotk dyd BYDy I ! A B 5 By
mithin sind die Dreiecke 4 B D und A B; D, dahnlich, sodass
A, D, und D auf derselben Geraden liegen miissen. Da dies fiir
alle Werthe von ¢ und ¢, gilt, so muss die wahre oder Mittel-
bewegung geradlinig erfolgen. Zugleich ist aber auch wegen

AP Al
A AR,

der Ahnlichkeit = ti’ oder die Wegeslingen 4 DD
1
und 4 D, sind den entsprechenden Zeiten ¢ und ¢, verhiltnisgleich.
Die Mittelbewegung aus zwei geradlinigen und gleichformigen
Seitenbewegungen ist hiernach ebenfalls geradlinig und gleichformig.
Thre Geschwindigkeit » erhilt man, indem man den willkiirlichen
Zeitraum ¢, zur Zeiteinheit werden lisst. Dann wird A B, = w;
B, D,=wu und 4D, =v, oder die Geschwindigkeit v der wahren
oder Mittelbewegung erscheint als die Schlussseite eines aus den
2*
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Geschwindigkeiten der Seitenbewegungen gebildeten Streckenzuges
(Fig. 20). Der Pfeil der Schlussseite eines Streckenzuges wird
stets von dem Anfange nach dem Ende des

Streckenzuges verstanden, wie es sich hier beziig- Rig: 4,
lich der Geschwindigkeit » als nothwendig ergiebt. D1
Die in dieser Weise verstandene Schlussstrecke, > u
eines Streckenzuges heisst auch die geometrische g 52l

Summe der Einzelstrecken.

2) Sind die beiden Seitenbewegungen nicht gleichformig, er-
folgen sie vielmehr nach heliebigen Bewegungsgesetzen A B=» — 7(z)
und AC=y = @ () (Fig. 21), so indern
sich AB und 4C im Allgemeinen nicht Fig. 21.
verhéltnisgleich; es wird daher die Mittel- 2 D,

o . ¢ D

bewegung krummlinig ausfallen. Gleich-

wohl ldsst sich fir jeden Zeitpunkt ¢ der

wahre Ort des Massenpunktes aus den

Seitenbewegungen @ und y konstruiren. i ey
Aendert sich ¢ in d¢, so werden in

diesem Zeittheilchen die Seitenbewegungen BB, =da, C C,=dy
zuriickgelegt, und der Massenpunkt gelangt von D nach D,.
Nun sind aber die Geschwindigkeiten der beiden Seitenbewegungen

: : Lo i :
im Zeitpunkte ¢: w=% bezw. u = t_(llyt_ Setzt man hiernach
; ;

dz=wdt und dy=wudt, so betrachtet man fir die Dauer
eines Zeittheilchens d¢ die Seitenbewegungen als gleichférmig,
sodass fiir die augenblickliche Geschwindigkeit v der wahren oder
Mittelbewegung die fiir gleichformige Bewegungen abgeleitete Fig. 20
giltig bleibt. Die Richtung der Ges chwindigkeit » fallt
hiernach mit der Sehne ) Dy, also, da diese unendlich klein,
mit der Richtung der Bahnlinie, d. h. mit der Bew egungs-
richtung zusammen. Auch ist, wie bei der geradlinigen Be-
Dy ol
dtines (s
Seitenbewegungen nennt man kiirzer die Seite ngeschwindig-
keiten des Massenpunktes, v die wahre oder Mittelgeschwin-
digkeit. Es gilt also fir zwei beliebige geradlinige Seiten-
bewegungen der Satz vom Parallelogramm oder vom Dreieck der
Geschwindigkeiten: Die Mittelgeschwindigkeit ist die

Die Geschwindigkeiten w und w« der

wegung v =
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Diagonale eines Parallelogrammes aus den Seiten-
geschwindigkeiten, oder die geometrische Summe der
Seitengeschwindigkeiten.

Hiernach kann die Mittelgeschwindigkeit, die wahre oder
resultirende Geschwindigkeit durch Zeichnung gefunden werden;
will man aber ihre Grdosse und Richtung
durch Rechnung bestimmen, so bedenke man, Fig. 22.
dass in dem Dreiecke 4 B D (Fig. 22)

v2=w?+ u?2— 2wucos A B D, oder, 41

weil cos ABD = cos(m—a) = —cos a, =

1) v=Vw2+u+2wu cos a;

ebenso gilt sin ¢ :sin 4 B D) = w : v, also, weil sin 4 B D =sin a,
: : u
2) sl @ =sin a —-.

GL 1 liefert die Grosse, (1. 2 sodann die Richtung von ». Dabei
ist zu bemerken, dass die Strecken w und v stets in der Weise an
einander zu setzen sind, dass die Pfeile in dem Zuge A B D
tibereinstimmenden Umfahrungssinn haben, und dass dann der Pfeil
von v stets vom Anfange 4 nach dem Endpunkte 7 des Strecken-
zuges gerichtet ist.

Je kleiner der Winkel a wird, desto mehr nihert sich « der
Richtung von A4 B, desto niher fillt also auch » der Richtung
von w. Fallen schliesslich w und » in dieselbe Richtung, so wird
a=0,cosa =1, sina =0 und man erhilt v =w + u; ¢ =0.
In diesem Falle wird die Mittelgeschwindigkeit », welche allgemein
die geometrische Summe von w und w, auch arithmetisch gleich
der Summe von w und w.

Je mehr sich der Winkel a dem Winkel s nihert, desto
niedriger wird wiederum das Geschwindigkeits-Dreieck, desto kleiner
wird die Schlussseite v. Ist @ = &, so wird cos a = — 1, sin a = 0,
mithin, wenn w > w« gedacht ist, v = w — u; ¢ = 0.

In beiden Fillen ¢ = 0 und @ = 7 wird v die algebraische
Summe von w und w, nimlich w 4+ « bezw. w — u.
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Von besonderer Wichtigkeit ist noch der Fall, wo die beiden
Seitengeschwindigkeiten zu einander rechtwinklig stehen (Fig. 23).
Es ist dann

v="Vuwl+u tge=u:w Fig. 23.

Ist z. B., bezogen auf Sekunden und Meter, u v o
w= 2, vw—=1, so wird :

v=T7'5 = 286 tge = 2, o = 26° 34",

3) Hat man 3, nicht in derselben Ebene liegende, gleichformige
Seitenbewegungen' mit den Geschwindigkeiten w, «» und ¢ zusammen-
zusetzen (Fig. 24), so liefern zunichst
zwei derselben, A B und A4 €, als Mittel- Fig. 24.
bewegung wiederum eine geradlinige
gleichfsrmige Bewegung 4 D mit der
Geschwindigkeit v,, welche aus dem
Streckenzuge 4 B und BD als AD
gefunden wird Fiigt man nun zu der
Bewegung 4 D noch die dritte Seiten-
bewegung 4 E hinzu, so hat man
wiederum 2 geradlinige, gleichformige
Bewegungen zusammenzusetzen; man verlegt daher c¢ parallel an
den Endpunkt D von 4 D und erhilt A als Endpunkt der wahren
oder Mittelbewegung, welche geradlinig und gleichférmig von A
nach H erfolgen muss.

Lésst man in Fig. 24 ¢ = 1 werden, so erscheint die wahre
oder Mittelgeschwindigkeit » als Diagonale eines
Parallelepipeds aus den 3 Seitengeschwindigkeiten,
oder als die Schlussseite eines ridumlichen, aus den
3 Seitengeschwindigkeiten gebildeten Streckenzuges,
welche man auch wiederum die geometrische Summe
der Seitengeschwindigkeiten nennen kann.

Dieser Satz vom Parallelepiped oder (riumlichen) Viereck der
Greschwindigkeiten erhilt auch Gultigkeit fir ungleichformige Seiten-
bewegungen, wenn man dieselben Betrachtungen anstellt, wie auf
S. 20 beztiglich zweier Seitenbewegungen geschah.
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Stehen die 3 Seitengeschwindigkeiten rechtwinklig zu einander
(Fig. 25), so wird die wahre (resultirende) oder Mittelgeschwindigkeit

v="Vw?+ u2+ ¢, Fig. 25.
und fir die Neigungswinkel a, f und p 4 E
der Geschwindigkeit v gegen die Richtun- 2 4 4
gen w, w und ¢ ergiebt sich, weil die ¥ 7" I\
Seitenfliche BDI F rechtwinklig zu w L2 e
steht, also auch 22 A B H ein Rechter, v iy uB
08 @ = w:wv; ebenso cos f=w:v und M y

CO8 Y = ¢ v

b) Zusammensetzung der Beschleunigungen.

1) Ein Massenpunkt habe zwei gleichformig beschleunigte Seiten-
bewegungen 4 B und A4 !, welche beide mit den Geschwindigkeiten
Null beginnen. Die Beschleunigungen P
seien p und ¢ (Fig. 26); dann ist in ¢ ¢
Zeiteinheiten (nach Gl. 5, S. 12):

5= B T D e N
in ¢, Zeiteinheiten:

A Bhi=il2 pity 4B, Dy =ilaqt;2. o
Die wahren Orte des Massenpunktes sind
D bezw. D,. Dann ist j—li:%%:%; es sind also die
Dreiecke 4 B D und A4 B, D, ihnlich, daher die wahre Bewegung
WD AP
D SRR Y O
oder sie sind mit den Quadraten der entsprechenden Zeiten ver-
hiiltnisgleich. Fiir ein solches Bewegungsgesetz s = a¢> gilt aber
v=2at, d. h. die Mittelbewegung ist wiederum eine gleichférmig
beschleunigte mit der Anfangsgeschwindigkeit Null. Nennt man
sodann die Beschleunigung dieser Bewegung », so kann A4 D = /272,
AD, ="2rt? gesetzt werden. Wihlt man endlich den beliebigen
Zeitraum ¢, so, dass 1/2¢,2=1 wird, so werden 4 B,, B; D, und
A D, bezw. zu p, ¢ und », und es erscheint die Beschleunigung
der wahren oder Mittelbewegung, welche kiirzer die Mittelbe-
schleunigung genannt wird, ebenso wie die Geschwindigkeit,
als Schlusslinie eines aus den Seitenbeschleunigungen

ig. 26.

geradlinig. Fir die Wegeslingen gilt aber



