3. Zusammensetzung von Bewegungen. 1

Beispiel 2: Eine geradlinige Bewegung erfolge mit der Beschleunigung

=9+ 3¢, und es sei fiir t=0: v=¢=1=, s,=0. Dann wird aus
it 5.
dv= (2432 dt

t
v—l=((‘2+3t2)dt=2t+t3 oder v=1-+4 2¢-+ ¢> und
o
¢
325(1+2t—}—t3)dt=t+tz—}-l/4t4.
(1]

3. Zusammensetzung mehrerer gleichzeitigen Bewegungen
eines Punktes.

Ein Massenpunkt durchlaufe wihrend der Zeit ¢ die Bahnlinie
A B (Fig. 15), und zwar in der Richtung von A nach Bj; diese
Bahnlinie gehire aber einem Korper an, welcher sich derartig
parallel verschiebt, dass der Punkt A der Linie 4 B wihrend der
Zeit ¢ die Bewegung A C ausfithrt und die
ganze Bahnlinie 4 B in die parallele Lage
C'D kommt. Dann wird der Massenpunkt
in Folge der beiden gleichzeitigen Bewegungen
aus der Anfangslage A in irgend einer Bahn-
linie nach D gelangen, und man nennt diese
wahre Bewegung 4 D die Mittelbewegung oder Resultirende
aus den beiden Seitenbewegungen 4 B und A4C

Anstatt diese wahre Bewegung A4 D als das Ergebnis der
Bewegungen 4 B und A4 C zu bezeichnen, sagt man auch wohl kiirzer,
der Massenpunkt fithre zwei gleichzeitige Seitenbewegungen aus,
womit aber stets nur der beschriebene Vorgang gemeint sein soll.
Da die Figur 4 B D C ein Parallelogramm ist, so ergiebt sich ohne
Weiteres der Satz vom Parallelogramm der Bewegungen:

Fithrt ein Massenpunkt gleichzeitig zwei Seiten-
bewegungen aus, so ist der dem Anfangspunkt 4 gegen-
iiberliegende Endpunkt des aus den beiden Seiten-
bewegungen gezeichneten Parallelogramms der wahre
Ort des Punktes.

Man denke sich, auf dem Stabe 4 B ein Sonnenkiferchen entlang laufend,
withrend man den Stab parallel nach CD verschiebt; dann gelangt das
Sonnenkiiferchen in Wirklichkeit von 4 nach D.

Eine Gerade 4 B von bestimmter Richtung, bestimmter Grosse
und einem Pfeile, der einen bestimmten Bewegungssinn angiebt,

Fig. 15.
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nennt man eine Strecke. A B sei die Strecke #, A ¢! die Strecke Y.
Zur Bestimmung des Punktes 7 ist offenbar nicht die Zeichnung
des ganzen Parallelogrammes erforderlich; vielmehr geniigt es, an
den Endpunkt B der Strecke # die parallel ver-

schobene Strecke B 1) =y anzutragen (Fig.16). e

Beide bilden dann einen sog. wStreckenzug®, g p
und man kann sagen: Der wahre Ort DD 3
des Punktes ist der Endpunkt des

aus den beiden Seitenbewegungen 4 2 B

gebildeten Streckenzuges. Die Reihen-
folge der Zusammensetzung ist offenbar gleichgiiltig. Der Strecken-
zug AC =y und ¢ D = x fithrt zu demselben Endpunkte ).
Sind die Gesetze der beiden Seitenbewegungen bekannt, sodass
man fiir jeden Zeitpunkt ¢ die Strecken x# und y berechnen kann,
so ist auch der Ort des beweglichen Punktes fiir jeden Zeitwerth ¢
bekannt und damit auch die Bahnlinie der
Mittelbewegung A D vollig bestimmt.
Beispiel: Die cine Seitenbewegung folge dem
Gesetze @ =1t “(in Metern und Sekunden), sei also
gleichformig, die andere dem Gesetze
y=12¢t -+ 01?2
(also gleichformig beschleunigt). Dann ist fiir
e g e T
z=—0 il 2 3 1 5
yi=="0 a0 Va7 2430
Die Gleichung der Bahnlinie findet man, indem man ¢ — » in die Gleichung

fir y einsetzt, y =122 4 Y102 Dies bedeutet eine Parabel als Bahnlinie des
Punktes.

Fig. 17.
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Erleidet, withrend die Seitenbewegungen
AB und AC erfolgen, die ganze Ebene
derselben eine Parallelverschiebung z in der
Richtung von A nach E (Fig. 18), so wird
der Massenpunkt, der in Folge der beiden
Bewegungen « und » nach D gelangen
wiirde, sich nunmehr nach & bewegen, und
es folgt der Satz vom Parallelepiped der
Bewegungen:

Hat ein Massenpunkt drei gleichzeitige Seitenbewe-
gungen, so ist der dem Anfangspunkte A gegeniiber-
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liegende Endpunkt H des aus den drei Seitenbewegungen
bestimmten Parallelepipeds oder der Endpunkt des
aus den Seitenbewegungen x, y und z gebildeten
Streckenzuges A BDH der wahre Ort des Punktes.

Als Beispiel konnten die Bewegungsgesetze: z =t; y="1%¢+ "hot?;
2z = 3t benutzt werden.

Im Allgemeinen ist die wahre Bahnlinie eine riumliche Kurve.

a) Zusammensetzung der Geschwindigkeiten.

1) Ein Massenpunkt habe zwei gleichférmige, geradlinige
Seitenbewegungen mit den Geschwindigkeiten « bezw. «; dann sind
die Wegeslingen nach ¢ Zeiteinheiten
(Fig. 19) Fig. 19.

AB=2=wt und A0=y = ut;
innerhalb eines anderen, etwa kleineren
Zeitraumes ;:

AB|=ay=wt, und

AC, =y, =ut,.
Der wahre Ort nach ¢ bezw. ¢, Zeit-
einheiten ergiebt sich durch den Streckenzug A B D) bezw. A B, D,
zu D bezw. D,. Es findet aber statt:

E t BD v 4B BD

Lotk dyd BYDy I ! A B 5 By
mithin sind die Dreiecke 4 B D und A B; D, dahnlich, sodass
A, D, und D auf derselben Geraden liegen miissen. Da dies fiir
alle Werthe von ¢ und ¢, gilt, so muss die wahre oder Mittel-
bewegung geradlinig erfolgen. Zugleich ist aber auch wegen

AP Al
A AR,

der Ahnlichkeit = ti’ oder die Wegeslingen 4 DD
1
und 4 D, sind den entsprechenden Zeiten ¢ und ¢, verhiltnisgleich.
Die Mittelbewegung aus zwei geradlinigen und gleichformigen
Seitenbewegungen ist hiernach ebenfalls geradlinig und gleichformig.
Thre Geschwindigkeit » erhilt man, indem man den willkiirlichen
Zeitraum ¢, zur Zeiteinheit werden lisst. Dann wird A B, = w;
B, D,=wu und 4D, =v, oder die Geschwindigkeit v der wahren
oder Mittelbewegung erscheint als die Schlussseite eines aus den
2*
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Geschwindigkeiten der Seitenbewegungen gebildeten Streckenzuges
(Fig. 20). Der Pfeil der Schlussseite eines Streckenzuges wird
stets von dem Anfange nach dem Ende des

Streckenzuges verstanden, wie es sich hier beziig- Rig: 4,
lich der Geschwindigkeit » als nothwendig ergiebt. D1
Die in dieser Weise verstandene Schlussstrecke, > u
eines Streckenzuges heisst auch die geometrische g 52l

Summe der Einzelstrecken.

2) Sind die beiden Seitenbewegungen nicht gleichformig, er-
folgen sie vielmehr nach heliebigen Bewegungsgesetzen A B=» — 7(z)
und AC=y = @ () (Fig. 21), so indern
sich AB und 4C im Allgemeinen nicht Fig. 21.
verhéltnisgleich; es wird daher die Mittel- 2 D,

o . ¢ D

bewegung krummlinig ausfallen. Gleich-

wohl ldsst sich fir jeden Zeitpunkt ¢ der

wahre Ort des Massenpunktes aus den

Seitenbewegungen @ und y konstruiren. i ey
Aendert sich ¢ in d¢, so werden in

diesem Zeittheilchen die Seitenbewegungen BB, =da, C C,=dy
zuriickgelegt, und der Massenpunkt gelangt von D nach D,.
Nun sind aber die Geschwindigkeiten der beiden Seitenbewegungen

: : Lo i :
im Zeitpunkte ¢: w=% bezw. u = t_(llyt_ Setzt man hiernach
; ;

dz=wdt und dy=wudt, so betrachtet man fir die Dauer
eines Zeittheilchens d¢ die Seitenbewegungen als gleichférmig,
sodass fiir die augenblickliche Geschwindigkeit v der wahren oder
Mittelbewegung die fiir gleichformige Bewegungen abgeleitete Fig. 20
giltig bleibt. Die Richtung der Ges chwindigkeit » fallt
hiernach mit der Sehne ) Dy, also, da diese unendlich klein,
mit der Richtung der Bahnlinie, d. h. mit der Bew egungs-
richtung zusammen. Auch ist, wie bei der geradlinigen Be-
Dy ol
dtines (s
Seitenbewegungen nennt man kiirzer die Seite ngeschwindig-
keiten des Massenpunktes, v die wahre oder Mittelgeschwin-
digkeit. Es gilt also fir zwei beliebige geradlinige Seiten-
bewegungen der Satz vom Parallelogramm oder vom Dreieck der
Geschwindigkeiten: Die Mittelgeschwindigkeit ist die

Die Geschwindigkeiten w und w« der

wegung v =
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Diagonale eines Parallelogrammes aus den Seiten-
geschwindigkeiten, oder die geometrische Summe der
Seitengeschwindigkeiten.

Hiernach kann die Mittelgeschwindigkeit, die wahre oder
resultirende Geschwindigkeit durch Zeichnung gefunden werden;
will man aber ihre Grdosse und Richtung
durch Rechnung bestimmen, so bedenke man, Fig. 22.
dass in dem Dreiecke 4 B D (Fig. 22)

v2=w?+ u?2— 2wucos A B D, oder, 41

weil cos ABD = cos(m—a) = —cos a, =

1) v=Vw2+u+2wu cos a;

ebenso gilt sin ¢ :sin 4 B D) = w : v, also, weil sin 4 B D =sin a,
: : u
2) sl @ =sin a —-.

GL 1 liefert die Grosse, (1. 2 sodann die Richtung von ». Dabei
ist zu bemerken, dass die Strecken w und v stets in der Weise an
einander zu setzen sind, dass die Pfeile in dem Zuge A B D
tibereinstimmenden Umfahrungssinn haben, und dass dann der Pfeil
von v stets vom Anfange 4 nach dem Endpunkte 7 des Strecken-
zuges gerichtet ist.

Je kleiner der Winkel a wird, desto mehr nihert sich « der
Richtung von A4 B, desto niher fillt also auch » der Richtung
von w. Fallen schliesslich w und » in dieselbe Richtung, so wird
a=0,cosa =1, sina =0 und man erhilt v =w + u; ¢ =0.
In diesem Falle wird die Mittelgeschwindigkeit », welche allgemein
die geometrische Summe von w und w, auch arithmetisch gleich
der Summe von w und w.

Je mehr sich der Winkel a dem Winkel s nihert, desto
niedriger wird wiederum das Geschwindigkeits-Dreieck, desto kleiner
wird die Schlussseite v. Ist @ = &, so wird cos a = — 1, sin a = 0,
mithin, wenn w > w« gedacht ist, v = w — u; ¢ = 0.

In beiden Fillen ¢ = 0 und @ = 7 wird v die algebraische
Summe von w und w, nimlich w 4+ « bezw. w — u.
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Von besonderer Wichtigkeit ist noch der Fall, wo die beiden
Seitengeschwindigkeiten zu einander rechtwinklig stehen (Fig. 23).
Es ist dann

v="Vuwl+u tge=u:w Fig. 23.

Ist z. B., bezogen auf Sekunden und Meter, u v o
w= 2, vw—=1, so wird :

v=T7'5 = 286 tge = 2, o = 26° 34",

3) Hat man 3, nicht in derselben Ebene liegende, gleichformige
Seitenbewegungen' mit den Geschwindigkeiten w, «» und ¢ zusammen-
zusetzen (Fig. 24), so liefern zunichst
zwei derselben, A B und A4 €, als Mittel- Fig. 24.
bewegung wiederum eine geradlinige
gleichfsrmige Bewegung 4 D mit der
Geschwindigkeit v,, welche aus dem
Streckenzuge 4 B und BD als AD
gefunden wird Fiigt man nun zu der
Bewegung 4 D noch die dritte Seiten-
bewegung 4 E hinzu, so hat man
wiederum 2 geradlinige, gleichformige
Bewegungen zusammenzusetzen; man verlegt daher c¢ parallel an
den Endpunkt D von 4 D und erhilt A als Endpunkt der wahren
oder Mittelbewegung, welche geradlinig und gleichférmig von A
nach H erfolgen muss.

Lésst man in Fig. 24 ¢ = 1 werden, so erscheint die wahre
oder Mittelgeschwindigkeit » als Diagonale eines
Parallelepipeds aus den 3 Seitengeschwindigkeiten,
oder als die Schlussseite eines ridumlichen, aus den
3 Seitengeschwindigkeiten gebildeten Streckenzuges,
welche man auch wiederum die geometrische Summe
der Seitengeschwindigkeiten nennen kann.

Dieser Satz vom Parallelepiped oder (riumlichen) Viereck der
Greschwindigkeiten erhilt auch Gultigkeit fir ungleichformige Seiten-
bewegungen, wenn man dieselben Betrachtungen anstellt, wie auf
S. 20 beztiglich zweier Seitenbewegungen geschah.
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Stehen die 3 Seitengeschwindigkeiten rechtwinklig zu einander
(Fig. 25), so wird die wahre (resultirende) oder Mittelgeschwindigkeit

v="Vw?+ u2+ ¢, Fig. 25.
und fir die Neigungswinkel a, f und p 4 E
der Geschwindigkeit v gegen die Richtun- 2 4 4
gen w, w und ¢ ergiebt sich, weil die ¥ 7" I\
Seitenfliche BDI F rechtwinklig zu w L2 e
steht, also auch 22 A B H ein Rechter, v iy uB
08 @ = w:wv; ebenso cos f=w:v und M y

CO8 Y = ¢ v

b) Zusammensetzung der Beschleunigungen.

1) Ein Massenpunkt habe zwei gleichformig beschleunigte Seiten-
bewegungen 4 B und A4 !, welche beide mit den Geschwindigkeiten
Null beginnen. Die Beschleunigungen P
seien p und ¢ (Fig. 26); dann ist in ¢ ¢
Zeiteinheiten (nach Gl. 5, S. 12):

5= B T D e N
in ¢, Zeiteinheiten:

A Bhi=il2 pity 4B, Dy =ilaqt;2. o
Die wahren Orte des Massenpunktes sind
D bezw. D,. Dann ist j—li:%%:%; es sind also die
Dreiecke 4 B D und A4 B, D, ihnlich, daher die wahre Bewegung
WD AP
D SRR Y O
oder sie sind mit den Quadraten der entsprechenden Zeiten ver-
hiiltnisgleich. Fiir ein solches Bewegungsgesetz s = a¢> gilt aber
v=2at, d. h. die Mittelbewegung ist wiederum eine gleichférmig
beschleunigte mit der Anfangsgeschwindigkeit Null. Nennt man
sodann die Beschleunigung dieser Bewegung », so kann A4 D = /272,
AD, ="2rt? gesetzt werden. Wihlt man endlich den beliebigen
Zeitraum ¢, so, dass 1/2¢,2=1 wird, so werden 4 B,, B; D, und
A D, bezw. zu p, ¢ und », und es erscheint die Beschleunigung
der wahren oder Mittelbewegung, welche kiirzer die Mittelbe-
schleunigung genannt wird, ebenso wie die Geschwindigkeit,
als Schlusslinie eines aus den Seitenbeschleunigungen

ig. 26.

geradlinig. Fir die Wegeslingen gilt aber
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gebildeten Streckenzuges, als geometrische Summe
der Seitenbeschleunigungen, oder als Diagonale eines
Parallelogramms aus den Seitenbeschleunigungen.

2) Dies gilt einstweilen nur, wenn die beiden Seitenbewegungen
gleichformig beschleunigt sind und mit der Geschwindigkeit Null
beginnen, sodass die Mittelbewegung geradlinig wird. Erfolgen die
Seitenbewegungen aber nach beliebigen Bewegungsgesetzen, so ent-
steht eine krummlinige Bewegung, und fiir diese muss der Begriff
der Beschleunigung erst eine Verallgemeineruug erfahren.

Die Richtung der Geschwindigkeit fillt nach Seite 20 mit der
Bewegungsrichtung zusammen. Bei einer geradlinigen Bewegung
bleibt also die Richtung der Geschwindigkeit dieselbe, es findert
sich nur deren Grosse, und zwar wiihrend des Zeittheilchens d¢ um
dv=pdt. Diese Vergrosserung von » kann man nun auch so
auffassen, als ob zu der friiheren Geschwindigkeit » eine neue Ge-
schwindigkeit dv = p d ¢ hinzugetreten wire, und man nennt diese
letztere die Elementarbescheunigung, welche mittels Theilung
durch das Zeittheilchen d¢ die (auf die Zeiteinheit bezogene) Be-
schleunigung p = d v : dt liefert.

Bei der krummlinigen Bewegung #ndert sich wihrend eines
Zeittheilchens ¢ sowohl die Grosse, wie auch die Richtung der
Geschwindigkeit (Fig. 27); diejenige
Geschwindigkeit nun, welche mit
der im Zeitpunkte ¢ vorhandenen
Geschwindigkeit » zusammengesetat
werden muss, um mit ihr die fiir
den Zeitpunkt ¢ 4 d¢ geltende Ge-
schwindigkeit » + dv nach Grosse
und Richtung zu ergeben, heisst
wiederum die Elementarbeschleunigung, welche dann, durch
dt getheilt, die Beschleunigung p der krummlinigen Bewegung im
Zeitpunkte ¢ nach Grosse und Richtung liefert.

Stellt also in Fig. 27 F & die Geschwindigkeit v im Zeit-
punkte ¢, F H die Gesehwindigkeit v + d» im Zeitpunkte ¢ + d ¢
dar, so ist G H die Elementarbeschleunigang = du. Letatere kann
offenbar als die geometrische Differenz zwischen v + d» und , oder
weil sie unendlich klein, als das geometrische Differential von
bezeichnet werden.
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Die Beschleunigung p der krummlinigen Bewegung A D D,
im Zeitpunkte ¢ bezeichnet man nun als p = dw: dt, d. h. als die
geometrische Abgeleitete von v nach ¢ und als mit der Richtung
von du iibereinstimmend. Die Beschleunigung weicht hier-
nach bei krummliniger Bewegung stets von der Be-
wegungsrichtung (v) ab.

Bei der Zusammensetzung zweier beliebigen geradlinigen Seiten-
bewegungen ist nun die Geschwindigkeit v = 4 1) im Zeitpunkte ¢
(Fig. 28) die Mittelgeschwindigkeit aus w
und u, die Geschwindigkeit v -+ dv = A 1),

Fig. 28.
im Zeitpunkte ¢ + d ¢ die Mittelgeschwindig- = Vs
keit aus w + dw und w + dw. Legt man Y «a% }\'ﬁ'
beide Streckenziige so aufeinander, dass v 'fl"’ :
und v + dv gemeinsamen Anfangspunkt A
haben, so ist D I, die geometrische Diffe- 4 Bdw B,

renz von v + d v und v, oder die Elementar-

beschleunigung = rdt, wenn » die Beschleunigung. D)D), ist aber
die Schlussseite eines aus dw = pd¢t und du= gdt gebildeten
Streckenzuges 1) F D,. Dasselbe Verhiltnis muss also auch
zwischen », p und ¢ bestehen; mithin gilt auch fiir zwei beliebige
geradlinige Seitenbewegungen das auf S. 23 unter 1 ausgesprochene
Gesetz fiir die Beschleunigung.

Fiir die Berechnung der Grosse und Richtung der Mittel-
beschleunigung » gelten dieselben Formeln wie fir die Geschwin-
digkeit (S. 21); man braucht in denselben nur e, w und v mit p,
g und » zu vertauschen.

Ahnliche Betrachtungen, wie solche beziiglich der Geschwindig-
keiten (S. 22 und 23) angestellt wurden, fithren auch leicht zum Satze
vom Parallelepiped oder Viereck der Beschleunigungen.

¢) Zusammensetzung krummliniger Seitenbewegungen.

Die im Vorstehenden ausfiihrlich entwickelten Gesetze fir die
Zusammensetzung von zwei oder drei Bewegungen, deren Ge-
schwindigkeiten und Beschleunigungen Dbleiben auch noch giltig,
wenn die Seitenbewegungen nicht geradlinig, sondern krummlinig
erfolgen. Unerlissliche Bedingung hierfiir ist aber, dass die beweg-
liche Bahnlinie eine reine Parallelverschiehung erfahre.
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Bewegt sich der Massenpunkt in der Bahnlinie 4 B (Fig. 29),
wihrend diese eine Verschiebung in die Lage ¢ D erfihrt, so
erkennt man leicht, dass 72 der Ort des Fig. 29,
Massenpunktes nach der Bewegung sein
muss, und dass es gleichgiiltig ist, ob man
den Punkt 7) mittels der wahren Be-
wegungslinien 4 B, A C und B D festlegt,
oder ob man die Sehnen A B, A und BD
benutzt und aus ihnen ein Parallelogramm
oder einen Streckenzug A B 1) bildet. Auch
fir die Geschwindigkeit v der wahren Be-
wegung in irgend einem Zeitpunkte ¢ muss der friiher (S. 21) be-
wiesene Satz aus dem Grunde giiltig bleiben, weil mit dem Begriffe
der Geschwindigkeit grundsichlich die Vorstellung verbunden ist,
dass man jede krummlinige Bewegung fiir ein unendlich kleines
Zeittheilechen als geradlinig und gleichformig betrachten darf, sodass
man es in jedem Zeitpunkte nur mit der Zusammensetzung der
Geschwindigkeiten solcher einfachen Bewegungen zu thun hat.

Dass auch beziiglich der Beschleunigungen das Entsprechende
gilt, ergiebt sich durch folgende Betrachtung: 4 B und 4 ¢ (Fig. 30)
seien die Seitenbewegungen wiihrend eines

Zeittheilchens; w und w + dw bezw. u " b i
und u + du die Seitengeschwindigkeiten \"% i
¢

zu Anfang und zu Ende desselben. Man
trage w und w -+ dw von einem Punkte
O aus auf. Setze daran die Strecken
PR =u bezw. @ S = u + du. Dann
ist OR=v die wahre Geschwindigkeit
im Zeitpunkte ¢, 0.8 =v + dv diejenige
im Zeitpunkte ¢ 4+ d¢. Darnach wird dann
RS=rdt die Elementarbeschleunigung
und r=RS:d¢t die Beschleunigung der
Mittelbewegung; P @ =pdt ist die Ele-
mentarbeschleunigung der ersten Seiten-
bewegung. Macht man nun QT = und | PR=w, so wird
T8=qdt die zweite Elementarbeschleunigung, und weil
RTH# PQ=pdt,
8o erscheint R S=rdt als Schlusslinie eines Streckenzuges aus
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RT=pdtund TS=gqdt. Mithin muss auch » die. Schlusslinie
eines Streckenzuges aus p und ¢ sein. Damit ist der Satz vom
Dreieck oder Parallelogramm der Beschleunigungen allgemein
bewiesen. Die Erweiterung zum Satze vom Parallelepiped bezw.
riumlichen Viereck der Beschleunigungen hat keine Schwierigkeit.

Erfihrt aber die Bahnlinie A B nicht eine einfache Parallel-
verschiebung, sondern eine allgemeinere Bewegung, so werden die
Beziehungen der wahren oder Mittelbewegung verwickelter; dieser
schwierigere Fall wird erst spiter in der Allgemeinen Mechanik
behandelt.

d) Zerlegung von Bewegungen, Geschwindigkeiten und
Beschleunigungen.

Wie man aus 2 bezw. 3 gleichzeitigen Seitenbewegungen mit
Hilfe der Gesetze vom Dreieck bezw. Viereck der Bewegungen die
Mittelbewegung finden konnte, wie ferner die Seitengeschwindig-
keiten und Beschleunigungen zu den Mittel - Geschwindigkeiten und
Beschleunigungen sich  zusammensetzen liessen, so kann auch
umgekehrt jede Bewegung eines Massenpunktes in der Ebene oder
im Raume in 2 bezw. 3 geradlinige Seitenbewegungen zerlegt
oder durch diese ersetzt werden, und das Gleiche gilt auch beziiglich
der Geschwindigkeiten und Beschleunigungen.

Ist z B. die Bewegung eines Massenpunktes in einer ebenen
Kurve 4 B gegeben (Fig 31), kennen wir also fiir jeden Zeit-
werth ¢ den Ort P des Punktes in der Kurve,
so kann man durch A zwei mit der Kurve o i
in derselben Ebene liegende Gerade A € und | [ﬁ
A D legen und nach deren Richtungen die ol P
gegebene Bewegung zerlegen. Sind PQ
und P R parallel zu A C und 4 D, s0 kann
die gegebene Bewegung AP vollstindig
durch die Seitenbewegungen ersetzt werden, sobald nur deren Be-
wegungsgesetze so geregelt sind, dass fir jeden Zeitpunkt ¢ die
Orte P, @ und R der fraglichen Bewegungen einem solchen
Parallelogramme A ¢ P R angehoren. Wird aus der Geschwindig-
keit v der gegebenen Bewegung und den Seitenrichtungen A C
and A D ein Dreieck gezeichnet, so sind die zu A Gannd A D)
parallelen Seiten zugleich die Geschwindigkeiten « und « der Seiten-

Fig. 31.

]
4 aee
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bewegungen, oder es ist v in die Seitengeschwindiglgeiten w und w
zerlegt.

Fir die Behandlung krummliniger Bewegungen bietet eine
solche Zerlegung ausserordentliche Erleichterung; sie schliesst sich
auch unmittelbar dem Verfahren der analytischen Geometrie an,
welche ja auch einen Punkt P in eine Ebene durch 2 Koordinaten
z und y gegen 2 Achsenrichtungen festlegt. In den meisten Fillen
legt man die Achsen rechtwinklig zu einander.

Soll die Bewegung des Punkes P (Fig.32)
in der xy-Ebene vollig bekannt sein, so
muss man fiir jeden Zeitpunkt ¢ sowohl
als auch y kennen, oder es miissen und y
als Funktionen von ¢ gegeben sein. Jede der
Funktionen 2 = 7 () und Y= @ () kann
aber fir sich allein als das Gesets einer
geradlinigen Seitenbewegung aufgefasst werden, und zwar wiirden
fir den Zeitpunkt ¢ die Seitenbewegungen 4 Q — » und PQR=y
sein, deren Vereinigung den Massenpunkt richtig nach seinem Orte P
fihrt. Diese beiden Bewegungsgleichungen bestimmen die Bewegung
des Massenpunktes vollstindig und in einfachster Weise. Bezeichnet
man die Seitengeschwindigkeiten in den beiden Achsenrichtungen
mit v, und v,, ebenso die Seitenbeschleunigungen mit p, und p,,
0 ist nach S. 6

dz iy
Uy = Tt, Uy~ W

Fiir die wahre Geschwindigkeit gilt dann

—— (dz\2 <dy‘ 2 Vda? - dy—‘-’
it 2 TRl e ) AR
. Vil £, V(dt) dt) dt i
also, wie bei der geradlinigen Bewegung » — % Ferner ist
dy
Wi s dy
=S dpa da i dw!
dt

d. h. die Richtung der Geschwindigkeit v stimmt mit der Richtung
der Bewegung iiberein.
Nach 8. 15 ist
duv, d’x du, d’y .
T D R BT T
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fir die wahre Beschleunigung gilt

L NP VR ETIY
p=Vp!+p? = V dd: 2 <dd ;) md

0y
Py Wit
ey P d%x
Wi
Da dieser Werth im Allgemeinen von tg a = Zz verschieden ist,

so fallen, wie bereits S. 25 besprochen, die Richtungen der Be-
schleunigung und der Bewegung im Allgemeinen nicht zusammen.
Erfolgt die Bewegung des Massenpunktes nicht in einer Ebene,
sondern in einer rdumlichen Kurve, so sind die 3 rechtwinkligen
Koordinaten des Ortes P als Funktionen der Zeit auszudriicken,
und es konnen dann wieder die Gleichungen @ = 7 (¢); v = @ (¢);
2z =1 (t) als Gesetze dreier Seitenbewegungen aufgefasst werden,
deren Zusammenwirken die riumliche Bewegung des Massenpunktes
vollstindig wiedergiebt. Es entsteht in &hnlicher Weise

_dx S CoR | AMSIRE 2 7 48 .
U= dtavg/"— dt’ vz_dt, U'—lvz"l"vy _i_vz_‘dt;
ferner nach S. 23

ey e i e Aemanidy
608 ¢ = - _ds,cosﬂ— b L e

Fir die Beschleunigungen ergiebt sich das Entsprechende.
Beispiel: Fiir eine ebene Bewegung sind gegeben die Gleichungen
z2=—ga (1—cost); y=2> sint.

Um hieraus die Gleichung der Bahnlinie zu finden, entferne man ¢ Es wird

cost=""2; sn¢=-" Fig. 33.
a b
mithin durch Quadriren und Zusammenzihlen:
2 p)
cos2¢ - sinds =1 = (aa—zw) + %

Dies ist die Gleichung einer Ellipse (Fig. 33),
aber nicht bezogen auf den Mittelpunkt M,
sondern auf den Endpunkt 4 der Halbachse a.
Denn sobald man a — x = », setzt, wird

aus obiger Gleichung die bekannte Formel 1= —f% + ==.
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Die Seitengeschwindigkeiten sind:
dax
dt

LY o (_1)
vy = dt—bcost_b 1 )

Fir t=0 ist =y = 0; v, = 0; v, = b (entsprechend dem Punkte A4);

= = asint =2~
Ui = — 2
@, 3 y

fiir t =12 7 = 1,57 Sek. ist sint =1, cost =0,

z=a; y=1b; vy,=a; v,=0, entsprechend dem Punkte B;

fiir t = = = 3,14 Sek. ist sint =0, cos ¢t = —1,

#=2a; y=0; v,=0; v,= — b, entsprechend dem Punkte C;
fiir ¢t =32 7 ist sint = —1, cos ¢ =0,

z=a; y=—>b; V,=—a; v,=0, entsprechend dem Punkte D.

Fiir fortlaufende Zeit nehmen 2z und y immer wieder dieselben Werthe
an, wenn sich ¢ jedes Mal um 2 = geiindert hat. Die Ellipse wird hiernach
fortwihrend in derselben Richtung durchlaufen, und ein Umlauf erfordert
2 7 Sekunden. Fiir die Beschleunigungen gilt

dv,
D — L — g cSt=a—s=—ux
dt
duv
e : et
P = —bsint= —y.

Die Seitenbeschleunigungen werden also der Grosse nach gemessen durch
die Mittelpunkts - Koordinaten des Punktes P, w. zw. ist p, = a — 2 = a,
nach rechts, p, = — y aber, wegen des negativen Zeichens, nach unten ge-
richtet. Es wird

p= 1V (a—a)? + y* = r — dem Mittelpunkts-Fahrstrahle P 3,
u. zw. ist der Sinn von p stets nach dem Mittelpunkte M gerichtet.

4. Physikalische Grundgesetze der Mechanik.

In dem Vorstehenden haben wir die Bewegungen als gegeben
angesehen und gewisse kennzeichnende Merkmale und Eigenschaften
derselben aufgefiihrt. Die Betrachtungen waren rein mathematische;
wenn auch das Bewegliche als Massenpunkt bezeichnet wurde, so
geschah dies nur zur Erleichterung der Vorstellung.

Wollen wir nun aber die Bewegung eines Massenpunktes aus
ihren Ursachen, den Kriiften, herleiten, so bediirfen wir gewisser
physikalischer Grundgesetze, die sich nicht mathematisch beweisen
lassen, die auch nicht ohne Weiteres selbstverstindlich sind, deren
Richtigkeit aber dadurch geniigend sichergestellt ist, dass alle Er-
gebnisse, welche daraus gezogen werden, mit der Beobachtung
tibereinstimmen (Erfahrungsgesetze).



