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die Stosse an den Schienenliicken, welche die wesentlichste Ursache der
Schwingungen darstellen in Zeitriumen von 0,455 Dies Verhiiltnis ist ein
giinstiges, weil jeder zweite Stoss die Einwirkung des ersten auf das Nicken
ziemlich wieder aufhebt.

I7. Wilzendes oder wiegendes Pendel.

a) Auf ebener Fliche.

Nach 1. Theil, S. 149 ist ein gleichformiger Kugel- oder
Cylinder-Abschnitt, der mit der gekriimmten Fliche sich auf eine
wagerechte Ebene
stiitzt, in gesichertem
Gleichgewichte. Wird
er aus der Gleichge-
wichtslage gebracht,
so fithrt er unter

Einwirkung der
Schwere Schwingun-
gen um die Gleich-

Fig. 191.

gewichtslage aus; - E
setzt man nun die R S L

Z . H I %
Beriihrungsflichen als

geniigend rauh voraus, dass ein Gleiten an denselben verhiitet
wird, so entsteht eine Roll- oder Wilzbewegung, und man nennt
solche Vorrichtung (Fig. 191) ein
wilzendes oder wiegendes Pendel;
auch die Kinderwiege gehort zu diesen. -

In der Mittellage befindet sich
der Schwerpunkt S, lothrecht unter
dem Mittelpunkte B, des Rollkreises
und zugleich in seiner tiefsten Lage.
Beim Wiegen beschreibt der Schwer-
punkt einen Theil einer verkiirzten
Cykloide S, S,S,. Die grosste Ab-
weichung von der Mittellage werde
durch den Winkel a gemessen.

Um die Dauer einer einfachen Schwingung 8, 8,8, zu ermitteln,
betrachten wir den Korper in einer Zwischenlage, (Fig. 192), die

Fig. 192.
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von der Gleichgewichtslage um den beliebigen Winkel o abweicht.
Die Wilzbewegung besteht aus einer Verschiebung des Schwer-
punktes S mit der Geschwindigkeit » und einer gleichzeitigen
Drehung um die rechtwinklig zur Bildebene stehende Schwerpunkts-
achse 8 mit der Winkelgeschwindigkeit w. Dann ist das augen-
M? ke
g s
worin J das Trigheitsmoment des Korpers in Bezug auf die ge-
nannte Schwerpunktsachse S bedeutet. Es wirken auf den Korper
die #usseren Krifte Mg (durch den Schwerpunkt) und die Wider-
stinde NV und 7' der Beriihrungsstelle. Die letateren beiden ver-
richten bei der Wilzung keine Arbeit, weil ihr Angriffspunkt P
die Geschwindigkeit Null hat. Zur Arbeitsverrichtung kommt
daher nur die Schwerkraft in Frage. Der Schwerpunkt S liegt
um SB-cos®# = e-cosd unterhalb des Punktes B, also, da B
stets in gleicher Hohe verbleibt, um e (cos &# — cos o) unter seiner
Hochstlage. Weil nun in letzterer die Geschwindigkeiten « und w
Null waren, so ist nach dem Satze der Arbeit
M-u?  J w?
¥ TR
Fiir die in der Bildfliche erfolgende ebene Bewegung bildet der
Berithrungspunkt P den Augenblicks-Drehpunkt, sonach muss
w=w-PS=w-0 und auch rechtwinklig zu PS sein. Fiihrt
man dies in Gl 1 ein und ausserdem J = M-¢2, so wird
2 2
Mzw it M;
Bezeichnet man aber mit » den Halbmesser PB des Rollkreises,
so ist in dem Dreieck PSB

2 =¢e? 4+ r? —2¢-r-cosd;

blickliche Arbeitsvermdgen des Korpers nach S. 185

= Mg-e(cosd — cosa).

2)

«i2 = Mg-e(cos? — cosa).

fiigt man rechts noch + 2¢-r und — 2e¢-» hinzu, so kann auch
geschrieben werden

2= (r—e? + 2er(l — cosd).
Hiermit wird aus Gl. 2:

R 2g-e(cos¥ — cosa)
3 w—V(r—e)2+2e-r(1—cosz9)—|—i2'
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Weil nun & der bis zur Mittellage noch zuriickzulegende Drehungs-

winkel ist, der sich bei der jetzt betrachteten Bewegung verkleinert,
L dd
80 ist S e und
(r—e* 4+ i+ 2¢.7(1 — cosd)
2g-e(cos? — cosa)

4) dt = — d9

Die Integration dieser Gleichung wird nur unter Annahme kleiner
Schwingungswinkel « einfach; alsdann kann man 2¢-7(1 — cos )
gegen die ibrigen Glieder des Zihlers vernachlissigen; fiihrt man
nun noch zur Abkiirzung

,, (r—e)? + i
5) e [t 2

ein, so ergiebt sich

e
M e
9 V2 (cos# — cos )
Weil diese Gleichung mit der entsprechenden Gleichung fiir das
mathematische Pendel von der Lénge 7 (1. Theil, 8. 77) tberein-
stimmt, so hat das wilzende Pendel unter Voraussetzung
kleiner Schwingungswinkel gleiche Schwingungsdauer
mit einem mathematischen Pendel von der Linge 1
nach Gl 5, nimlich

il
6) tl = .77:“/.;.

Wiirde der Korper sich als gewdhnliches physisches Pendel
um die Achse B drehen, so wire nach 1. Theil, S. 279, Gl. 5 die
Schwingungslinge

=1

JB_JS+M62_i2+82

7 e Me Me o e
Es ist also
8) l% Uy, wemn (r— e)Q%e?.

Fir den wiegenden Halbeylinder ist (nach 1. Theil, S. 132)
== T 0,424 7.
In Bezug auf die Achse B ist das Trigheitsmoment (nach 1. Theil,
S. 272)
Mr?

JB= oER
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2
daher Js=dJpg — M-e® = M(% — 0,4242. r2) und
= —Jﬂ; = 0,320 r2.

Hiernach wird die Schwingungslinge der halbcylindrischen Wiege

(Gl 5)

9) AL (1 — 0,424)% + 0,320
0,424

wihrend fir den an der Achse B aufgehdngten Halbcylinder die

Schwingungslinge

= Lo,

re
e
10) b= = Gy = T

wird. Es ist also thatsichlich 7 > [;, weil (r — ¢)? = 0,33222,
e2 aber nur = 0,180 2.

Fiir die wiegende Halbkugel ist (nach 1. Theil, S. 136 u. 273)

e=3sr; Jg=0aM-r?; Js= M(04— %s4)r?;

i2 = 0,259 2. Daher

(1 — 3/8)2 + 0,259
= r 7
wihrend fiir die an der Achse B aufgehingte Halbkugel die
Schwingungslinge

12) 5

11) l — LR

= ];;Be = 2/%:7' = 1,067 r
wird. Es ist also wieder 7 > /.

Fir eine wiegende diinne Halbkugelschale ergiebt sich
das Tragheitsmoment Jp leicht aus dem des Halbkugelkorpers.

Fiir letzteren ist
Jg = 0,4 Mr? = 0,4-2/37r5m = 4/15 57,

indert sich » um d», so ist die Zunahme von Jp das Trigheits-
moment einer Halbkugelschale von der Wandstirke d», nadmlich
4/3rtm.dr; lasst man hierin den Faktor dr fort, so ergiebt sich
4/3r*m als Trigheitsmoment einer Halbkugelfliche, und weil deren
Grosse 2727 betrigt, so wird fir dieselbe

4 rim 2
i b e

M-r?.
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Da nun (nach 1. Theil, S. 135 und 150) ¢ = %, so gilt fir
die Schwerpunktsachse

2 r? 5
B R L L S 0
i 37 1 7 daher
: il e RBC o g 3
fir die an der Achse B hingende Kugelschale aber wird nach Gl. 7
2/3 p2 4
. A mE Tan

dh =10, weil (r—0p7r)= (055 7)2 ist.

Wird ein prismatischer Stab von der Léange o nach Fig. 193
zu einem wilzenden Pendel gestaltet, indem man oben an zwei
Seiten kleine Halbcylinder :
vom Halbmesser » befestigt  Fig. 193,

und diese auf je einer wage- - g_;é Fig. 194
rechten Schiene wiegen lisst, s
9 I
: : a? :
s0 ist e =05a; 22=ﬁ; :0
i
Ll
2
r 1 Yo
(£ —0s) + & §
ley 7 a 1
0,5 )
2 r r2>
== N (E=teEE) B +2—
(3 a i

wihrend fiir die Drehung um die Achse B (nach 1. Theil, S. 283)
einfach 7, =2/3a ist. Fir zwei Werthe von 5 wird GL 15 zu
! = ?/3 @, nimlich

1. selbstverstindlich fiir » = (0)5

2, fiir. r = a= 2,

d. h. fir eine Wiege, bei welcher der Rollkreis nach Fig. 194 aus
einem sehr leichten Kreishogen vom Halbmesser a gebildet ist.

Hir — =1 sk PtV
a
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b) Wiegendes Pendel in einer Hohlfliche; Hypocykloiden-Wiege..

Die auf einander rollenden Kreise (Fig. 195) mogen die Halb-
messer  und R haben. Der Schwerpunkt S des wiegenden Korpers
liege wieder um ¢ unterhalb des
Mittelpunktes B seines Rollkreises Fig. 195.
vom Halbmesser ». Im Gleichge-
wichtszustande moge der Korper
die Hohlfliche bei P, beriihren;
ertheilt man ihm eine Rollbewegung
rechts herum, bis die Berithrung in
P erfolgt (Fig. 196), bezeichnet mit
@ denjenigen Punkt, der vorher
mit P, zusammenfiel,
so muss PQ = pp,
sein, oder wenn man

ZQBP =1y,

APA B —
setzt,

r-y=R-¥9,

mithin _y = 4, ?

Weicht die Gerade
BS®, welche ur-
spriinglich lothrecht
war (als ByS,P,), um ¥ von der Lothrechten ab, so ist 9 der
Winkel, um den sich der Korper gedreht hat, als er aus der
Gleichgewichtslage in die jetzige Zwischenlage kam, u. zw. ist nach
der Figur

b=y — =0 (5 1) =

- ¥, also

16) 191=R”_r19.

Legt man durch den Mittelpunkt 4 des festen Kreises vom

Halbmesser 72 eine Wagerechte, so liegt der Mittelpunkt B des
beweglichen Kreises in der Tiefe : = A B-cosd = (R —r) cos d,
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unter dem festen Punkt A4, der Schwerpunkt S aber noch um
e-cos ¥ tiefer, d. h. in der Tiefe
17) Y= (R —r)cosd, + e-cosd

unter 4. In der hochsten Lage, die bei einer Schwingung vor-
kommt, moge ¥ den Werth « erreichen; setzt man dann noch ;

(entsprechend Gl. 16)

héchsten Lage
18) Yy = (R —r)cosa; + e-cosa.
Beim Ubergang aus der hochsten Lage in die beliebige Zwischen-
lage hat die Schwere die Arbeit geleistet
19) Mg(y—y) = Mg{(R-r) (cos ¥ — cos a;) + ¢ (cos ¥ — cos a)}.

Fir die ebene Rollbewegung des kleineren Kreises in dem
grosseren ist der Berihrungspunkt P der Pol; fir die verkiirzte
Hypocykloide, welche der Schwerpunkt S beschreibt, ist daher
PS = o eine Normale; daher muss, wenn man mit « die Ge-
schwindigkeit des Schwerpunktes, mit w die Winkelgeschwindigkeit
um den Schwerpunkt bezeichnet, wie auf S. 251,

w Q =Uu

sein, woraus sich, entsprechend der Gl 2, S. 251, ergiebt:
W@+ ) =29 (y—uy) =29 {(R—7)(cos ¥, —cos ;)
+ ¢ (cos & — cos a)} ;

7

o = a;, 80 ist der Werth y in der

. d :
Mit o = — T wird dann
R
PR 2 3
29(y — w1)

Auch in diesem Falle moge nur auf sehr kleine Schwingungen
weiter eingegangen werden, so dass annihernd
Q= raveg

92 9,2 01 il

Bl PSR G el el Uu 08 Sl e i e 3
cost =1 5 cost =1 6 1 5 @B—n)’
1 a2 1 a2 r?
Cos a = —g, CoS a; = —gm

gesetzt werden kann.
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Dann wird nach Gl 17 und 18
w2k 92 2 P SRR
{(R i ’")< 5 ) : |

-—y(a“’—ﬁ)(ﬁ—}— e> und

i) )
dt = — V?gL? (r > it . Setzt man
aZ2 — < E e)g

29(y—y) =2y

(B— 1)
o) )
20) Pk (’"_72‘3)_‘“
TRl
so nimmt der Ausdruck fiir d¢ die elnfa.che Form an:
)

was nach 1. Theil, S. 77 mit der Gleichung fiir die Bewegung
eines einfachen Pendels von der Linge / iibereinstimmt; somit ist
fir sehr kleine Schwingungen die Schwingungslinge I der Hypo-
cykloiden-Wiege durch Gl 20 ausgedriickt. Fiir R = oo stimmt
GL 20 mit der Gl 5, S. 252 fiir die gemeine Wiege fiberein.

Bei dieser Hypocykloiden-Wiege darf ¢ = O werden, d. h. S
mit B zusammenfallen; dann wird

r+z

/b= (R—r),

oder, wenn man J = M-i?2 = ur? setzt,

l=(R-r)<1+%> und t=7t1/g,

was dem Sinne nach mit Gl. 7 im 1. Theile, S. 302 iibereinstimmt.

Die Hypocykloiden-Wiege hat unter sonst gleichen Umstinden
eine kleinere Schwingungslinge, mithin auch eine kleinere Schwingungs-
dauer als die gemeine Wiege.

Eine wiegende Bewegung ist nur moglich, wenn der Korper
in der tiefsten Lage Standsicherheit besitzt, wenn also (Fig. 196)
bei einer kleinen Drehung nach rechts die Schwerpunkts-Lothrechte
links von der Beriihrungsstelle P liegt. Bei wagerechter Unter-
stitzungsfliche (Fig. 192) betriigt die linksseitige Entfernung der
Schwerpunkts-Lothrechten von dem Stitzpunkte P nur esin¥;

Keck, Mechanik. III 17
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diese Grosse muss positiv, d. h. ¢ > 0 sein, oder es muss der
Schwerpunkt S unter dem Mittelpunkte B llepen s W Hiin 2 — 0
wird die Standsicherheit Null und zugleich I = oo, d. h. es kommt
keine Schwingung mehr zu Stande, und fiir ¢ < O wird auch die
Schwingungslinge < 0, was fiir ein Pendel widersinnig ist.

Bei der Hypocykloiden-Wiege aber darf der Schwerpunkt S
auch oberhalb des Mittelpunktes B liegen, wie aus Fig. 196
ersichtlich. Der linksseitige Abstand der Schwerpunkts-Lothrechten
von dem Stitzpunkte P betriigt nimlich

rsind;, + esind,
also fiir kleine Winkel
72
R—7
dieser Werth muss > O sein. Es wird also eine Hypocykloiden-

Wiege auch noch bei negativem ¢ moglich sein, wenn nur der
2

r191+el9=7.9< +e>;

absolute Werth des negativen e kleiner ist als _- ) oder
Y
22) o e A
Fir Rir = — ¢ wirde wiederum ! = oo. Es wirde z B.
RS — 2 r>=—e

sein miissen, d. h. der Schwerp{lnkt diirfte nur um weniger als »
oberhalb des Punktes B liegen.

¢) Wiegendes Pendel auf einer gewilhten Fliche; Epicykloiden-
Wiege (Fig. 197).
In diesem Falle muss fiir Standsicherheit in der Gleichgewichts-
lage die Bedingung erfiillt sein
esind > rsin?d, ,
oder fir kleine Winkel  ¢-9 > »-9,, und weil
r-y = R-9, und zugleich

19=191—{—2p=191<1+§), also

/o

e e
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so folgt als Bedingung der Standsicherheit
o

23) e>R+r'

Bei der Epicykloiden-Wiege muss der Schwerpunkt also tiefer
liegen als bei der einfachen
Cykloiden-Wiege. Fig. 197.

Die gleichen Erwigungen, wie
sie bei der Hypocykloiden-Wiege
angestellt wurden, fithren hier zu
den Gleichungen

N2 e
24) zz%z_ o
A A
3 R+
l dv
2b) dt = — —_—
) g Va— 9
worin / wieder die Schwingungs-

linge der Wiege bedeutet. R = oo
fihrt auch hier wieder zur einfachen Cykloiden-Wiege mit

IR 2
l=———(r e>7 +L

(7

d) Die Wippe.

Wird in Fig. 197 der Halbmesser » des rollenden- Kreises
unendlich gross, so haben wir es mit dem Abwiilzen einer ebenen
Fliche, z. B. der Unterfliche einer

Bohle, auf einem cylindrischen Fig. 198.,
Baume, mit einer Wippe (Fig.198), . o SR I o
zu thun. Doch sind fiir diesen l zz, on

Fall die Formeln 23 und 24 nicht ;
unmittelbar zu verwenden, weil [ h
7 = oo auch e = oo hedingen

wiirde. Vielmehr muss die Hohe des Schwerpunktes der wippenden

Bohle iiber ihrer Unterfliche etwa mit h eingefithrt, und in den
1%
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Formeln 23 und 24 » — ¢ mit A und ¢ mit » — % vertauscht
werden. Dann wird aus Formel 23:
r2 Lpioa L 72 o B 2R
B S han T B R
31 +1

r —h>

und, weil » = oo, verlangt die Standsicherheit der Wippe

26) [6=2 I8
Aus Formel 24 wird

R
A e
- Fep oo ” Az (R—}—r)—(h +z)(r+1>
i 2 - Rr—h(R+r 0 <§ )
r—h—R_}_r o s +1
und mit » = oo als Schwingungslinge der Wippe
27) Z—h2+ i
S

Die Formeln 26 und 27 lassen sich auch leicht unmittelbar
finden. _

Beispiel: Es sei (Fig. 198) a=—2m; =5em=0,0m; h=0,025m
£R=0,m. Dann wird fir das polare Trigheitsmoment des Rechtecks nach

1. Theil, S. 271:
geals b 4 -+ 0,052

7 = 0,234, daher

12 12
_ Qo008 - 0384,
s 0,0 — 0,025 e

und die Dauer einer einfachen Schwingung
t= z]/ig =rmd VI = 2,18

Offenbar ist fiir derartige Bohlenwippen geniigend genau

a? a?

=um_m=lﬂR_9

l

= 4,uam,

: e) Hingende Wiege.

Mittels eines Ringes vom Halbmesser R sei ein mit dem
Ringe starr verbundener Korper iiber einen festen Cylinder vom
Halbmesser » gehiingt, wobei » << R (Fig. 199). Der Schwerpunkt S
der Wiege liege um ¢ unter dem Mittelpunkte des Ringes vom
Halbmesser R. Ertheilt man dem Korper eine Rollbewegung
links herum, bis der Beriihrungspunkt sich in P befindet (Fig. 200),



17e. Hingende Wiege. 261

und bezeichnet mit ¢ denjenigen Punkt, der vorher mit P,
zusammenfiel, so muss I’@-: f’—ﬁo oder Ry = r-9; sein.
Weicht die Gerade Q BS, welche ur-
spriinglich lothrecht war (P, B,S, um
d von der Lothrechten ab, so ist 9 der
Winkel, um den sich der Korper gedreht
hat, und zwar ist nach der Figur
oorkas

\

Fig. 199.

R
R
L0l
T R—r
Legt man durch den Mittelpunkt A
des festen Kreises eine Wagerechte, so liegt der Mittelpunkt B des
beweglichen Kreises in der Tiefe
2=AB-cos¥, =(R—r)cos D,
derSchwerpunkt S aberin der Tiefe
y = (R—r)cosd + e-cosd.
In der hochsten Lage, die
bei einer Schwingung vorkommt,
moge ¥ den Werth o erreichen;
setzt man dann auch noch
R
R—=
50 ist der Werth » in der hochsten
Lage

=

. und

%

Fig. 200.

o =a,

Yy = (R—mr)cosa; + ecosa.
Beim Ubergang aus der hochsten Lage in die Zwischenlage
hat die Schwere die Arbeit geleistet
Mg(y—uy,) = Mg {(R — 7r)(cos ¥, — cosa,) + e(cos? — cos a)}.
Es wird daher nach dem Satze der Arbeit (wie auf S. 256) mit
© = PS8 = annihernd R + ¢, w?(0® + %) =2g(y — »,)
B4 9 &

dt = —d?v .
29(y —w1)
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Daraus folgt in dhnlicher Weise wie auf S. 256

29 [ (R + )2 + 2
dt = — PO o .R2 z
Tl g e o)
Hiermit ist die Schwingungslinge der hingenden Wiege
_(R+e?+ 2
B 6 s
R—1»r &

28) !

Besteht der wiegende Kérper nur aus einem diinnen Ringe,
so wird mit ¢ = 0 und ? = R2:
l=2(R—r),
und schliesslich mit » = O fiir den ein physisches Pendel bildenden
Ring I = 2R, wie schon im 1. Theile, S. 284 gefunden wurde.

Mit B + ¢ = —h und schliesslich R = oo wird aus der
hingenden Wiege wiederum die Wippe mit
g B2+ 2 R+
5 Rr———(R—r)h(R_r>_ r—h’

Beispiel: Der in Fig. 201 dargestellte Korper (Taschenuhr) hinge auf
einem Stifte von 1mm Halbmesser; es ist R=8mm;

2 .
r=1mm; ¢=37mm; §* annihernd =%; also (Gl 28) Fig. 201.
4 S5
L e IR s !

64

i .
daher die Schwingungsdauer annihernd
t = V@w? = (228,

Fast die gleiche Schwingungsdauer hat auch die
Unruhe der Taschenuhr (S. 233).

Denkt man sich diese Uhr auf einem schwimmen-
den Brettchen liegend, so wird, weil die schwingende
Unruhe nur unter dem Einfluss innerer Kriifte der
Uhr steht, die Momentensumme der Bewegungsgrossen der Uhr sich nicht indern
konnen (8. 193). Behielte nun das Gehiuse der Uhr seine urspriingliche Lage,
so wirde vermdoge der Schwingung der Unruhe die Momentensumme der Be-
wegungsgrossen in Bezug auf die Achse der Unruhe und auch in Bezug auf eine
dazu parallele Schwerpunktsachse sich fortwiihrend éindern. Diese Anderung
muss dadurch aufgehoben werden, dass die iibrige Uhr kleine Drehschwingungen
um die lothrechte Schwerpunktsachse ausfithrt, welche den Schwingungen der
Unruhe stets entgegengesetzt gerichtet sind. Diese Anregung zur Schwingung

S T
\
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macht sich auch geltend, wenn man die Uhr nach Fig. 201 aufhéingt;
stimmt die Schwingungsdauer der aufgehiingten Uhr mit derjenigen der Unruhe
iiberein, so kann die aufgehingte Uhr unter giinstigen Umstinden in Folge
der Bewegung der Unruhe in deutlich sichtbare Schwingungen gerathen.

18. Wirkung des Pulvers in der Kanone.

In Folge der Ausdehnung der entwickelten Pulvergase wird
dem Geschosse, welches zu Anfang, ebenso wie die Kanone, die
Geschwindigkeit Null hatte, eine Geschwindigkeit » beim Verlassen
des Rohres ertheilt. Da nun der Gasdruck des Pulvers fir die
aus (eschoss, Kanone und Lafette bestehende Massengruppe eine
innere Kraft ist, so muss, wenn dussere Kriifte von bedeutender
Grosse in wagerechter Richtung nicht auftreten, der Gesammt-
schwerpunkt an der urspriinglichen Stelle verbleiben, oder es muss
die Bewegungsgrosse in der Richtung des als nahehezu wagerecht
gedachten Rohres Null verbleiben (S. 173). Es ‘werden daher Kanone
und Lafette zu einem Riicklaufe mit der Geschwindigkeit v, ver-
anlasst. Ist M die Masse, welche das Rohr mit der Geschwin-
digkeit v verldsst, M, die Masse der Kanone und Lafette, so muss

— M,v, + Mv =0, also
M :
1) v = J—IITU sein.
Die relative Geschwindigkeit des Geschosses in Bezug auf die
zuriicklaufende Kanone ist offenbar

M
w=v+v1=v<1 +7n—1>
Da das Rohr vom Halbmesser » schraubenlinienférmige Ziige
vom Ansteigungswinkel « und der Ganghthe oder dem Drall &

besitzt, so entspricht der Verschiebungsgeschwindigkeit

M
W = (1 - M>
noch eine Winkelgeschwindigkeit ¢ von der Grosse
iy M\ v2xm < M\
?) (p—r-tga<1+-M_l>_ h 1+M1)'

Ist nun u die auf die Lingsachse und den Abstand » bezogene
Masse des Geschosses, so ist das gesammte Arbeitsvermdgen in



