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Ebenso folgt fiir die anderen Achsen

1 .

2) Gy — (i — Rp-p =M,
df

3) Ty G — (= Tp)- gy = M.

Dies sind die von Leonhard Euler im Jahre 1758 ent-
wickelten Gleichungen fiir die Drehung eines starren Kérpers um
einen festen Punkt.

8. Bewegung des Kreisels.

Unter einem Kreisel denken wir uns einen Korper, bestehend
aus einer Achse mit einem darauf befestigten Schwungringe. Dem
Korper werde eine bedeutende Winkel-
geschwindigkeit ¢, um seine zuniichst fest- Fig. 170.
gehaltene Achse ertheilt; setzt man ihn dann ¢
in beliebig schiefer Lage mit dem unteren
Ende 4 der Achse in ein Kugellager,
welches den Punkt A (nahezu) unbeweglich
macht, oder befand er sich schon, bevor er
in Drehung versetzt wurde, in einem solchen
(Fig. 170), so fillt der Kreisel unter Einwirkung der Schwere
nicht etwa um, wie es ohne die Drehung geschehen wiirde, vielmehr
beschreibt die geometrische Achse des Kreisels bekanntlich eine Kegel-
fliche, deren Achse die durch A4 gelegte Lothrechte ist, wobei aber
die Leitlinie nicht ein Kreis, sondern
eine von zwei koncentrischen Kreisen ein- Fig. 171,
geschlossene, epicykloidenartige Kurve ist.
Dies ergiebt sich wie folgt: X

Die geometrische Achse ist offenbar s /
eine Hauptachse des Kreisels fiir den
Punkt 4 und werde zur 2-Achse - ge- Rt 9 fle
nommen. Jede durch A4 rechtwinklig \ Mg
zur w-Achse gelegte Gerade ist ebenfalls bl
eine Hauptachse. Wihlt man die durch
A X bestimmte lothrechte Ebene zur «z-Ebene, so liegen hierdurch
die Achsen 47 und A Y fest; letstere ist in Fig. 171 rechtwinklig
zur Bildebene zu denken. Die Lothrechte durch den Punkt 4 werde
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AV genannt; sie schliesse mit 4_X den verinderlichen Winkel
ein. Da wegen der regelmissigen Gestalt des Kreisels das Trigheits-
Ellipsoid fiir den Punkt A offenbar ein Umdrehungs-Ellipsoid, so
ist J; = J;.

Die Winkelgeschwindigkeiten sind
im Zeitpunkte ¢ = 0: @,, % =0, w, =0,
im Zeitpunkte ¢: (o7 Y.

Die Kraftmomente rithren, wenn man die Reibung im Kugel-
lager vernachlissigt, nur vom Gewichte her; dann ist

M, =0; M, = M-g-esind; M, =0.

Hiernach wird aus den Euler'schen Gleichungen 1 bis 3, S. 215/6:

dp

1) JIW—O’

2) JQ%_(J2—L>W'¢=MgCSiH’O;
d

3) K — (5, — B)g-x=0.

Bei der Aufldsung dieser Gleichungen folgen wir im Wesent-
lichen Schells Theorie der Bewegung und der Krifte, 1. Aufl, S. 831.
Nach der ersten Gleichung ist ¢ unverinderlich, d. h.

4) @ = @p.
Aus den Annahmen ergiebt sich unmittelbar
5) x= @

dt

Multiplicirt man Gl 2 mit y-dt¢ = dv¥ und GL 3 mit y-d¢t, so
entsteht

Joy-dy — (Jo—J)@-y-w-dt = Mgesind-dd,
Sy dy — (S —H)¢-x-y-dt = 0.

Daraus wird durch zusammenzihlen:

Jy(y-dy + p-dy) = Mgesind-dJ.
Integrirt man dies zwischen den Grenzen

72=0, =0 i— ) und

Ve Y, 9, so wird
Gy Jo (% + w?) = 2 Mge(cosdy — cos ).



218 Dritte Abtheilung. C. Bewegung starrer Korper.

In Bezug auf die drei Koordinatenachsen, welche im Zeit-
punkte ¢ mit den Hauptachsen zusammenfallen (vergl. 8. 212), ist
die Momentensumme der Bewegungsgrissen hezw.

Ne=Jipy; Jyy; Jyewp.
Projiciren wir diese Strecken auf die Lothrechte AV, so ist die
Summe dieser Projektionen die Momentensumme der Bewegungs-
grossen in Bezug auf 4 V. Dies giebt
Jy@y-cos + Ty -sind.

Dieser Werth muss, weil M-g |l AV, d. h. das Kraftmoment in
Bezug auf 47 Null ist, nach S. 193 unveréinderlich, also gleich
seinem Anfangswerthe sein. Sonach wird

Jy@ocosV + Jyp-sind = J, gyeosd,, oder
7) Jy @y (cos Py — cos ) = Jyp-sind.
Aus den Gl 6 und 7 ldsst sich v entfernen und 2 berechnen, nimlich

'_ 1 : j J2@,? costly, — cos z’))
8) Z——iI/J)‘I/(COSD()——COS&)<2M90——J:m .

Auf der rechten Seite dieser Gleichung ist ¥ die einzige Verinder-
liche. Da nun y nicht imaginir werden kann, wird sich ¢ nur
innerhalb solcher Werthe indern konnen, fiir welche der Ausdruck
unter dem Wurzelzeichen positiv bleibt; diejenigen Werthe von 9,
welche jenen zu Null machen, sind Grenzwerthe. Riner dieser
Grenzwerthe ist nach Gl 8 offenbar der Anfangswerth 9 = ¥,.
Ein anderer Grenzwerth 9, ergiebt sich, wenn man

Ji2 ,c089) — cosd, &

setzt, wofiir man wegen sin?9, = 1 — cos? ¥, auch schreiben kann:
N
9) abge s (I — cos® ) = cos ¥y — cos ®, .

R
Der Einfachheit wegen sollen im Weiteren nur solche Fille
beriicksichtigt werden, in denen die anfingliche Winkelgeschwindig-

keit @, sehr gross oder, bestimmter ausgedriickt, das urspriingliche
J.

1
ist; dann wird die linke Seite der Gl 9 sehr klein, mithin auch

die rechte; d. h. die Grenzwerthe 9, und ¥, sind nur wenig von
einander verschieden, oder # indert sich nur wenig.

2
Arbeitsvermdgen JJ% sehr gross im Vergleiche mit Mg-e
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Wir schreiben daher
10) =9, + 9,

worin fiir grosse Drehgeschwindigkeit des Kreisels 0 ein kleiner
Winkel ist. Hiermit wird

cos & = cos (¥ + 0) = cos #;- cos O — sin&;-sin 0
= cos¥; — O-sin ¥, oder
318 cos by — cos ¥ = O-sind,.

Vertauscht man noch anniherungsweise sin# mit dem Anfangs-
werth sin &, so wird aus Gl 8 unter Benutzung von Gl 11:

o Al N %
12) ;{=i]/2 Jf‘G'O'SIH'}()—j;E‘Po%z-
Nach GL 5 und 10 ist
d ¥ do
& T Ty

: . o
Der grosste Werth 6, von O ergiebt sich fiir th =0, also’ 1y
¢

77— OimachuGlal2azu

0, = —Z— —2gind, =& — .
14) 1 2 2 SV, == 0
Um zu erfahren, innerhalb welcher Zeit # von #; in #,, also
O von O in O, iibergeht, muss man aus Gl 13 und 12

oy do do
[y = — =
K J 2Mg-ec-Jy-sind, -
i1 il 23 S0 e
JQ%V Ji @,

entnehmen und integriren. Setzt man zur Abkiirzung voriibergehend

Mqg-e-Jy-sind ;
—*'/%22 3 ) = @, SO Wll‘d
Ji% @

"[2 do
Jo® V240 — 0%

i —



220 Dritte Abtheilung. C. Bewegung starrer Kérper.

Nun ist aber

da,]‘CCOS (1'——6—>= e
a 0\?
Vl—(l—)
a
1 do do
—Refen e = ———— also
@ 7/28 8% V2a6—0°
a a’
= arc cos <1—~ —) = oder
Jy- <P
, Jy JiPpy’ )
15) = T arc cos <1 o Lo ) o) + C.

Rechnet man die Zeit von dem Augenblick an, in welchem o =0
also 4 = ¢, war, so wird

0=

A
arccosl 4+ ¢, d.h. C=0.
J1- @
Lost man Gl. 15, mit ¢' = 0, nach auf, so entsteht

Mg-e-J,-sin < Jy >
—“ 1-—008 A s
VAR B

Diese Gleichung giebt ¢ als £(¢); jedes Mal wenn = (pot sich um

16) S

27 geindert hat, kehren fiir 0 dieselben Werthe w1eder, in der Zeit
17) tl =T

wird also der Zwischenraum von ¢, bis
#, ein Mal hin und her durchlaufen.
Die Achse A_X des Kreisels beschreibt
also um die Lothrechte .4 7 einen Kegel
mit einer nach Fig. 172 geformten Leit-
linie. — TFig. 172 sei der Grundriss der
Bahnlinie des Kreiselschwerpunktes S.
Die Grosse des Ausschlages C'D in ra-
dialer Richtung ist durch ¢, (Gl 14) gegeben, die Zeit zum Durch-
laufen eines Bogens BDE durch GL 17. Um auch noch die
Linge BCOE eines Bogens zu finden, miissen wir die Winkel-
geschwindigkeit w berechnen, mit der sich die Ebene VA X (Fig. 171)
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um AV dreht. Diese erhilt man, indem man die Winkelgeschwin-
digkeit ¥ um die Achse A Z zerlegt nach den Richtungen 4 ¥ und
AX (Fig. 173), dann ist die in erstere Richtung
fallende Seitengeschwindigkeit der gesuchte Werth

Fig. 173.
P g
sin & 14 X
Nun ist nach Gl 7: /
e Jy (cosdy — cosd) % #
A JQ (pO slnl?~ ! ,/,, J
also mittels G1. 11, wenn man zugleich nach S. 219 g\\
wieder sin# mit sin#, vertauscht, e A

Ji S
Y = j;%'é’ mithin

e )
6} it o T
Da nun O von Null bis 6, schwankt, so ist auch w zwischen Null
und einem Grosstwerthe (fiir 0 = 0,) veriinderlich. Kinen Mittel-

werth von @ erhilt man, wenn man fiir 0 den Mittelwerth

o Mag<eods v
21= (;;2 ﬁsm 3,
(G1. 14) einsetzt, nimlich
Mg-e
19 W= =",
) J1 9o
Aar )
In der Zeit e
: @ J,
(GL. 17) dreht sich die Ebene VA X also um den Winkel
Mg-e J,
7] == (L)'tl = 27[702‘— J—I%,
wofiir man nach GL 14 kiirzer
¢ 80 61
= 7= "5,

schreiben kann. Aufeine Umdrehung der Ebene 174 X kommen sonach

21) n=27n:=2 sin ¢,

) 0,
Schwankungen der Kreiselachse.
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Die Zeit einer vollstindigen Drehung der Ebene 174 X betriigt
2 Jy @
22) ly — Pt ZﬂW,
wiichst also verhiltnisgleich mit der Winkelgeschwindigkeit ¢, des
Kreisels und ist unabhiingig von dem Winkel #,. DBei sehr grosser
Drehgeschwindigkeit ¢, des Kreisels ist nach G1. 14 der Winkel 0,
nur klein, » (Gl 21) gross und ¢, (Gl 22) gross, d. h die Kreisel-
achse beschreibt sehr langsam einen Kegel mit vielen aber kleinen
Rippen, so dass der Kegel fast wie ein Kreiskegel erscheint. Wird
die Drehgeschwindigkeit des Kreisels um seine Achse in Folge von
Reibung und Luftwiderstand allmihlich kleiner, so werden die
Schwankungen O, grdsser, bis der Kreisel schliesslich die Grund-
ebene berithrt und umfillt oder sonst in seiner Bewegung gestort
wird, und die Zeit # einer Drehung der Ebene VA _X verkleinert
sich.  Der Sinn der Winkelgeschwindigkeiten  und @, (Gl 19)
stimmt in Bezug auf den Drehpunkt iiberein; ist ¢,, von oben
betrachtet, rechts drehend, so gilt dies auch fiir w, und umgekehrt.
Uber die Form der Kurve BD E (Fig. 172) erhiilt man noch
bestimmteren Aufschluss, wenn man mittels der GL 12 und 18 bildet

i 2M.q~e-sin3ﬂo-.72_ 2 g
G T2p.%0 sin? 9, .

Fiir 6 =0 wird % = oo, d. h. die Kurve BDE ist bei B und

2
E radial; fir 6 =8, (GL 14) aber wird % =0, d h. die Kurve

BDE ist bei D rechtwinklig zu A D. Weil 4C = ¢-sin &y, SO
st BOE= AC-5=¢-0 -7 (GL.20). Betrachtet man anniihernd
OD als = e-0;, so passt auch das Verhiltnis BOE: 0D = x
auf eine sphirische Epicykloide,
welche beim Rollen eines spitzen
Kegels auf dem éusseren Mantel
einesstumpferen entstehen wiirde.

Beispiel: Ein Kreisel (Fig. 173)
bestehe aus einem Schwungringe von
0,045 m mittlerem Halbmesser, der so
schwer ist, dass gegen seine Masse
diejenige der Achse und der Rad-
arme vernachliissigh werden kann. Die Spitze liege um 0,0:m unter der Mitte
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des Schwungringes und sei in einem glatten Griibchen drehbar, so dass man
ihre Bewegung als Drehung in einem Kugellager ansehen kann. Dann ist
annithernd
Vi M 050152 —"0 005
0,045 2
2

Sy — M ( + 0,0z2) = 0,0014 - M,

e = 0,02.
Fiir diesen Kreisel ist die Schwankung

2 M- 9,81 - 0,02+ 0,0014 M - sin %, Lo BT
=== ;

bdil D= :
(GL. 14) 01 202 0,002% - M? o,°

die Zeit einer Hin- und Herschwankung

00016 44

(GL 17) H=2

T TR )
"0 g @

die Zeit eines Umlaufes der Kreiselachse um die Lothrechte

0,002

9’31’. 0,02 9o = 0,064 @ 5

die Zahl der Schwankungen der Achse withrend eines Umlaufes, d. h. Zahl der
Rippen des Kegels

(Gl 21) h

(GL. 22) t,=2x

sin 730 9
ilgi BRMe | s llignly, oot
137 -sing, °° el

Um die Achse des Kreisels sei eine Schnur gewickelt; die Mitte derselben
sei von der Mittellinie der Achse um 4 mm entfernt, so dass eine Umwickelung
einer Fadenlinge von rund 25 mm entspricht. Wird an dem freien Ende des
Fadens mit moglichst gleich bleibender Kraft gezogen und zugleich die (hohle)
Achse des Kreisels mittels eines hineingesteckten Stiftes festgehalten, so erfihrt
der Kreisel eine gleichformig beschleunigte Drehbewegung. Werden bei dieser
in einer Zeit von drei Sekunden 800 mm Fadenlinge abgezogen, so ist die
Endgeschwindigkeit des Fadens (nach 1. Theil, S. 12, GL 4, mit ¢=0)

2. 5
= ;00 — 533 mm/s. s
entsprechend einer Drehgeschwindigkeit von
: 513
¢ it

Umdrehungen in der Sekunde, oder einer Winkelgeschwindigkeit
e =202 — 139
Die Winkelbeschleunigung dieser Antriebbewegung ist

S 189 S
e 44 .
Hat der Kreisel ein Gewicht Mg = 0,3kg, so ist
= —Olri - 0,002 3
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somit erfordert = ein Moment
M = e - J; = 0,0027 mkg,
also an einem Hebelarme von 0,001m eine Zugkraft K = 0,7 kg.
Aus ¢, = 132 folgt die Zeit einer Hin- und Herschwankung

4,4
e 152 = 0,033 8
die Zeit eines Umlaufes der Kreiselachse ¢, = 0,061 - 182 = 8.45.; die Zahl der
Rippen eines Kegels n = 0,015-1322 = 261,2.  Einer Schr‘wstellunw der
Kreiselachse um den Winkel #, = 10° mit sin 8, = 0,17 entspricht dann
37 -0,
Ol = %ﬂ = 00012 = 5.

Ist die Winkelgeschwindigkeit ¢, nur halb so gross, wie vorstehend ange-
nommen, so wird ¢ doppelt so gross, d. h. O,06¢ 53 ¢, halb so gross, d. h. 4,253
die Zahl » der Rippen vermindert sich auf ein Viertel, d.h. auf 6,45 withrend
d, auf das Vierfache, niimlich auf 20’ zunimmt.

9. Drehung eines starren Korpers um einen festen Punkt
ohne Einwirkung bewegender Krifte.

Der vorstehend behandelte Fall der Kreiselbewegung wurde
dadurch verhiltnismissig leicht losbar, dass das Trigheits-Ellipsoid
ein Umdrehungs-Ellipsoid war, dass ausserdem die Winkelgeschwin-
digkeit @, sehr gross, die anderen beiden y, und 1, aber gleich
Null vorausgesetzt wurden und dass die Achse des resultirenden
Kriftepaares in eine Hauptachse fiel. Ohne diese vereinfachenden
Annahmen wird die Aufgabe, die Drehbewegung eines Korpers um
einen festen Punkt zu untersuchen, meist so schwierig, dass wir
von deren allgemeiner Behandlung hier absehen.

Wirken auf den Korper ausser dem Widerstande des festen
Punktes keine dusseren Kriifte, sind also die Drehmomente in Bezug
auf alle durch den festen Punkt zu legende Achsen gleich Null,
so nehmen die Huler'schen Drehgleichungen (S. 215/6) allerdings die
etwas einfachere Grestalt

Sl
A SRR R

dt (J” Jl)Qp-q:),

dt

52 (g —Bpy an

Die Entwickelung dieser Gleichungen, welche Poinsot im
Jahre 1834 gezeigt hat, soll hier nur in ihren Ergebnissen
beschrieben werden,




