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Trigheitsmomente in Bezug auf alle durch den Punkt 4 gehende
Achsen von gleicher Grosse, auch hat dann jede dieser Achsen die
Eigenschaften einer Hauptachse.

Ist der Punkt 4 der Schwerpunkt des Korpers, so wird
das Trigheits-Ellipsoid im Besonderen Central-Ellipsoid genannt.
Kennt man die Schwerpunkts-Hauptachsen und deren Triigheits-
momente, so kann man nach Gl 7 das Triigheitsmoment fiir jede
Schwerpunktsachse SP berechnen und daraus wiederum das Triig-
heitsmoment fiir jede zu S parallele Achse 4P, welche von
SP um eine Liinge ¢ entfernt ist, weil nach 1. Theil, S. 268 das
Tragheitsmoment fiir eine beliebige Achse gleich ist dem Trig-
heitsmomente fiir eine dazu parallele Schwerpunktsachse + M- o2

Im 1. Theile, S. 290 wurden solche Drehachsen eines Korpers,
fur welche die Centrifugalkriifte sich vollstindig aufheben, freie
Achsen genannt. Die Bedingungen dafiir waren, dass diese Achsen
durch den Schwerpunkt gehen mussten, und dass ausserdem, wenn
SX eine freie Achse sein sollte, und SY nebst SZ zwei andere
zo SX und zu einander rechtwinklige Achsen waren, noch die
Centrifugalmomente Xmay = €. und Xmaz = ¢, Null sein
mussten. Fiir gewisse einfache Fille wurden a. a. O. solche freie
Achsen nachgewiesen. Aus den vorstehenden Untersuchungen ergiebt
sich nun, dass die Schwerpunkts-Hauptachsen eines Korpers
die Bedingungen freier Achsen erfillen, dass somit
jeder Korper mindestens drei zu einander rechtwinklige
freie Achsen hat.

Die im Vorstehenden entwickelten Eigenschaften des Trigheits-
und Central-Ellipsoides rithren von Poinsot (geb. 1777 zu Paris,
gest. 1859 daselbst) her (vom Jahre 1834); sie bilden Verallge-
meinerungen der in Keck, Vortriige iiber Elasticititslehre, S. 25
behandelten Eigenschaften der Triigheits- und Central-Ellipse
fir ebene Figuren.

3. Berechnung der Trdgheitsmomente einiger Kirper.

Ein Korpertheilchen vom Rauminhalte da-dy-d: hat, wenn

» das Gewicht der Raumeinheit ist, die Masse m = %-dw-dl’l/-clz
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und einen rechtwinkligen Abstand von der 2-Achse r = Va? + v,
liefert daher zu dem Trigheitsmoment in Bezug auf die z-Achse
den Beitrag

ddi= %-dw-dy-dz(m‘-’—l—yg);

somit ist der allgemeine Ausdruck fir das Trigheitsmoment J.
eines Korpers iiberall gleicher Dichte

1) Jh= %ff[(w:’ 4+ y?)-do-dy-dz.

Die Grenzen der Integrationen sind durch die Form des Korpers
bedingt. Doch hat man in den meisten Fillen die allgemeine Gl. 1
nicht nothig, wenn man bereits bekannte Ergebnisse zu Hiilfe
nimmt. Die Werthe der Trigheitsmomente driickt man schliesslich
meist als Vielfache der Masse M aus; bei der Berechnung kann

man also den selbstverstindlichen physikalischen Faktor % (Masse

der Raumeinheit) fortlassen, wenn man nachher auch statt der
Masse den Rauminhalt des Korpers einfiihrt.

a) Triigheitsmoment eines rechtwinkligen Parallelepipeds von den
Kanten @, b, ¢ in Bezug auf eine zu der Kante ¢ parallele
Schwerpunktsachse.

Eine zur z-Achse rechtwinklige Scheibe des Korpers (Fig. 154)
ist eine rechteckige Platte von den Seiten « und 5 und der Dicke dz.
Eine Rechteckfliche von den Seiten
a und b hat in Bezag auf die
Mittellinien  die  Durchmesser- : i
Trigheitsmomente !12@-0? und
/125 - a®, mithin das polare Trig- / § %
heitsmoment 12 @ - b (b2 + a?) L 5
ol g Dis Neheihe L ik 0 v Syl L
von der Dicke dz liefert daher zu

; . (¢ o
J, einen Beitrag / ; /

Fig. 154.

hor | 7,2 N 7, ;
dJ;—12a-b(b = ar)ide, .
also ist
: It 1 S
¢ i B (h2 YA o 2 9
2) J;——lzm b(b —I—a)c——le(cL B2
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Ebenso ist

3) Jz—iM(bZ%— o Jy=11—2M-(a9—}—09).
Sind von den drei Kanten zwei einander gleich, z. B. b = a, so wird
1 1
= — M-a2: — = — M-(q2 2
L 6.Ma, =1 12M(a + ¢?)

und das Central-Ellipsoid ein Umdrehungs-Ellipsoid. In diesem
Fall ist jede in der wy-Ebene liegende Schwerpunktsachse eine
freie Achse mit dem Trigheitsmoment /12 M (a2 + ¢?). — Fiir
den Wirfel ist mit b=c=0a J,=J,=J, = YsMa?, das
Central-Ellipsoid eine Kugel und jede Schwerpunktsachse eine
freie Achse.

b) Haupt-Triigheitsmomente eines Cylinders, hezogen auf den
Schwerpunkt.

Da das Durchmesser-Trigheitsmoment einer Kreisfliche vom
Halbmesser » die Grosse !Yarim hat

(s. 1. Theil, S. 273), so hat eine kreis- Fig. 155.
formige Scheibe von dem Halbmesser » 4

und der Dicke dz (Fig. 155) das Durch- !
messer - Trigheitsmoment art*zn-dz und dz_ |

ein auf die rechtwinklig zur Bildebene [~=% “o
liegende Schwerpunktsachse SY bezogenes : z
Trigheitsmoment NS X

4) dJy=%r47r-dz+7'2n-dz-z2,

weil 2 die Entfernung dieser beiden Achsen e,
ist. Hiernach wird i

d+l
1 2
Jy=—ritmh + rgnbgz?dz, oder

4

2

lr*nh—l—2127t l/i b

A== 1 S e < + ) Also ist
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In Bezug auf die z-Achse aber ist (nach 1. Theil, S 272)
M,

6) I ig 0 Fig. 156.
Das Central-Ellipsoid ist offenbar ein Um- | ¢
drehungs-Ellipsoid. ~Dasselbe wird zu einer e //i\\ ;"‘— '
Kugel fir t ; : .l/ li \\\d ]El
r2 h N ,
B ailae
i | by |
GL Jak it 12 = 322, oder fir e ‘ ¥
e R s
7) h=rV38=173r.

Diese Hohe ist diejenige eines gleichseitigen Dreiecks von der
Seite d = 2+ (Fig. 156). Fiir einen Cylinder von diesem Hohen-
verhiiltnis ist das Central-Ellipsoid eine Kugel und jede Schwer-
punktsachse eine freie Achse.

¢) Trigheitsmomente eines Kegels.

In Bezug auf eine zur Grundfliche parallele Achse A.X durch
die Spitze 4 des Kegels (Fig. 157) ergiebt
sich das Trigheitsmoment einer kreisformigen
Scheibe vom Halbmesser # und im Ab- 1
stande 2 von der Spitze gelegen, entsprechend
der Gl. 4, zu

ol = %x“n- dz + a?m-dz- 2.

Fig. 157.

e

Hieraus wird wegen

E—————

el e
i ==
1 4 2
dJy, = == mw-t-dzs+ 55 w-2t-dz, also
4 h
e V) ~___r‘-’n<1 r? >h5
J’”'—hl’nu k'~’+1f 52 i — 2 \2 h‘~’+1 5 oder
vt 7
9 B AT
J‘_’"”h<20+ 5)’
also mit r?ah =3 M:

3 5
8) Jfy = %Jﬂ(r?-{-éllr).
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Schwingt der Kegel als physisches Pendel um die a-Achse,
so ist seine Schwingungslinge (nach 1. Theil, §. 279), weil
der Schwerpunkt um 3/4% von der Spitze entfernt ist,

s i J’c _3._4_ 2 ?_]i< ﬁ)
! Z“M-ﬁ/m“% 3h(’"+“)_5 T

Das Trigheitsmoment in Bezug auf eine mit 4 .Y parallele
Schwerpunktsachse wird

Jy=dy=J,— M-(3+h)?, also

3 Sl 9
== dfgrt e e D)
sy 3 ) 8 < ]LQ)
=i 2 A Sl
10) ——)]_(201" -+ 807L 201‘[ r? + i)

In Bezug auf die geometrische Achse des Kegels ist (nach
13 Theil, ‘8. 273)
3

= — 2
11) : Jy 10 M2,
: e h? o g
B8 wird J, = J, = J, " fy 9?3 b 272, ‘d. h. fir 'k '= 2,

In diesem Fall ist das Central-Ellipsoid eine Kugel und jede
Schwerpunktsachse eine freie Achse.

d) Haupt-Triigheitsmomente fiir den Schwerpunkt eines
dreiachsigen Ellipsoides.

Wird eine Kreisfliche vom Halbmesser » in einer Richtung
gleichmiissig gedehnt (Fig. 158), so entsteht eine Ellipse der Halb-
achsen v und w. Bei dieser Dehnung

dndern sich der Flicheninhalt und das Fig. 158.
Trigheitsmoment in Bezug auf den DL S
Durchmesser 2% in demselben Verhilt- g s e
nisse. ~ Daher bleibt fiir dieses Trig- L\* }v
heitsmoment die fiir die Kreisfliche Mool

entwickelte Formel J = /4 -2 auch fiir die Ellipse giiltig. Dies
giebt, mit F = u-v- 7,

4
= = o,
4
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Ebenso gilt fir den Durchmesser 2 v

T :
J=—v-ud,

4
also fiir das polare Trigheitsmoment

o =£u'v(u?+v2).

Schneidet man nun aus einem Ellipsoide rechtwinklig zur Achse 4 7
eine elliptische Scheibe von den Halbachsen « und v und der Dicke d 2
heraus (Fig. 159), so liefert diese zu
dem Trigheitsmomente des Ellipsoides
in Bezug auf die z- Achse einen Beitrag

dJ, = %u-v (u? +v?)dz.

Wird dies von z = O bis z = ¢ summirt,
so ergiebt sich das Trigheitsmoment
des halben Ellipsoides, und fur das-
jenige des ganzen gilt das doppelte:

J, = % (u-v(u2 + v?)dz.
)

Nun sind » und z die Koordinaten

eines Punktes des einen elliptischen

Hauptschnittes von den Halbachsen «

und ¢, daher

18 2 52 2
+ 5 =1 oder ut = a? (1 — —2> ; ebenso »? =10’ (1 — —q> :
¢ e

a?

C

Hiermit wird J, =5 —& ——; (c?—2%)2dz
0
und nach einfacher Ausfithrung

J, =iﬂ-tt-b-c(a?—l— b2

15
Da nun M == %a-b-c-n ist, so folgt schliesslich
12) : J, = %—[(oﬂ + b?).
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Ebenso wird

13) Iy = %(w? R e .

—5— (l)? + 02) .

Fir die Kugel wird mit b =¢ =4«

=T — gﬂ[cﬁ (sl Bleil S S SOTS):

4. Drehung eines starren Kirpers um eine feste Achse.

Bei einem starren Korper ist das Trigheitsmoment in Bezug
auf die Drehachse unvemndelhch daher wird aus Gl 6, S. 193

g nadon . : ;
Hierin ist T die Wlnkelbeschleunlgung; bezeichnet man
C

dieselbe mit &, so hat man die aus . Theil, S. 276 bekannte
Gleichung fiir die ungleichformige Drehung eines starren Korpers
um eine feste Achse

RIS
1) E— o
wenn I die Momentensumme der Husseren Krifte, J das Trig-
heitsmoment des Korpers, beide bezogen auf die Drehachse, bedeuten.
Auch kann man, wenn fiir irgend einen Zeitraum w; den An-
fangswerth, w den Endwerth der Winkelgeschwindigkeit, A die
Arbeit der dusseren Krifte bedeutet, nach dem Satze der Arbeit
schreiben (s. 1. Theil, S. 267)
2) ot wIZ)—Z{ g
Die Berechnung der Widerstinde, welche an der Drehachse
eines Korpers angreifen miissen, um sie unbeweglich zu erhalten,
ist auch schon im 1. Theile, S. 287 allgemein gezeigt worden.
Hier sollen noch einige Beispiele dieser Art durchgefithrt werden.

9. Widerstinde der Achse einer schwingenden Glocke.

Die an der Achse einer Thurmglocke auftretenden Kriifte sind
von besonderer Wichtigkeit, da sie nicht nur die Abmessungen

\



