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ändern. Würde z. B. die Erde sich in Folge von Abkühlung zu-

sammenziehen, so dass ./ sich verkleinerte, so müsste ihre Winkel-

geschwindigkeit & grösser werden. Der Umstand, dass zufolge

astronomischer Beobachtungen, soweit dieselben zurückreichen, die

Zeit der Umdrehung der Erde sich nicht merkbar geändert hat,

lässt darauf schliessen, dass auch eine wesentliche ne der

Erde in dieser Zeit nicht mehr erfolgt ist.

(. Bewegung starrer Körper.

I. Abhängigkeit des Trägheitsmomentes von der
Richtung der Achse.

In einem starren Körper werde ein Punkt A gewählt, durch

diesen ein rechtwinkliges Achsenkreuz gelegt und ausserdem eine

Achse AP, welche mit den Koor-

dinatenachsen die Winkel «, ß, y Fie. 139.
bildet (Fig. 152). Hat ein Massen- gan!
theilchen m die Koordinaten w, %, 2 | ”a

und von der Achse A.P den recht- Bl & pP
winkligen Abstand r, so liefert es A

zu dem Trägheitsmoment J des PeREIENR

Körpers in Bezug auf die Achse AP we 2 vw

den Beitrag yetetv“

dJ = m«r2.

Die Verbindungsgerade AQ von A nach dem Massenpunkt m bilde

mit AP den WinkelDidann ist

AQ-sind, mithin

1) ulm:‚Io sin?d = m: AQ? (1 — 608”).

Hat AQ die Riehtungswinkel @,, ß,, Yı, so gilt für den Winkel d

zwischen den Geraden AQ und AP nach den Lehren der Analytischen

Geometrie des Raumes (vergl. 2. Theil, S. 226) die Beziehung

cos) = 0087.c08a, + cosß-cosf, + C0sYy-cosy, .
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Ferner ist AR®=+? +2;

z= AQ:coa; y=AR-coß; z2= AQ-cosy, und somit

AQ- cd = wcosa + ycosß + zcosy.

Aus Gl. 1 wird hiermit

2), de — m{a2 + 92 + 22 — 22 cos?a — y? cos? — 2? cos?y

— 20y 08a-c08ß — 2wz-C08 a. 6089 — 2y2c0s ß- cosy}.

Da nun bekanntlich

cos?a + co?ß + co®?y=1, also

1 — cos?a = cos?P + cos?y,

so kann man =? — x?cos?a mit »?cos?ß + x°cos?y vertauschen,

ebenso 9? — y?eos?ß mit 9?cos?a + y?cos?y und 2? — 2? cos?y

mit 2?cos?a + z?2cos?ß. Führt man dies in Gl. 2 ein und ordnet

nach den Winkeln, so wird

SayIcos? a (y? +22) + c08?ß(@? + 22) + c0s?y (x? + u?)

— 20y-c08a-cos B — 2w2-C03a:C08y — 2yz-cosß-cosy}.

Der rechtwinklige Abstand des Massentheilchens m von der

Achse AX ist aber Vy? + 2?, das Trägheitsmoment des Körpers
in Bezug auf die «-Achse also „= Zm(y? + 2°); dasjenige in

Bezug auf die y-Achse J,= Zm(a? + 2?), in Bezug auf die

z-Achse J, = !m(#? + y?). Bei einer über den ganzen Körper

erstreckten Summirung der Gl. 3, bei welcher die Winkel a, f, »

gemeinschaftlich sind, entstehen aus den letzten drei Gliedern noch

die Ausdrücke ;

2Zmay, Zmaz und. IZmyz;

Diese Werthe heissen nach 1. Theil, S. 288 Centrifugalmomente

und werden abgekürzt mit C,, C, und (©, bezeichnet, wobei man

als Index diejenige Koordinate wählt, welche in der betreffenden
Summe nicht vorkommt. Hiermit wird das Trägheitsmoment Jır

des Körpers in Bezug auf eine Achse AP mit den Richtungs-

winkeln «, ß, y:

4) Jır= ws?a- I, + cos? ß-J, + c08?y-J, — 2 cosa-cosß-C.

— 20038400890, — 2008 P-08Y Cr.
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Sind nun für einen gegebenen Körper und ein festes Achsenkreuz

AX, AY, AZ die Trägheits- und die Centrifugalmomente J,,

0, 32, 0, 6,, © bekannt, so liefert Gl. 4 für jede beliebige,

durch die Richtungswinkel #, f, Y bestimmte, durch den festen

Punkt A gehende Achse AP das Trägheitsmoment Jır.

2. Trägheits-Ellipsoid und Central-Ellipsoid.

Die Abhängigkeit des Trägbeitsmomentes 7 von den Winkeln

“a, ß, y lässt sich für sämmtliche durch den festen Punkt A des

Körpers gehende Achsen zur Anschauung bringen mittels einer Ellipsoid-

fläche. Trägt man auf der Achse A.P eine Länge ab, welche mit

Jin einer bestimmten Beziehung steht, macht man nämlich

5) AP (Bio 153),
fi

VE

so ergiebt sich auf dem Fahrstrahl AP ein bestimmter Endpunkt P;

lässt man nun die Winkel a, f, » alle möglichen Werthe an-

nehmen, so ergiebt sich als geo-

metrischer Ort des Endpunktes P Fig. 158.

eine krumme Fläche, deren Ge-

stalt durch Gl. 4 bedingt sein

muss. DBezeichnet man die Ko- ZIEE

ordinaten des Punktes P mit a |

den orossen Buchstaben X, Y, SS,

Z zum Unterschiede von den

Koordinaten x, y, z des Massentheilchens, so ist nach Fig. 153

08.4 = En —, Un WJr ebenso

csß=Y-VJ; cry = GR

Führt man diese Werthe in Gl. 4 ein, so entsteht in allen Gliedern

der rechten Seite, weil in denselben nur die Quadrate der Kosinus

oder die Produkte zweier Kosinus vorkommen, der gemeinschaftliche

Faktor J. Theilt man die Gleichung dann durch diesen gemein-

schaftlichen Faktor, so verbleibt

BISHrEVZIEHZT,
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Diese Gleichung zweiten Grades nach X, Y, Z mit den

Koöfficienten I, Ip, Is, © C, und CO, bedeutet die Oberfläche

eines dreiachsigen Ellipsoides, u. zw. mit dem Mittelpunkt A, weil in

ihr Glieder mit einfachem X, Y und Z nicht vorkommen. Die

Hauptachsen dieses Ellipsoides, des sog. Trägheits-Bllipsoides, fallen

im Allgemeinen nicht mit den beliebig gewählten Koordinatenachsen

zusammen. Da aber die Hauptachsen des Ellipsoides zu einander

rechtwinklig stehen, so ist es stets möglich, den Koordinatenachsen

solche Richtungen zu geben, dass sie mit den Hauptachsen des

Ellipsoides zusammenfallen. Und weil die auf die Hauptachsen

bezogene Gleichung des Ellipsoides die drei letzten Glieder der

Gl. 6 mit den Produkten zweier Koordinaten nicht enthält, so folgt,

dass die Koöfficienten ©,, CO, und C, dieser drei letzten Glieder zu

Null werden, wenn man die Hauptachsen des Ellipsoides als Koor-

dinatenachsen benutzt. Es giebt also durch jeden Punkt A eines

Körpers ein rechtwinkliges Achsenkreuz, in Bezug auf welches die

Centrifugalmomente zu Null werden; diese Achsen heissen die Haupt-

achsen des Körpers für den Punkt A. Die Trägheitsmomente

in Bezug auf diese heissen Haupt-Trägheitsmomente; bezeichnet

man sie mit J,, 7, und J;, so wird die Gl. 4, 8. 195, bezogen auf

das Kreuz der Hauptachsen,

7) Jır = J, 608? + Jycos?ß + J,c0s?y,

wenn die Achse AP mit den Hauptachsen die Winkel «, f, y

bildet. Die Gleichung des Trägheits-Ellipsoides wird in Bezug auf

die Hauptachsen nach Gl. 6 (8. 196) einfacher

8) 1=EI2 + 57?+52,

1 fi 1

Va VRR Vh
die Halbachsen des Ellipsoides; es entspricht also der kleinsten

- Halbachse das grösste der drei Haupt-Trägheitsmomente und um-

gekehrt. Kennt man diese, so ist nach Gl. 7 für jede andere

durch den Punkt A gelegte Achse AP das Trägheitsmoment J zu

berechnen.

Sind von den drei Haupt-Trägheitsmomenten zwei einander

gleich, so wird das Trägheits-Ellipsoid zu einem Umdrehungs-

Ellipsoide. Sind alle drei von gleicher Grösse, so wird das

Trägheits-Ellipsoid zu einer Kugel. In diesem Falle sind die

und es sind
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Trägheitsmomente in Bezug auf alle durch den Punkt A gehende
Achsen von gleicher Grösse, auch hat dann jede dieser Achsen die
Eigenschaften einer Hauptachse.

Ist der Punkt A der Schwerpunkt des Körpers, so wird
das Trägheits-Ellipsoid im Besonderen Central-Ellipsoid genannt.
Kennt man die Schwerpunkts-Hauptachsen und deren Trägheits-
momente, so kann man nach Gl. 7 das Trägheitsmoment für jede
Schwerpunktsachse SP berechnen und daraus wiederum das Träg-
heitsmoment für jede zu SP parallele Achse AP, welche von
SP um eine Länge e entfernt ist, weil nach 1. Theil, $. 268 das
Trägheitsmoment für eine beliebige Achse gleich ist dem Träg-
heitsmomente für eine dazu parallele Schwerpunktsachse + Me.

Im 1. Theile, S. 290 wurden solche Drehachsen eines Körpers,
für welche die Centrifugalkräfte sich vollständig aufheben, freie
Achsen genannt. Die Bedingungen dafür waren, dass diese Achsen
durch den Schwerpunkt gehen mussten, und dass ausserdem, wenn
SX eine freie Achse sein sollte, und SY nebst SZ zwei andere
zu SAX und zu einander rechtwinklige Achsen waren, noch die
Oentrifugalmomente Imey=C, und !mwz= (, Null sein
mussten. Für gewisse einfache Fälle wurden a. a. ©. solche freie
Achsen nachgewiesen. Aus den vorstehenden Untersuchungen ergiebt
sich nun, dass die Schwerpunkts-Hauptachsen eines Körpers
die Bedingungen freier Achsen erfüllen, dass somit
jeder Körper mindestens drei zu einander rechtwinklige
freie Achsen hat.

Die im Vorstehenden entwickelten Eigenschaften des Trägheits-
und Central-Ellipsoides rühren von Poinsot (geb. 1777 zu Paris,
gest. 1859 daselbst) her (vom Jahre 1834); sie bilden Verallge-
meinerungen der in Keck, Vorträge über Elastieitätslehre, $. 25
behandelten Eigenschaften der Trägheits- und Central-Ellipse
für ebene Figuren.

3. Berechnung der Trägheitsmomente einiger Körper.

Ein Körpertheilchen vom Rauminhalte dz-dy-dz hat, wenn

> das Gewicht der Raumeinheit ist, die Masse m = 7 da. dy.de
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und einen rechtwinkligen Abstand von der r-Ache r = Var + Y,

liefert daher zu dem Trägheitsmoment in Bezug auf die z-Achse

den Beitrag

4, Gdady-de(@® + 9);

somit ist der allgemeine Ausdruck für das Trägheitsmoment J,

eines Körpers überall gleicher Dichte

1) J. = IST + y)-da-dy:de.
(

Die Grenzen der Integrationen sind durch die Form des Körpers

bedingt. Doch hat man in den meisten Fällen die allgemeine Gl. 1

nicht nöthig, wenn man bereits bekannte Ergebnisse zu Hülfe

nimmt. Die Werthe der Trägheitsmomente drückt man schliesslich

meist als Vielfache der Masse M aus; bei der Berechnung kann

man also den selbstverständlichen physikalischen Faktor e (Masse

der Raumeinheit) fortlassen, wenn man nachher auch statt der

Masse den Rauminhalt des Körpers einführt.

a) Trägheitsmoment eines rechtwinkligen Parallelepipeds von den
Kanten a, db, ce in Bezug auf eine zu der Kante e parallele

Schwerpunktsachse.

Eine zur z-Achse rechtwinklige Scheibe des Körpers (Fig. 154)

ist eine rechteckige Platte von den Seiten « und b und der Dicke dz.

Eine Rechteckfläche von den Seiten

a und 5b hat in Bezug auf die

Mittellinien die Durchmesser- 1

Trägheitsmomente bı2a-b? und
Yıab-a?, mithin das polare Träg- 2 o %

heitsmoment Yıza-b(b?-+ a?) Zn |

LanSal. Dis Scheibe: al,3Synu

von der Dicke dz liefert daheru 7
J, einen Beitrag i ne

n—ı 2 Di,dl gab + a?)dz,

Fig. 154.

 

 

 
   

also ist

2) Je  n a-b(B? + ad). ec = Ma +22).
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Ebenso ist

1 5 1
3) L=54W+ 2); =nM(+0).

Sind von den drei Kanten zwei einander gleich, z.B. db=a, so wird

il il
—= — M-a?: — — — M:(ua? 2BE He; D—, 19 4 (a +02)

und das Central-Ellipsoid ein Umdrehungs-Rllipsoid. In diesem
Fall ist jede in der »y-Ebene liegende Schwerpunktsachse eine
freie Achse mit dem Trägheitsmoment !/ıa M (a? +c?). — Für
den Würfel st itb=c=a „,=J=J= Ma’, das
Central-Ellipsoid eine Kugel und jede Schwerpunktsachse eine
freie Achse.

b) Haupt-Trägheitsmomente eines Cylinders, bezogen auf den

Schwerpunkt.

Da das Durchmesser-Trägheitsmoment einer Kreisfläche vom
Halbmesser r die Grösse NWartn hat

(s. 1. Theil, S. 273), so hat eine kreis- Fig. 155.
förmige Scheibe von dem Halbmesser r Z

und der Dicke dx (Fig. 155) das Durch-

messer-Trägheitsmoment Yartz-dz und

ein auf die rechtwinklig zur Bildebene

liegende Schwerpunktsachse SY_ bezogenes
Trägheitsmoment Ser

 

 

  "

4) dJy = rin. de + r?0-de: 2,

weil z die Entfernung dieser beiden Achsen
ist. Hiernach wird

   
5 Ss

2

1J„)=-raht erad oder

SITEl h?
en 2 N ‘0 igat sach+2r?n anan+= Also istRI

3
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In Bezug auf die z-Achse aber ist (nach 1. Theil, S. 272)

 

   

M
6) Legt. Fig. 156.

Das Central-Ellipsoid ist offenbar ein Um- ü

drehungs-Ellipsoid. Dasselbe wird zu einer u # % 1

Kugel für 2 if N

ra h2 n DEN, h

PERSONEN 2 SS
% N I

d. h. für h?=3r?, oder für s Y
. <a>

7) h=rV3=1,/3:r.

Diese Höhe ist diejenige eines gleichseitigen Dreiecks von der

Seite d=2r (Fig. 156). Für einen Cylinder von diesem Höhen-

verhältnis ist das Central-Ellipsoid eine Kugel und jede Schwer-

punktsachse eine freie Achse.

c) Trägheitsmomente eines Kegels.

In Bezug auf eine zur Grundfläche parallele Achse AN durch

die Spitze A des Kegels (Fig. 157) ergiebt

sich das Trägheitsmoment einer kreisförmigen

Scheibe vom Halbmesser » und im Ab-

stande z von der Spitze gelegen, entsprechend

der Gl. 4, zu

I — Zatz.de + a?n0.dz-2?.

Fig. 157.

 

  

 

e
n

Hieraus wird wegen

K
-
-
-
-
-
-

en
enalsl

1 rt r?
en 0 iedJ, ne nz det m nX.2%-d2, also

EEE VERSIERNIR — s7ıq a \rtaz = »\a mtr! 5’ oder

ee
en EAN NED
=ruht 5):

also mit r?ıah=3M:

8) IMr+2).
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Schwingt der Kegel als physisches Pendel um die ©-Achse,
so ist seine Schwingungslänge (nach 1. Theil, $, 279), weil
der Schwerpunkt um 3/4 von der Spitze entfernt ist,

  

RL OT a a)9 Ou.n 00 an, are
Das Trägheitsmoment in Bezug auf eine mit AX parallele

Schwerpunktsachse wird

J=Jh=J— M-(%/ah)’, also

Se 39 on 9 )A-h=uler +gh is"

e 3 3 ( a 'a, „2 21 810) = aloer + 30° 50 r? + 1)"

In Bezug auf die geometrische Achse des Kegels ist (nach
1. Theil, ‘8. 273)

3any,11) - J; 10 Mr :

: i h? 5 aBe wird 7, =), — ) Mer Eier 2r?, dh füh=2r.

In diesem Fall ist das Central-Ellipsoid eine Kugel und jede
Schwerpunktsachse eine freie Achse.

d) Haupt-Trägheitsmomente für den Schwerpunkt eines
dreiachsigen Ellipsoides.

Wird eine Kreisfliche vom Halbmesser » in einer Richtung
gleichmässig gedehnt (Fig. 158), so entsteht eine Ellipse der Halb-
achsen v und «. Bei dieser Dehnung

 

ändern sich der Flächeninhalt und das Fig. 158.
Trägheitsmoment in Bezug auf den en
Durchmesser 24 in demselben Verhält- DE
nisse. Daher bleibt für dieses Träg- ee SS
heitsmoment die für die Kreisfläche Re
entwickelte Formel J= !/4 F-v? auch für die Ellipse gültig. Dies
giebt, mit F=u-v-n,

M— jun.
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Ebenso gilt für den Durchmesser 2»

nz N
J=-—v.u,

4

also für das polare Trägheitsmoment

I = Zur).

Schneidet man nun aus einem Ellipsoide rechtwinklig zur Achse AZ

eine elliptische Scheibe von den Halbachsen « und v und der Dicke dz

heraus (Fig. 159), so liefert diese zu

dem Trägheitsmomente des Ellipsoides

in Bezug auf die z-Achse einen Beitrag

dd, = Turulu +v?)dz.

Wird dies von z = 0 bis z = c summirt,

so ergiebt sich das Trägheitsmoment

des halben Rllipsoides, und für das-

jenige des ganzen gilt das doppelte:

> 5 [wen (u? +vd)d2.
0

Nun sind « und z die Koordinaten

eines Punktes des einen elliptischen

Hauptschnittes von den Halbachsen «a

und ec, daher

 

 
ah 52 ya „2
+ Br 1 oder WW = a? (i — n ; ‚ebenso »° — b? ki —_ a :

a?
c

  Hiermitrd =en (0? — 2?)?dz

0

und nach einfacher Ausführung

4
T = 7gmarb:clat Deyn

Da nun M= Sarb.cır ist, so folgt schliesslich

=12) =G+),
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Ebenso wird
ß = My, ee13) el+to); ,=5(0’+0).

Für die Kugel wird mit d=c=«

VG M— I — © Ma? (s. 1. Theil, S. 273).

4. Drehung eines starren Körpers um eine feste Achse.
Bei einem starren Körper ist das Trägheitsmoment in Bezug

auf die Drehachse unveränderlich, daher wird aus Gl. 6,.8..193

do
ae

Hierin ist = die Winkelbeschleunigung; bezeichnet man
[4

dieselbe mit &, so hat man die aus 1. Theil, S. 276 bekannte
Gleichung für die ungleichförmige Drehung eines starren Körpers
um eine feste Achse

M1) gt

wenn DM die Momentensumme der äusseren Kräfte, J das Träg-
heitsmoment des Körpers, beide bezogen auf die Drehachse, bedeuten.

Auch kann man, wenn für irgend einen Zeitraum ©, den An-
fangswerth, & den Endwerth der Winkelgeschwindigkeit, U; die
Arbeit der äusseren Kräfte bedeutet, nach dem Satze der Arbeit
schreiben (s. 1. Theil, S. 267)

2) Ge 02% ug
Die Berechnung der Widerstände, welche an der Drehachse

eines Körpers angreifen müssen, um sie unbeweglich zu erhalten,
ist auch schon im 1. Theile, $. 287 allgemein gezeigt worden.
Hier sollen noch einige Beispiele dieser Art durchgeführt werden.

3. Widerstände der Achse einer schwingenden Glocke.
Die an der Achse einer Thurmglocke auftretenden Kräfte sind

von besonderer Wichtigkeit, da sie nicht nur die Abmessungen

\
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des sog. Glockenstuhles, sondern, wegen der hohen Lage des letzteren,

häufig auch die Standsicherheit des 'Thurmes bedingen. Die zur

wagerechten Drehachse (»-Achse) der Glocke rechtwinklige yz- Ebene

durch den Schwerpunkt S

ist eine Symmetrieebene Big. 160.

(Fig. 160); daher muss

in ihr auch ‘der 'Ge-

sammtwiderstand der

Drehachse liegen und

sich in zwei Hälften auf

die symmetrisch ange-

ordneten beiden Dreh-

zapfen vertheilen. Aus

diesem Grunde kommen

bei dieser Aufgabe nur

die Projektionen der

Kräfte auf die yz-Ebene

in Frage, wodurch die

Untersuchung so verein-
facht wird, dass wir nicht auf die allgemeinen Gleichungen (1. Theil,

$. 288) zurückgreifen, sondern die Aufgabe unmittelbar behandeln

wollen.
In einem beliebigen Zeitpunkte 4 weiche der Drehungshalb-

messer AS = e des Schwerpunktes um den Winkel 9 von der

Lothrechten ab, Winkelgeschwindigkeit und

-beschleunigung seien © und e, die Koordi- Fig. 161.

naten des Schwerpunktes

 

un
1) 0.30 d3. 12, — 008 N

Einem Massentheilchen m der Glocke im

Abstand r von der Drehachse und mit den

Koordinaten

 

y=rsnop; 2=rc030

(Fig. 161) entsprechen nach 1. Theil, S. 277 die Ergänzungskräfte

m:r-@? und m-r-e, welche in den Richtungen der positiven y-

und z-Achse zusammen die Seitenkräfte liefern

m-r-@2sin® + m-r-EC8p = m-y-@? + m-z-e und

m-r:@2 6089 — m-r-ESN® = m:2:0 — m y°E.
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Die wirklichen äusseren Kräfte 7, V und Mg (Fig. 160)
müssen nun nach dem Satze d’Alembert’s (s. 1. Theil, $. 139) der
Gesammtheit der Ergänzungskräfte das Gleichgewicht halten, wenn
V und 4 die Seitenkräfte des Gesammtwiderstandes der Drehachse
sind. Hiernach wird

2) H= 2m-y-8 + &m-z-e und
3) V=M-.g+ 2m-2:02 — Im-y-e,

oder, weil in diesen Summen die Grössen »2 und & gemeinschaftliche
Faktoren und ausserdem

=Zmy= My, = Mesind, Imz= Mx, = Mecosd sind,
4) H = w°. M-e-sind + e: M-e-cos®,
5) V=M:.g+ w?. M-e-.cos0 — e- M-e-sind.

Ist nun a der grösste Werth von ®, entsprechend der höchsten
Lage des Schwerpunktes mit der Geschwindigkeit Null, so hat sich
der Schwerpunkt bis zu der beliebigen Zwischenlage um e-cos®d
— e-c08a gesenkt. Wenn man daher die Bewegungswiderstände
der Glocke und auch die zu deren Überwindung aufzuwendende
Triebkraft vernachlässigt, so ist nach dem Satze der Arbeit (S. 204)

6) 2 = M:9:0(0089 — cosa)

und die Winkelbeschleunigung

M-9:e-sind
Beus

Führt man noch mit 7= M-i2 den Trägheitshalbmesser ; der
Glocke ein, so ergiebt sich

7) wurd =

 0? = 2g(c050 — o0s0) = 22 (0059 — cos),

a MS en edaa sind = 2 sind,

und hiermit wird aus den Gl. 4 und 5
2

8) HI = Mg, (8sin d 005) — 2 cos a sind),

9) v= Mol + 5130029 — 2oosa sd — 1).

Die Grösse des wagerechten Widerstandes Z7 wird zu Null
für d=0, d.h. für die tieftse Stellung der Glocke und für
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cosd = *%3cosa, was nur bei «> 90° Sinn hat. 7 wechselt

selbstverständlich sein Vorzeichen übereinstimmend mit d, ist also

bald nach rechts, bald nach links gerichtet. Wichtig ist die

Kenntnis des Grösstwerthes von 7; diesen findet man leicht durch

Nullsetzung der ersten Abgeleiteten von Gl. 8 nach ®, d.h.

3 cos?d — 3sin?d — 2c08d csa—0,

woraus mit sind = 1 — cos? schliesslich sich N

10) cos d, — loan Y4 +(©2) 

Die äussersten Werthe von V ergeben sich Ö

— 6cosd sind + 2cosasind = (0;

d.h. für sind = Our roder 9=0. entsteht” Wnazs

für cos® = 1/3cosa entsteht Van.

Die Einsetzung dieser Werthe in Gl. 9 liefert
2

11) Vs = Mg(1 # 2,1 sal),

12) ag(ı nr Sl ae|,
Für die Berechnung der Grösstwerthe von 77 und V ist be-

sonders die Kenntnis der Grössen e und ö erforderlich. Ist nun

Fig. 162 der Querschnitt der

Glocke und A_X die Drehachse,

so kann man sich die Glocke in

sehr viele wagerechte Ringe zer-

legt denken. Ein solcher Ring

habe den inneren und äusseren

Halbmesser x, bezw. &,, die Höhe

dz, den Abstand z von der AX.

Dann liefert dieser Ring zum sta-

tischen Momente © den Beitrag

 

  

 

 
18 = Fl —admdern; N

das statische Moment der metallenen. Glocke ist also

12 -n2 (09? — ©°)2-dz

(» das Gewicht von 1 °’m Glockenmetall); dazu kommt noch das

statische Moment des (gewöhnlich) hölzernen Helmes der Glocke,
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welches sich bei gegebenen Abmessungen leicht berechnen lässt.
Bezeichnet man dies mit ©,, so ist das ganze statische Moment
der Glocke

13) ee ren? — ad)r-de+ ©.

©, wird übrigens <0, da der Helm (Fig. 160) grösstentheils
oberhalb der Achse AX liegt. Offenbar ist das Gewicht

Mg — ya? — m?)dz + Mu-9,
wenn Mg das Gewicht des Helmes bedeutet. Dann findet sich leicht

14) ea

Das polare Trägheitsmoment des Ringes ist

\ Ya (at — mt)n.dz,

das Durchmesser-Trägheitsmoment mithin

Ylat — mt) r-de

und dasjenige in Bezug auf die AX:

Ya (at — a!) ade + (09? — m?)r-dz-2?. Daher wird

 16)) 4 — ar(a, — a19)-dz + 2a?

—

m?) 2a.) + Jı,

wenn J, das Trägheitsmoment des Helmes bedeutet. Hiernach
findet man

16) a ee

Beispiel: Der Geh. Finanzrath Köpcke zu Dresden hat im Jahre 1871
(s. Protokoll des sächsischen Ingenieur- und Architekten-Vereins vom 18. No-
vember 1871, 8. 58) nach Zeichnungen und ausgeführten Glocken ermittelt,
dass, wenn R den unteren Halbmesser der Glocke bezeichnet, etwa folgende
Beziehungen stattfinden:

2: e17) e=1:»R,; = 1,9 R?; also Mer 0,7919 ,

wofür rund O,s gesetzt werden möge. An einer vorhandenen Glocke lassen
sich diese Werthe prüfen durch Beobachtung der Schwingungsdauer t und
Herleitung der Schwingungslänge 7 aus dieser. Es ist nämlich für die Glocke
als Pendel (nach 1. Theil, $. 279) °

  

7 i 1,395
18 = ek! sa Tee

) Me e Emei ee

j ı? i : 25dies muss = I oder rund = i? sein (weil g nahezu — 7?ist).2
7
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Nimmt man noch an, dass die Mittellinie der Glocke beim grössten Aus-

schlage sich um 20° über die Wagerechte erhebe, dass also « = 110° sei, so

wird nach Gl. 10 mit cosa = — 0,3:

Dem entsprechen 9 —=49°18’ mit sind, — 0,15, sowie 9, —= 130°,

welcher letztere Werth hier aber keine Bedeutung hat, da er wegen «= 110°

nicht vorkommt. Mit #, = 4918’ wird dann aus Gl. S:

Hmaz = Mg: 0,8 (8 - 0,758 - 0,602 + 2 - 0,342 - 0,758) = 1,60 - Mg.

Für 9 = 0, d.h. in der tiefsten Lage der Glocke entsteht (Gl. 11)

Vrnaa = My: +2-05[11 + 0,342]) = 3,147 Mg;

für cos 9, — !/s cos a = — 0,114, d. h. 9, — 96°33' entsteht (Gl. 12)

Yin = Ms (1 — 05 [1 + 0,039]) = (0,11 Mg.

Bei heftigerem Läuten, d. h. grösserem Winkel « würde Vi selbst < 0

werden können; bleiben die Verhältnisse der Glocke im Übrigen ungeändert,

so erfolgt dies für cos« < — 0,66 oder «> 150°. Bei so grossem

Schwingungswinkel würde Y„m < 0 werden, d. h. die Glocke das Bestreben

haben, aus den Lagern zu springen.

Wegen des starken Wechsels der Kraftgrössen empfiehlt es sich, die

einzelnen Theile des Glockenstuhles so zu bemessen, dass die bei einer stati-

schen Berechnung auf Grund obiger Kräfte entstehenden Spannungen o ein

Drittel der Spannungen an der Elastieitätsgrenze nicht überschreiten; für

Stabeisen wäre etwa « = 500 K&/gem zu setzen. Die gedrückten Theile sollen

mindestens 7fache Sicherheit gegen Zerknicken haben.

Bezüglich der Bedingungen für ein gutes Anschlagen des Klöppels

möge auf die Zeitschrift des Architekten- und Ingenieur-Vereins zu Hannover,

1877, 8. 151 verwiesen werden.

6. Aus lothrechter Stellung umfallender Stab.
Der stabförmige Körper, dessen Schwerpunkt S in dem Ab-

stand e vom unteren Ende A liegt (Fig. 163), sei

um das untere Ende drehbar, ursprünglich Fig. 163.
nahezu lothrecht gestellt und falle um. In einer

beliebigen Zwischenstellung, in welcher AS mit der

Lothrechten den Winkel ® einschliesst, ist nach

S. 204 die Winkelbeschleunigung

AMEINGR .»6

 

1) e eyelnsind,

und für die Winkelgeschwindigkeit & gilt

or. = Myge(1 — cosd), also

2) 295 —- c08Ö).

Keck, Mechanik. III. 14
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Die Widerstände 4 und Y, welche der untere Drehpunkt A

im Sinne der Fig. 163 leisten muss, bestimmen sich in der bei

dem vorigen Beispiele gezeigten Weise leicht zu

H = M:-e-&.cosö — M-e:-w?sin® und

V = Mg — Meesin® — Mew?cosd,

oder mittels der Gl. 1 und 2 zu
2

3) H= Mg “5 sind (3.0080 — 2) und

4) v= Mi[1 + 2009 — 300820].

Der Werth von Z ist zu Anfang, d.h. für = 0, ebenfalls

Null; er wird wiederum zu Null für cosd = %s, d.h. für 9 — 48°

(vergl. 1. Theil, S. 74). Für 9 < 48° ist cosd > ?/s und H>0,

d. h. (Fig. 163) nach derjenigen Seite gerichtet, nach welcher die

Stange umfällt. Es hat also, wenn die Stange nach rechts um-

fällt, das untere Ende derselben anfänglich das Bestreben nach

links auszugleiten. Zwischen den beiden Nullwerthen von 77 liegt

ein Maximum für einen Werth von cosd, den man leicht durch

Nullsetzung der ersten Abgeleiteten von Gl. 3 nach ® ermittelt zu

orrl)on mit 9 = 26040’ne N en
(ein cos® <O hat hier keinen Sinn); der entsprechende Werth
von ZI selbst ergiebt sich dann zu

2

Has = Mye - 0,305.

Für 9 > 48° ist eosd<?/s und 7 <0; es hat nunmehr das

untere Ende der Stange das Bestreben, nach rechts auszugleiten.

Für 9 = 90°, d.h. beim Aufschlagen der Stange auf den wage-
recht gedachten Boden’ist

2
ne ,Mg:

Was die Grösse des lothrechten Widerstandes V anlangt,
so ist zu Anfang, d.h. fürd=0,V = Mg. Mit wachsendem 9

nimmt Y zunächst ab. Ein Kleinstwerth von V ergiebt sich leicht

für cosd = !/a oder 9 = 7030’, nämlich

4 m
Von =SER Mi ei =” .
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Dann nimmt V wieder zu, und für 9 = 90° wird

 
2

V=MgN ı
2

Der in vorstehenden Gleichungen auftretende Werth = gleich-

bedeutend mit z (vergl. S. 208, Gl. 18), wenn Z die Schwingungs-

länge des am unteren Ende A aufgehängten Stabes ist, richtet sich

nach der Massenvertheilung des Stabes. Ist die Masse gleichmässig
über die Länge « vertheilt, so ist

2 2

2, a=&, 1-3a, dt 5=$=%,
womit man für Z/ und Vleicht bestimmtere Ausdrücke aus vor-

stehenden Gleichungen erhält. Dieselben Werthe gelten offenbar

für eine rechteckige, lothrecht aufge-

e

stellte, um die Unterkante drehbare Fig. 164.

Platte von gleichmässiger Gewichtsver- B
theilung.

Ist die Anordnung so getroffen, dass

durch einen Vorsprung oder eine loth-

rechte Wand wohl ein Ausgleiten des

unteren Endes nach links, nicht aber

nach rechts verhindert wird (Fig. 164),

so gelten die vorstehend entwickelten

Gleichungen nur bis zu dem Drehungswinkel 9 — 48° und vermöge

des in Wirklichkeit meist auftretenden Reibungswiderstandes noch

um ein gewisses Mafs darüber hinaus. Bei weiterer Annäherung

des Körpers an den wagerechten Boden kann die erforderliche, jetzt
negative, d. h. nach links gerichtete Kraft 7 durch die Reibung

nicht mehr geliefert werden, und es findet nun ein Ausgleiten des

unteren Endes der Stange nach rechts hin wirklich statt, so dass

der umgefallene Körper sich schliesslich in einer Lage A, B, auf

dem Boden findet. Weiteres s. 8. 233.

h &
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7. Drehung eines starren Körpers um einen festen Punkt.
Ein Körper drehe sich unter Einwirkung äusserer Kräfte um

einen festen Punkt A, dann lässt sich nach S. 23 seine Bewegung

14*
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in jedem Zeitpunkte zurückführen auf die Drehung um eine durch

den Punkt A gehende augenblickliche Drehachse AP. Es wird nun

1. der Körper seine Lage im Raume ändern;

2. die augenblickliche Drehachse ihre Lage sowohl im Raume
wie auch gegen den Körper ändern;

3. wird auch die augenblickliche Winkelgeschwindigkeit &

eine Grössenänderung erfahren.

Die drei Hauptachsen des Körpers für den Punkt A seien

bekannt; dieselben liegen gegen den Körper fest, werden daher
ihre Richtung im Raum ändern.

Wir denken uns durch den festen Punkt A (Fig. 165) drei

feste Achsen gelegt, die so gewählt sind, dass sie im Zeitpunkte i
mit den Hauptachsen zusammenfallen.

Die diesem Zeitpunkt entsprechende

Winkelgeschwindigkeit kann nach &

S. 35 (genau wie eine Kraft) zerlegt |

werden in die Seitengeschwindigkeiten y B

= w-Cc08Su; 7

z=w.usß; Ev=o.07 %
%

um die Hauptachsen; «, f, y seien

die Richtungswinkel der AP; ferner seien A, J, J, die drei

Haupt-Trägheitsmomente, M,, M,, M, die Momentensummen der
äusseren Kräfte in Bezug auf die Hauptachsen.

Um die Beziehung zwischen der Drehbewegung um den festen

Punkt A und den äusseren Kräften zu erhalten, wendet man den

Satz von der Momentensumme der Bewegungsgrössen an. Daher

bestimmen wir diese Momentensummen zunächst für den Zeitpunkt t,

sodann für den Zeitpunkt © + dt und setzen die auf die Zeit-

einheit bezogenen Zunahmen dieser Grössen gleich den entsprechenden
Kraftmomenten.

Um die Momentensumme der Bewegungsgrössen in Bezug auf
die »-Achse zu finden, bedenke man, dass ein Massenpunkt

(Fig. 166) mit den Koordinaten x, y, z und einem Abstand r, von

der #-Achse wegen der Winkelgeschwindigkeit um die »-Achse

eine Geschwindigkeit @:r, mit dem Hebelarme r,, also ein Moment

der Bewegungsgrösse m-@:r)? hat. Ist r, der rechtwinklige

Fig. 165.
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Abstand des Massenpunktes von der y-Achse (Fig. 167), so ent-

spricht der Winkelgeschwindigkeit 7 um die y- Achse eine Geschwin-

digkeit %-r,, welche sich leicht in y-z und — x:im Sinne der

#- bezw. z-Achse zerlegen lässt. Ebenso erhält man wegen der

Winkelgeschwindigkeit » um die z- Achse die Seitengeschwindigkeiten

Fig. 166. Fig. 167. Fig. 168.

  
—y.y und + vy-» im Sinne der «- bezw. der y-Achse Zu

dem Momente der Bewegungsgrösse in Bezug auf die «-Achse

liefern die parallel der &-Achse gerichteten Seitengeschwindigkeiten

keinen Beitrag; es kommen daher, abgesehen von dem schon

erledigten Beitrage m@-r,? der Winkelgeschwindigkeit @, nur

noch die beiden in Fig. 168 angegebenen Geschwindigkeiten mit

den Momenten — y-»-y und — yw-x-z in Frage.

Sonach wird die Momentensumme der Bewegungsgrössen in

Bezug auf die »-Achse im Zeitpunkte t:

(mo -r,?) — Z(m-X-a0-y) — Z(m- v2).

Da nun die Winkelgeschwindigkeiten 9, %, y für diese Summen

konstante Faktoren sind und da I(m-r,?) das Trägheitsmoment J,

bedeutet, so wird obige Momentensumme

IP — y:may— yimwe.

Weil aber in Bezug auf die Hauptachsen die Centrifugalmomente

gleich Null sind, so vereinfacht sich obige Momentensumme zu

I:0-.

Ebenso werden für den Zeitpunkt # die Momentensummen der

Bewegungsgrössen in Bezug auf die anderen beiden Achsen

Jy und Jp.
Zur Ermittelung der entsprechenden Momentensummen für den

Zeitpunkt + dt darf man nun nicht etwa in dem Ausdruck J,-@
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einfach @ mit @ + dp vertauschen. Wohl ist J(o + dp) die
Momentensumme der Bewegungsgrössen in Bezug auf die erste Haupt-
achse; jedoch ist zu bedenken, dass der hier in Frage kommende
Satz in Bezug auf Achsen unveränderlicher Richtung, z. B. die
festen Koordinatenachsen, gilt, dass die Hauptachsen des Körpers
sich aber während der Zeit dt um gewisse, wenn auch unendlich kleine,
Winkel gegen ihre ursprüngliche Richtung, d.h. gegen die festen
Koordinatenachsen,ver-

dreht haben. Es müssen
daher zunächst die Win-

kel bestimmt werden,

, welche die Hauptachsen
im Zeitpunkte t + dt

mit der »-Achse ein-
schliessen.

Zu dem Ende

denken wir uns auf den

Hauptachsen, welcheim
Zeitpunkte # noch mit

den Koordinatenachsen
zusammenfallen, die

Längen AG=AH
=AK=1 abgetragen
(Fig. 169).

Vermöge der Winkelgeschwindigkeit z um die AY bewegt
sich @ nach 6, um GG, = dt. Vermöge der Winkelgeschwin-
digkeit » um die AZ bewegt sich @ um 06, = y-dt. Die
Folge beider Geschwindigkeiten ist eine Verrückung des Punktes &
nach @,, d. h. eine Verdrehungder ersten Hauptachse um den Winkel

Fig. 169.

 

   

 

GAG=MHV/AHY?.

Die zweite Hauptachse schliesst Anfangs mit der »-Achse den

Winkel 5 ein. Dieser Winkel wird nicht geändert durch die

Drehung um AA und um AY, sondern nur durch die Drehung
um AZ, so dass im Zeitpunkte 2 -+ dt die zweite Hauptachse mit

der v-Achse den Winkel7,40 = ne + w.dt einschliesst.
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Der Winkel der dritten Hauptachse gegen AA wird nur

durch die Winkelgeschwindigkeit y% verändert und geht in

BAG=-5—H dt

über. Multiplieirt man die Momentensummen der Bewegungs-

grössen in Bezug auf die drei Hauptachsen für den Zeitpunkt

t- dt, also

A@+dp), Axtay, Awtay),

mit den Kosinus der soeben bestimmten Winkel, so bekommt man

durch Zusammenzählen die Momentensumme in Bezug auf die

x-Achse für den Zeitpunkt. -+ dt. Dies ergiebt:

1.+ ap).+wi
+ Ag + ap-es(> + y-dt)

+J,Yp+ ay).cos(Z —z:dt).

Weil aber COS (dt-V2 +) —-1,

cos (2 +yp: dt) == — sin(p-di)= — y-di,

cos (2 Shan) = sin (y-di) = y-di

ist, so entsteht

TP+dp) — Al +apydt AWwrdy)x.dt.

Zieht man hiervon ab die anfängliche Momentensumme J, 9, , ver-

nachlässigt die Unendlichkleinen zweiter Ordnung und theilt

schliesslich durch di, so ergiebt sich

2 d

an

als Zunahme der Momentensumme der Bewegungsgrössen in Bezug

auf die «-Achse für die Zeiteinheit, welche nach 8. 193 gleich der

Momentensumme M, der äusseren Kräfte ist. Somit hat man die

Gleichung

1) Jı: nn— (hA)-Ary=M.

—Xvwr Js Xv
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Ebenso folgt für die anderen Achsen

rad
2) IE(BIP = MM,

di

3) aANPr=M..
Dies sind die von Leonhard Euler im Jahre 1758 ent-

wickelten Gleichungen für die Drehung eines starren Körpers um
einen festen Punkt.

8. Bewegung des Kreisels.
Unter einem Kreisel denken wir uns einen Körper, bestehend

aus einer Achse mit einem darauf befestigten Schwungringe. Dem
Körper werde eine bedeutende Winkel-
geschwindigkeit @, um seine zunächst fest- Fig. 170.
gehaltene Achse ertheilt; setzt man ihn dann £
in beliebig schiefer Lage mit dem unteren
Ende A der Achse in ein Kugellager,
welches den Punkt A (nahezu) unbeweglich M
macht, oder befand er sich schon, bevor er 7m
in Drehung versetzt wurde, in einem solchen
(Fig. 170), so fällt der Kreisel unter Einwirkung der Schwere
nicht etwa um, wie es ohne die Drehung geschehen würde, vielmehr
beschreibt die geometrische Achse des Kreisels bekanntlich eine Kegel-
fläche, deren Achse die durch A gelegte Lothrechte ist, wobei aber
die Leitlinie nicht ein Kreis, sondern
eine von zwei koncentrischen Kreisen ein- Fig. 171.
geschlossene, epicykloidenartige Kurveist.
Dies ergiebt sich wie folgt: X

Die geometrische Achse ist offenbar s /
eine Hauptachse des Kreisels für den
Punkt A und werde zur w-Achse ge- zZ, Ne
nommen. Jede durch A rechtwinklig Le M.g
zur @-Achse gelegte Gerade ist ebenfalls A
eine Hauptachse. Wählt man die durch
A_X bestimmte lothrechte Ebene zur #2-Ebene, so liegen hierdurch
die Achsen AZ und AY fest; letztere ist in Fig. 171 rechtwinklig
zur Bildebene zu denken. Die Lothrechte durch den Punkt 4 werde
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AV genannt; sie schliesse mit A_X den veränderlichen Winkel d

ein. Da wegen der regelmässigen Gestalt des Kreisels das Trägheits-

Ellipsoid für den Punkt A offenbar ein Umdrehungs-Ellipsoid, so

I) dA == bye

Die Winkelgeschwindigkeiten sind

im Zeitpunkte e= 0: 9, H=I9, p=d,

im Zeitpunkte t: DH, Y.

Die Kraftmomente rühren, wenn man die Reibung im Kugel-

lager vernachlässigt, nur vom Gewichte her; dann ist

M,=0; M,= M-g-esind; M,—=0.

Hiernach wird aus den Euler’schen Gleichungen 1 bis 3, 8. 215/6:

d1) 1-0;

9) BEAy:9 = Mgesind;
d3) u—(h-pr=0.

Bei der Auflösung dieser Gleichungen folgen wir im Wesent-

lichen Schells Theorie der Bewegung und der Kräfte, 1. Aufl., S. 831.

Nach der ersten Gleichung ist 9 unveränderlich, d. h.

4) P=P-
Aus den Annahmen ergiebt sich unmittelbar

5) = a
dt

Multiplieirt man Gl. 2 mit y-dti= do und Gl. 3 mit y-dt, so

entsteht

Jy-dt — (Js — I)P:1 y-dt= Mgesind-dd,

JAy-dy— (A —J)p xyvd=d.

Daraus wird durch zusammenzählen:

J,(x:dy + y-dy) = Mgesind- dd.

Integrirt man dies zwischen den Grenzen

= zur 9, und

u p, ®, so wird

De I, (X? + p?) = 2 Mge(cosd, — cos).
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In Bezug auf die drei Koordinatenachsen, welche im Zeit-
punkte # mit den Hauptachsen zusammenfällen (vergl. 8. 212), ist
die Momentensumme der Bewegungsgrössen bezw.

AP=hp: Ar Av.
Projieiren wir diese Strecken auf die Lothrechte AV, so ist die
Summe dieser Projektionen die Momentensumme der Bewegungs-
grössen in Bezug auf AV. Dies giebt

J 990050 + Ay-sind.
Dieser Werth muss, weil M:g|| AV, d.h. das Kraftmoment in
Bezug auf AV Null ist, nach 8. 193 unveränderlich, also gleich
seinem Anfangswerthe sein. Sonach wird

JP0c080 + J,y-sind—= J, 9,c08sÖ,, oder
7) Jı 90 (608 d, — 0080) = J,y-sind.
Aus den Gl. 6 und 7 lässt sich ı entfernen und X berechnen, nämlich
 

 

 

T 20? d, — cos‘8) 1-7 (005%, 0050)(2 MgoBet.sh,

—

ns ):

Auf der rechten Seite dieser Gleichung ist 9 die einzige Veränder-
liche. Da nun % nicht imaginär werden kann, wird sich © nur
innerhalb solcher Werthe ändern können, für welche der Ausdruck
unter dem Wurzelzeichen positiv bleibt; diejenigen Werthe von ®,
welche jenen zu Null machen, sind Grenzwerthe. Einer dieser
Grenzwerthe ist nach Gl. 8 offenbar der Anfangswerth d = ),.
Ein anderer Grenzwerth 9, ergiebt sich, wenn man

? ,008% — cos, x

setzt, wofür man wegen sin?9, — 1 — cos? d, auch schreiben kann:
DIN H: en9) EL (1 — e08?9,) = 080, — cosd,.
ee

Der Einfachheit wegen sollen im Weiteren nur solche Fälle
berücksichtigt werden, in denen die anfängliche Winkelgeschwindig-
keit @, sehr gross oder, bestimmter ausgedrückt, das ursprüngliche

2

Arbeitsvermögen

Jı

Po sehr gross im Vergleiche mit Mg.
a

1
ist; dann wird die linke Seite der Gl. 9 sehr klein, mithin auch
die rechte; d. h. die Grenzwerthe Ö, und d, sind nur wenig von
einander verschieden, oder # ändert sich nur wenig.
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Wir schreiben daher

10) » — 00 2.0

worin für grosse Drehgeschwindigkeit des Kreisels ö ein kleiner

Winkel ist. Hiermit wird

c08s# — c08(d, + 6) = 08 dy : c08 6 — sin dy- sin Ö

= 008%, — Ö-sind, oder

11) c08 d, — c08d = Ö-sindy.

Vertauscht man noch annäherungsweise sind mit dem Anfangs-

werth sin d,, so wird aus Gl. 8 unter Benutzung von Gl. 11:

 

 
At Mm, fa EOS 2%

12) z- +]: 7,—Zt.

Nach Gl. 5 und 10 ist

dd dö

: ö
Der grösste Werth ö, von Ö ergiebt sich für = —0, 2150. fur

C

%— Qrnach 61. 122zu

14) = are Zr sin neun.

Um zu erfahren, innerhalb welcher Zeit # von 9, in 9,, also
ö von O in ö, übergeht, muss man aus Gl. 13 und 12

 

 

It dö dö
de == zz —

070 Jı Ya

a2 I? 90°

entnehmen und integriren. Setzt man zur Abkürzung vorübergehend

Mg:e-J,-sin d :
Se 5 =a, 0 wird

Jı”%o

el J, Ri: dö

IP V2a9 — 6°
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Nun ist aber

 

 

 

al
a Ö\:

De
a

ıt dö dö
= Ze ‚ also
“aa8 Vaod3

a 0

(1)a arccs(|1——) + (, oder
Jı®

E J5 a I? Yo” )15) — Jr 9 arc COS Ki Mg:e-I,-sind, Ö +6

Rechnet man die Zeit von dem Augenblick an, in welchem ö=0
also 9 = d, war, so wird

0= 
Ja

arcesl+C, d.h C0=0.
1%

Löst man Gl. 15, mit © = 0, nach ö auf, so entsteht

16) 5 Mg:e:J,- sin d,
REnmeaa

Diese Gleichung giebt ö als /(t); jedes Mal wennZt sich um

2 geändert hat, kehren für ö dieselben WertheI in der Zeit

17) h=—-

wird also der Zwischenraum von #, bis
9, ein Mal hin und her durchlaufen.
Die Achse A_X des Kreisels beschreibt
also um die Lothrechte AV einen Kegel
mit einer nach Fig. 172 geformten Leit-
linie. — Fig. 172 sei der Grundriss der
Bahnlinie des Kreiselschwerpunktes 8.
Die Grösse des Ausschlages OD in ra-
dialer Richtung ist durch ö, (Gl. 14) gegeben, die Zeit zum Durch-
laufen eines Bogens BDE durch Gl. 17. Um auch noch die
Länge BCE eines Bogens zu finden, müssen wir die Winkel-
geschwindigkeit & berechnen, mit der sich die Ebene VAX (Fig. 171)
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um AV dreht. Diese erhält man, indem man die Winkelgeschwin-

digkeit Y um die Achse AZ zerlegt nach den Richtungen A V und

AX (Fig. 173), dann ist die in erstere Richtung
fallende Seitengeschwindigkeit der gesuchte Werth

5 Fig. 173.

aan v AN
Nun ist nach Gl. 7: /

I (eos, — cos d) % r
ie Po ind. 8

also mittels Gl. 11, wenn man zugleich nach S. 219 x

wieder sind mit sind, vertauscht, Wr pA

J, On
v_ 7,909: mithin

Be ö

ni a

Da nun ö von Null bis 6, schwankt, so ist auch © zwischen Null

und einem Grösstwerthe (für 6 = ö,) veränderlich. Einen Mittel-

werth von & erhält man, wenn man für ö den Mittelwerth

 

 

 

Ö Mag=-e.dn
= = m zn 9,

(Gl. 14) einsetzt, nämlich

Mg:e
19 = ——,

Jı 9

DIET;
In der Zeit we

: P% Jı

(G1. 17) dreht sich die Ebene VA_&Aalso um den Winkel

Mo-e I,
N == ob, =a72

wofür man nach Gl. 14 kürzer

9 dan, ö,

r le
schreiben kann. Aufeine Umdrehung der Ebene VA A’kommen sonach

21) ee sin d,
 

N ö,

Schwankungen der Kreiselachse,
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Die Zeit einer vollständigen Drehung der Ebene VANY beträgt

2a Jı Po22) Bd Te SAT

wächst also verhältnisgleich mit der Winkelgeschwindigkeit @, des
Kreisels und ist unabhängig von dem Winkel #,. Bei sehr grosser
Drehgeschwindigkeit @, des Kreisels ist nach Gl. 14 der Winkel ö)
nur klein, n (Gl. 21) gross und iz, (Gl. 22) gross, d.h. die Kreisel-
achse beschreibt sehr langsam einen Kegel mit vielen aber kleinen
Rippen, so dass der Kegel fast wie ein Kreiskegel erscheint. Wird
die Drehgeschwindigkeit des Kreisels um seine Achse in Folge von
Reibung und Luftwiderstand allmählich kleiner, so werden die
Schwankungen ö, grösser, bis der Kreisel schliesslich die Grund-
ebene berührt und umfällt oder sonst in seiner Bewegung gestört
wird, und die Zeit i, einer Drehung der Ebene VA_Xverkleinert
sich. Der Sinn der Winkelgeschwindigkeiten und 9 (Gl. 19)
stimmt in Bezug auf den Drehpunkt überein; ist @,, von oben
betrachtet, rechts drehend, so gilt dies auch für ®, und umgekehrt.

Über die Form der Kurve BDE (Fig. 172) erhält man noch
bestimmteren Aufschluss, wenn man mittels der Gl. 12 und 18 bildet

a _ 2Mg:e-sin?d,.J,
9—— — sin?d,.2 292 0© 120,20

Für ö=0 wird Fe =©0o, d.h. die Kurve BDE ist bei B und

2
E radial; für ö= 6, (Gl. 14) aber wird a 0, d.h. die Kurvew?

BDE ist bei D rechtwinklig zu AD. Weil AC= e-sin o,.80
ist BOE=AC:n=e-ö,-7 (G1.20). Betrachtet man annähernd
OD als =e:-Ö,, so passt auch das Verhältnis BCE: CD=nx
auf eine sphärische Epicykloide,
welche beim Rollen eines spitzen Fig. 174.
Kegels auf dem äusseren Mantel

einesstumpferen entstehen würde.

Beispiel: Ein Kreisel (Fig. 173)

bestehe aus einem Schwungringe von

0,0; m mittlerem Halbmesser, der so

schwer ist, dass gegen seine Masse

diejenige der Achse und der Rad-

arme vernachlässigt werden kann. Die Spitze liege um 0,0og2m unter der Mitte
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des Schwungringes und sei in einem glatten Grübchen drehbar, so dass man

ihre Bewegung als Drehung in einem Kugellager ansehen kann. Dann ist

annähernd
J = M: 0,045? — 0,002: M,

0,045 ?

2
 JE, | -- 0,0) = (,oı41- M,

e=0,%.

Für diesen Kreisel ist die Schwankung

x 2 M- 9,81 - 0,02 - 0,0014 M - sin 9gl Be ’ ’ ’ Da 137 :

en 9 20° : 0,002? M? = a
 

die Zeit einer Hin- und Herschwankung

Oo Aa(GL 17) ne:  
7 0,002 Toy oo

die Zeit eines Umlaufes der Kreiselachse um die Lothrechte

0,002
En2, = 0,064 90 5

die Zahl der Schwankungen der Achse während eines Umlaufes, d.h. Zahl der

Rippen des Kegels

(G1. 22) ,—=2%r

sind9 en mr DE RR(Gl. 21) n 2 137. sind, % 0,015 2,

Um die Achse des Kreisels sei eine Schnur gewickelt; die Mitte derselben

sei von der Mittellinie der Achse um 4 mm entfernt, so dass eine Umwickelung

einer Fadenlänge von rund 25 mm entspricht. Wird an dem freien Ende des

‚ Fadens mit möglichst gleich bleibender Kraft gezogen und zugleich die (hohle)

Achse des Kreisels mittels eines hineingesteckten Stiftes festgehalten, so erfährt

der Kreisel eine gleichförmig beschleunigte Drehbewegung. Werden bei dieser

in einer Zeit von drei Sekunden 800mm Fadenlänge abgezogen, so ist die

Endgesehwindigkeit des Fadens (nach 1. Theil, S. 12, Gl. 4, mit e=0)

 
DE

vv Ri = — 533 mm/s, 5

entsprechend einer Drehgeschwindigkeit von

533
er

Umdrehungen in der Sekunde, oder einer Winkelgeschwindigkeit

ae:2 15%

Die Winkelbeschleunigung dieser Antriebbewegung ist

 a1ns — AU,

Hat der Kreisel ein Gewicht Mg = 0,3'g, so ist

0,3
—— + (0,002 5;
sly

Se

JM
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somit erfordert = ein Moment

M=e- — 0,oar mkg,

also an einem Hebelarme von 0,o0ım eine Zugkraft K — 0,1%g.

Aus 2, = 132 folgt die Zeit einer Hin- und Herschwankung

4,4

13
die Zeit eines Umlaufes der Kreiselachse t, — 0,061: 132 — 8,48; die Zahl der
Rippen eines Kegels n — 0,015: 132? —= %61,.. Einer Schrägstellung der
Kreiselachse um den Winkel %, — 10° mit sin 9, = 0,1 entspricht dann

S 137 - 0,17

Sg
Ist die Winkelgeschwindigkeit 9, nur halb so gross, wie vorstehend ange-

nommen, so wird &, doppelt so gross, d. h. 0,066 *; £, halb so gross, d.h. 4,25;
die Zahl » der Rippen vermindert sich auf ein Viertel, d.h. auf 65,4; während
d, auf das Vierfache, nämlich auf 20’ zunimmt.

 a == 0,033 8: 5

por — 5.

9. Drehung eines starren Körpers um einen festen Punkt
ohne Einwirkung bewegender Kräfte.

Der vorstehend behandelte Fall der Kreiselbewegung wurde
dadurch verhältnismässig leicht lösbar, dass das Trägheits-Ellipsoid
ein Umdrehungs-Ellipsoid war, dass ausserdem die Winkelgeschwin-
digkeit 9, sehr gross, die anderen beiden x, und , aber gleich
Null vorausgesetzt wurden und dass die Achse des resultirenden
Kräftepaares in eine Hauptachse fie. Ohne diese vereinfachenden
Annahmen wird die Aufgabe, die Drehbewegung eines Körpers um
einen festen Punkt zu untersuchen, meist so schwierig, dass wir
von deren allgemeiner Behandlung hier absehen.

Wirken auf den Körper ausser dem Widerstande des festen
Punktes keine äusseren Kräfte, sind also die Drehmomente in Bezug
auf alle durch den festen Punkt zu legende Achsen gleich Null,
so nehmen die Euler’schen Drehgleichungen ($. 215/6) allerdings die
etwas einfachere Gestalt

ed dSaNev veH=-n-Nvp,
day

Yo
Die Entwiekelung dieser Gleichungen, welche Poinsot im

Jahre 1834 gezeigt hat, soll hier nur in ihren Ergebnissen
beschrieben werden,

 a0, an
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Die Drehbewegung des Körpers um den festen Punkt A ohne
Einwirkung von Kraftmomenten geschieht hiernach in der Weise, dass

das auf den festen Punkt bezügliche Trägheits-Ellipsoid des Körpers
eine Rollbewegung auf einer Ebene ausführt, die eine unveränderliche

Lage hat. Die Lage dieser sog. unveränderlichen Ebene hängt

von den anfänglichen Winkelgeschwindigkeiten @,, x, und Y, um

die Hauptachsen ab. Der Fahrstrahl, von dem festen Punkt A

nach dem Berührungspunkt O zwischen der Ebene und dem
Ellipsoide gezogen, ist die augenblickliche Drehachse, und zugleich

ist die Winkelgeschwindigkeit um diese Achse mit der Länge

des Fahrstrahles AO verhältnisgleich. Geschieht die anfängliche

Drehung mit der Winkelgeschwindigkeit ® um eine der Haupt-
achsen des Trägheits-Ellipsoides, so ist der Fahrstrahl AO recht-

winklig zu der unveränderlichen Ebene; der Berührungspunkt O

hat in diesem Fall eine feste Lage im Körper und im Raume;

die Drehung erfolgt daher mit gleichbleibender Geschwindigkeit

dauernd um die Achse AO, als wäre diese eine feste Achse.

Die Drehung um den festen Punkt A kann nach 8. 24 auch
als das Rollen zweier Kegel auf einander betrachtet werden. In
dem hier vorliegenden Falle, wo die

Momente Null sind, schneidet der mit

dem Körper verbunden gedachte Kegel

das um den Punkt A gelegte Trägheits-
Ellipsoid in einer Kurve, deren Gleichung

Ähnlichkeit mit der Ellipsengleichung

hat. Der andere, unbewegliche, Kegel

ist transcendenter Natur; er hat eine

etwa nach Fig. 175 geformte Leitlinie

(vergl. Budde, Allgemeine Mechanik,
S. 833).

Ist das Trägheits-Ellipsoid ein Umdrehungs-Ellipsoid, so werden

die auf einander rollenden Kegel beide zu Kreiskegeln.

Fig. 175.
—   

Ist das Trägheits-Ellipsoid eine Kugel, so dass jede durch A

gelegte Achse eine Hauptachse ist, so gehen die Kegel in eine

einzige Gerade über; die Drehachse ändert dann ihre Richtung

und ihre Winkelgeschwindigkeit & gar nicht. Dieses letzte Ergebnis

folgt auch schon aus 1. Theil, S. 290.

Keck, Mechanik. II. 19
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I0. Bewegung eines freien Körpers.

Das vorstehend über die Drehung eines Körpers um einen
festen Punkt Mitgetheilte findet auch sinngemässe Anwendung auf
die Bewegung eines freien Körpers. Vereinigt man nämlich die
an einem starren Körper von der Masse M wirkenden äusseren
Kräfte zu einer durch den Schwerpunkt S des Körpers gehenden
Einzelkraft % und einem Achsenmoment M, so wird die Bewegung
des Schwerpunktes S nach S. 170 nur durch die Kraft R beeinflusst;
diese ertheilt dem Körper eine Verschiebungs-Beschleunigung

R

M

im Sinne der Kraft R. Ausser der Verschiebung mit dem
Schwerpunkte führt der Körper im Allgemeinen noch eine
Drehung um den Schwerpunkt aus, welche nach 1. Theil, $. 297
unabhängig von der Verschiebung so behandelt werden kann, als
wäre der Schwerpunkt ein fester Punkt und als drehe sich der
Körper um ihn unter Einwirkung des Moments M. Für diese
Drehung gilt daher das 8. 211 bis $. 224 Gesagte. Erfolgt die
Bewegung unter alleiniger Einwirkung der Schwere, so beschreibt
der Schwerpunkt die bekannte (1. Theil, S. 49) Wurfparabel, und
die Drehung um den Schwerpunkt erfolgt ohne Einwirkung von
Momenten, also nach S. 224 und 225 (vergl. auch 1. Theil, 8. 297).
Wirft man z. B. einen geraden Stab (eine materielle gerade Linie)

mit der Hand derartig fort, dass der Stab ausser

der Geschwindigkeit ce des Schwerpunktes noch eine Fig. 176.
Winkelgeschwindigkeit & in einer durch die Mittel-

linie des Stabes gehenden Ebene, also um eine ag

rechtwinklig zu dieser Mittellinie stehende Achse,

bekommt (Fig. 176), so wird, wenn man vom Luft-

widerstand absieht, die Geschwindigkeit ce die para-

bolische Wurfbewegung des Schwerpunktes bedingen, die Drehung
mit der Winkelgeschwindigkeit & daneben aber unverändert erhalten
bleiben. Steht die Achse der Winkelgeschwindigkeit & aber schief
gegen den Stab, so wird die Drehung um den Schwerpnnkt eine
veränderliche, wirbelnde Bewegung sein.

ce
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Il. Schwingungen eines Schiffes.

Die lothrecht auf und nieder gehende Bewegung, das sog.

Tauchen oder Steigen eines Schiffes wurdebereits S.62/63 behandelt.
Die Dauer einer einfachen Schwingung dieser Art ergab sich zu

Er

F.g'

entsprechend der Schwingungsdauer eines einfachen Pendels von

der Länge

1) ="  

2) I=Z = 2, = 0,941,?,

wenn V den Inhalt des eingetauchten Raumes im Gleichgewichts-

zustand, F' den Inhalt der wagerechten Schwimmfläche bedeuten.

Von besonderer Wichtigkeit ist das Rollen des Schiffes,

worunter man eine Drehung um die zum Kiele parallele Schwer-

punktsachse (Längsachse) versteht.

Ein aufrecht (gerade) schwimmendes Schiff werde durch vorüber-

gehende Einwirkung eines Kräftepaares derartig in eine schräge

Lage gebracht, dass die Querschnitte in ihrer ursprünglichen Ebene
verbleiben, : und stehe dann wieder

unter alleiniger Wirkung des Ge- BIejLRT

wichtes Mg und des ebenso grossen
Auftriebes A=y:V = Mg, worin

> das Gewicht einer Raumeinheit

des Wassers. Das Schiff sei von

solcher Gestalt, dass auch die

Richtungslinie des Auftriebes sich

nur in der durch den Schwerpunkt $

des Schiffes gelegten Querschnitts-

Ebene verschoben hat. Dann fällt

die durch den Schwerpunkt S gelegte
Achse des wirkenden Kräftepaares (Mg und A) mit der Längsachse

des Schiffes zusammen, welche annähernd als eine freie Achse an-

gesehen werden möge.
Die Entfernung aus der Gleichgewichtslage werde als nur

gering, der Neigungswinkel © (Fig. 177) als klein vorausgesetzt,

dann schneidet nach 2. Theil, S. 191, der Auftrieb des Schiffes die

15*
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Schwimmachse 8 desselben in einem festen Punkte, dem Meta-
centrum M, welches vom Schwerpunkt S um die metacentrische
Höhe SM entfernt ist. Liegt der Schwerpunkt E
des eingetauchten Raumes oder der Verdrängung Fig. 178.
V bei aufrechter Lage des Schiffes um

ES — 0,

unterhalb des Schwerpunktes S des Schiffes, so ist
{2. Theil, S.191, Gl.5 u. 6)

X

 

  
3) SE — = —e

und das aufrichtende Moment

I4) m=,.v(-.),

worin 3 das Trägheitsmoment der Schwimnfläiche \Y___\Ny
(Fig. 178), in Bezug auf ihre Längsachse OX
bedeutet. Bei der Rückkehr in die Gleichungslage verkleinert sich
der Winkel d, es ist daher die Winkelgeschwindigkeit dieser Drehung

4
de }

die Winkelbeschleunigung

er
a

Bezeichnet man nun mit J das Trägheitsmoment des Schiffes
‚in Bezug auf die Längsachse S, so ist (1. Theil, S. 276)

ee er )
BREABe ©, oder

d2ÜNu5) IR En

‘wenn man zur Abkürzung
(7

BE HAM6) k Yv T

setzt. Nach S. 92/93 hat Gl. 5 die allgemeine Lösung

9 = Asinkt + Beoskt.
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Eine Zunahme von kt um 2” führt das Schiff in den vorher-

gehenden Zustand zurück, daher entspricht die Zeit a einer

Doppelschwingung; die Dauer einer einfachen Schwingung ist also

n Bee7 ElSn T,@zen"
und dies entspricht einer Schwingungslänge, die sich analog Gl. 2

ergiebt zu
J:g I 29) = Ze un,78 eh) _MSM SM

wenn i der Trägheitshalbmesser.

Eine Schwingung um die Querachse des Schiffes wird das

Stampfen genannt. Für die Dauer desselben gilt
—_—

9 ee Buuneg)ni

) . or
wenn J, das Trägheitsmoment des Schiffes in Bezug auf die Quer-

achse, 3, das Trägheitsmoment der Schwimmfläche in Bezug auf

die Querachse bezeichnen.
Beispiel: Ein Schiff von a= 120m Länge, 5—=12m Breite, e=8;m

Höhe wiege 5845t, dann ist im Seewasser (= 1025 ks)

v8
1,025

Die Schwimmfläche betrage F=0(,2a-b—=0,82-120.12= 1181 ım, dann ist

die Schwingungslänge des Tauchens (Gl. 2)

8 5702

FM
und die entsprechende Dauer einer einfachen Schwingung (1. Theil, S. 78)

 

— 5702 ebm,

= = 4,33 m

ar — 715008 Vı= 2,28.
I

Das geometrische Trägheitsmoment $ der Schwimmfläche wird auf das Träg-

heitsmoment des umschliessenden Rechtecks (a-5) zurückgeführt und möge

wegen der Zuschärfung 60 °/o desselben betragen; dann ist

Bi ‚06° 0,68-.120+12° Be
SE res =Dt.—90u

Die Höhe des Schiffsschwerpunktes S über dem Schwerpunkt E der Ver-

drängung betrage e = l,ısm, dann wird die metacentrische Höhe

EN] 11750
M = — — m—Sm A oron

Für das Trägheitsmoment J des beladenen Schiffes giebt es keine An-

näherungsformeln; vielmehr muss man zu dessen unmittelbarer Bestimmung die

— 1,6 = (,su,
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Masse eines jeden Theiles des Schiffes mit dem Quadrate seines Abstandes
von der Schwerpunktsachse multiplieiren und diese Produkte summiren. Ge-
wöhnlich unterlässt man diese mühsame Rechnung, beobachtet vielmehr die
Schwingungsdauer t,, berechnet daraus die Schwingungslänge I, und schliess-
lich nach Gl. 8 das Trägheitsmoment J.

Das vorliegende Schiff gebrauche zu einer einfachen Roll-Schwingung
tı = 8®s.; dem entspricht eine Schwingungslänge

L = u, — bs — 63,63 m
27 1,0082 1,008? ae

Hiermit wird nach Gl. 8

?=1.SM= 63,8-0, = 3817 und i—= 6,15m. Schliesslich

J= Mi —mn - 38,17 = 22743 000.

I2. Drehungspendel.

Ein elastischer, prismatischer Stab oder Draht sei an seinem
oberen Ende fest eingespannt, auch gegen Drehung gesichert; an
seinem unteren Ende sei ein Körper von

solcher Massenvertheilung befestigt, dass die

lothrechte Mittellinie des Stabes eine freie

Achse des Körpers bilde (Fig. 179). Zu

Anfang befinde sich das Ganze im Gleich-
gewichte Wird nun der untere Körper um
die lothrechte Achse gedreht, so entstehen
in dem mitverdrehten Stabe Schubspannungen,
die innerhalb der Elastieitätsgrenze mit dem
Drehungswinkel verhältnisgleich sich ändern.
Wird der Körper sodann losgelassen, so er-
theilt das Spannungsmoment des Stabes dem
Körper eine Winkelbeschleunigung, welche
demnach verhältnisgleich ist der Winkelab-
weichung von der Gleichgewichtslage. Wird die Winkelabweichung
für einen beliebigen Zeitpunkt mit ® bezeichnet, so ist, weil die Be-

dd
dr?

 

wegung eine rückläufige, die Winkelgeschwindigkeit ® = —

die Winkelbeschleunigung
1) FIR am. al

een:
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wenn M das mit © verhältnisgleiche Verdrehungs-, J das Träg-

heitsmoment des Körpers in Bezug auf die lothrechte Achse be-

zeichnen. Die einfache Gl. 1 für & ist hier verwendbar, weil nur

Winkelbeschleunigungen und Drehungen um eine freie Achse in

Frage kommen, so dass (nach 1. Theil, S. 297) die Bewegung wie

eine Drehung um eine feste lothrechte Achse geschehen muss.

Für @l. 1 kann man schreiben:

2

2) z = — k?.d; dann bedeutet

Meher3) — 79

die Winkelbeschleunigung für einen Verdrehungswinkel 9—=1= 57,30,

Da 61.2 mit Gl. 5, $. 228 übereinstimmt, so ist sie die Differential-

gleichung einer Schwingungsbewegang um die Gleich-

gewichtslage als Mitte, und die Dauer einer einfachen

Schwingung ist nach Gl. 7, S. 229

4) en

Hat der Stab oder Draht den Halbmesser » und die freie

Länge h, so ist bei einer stärksten Schubspannung 7 nach 2. Theil, S.65

N=r und zugleich pe : nr

wenn @ das Gleitmafs des Stoffes, also

 

A
M= 50 und nach Gl. 3

u rin

2 R TER

Beispiel: Der Draht habe r— 0,ı cm Halbmesser und A= 100 cm Länge
Am unteren Ende sei ein Schwungring von 2%g Gewicht und 30 em mittlerem

Halbmesser befestigt. Dann ist, weil bei der Rechnung mit Centimetern
2.302

ga = 981 gesetzt werden muss, a und mit @ = 800000 at,

800 000 - Q,1* - 9819 2 Does
ag

Al e de! 
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Kennt man Stärke und Gleitmafs des Drahtes nicht genau genug, so kann
k? auch durch einen Verdrehungsversuch ermittelt werden. Ist R der Halb-
messer des Schwungringes und setzt man J=yuR?, so ist £-g annähernd
das Gewicht des Ringes. Bringt man nun mit Hülfe zweier Rollen und zweier
Gewichtstücke —!/2 ug an dem Ringe zwei wagerechte Kräfte —!/a ug so an,
dass sie auf die lothrechte Achse ein Kräftepaar vom Momente

Ihng-2R=ypg:R

übertragen, so wird nach Gl. 3

ı6 N
) 2 DR sn

 

Misst man sodann an dem Ringe die durch das Kräftepaar erzeugte Verdrehung
R9=s im Abstande R von der Mitte, so ist

Inden — 7 A
I

d. h. gleich der Dauer einer kleinen Schwingung eines Pendels von der
Schwingungslänge s.

0) Re —

“
l
o

Die Gleichungen 1—4, 6 und 7 gelten auch für die Schwingungen der
sog. Unruhe einer Uhr. Die mit der Achse des Schwungrädchens verbundene
Spiralfeder setzt der Verdrehung des
Rades aus der Gleichgewichtslage ein
Spannungsmoment entgegen, welches sich
mit dem Verdrehungswinkel annähernd ver-
hältnisgleich ändert.

Die Spiralfeder (Fig. 180) sei am
äusseren Ende bei B eingespannt; in der
Mitte, wo sich die Drehachse des Schwung-
rädchens befindet, werde auf das innere
Ende der Feder eine in X und Y zerlegte
Einzelkraft und ein Kräftepaar WM, über-
tragen. Dann ist an einem Punkte ? mit
den Koordinaten & und y das Biegungs-
moment

8) N=M,— xXy+Ya.

Wird das Schwungrädchen aus der dem spannungslosen Zustande der
Feder entsprechenden Lage um den Winkel % gedreht, wobei es auf die Feder
das Moment M, und die Kräfte X und Y ausübt, so ist 9 der gesammte
Verbiegungswinkel der Feder von der Mitte bis zum Endpunkte 3. Für diesen
gilt nach Keck, Elastieitätslehre, 8. 227, G1. 4:

 

 

a q a

9) 730-|Mu- Maxact rlean,
0 eo v0
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wenn a die Gesammtlänge der Feder bezeichnet. Da nun der Schwerpunkt

der ganzen Spirale von der Länge a bei vielen Windungen derselben nahezu

im Anfangspunkte der Koordinaten liegt, so sind

@ a

I» -ds und (2- ds
eo eo

annähernd Null, und es ist

10) N zb a,
a

wenn J, das Trägheitsmoment des Querschnittes der Feder bedeutet. Somit wird

ae11) a 2 (Gl. 3)

an Stelle von Gl. 5 treten, wobei J das Trägheitsmoment der Unruhe bedeutet,

und die entsprechende Pendellänge

&l12 Ban) reFa

ist mit der Federlänge a verhältnisgleich.

Es sei der Querschnitt der Feder 0,5 - O,oamm, das Trägheitsmoment also

05.205042 9.8 me
A=-—-— =->:10 mt

12 3 £

die Länge der Feder a = 200 mm; das Gewicht des Schwungrädchens

29 = 0,0002 kg, sein Halbmesser Smm, sein Trägheitsmoment, bezogen auf

Kilogramm und Millimeter, 7= Dong „ E= 25000 kg/gamm , somit

ne 0,016 a 48mm

25000. ion

und die Dauer einer einfachen Schwingung

4 — 1,003V0,04 — 0,22 Sekunden.

13. Umfallende, auf dem Boden reibungslos

ausgleitende Stange.

Eine Stange von der Länge a und dem Gewichte M-g, die

anfänglich lothrecht auf wagerechtem Boden stand (Fig. 181), falle

nach rechts um; dann wird, wenn das untere Ende A der Stange

nicht festgehalten ist, auch an demselben keine Reibung auftritt,

der Boden nur einen lothrechten Normalwiderstand N auf die

Stange übertragen. Der im Abstand e vom unteren Ende befindliche

Schwerpunkt $ der Stange wird sich, weil nur lothrechte Kräfte

wirken, lothrecht abwärts bewegen, so dass, wenn die Stange auf

dem Boden anlangt (Fig. 182), das untere Ende um A,yAı = e
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nach links geglitten sein wird. Es sollen die Beschlennigungen und
Geschwindigkeiten in beliebiger Zwischenlage und beim Aufschlagen
berechnet werden.

In der beliebigen Zwischenlage (Fig. 183), wo die Mittellinie
der Stange mit der Lothrechten den Winkel ® bildet, sei p die

Fig. 181. Fig. 182, Fig. 183.
Bo

  
0

lothrecht gerichtete Beschleunigung des Schwerpunktes, & die Winkel-

beschleunigung um die rechtwinklig zur Bildebene gedachte Schwer-

punktsachse, welche als freie Achse angenommen wird. Dann ist

nach dem Satze von der Beschleunigung des Schwerpunktes

 

  

ne
1) p= M und

M N. e° sin d

2) en un 7 (# 3: 204201..71);

wenn J = M-i? das Trägheitsmoment in Bezug auf die bezeichnete
Schwerpunktsachse bedeutet.

Das untere Ende der Stange hat die lothrechte Beschleunigung p,

die Umfangsbeschleunigung e-&. Da seine Gesammtbeschleunigung

aber nur wagerecht sein kann, so muss p durch e-&-sind aufge-
hoben werden, mithin

REDENAERN
” sind

sein. Aus Gl. 2 und 3 ergiebt sich

N 2
e?sin?d '
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Hiermit bestimmt sich aus Gl. 1:

 

 

m I
4) angay

e?-sin?d

5) ferner £- g 2 und

au e-sind

% Ur erd
1+ 5

Aus diesen Gleichungen kann man die Beschleunigung jedes

Punktes der Stange berechnen; diejenige des

unteren Endes beträgt nach Fig.183: e- &- cosd. Fig. 184.
Die Geschwindigkeiten lassen sich am

einfachsten nach dem Satze der Arbeit

berechnen. In der beliebigen Zwischenlage

(Fig. 184) sei w die Geschwindigkeit des

Schwerpunktes (lothrecht gerichtet), ® die

Winkelgeschwindigkeit der Drehung um den

Schwerpunkt. Dann ist das Arbeitsvermögen

1/a Mu? + 1/2Jw? nach 1. Theil, S. 296. Die Arbeit der Schwer-

kraft ist Mg- 88; es wird daher, weil SS, = e(l — cosd), wenn
man zugleich noch J= M-i? setzt,

 

 

 

2 .42

2 + nu @2 = Mg-e(l — cos),
2 2

oder weil, entsprechend’ G1. 3, © = ——— ist,
e-sind

al e?-sin?®d

2g-e(l — c0sd)u Pe
a) = e-ind +i2

Für die Geschwindigkeit w des unteren Endes gilt w = e-» cos, also

Re 2g.el— cos)

29
RN e? 00829

9)
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Für die Anfangsstellung, d.h. 9 = 0, sind —= 0, csd =1,
geben diese Gleichungen selbstverständlich

p=0; e=0; N=Mg u=(0; vw=(0; vw=0.

Für die Endlage, d.h. 9 = 90°, sin® = 1, c0os9 = 0, wird

 

 
 

 

M. 2g:e
Dre cn e= nr nn = a

ern Gare 0. LE:e* e Di e’

2g.e
ana3 0:

und, wenn v die Geschwindigkeit des anderen Endes,

v=u+(a—e)w, also

a
v= Aalen

d.h. v=a-0», wie es wegen w= 0 auch sein mus.
Da in der Endlage w= 0 ist, so stimmt beim Aufschlagen der

Stange ihr Geschwindigkeitszustand mit dem einer unten drehbar
befestigten (S. 209) überein, nicht aber der Beschleunigungs- und
Kräftezustand. Bei der Vergleichung dieser Formeln mit denen auf
S. 209—211 ist zu bedenken, dass :?, bezogen auf den unteren
Endpunkt (S. 209), gleichbedeutend ist mit i? + e? in den Formeln
der S. 234—236.

Für eine materielle Gerade, d. h. einen Stab mit gleichmässig
über seine Länge vertheilter Masse, also e= !%a; i? = Uma?;Va

1 -: wird in der Endlage

3 3 1 3 3
Ei era er re

vwd; v=dg:a.

Hieraus folgt, wie es wegen w= O0 sein muss, v= 2u.

14. Rollbewegung auf schiefer Ebene.
Auf einer schiefen Ebene von der Neigung «a rolle ein Um-

drehungskörper von der Masse M (Fig. 185), dem Rollkreishalb-
messer % und einem auf die Drehachse bezogenen Trägheits-
moment J = uR?; er trage mittels einer Achse vom Durchmesser
d=2r einen Körper von der Masse M, und dem auf dieselbe
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Achse bezogenen Trägheitsmoment J; = u, R?, Die Drehachse sei

für beide Massen M und M, eine freie Achse. An der Tragachse

der Masse M, möge Reibung auftreten.

Zu Anfang seien beide Massen in Ruhe. Auf schiefer Ebene

erfährt nun die Masse M eine abwärts gerichtete beschleunigte
Rollbewegung. Die Beschleunigung

des Schwerpunktes sei p, dann muss

die Winkelbeschleunigung der Dre-

hung um die Achse (nach 1. Theil,

S. 300) betragen

ADar

Die Masse M, muss nun die

Verschiebung mit der Beschleu-
nigung p vollständig mitmachen;

eine Drehbeschleunigung &, wird

ihr nur durch das Moment der

Zapfenreibung mitgetheilt, u. zw.

tritt dieses Reibungsmoment in ver-

schiedener Grösse auf, je nachdem die Winkelgeschwindigkeit ©, der

Masse M, kleiner ist als diejenige der Masse M, oder den gleichen

Werth hat. Im ersteren Falle kommt die volle Zapfenreibung

zur Wirkung, im anderen Falle nur

ein Theil derselben. Da nun beide Fig. 186.
Massen zu Anfang die Geschwindig-

keit Null hatten und gleichförmig

beschleunigte Bewegungen ausführen,

so ist das Verhältnis von ®, zu ®

gleich mit demjenigen von & zu E.

Erster Fall, geringe Zapfen-

reibung: Die Zapfenreibung sei so

gering, dass sie nicht im Stande

ist, der Masse M, dieselbe Winkelbe-

schleunigung & zu ertheilen, welche

die Masse M erleidet. Dann tritt

an den Zapfen ein Gleiten auf, und

somit ein volles Reibungsmoment D-/-r, worin D der Zapfen-
druck, f die Reibungsziffer.
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Der Zapfendruck D stimmt mit dem Gewicht M, g nach
Grösse und Richtung nicht ganz überein. Seine Richtung weiche
von der Rechtwinkligen zur schiefen Ebene um den Winkel ß ab
(s. 1. Theil, S. 302). Zerlegt man die auf M, wirkenden Kräfte
M,g und D nach den Richtungen parallel zur schiefen Ebene und
rechtwinklig dazu, so ergiebt sich (Fig. 186) in ersterer Richtung
eine schräg abwärts gerichtete Gesammtkraft M,gsina — Dsinß,
und es muss, weil diese der Masse M, die Beschleunigung p ertheilt,

M,p = M,gsina — Dsinf, oder

1) D.sinf = M,gsina — M,p

sein, während in der zweiten Richtung

2) D.cosß= M,gcosa wird.

Das in Fig. 186 links herum drehende Reibungsmoment
M = D.f-r ertheilt der Masse
M, eine Winkelbeschleunigung

Dis». D:f.r

es

An der rollenden Masse 7
wirken die Schwere Mg, der

Zapfendruck D, das Zapfen-

reibungsmoment M im Sinne
rechts herum und die an der

Rollbahn auftretende Normal-
und Tangentialkraft N und 7;

Figur 187 zeigt diese Kräfte
nach zweckmässiger Zerlegung. Dann gilt für die Beschleunigung
des Schwerpunktes

Mp = Mg-sina + D-snß —T,

oder wegen Gl. 1:

4) Mp = Mg-sina+ Mg -sina— Mp—T.

Da nun bei der Rollbewegung die Umfangsbeschleunigung der
Drehung &-R gleich der Beschleunigung p des Schwerpunktes
sein muss, so wird (vergl. 1. Theil, 8. 303)

D-.f-r
nr

Fig. 187.

 3

 

 5) np = T—
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Setzt man den hieraus folgenden Werth von 7’ in obige Gleichung

ein, so entsteht:

9) M+Mm+tWp-(M+M)gsina— Dj,

worin mit genügender Annäherung D = M,g gesetzt werden kann.

Diese Gleichung gilt, so lange an der Achse ein Gleiten stattfindet,

so lange also e> &,, oder pR > R?e, d.h.

 

7) (M+ M,)g-sine-R— Mgfr _ Mig fr
M+M+Ra A

ist. — Für reibungslose Lagerung (f= 0) ist Bedingung 7

erfüllt, daher Gleichung 6 gültig, mit f= 0.

Zweiter Fall; grössere Zapfenreibung, die das 6leiten an

dem Zapfen verhindert. Ist die Bedingung 7 nicht erfüllt, ist

vielmehr die Zapfenreibung genügend gross, um die Masse M,

vollständig an der Drehung von M theilnehmen zu lassen, so wird

e=&, und es tritt das Reibungsmoment M nur in derjenigen

Grösse auf, welche nöthig ist, der.Masse M, die Winkelbeschleu-
nigung & = 8 zu ertheilen, d. h., da wieder &R=p,

8) MNeradg Beim Ran.

Die Gleichungen 1 und 2 bleiben gültig, ebenso Gl. 4; an

Stelle von Gl. 5 aber tritt die folgende:

M

R

dies giebt T’= (u + u,)p, und hiermit wird aus Gl. 4:

9) (M+MH+tu+a)p=(M+ M,)g:sina.

Diese Gleichung gilt auch für solche Fälle, in denen M und M,
gegen einander unbeweglich sind, so dass man sie wie einen einzigen
Körper auffassen kann.

Beispiel: Rollbewegung eines mit Wasser gefüllten Gefässes.
Der rollende Körper sei ein dünnwandiges eylindrisches Gefäss von der Masse M

und der auf den Umfang bezogenen Masse »; er sei mit Wasser gefüllt von

der Masse M, und der auf den Umfang bezogenen Masse #,. Betrachten wir

das Wasser als vollkommen flüssig, d. h. ohne Fähigkeit, Reibungswiderstände

auszuüben, so wird es beim Abwärtsrollen des Gefässes nur an der Ver-

schiebungsbeschleunigung p, nicht aber an der Drehung theilnehmen. Es

gilt daher Gl. 6 mit /=0, d.h.

10) aiediee
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Ist das Wasser aber durch radiale Wandungen an der relativen Drehung

gegen das Gefäss verhindert, oder etwa zu Eis erstarrt und an dem Gefässe

festgefroren, so muss es an der Drehung theilnehmen, und es gilt nun Gl. 9,

welche für p einen kleineren Werth ergiebtals Gl. 10.

Werden zwei im Äusseren übereinstimmende Gefässe der ersten und der

zweiten Art auf eine schiefe Ebene neben einander gesetzt und losgelassen, so

wird das erste Gefäss schneller laufen als das zweite.

Ist das Gefäss so dünnwandig, dass man seine Massen M und x gegen

die des Wassers M, und », vernachlässigen kann, so wird im ersten Falle

11) p=gsineo,

im anderen Falle mit u, = !/M;:

212) p=-—gsine.
[3]

Man würde daher durch einen Rollversuch feststellen können, ob die Wasser-

füllung sich gegen das Gefäss frei drehen kann oder nicht.

15. Anhalten eines Eisenbahnzuges durch Bremsung.

Die beschleunigte oder verzögerte Bewegung der Fuhrwerke

wurde schon im 1. Theile, S. 302, jedoch ohne Rücksicht auf den

Luftwiderstand, behandelt. Bei schnell fahrenden Eisenbahnzügen

ist aber, wie schon im 1. Theile, S. 256, gesagt wurde, der Luft-

widerstand so erheblich, dass er die übrigen Widerstände übersteigt.

Daher soll an dieser Stelle der besonders wichtige Fall des An-

haltens eines Eisenbahnzuges mit Rücksicht auf den Luftwider-

stand als Ergänzung des früher gegebenen behandelt werden.

Die Untersuchung bezieht sich auf einen einzelnen Wagen

(Fig. 187); wie dieselbe dann auf einen ganzen Zug angewandt

werden kann, soll im Beispiele gezeigt werden.

Wie schon im 1. Theile, S. 302 erläutert, müssen bei einem

beschleunigten Fuhrwerke drei Massen von einander unterschieden

werden:

1. die Masse M der rollenden Theile, d. h. der Achsen

und Räder;

2. die auf den Halbmesser R des Rollkreises bezogene Masse u
der rollenden Theile;

3. die Masse M, der übrigen Theile des Fuhrwerks, welche

nur an der Verschiebung, nicht an der Drehung, theil-

nehmen.
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Ist v die Geschwindigkeit des Zuges, F' seine Querschnitts-

fläche, 7 das Gewicht von 1m Luft, so kann der Luftwiderstand

nach 2. Theil, S. 353, Gl. 4

1) w=ru
9

gesetzt werden. Unter Hinzufügung dieser Kraft W wird aus

@1 9, 2. Theil, 8, 308%

Mp= Mgsina + Mgsna— Mp — T—W,

wenn p die abwärts gerichtete Beschleunigung des Wagens bedeutet;

oder, wenn man für schwache Gefälle sina mit « vertauscht (Fig. 188):

2) (M+M)p=(M+ M)ga— T—w.
Für die Umfangsbeschleunigung » der Drehung der Räder ist

die zwischen Rad und Schiene auftretende Reibung 7 die be-
schleunigende Kraft mit dem

Momente T-R. Als Wider- Fig. 188,
standsmomente wirken dem-

selben entgegen: 1. das Zapfen-

reibungsmoment, welches mit

genügender Genauigkeit aus

einem Zapfendrucke Mg zu

M,g:f-r abgeleitet werden
kann (wenn r der Zapfenhalb-

messer); 2. das Moment des

Rollwiderstandes, welches, ebenfalls annähernd, mit (U + M,)g-e

eingeführt werden darf (wenn e der Arm des Rollwiderstandes,

s. 1. Theil, 8. 248); 3. das Moment der Bremsreibung P-/,-R,

wenn P die Summe der Bremsdrücke, /, die Reibungsziffer der
Bremsklötze bedeuten. Hiernach wird

wp-R= T-R— Mgfr(M+ M)ge— PfR

 

und somit
eT-p+ MSZtUMGr PA.

Nennt man aber a, das Gleichgewichtsgefälle für sehr lang-
same Bewegung ohne Wirkung von Zugkraft, Bremskraft und

Keck, Mechanik. III. 16
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Luftwiderstand, so kann für die Summe vom Zapfenreibungs- und

Rollwiderstand nach 1. Theil, S. 304 abgekürzt gesetzt werden:

MS +UtzM+ Mg,

womit T=up+(M+M)se %+ PA

wird. Führt man dies in G1. 2 ein, so entsteht

+UaWRFr
 

 

3) DS M+M+u

Setzt man nun zur Abkürzung

4 MH+M)sa—W)-Pfh__%
MEMER i

Y R3
=-—DB,

so wird p=—-4A—-BW"=—(A+B:%), oder

au an "8

Hieraus folgt
dv 1 dv

RT IFER,,ABe
177

Somit ergiebt sich durch Integration

]: B
t= — ———areltev — +0.
EB \4

War für 4=0 die Geschwindigkeit v= ec und soll sie für

t=t, zu Null geworden sein, so ist die zum Anhalten des

Zuges erforderliche Zeit i, leicht bestimmt zu

1 'B
7) [7 = —arntge]/2.
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Um die zum Anhalten erforderliche Wegeslänge a zu er-
halten, multiplicire man @]. 6 mit

 

2v-.dt — 2de;

i 2v-dv
dann wird ne

2B-v-dv
Zadar ZB: de, also

UKA+Bvd)= —2B:r +0.

Mitv= für =0 wird & =L(A + Be?), also

Aut een. 5
9 ee
die Bremsstrecke » = a folgt für v= 0 zu

9) a-nili+ ‚ oder

__ 2,3026 2 )
10) 1-5 1og(1+ 2. ;

Das Gleichgewichtsgefälle « mit Rücksicht auf
den Luftwiderstand ergiebt sich für eine Geschwindigkeit ce,
indem man in Gl. 3 einführt:

p=0 ud P=0.
Dann wird

78
1) man

gs (M+M)s

Beispiel: Ein Schnellzug, bestehend aus Lokomotive, Tender, Ge-

päckwagen, Postwagen und fünf Personenwagen, fahre mit einer Geschwindig-

keit c—=20m/s, — 72 km/n,; es soll die zum Anhalten erforderliche Bremszeitt,

und Bremsstrecke a berechnet werden, u. zw. auf wagerechter Strecke («= 0)

und auf einem Gefälle «1: 200.
Die Lokomotive wiege 42t, der Tender 20t, der übrige Zug 105t, der

ganze Zug also (M-+ M,)g—=167t. Das auf den Rollkreis bezogene Gewicht

der Achsen und Räder, d. h. nahezu das Gewicht der sämmtlichen Radreifen

betrage »g=14t. Die Summe aller Bremsdrücke sei etwa gleich dem halben

Gewichte des Zuges, nämlich rund P=84t, die Reibungsziffer der Bremsklötze

A=Nı. Dann wird nach Gl. 4:

84 - Y/ı — 167 (a — o,)

Am 167 +14 ah
oder, wenn man (nach 1. Theil, S. 255) «, = 0,0025 annimmt,

12) = 0,613. — 9,05:@.

16*
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Bei mittlerem Barometerstande und bei 0°C. wiegt lcbm Luft 1,2 kg,

bei einer mittleren Temperatur von 10°C. daher (nach 2. Theil, S. 211)

Be 273
iS 985

Der Luftwiderstand ist nun aber bei einem längeren Zuge nicht allein

von der Querschnittsfläche abhängig, sondern auch von der Länge des Zuges, weil

mit letzterer der Reibungswiderstand der Luft wächst, der ebenfalls in W nach

Gl. 1 enthalten sein muss. Nach Versuchen vom Geh. Reg.-Rath Alb. Frank

(Hannover) liefert eine Lokomotive mit Tender zu F den Beitrag 7 qm, der

dann folgende Gepäckwagen 1,ı ım, jeder folgende Post- oder Personenwagen

0, am, Also ist hier zu schreiben:

F=N-+17+6.05= 11m,

Hiermit wird nach Gl. 5:

= lnıkg.

TE
13) BE;18100 0,000 0802 .

Die zum Anhalten auf wagerechter Bahn erforderliche Zeit wird nach Gl. 7:

1 0,000 0802
4 =———are tg 20 ——
: V0,613 - 0,000 080 2 . \ 0,073 °

14) 4=136,11 - arc tg 0,2183 = 136,11 - arc (12° 19”) = 136,11- 0,215 = 29,3 sek.

Die Bremsstrecke aber wird nach Gl. 9:

een

2 - 0,000 080 2

Für «= !/a00 — 0,005 ist nach Gl. 11

A == 0,673 — 0,045 — 0,628,

0,000 080 2
15) a 1og(1 == WON -20 ) == 290,8 0 .

’

B wie vorstehend = 0,00008502, somit

ı=erarc tg 20 0,000

0802

V0,62 - 0,000 080 2 0,628

1 — 3l.ssck

2101249038 | 0,000 0802 - En a

) 0,000 160.4 ar 0,628 ae

Das Gleichgewichtsgefälle für diesen Zug mit e—=20 ist nach Gl. 11:

“en ? 1,24 11,7-400

beerrt

18) a = 0,0025 + 0,0035 = 0,006 — BR
167°

Will man Bremszeit z, und Bremsstrecke a unter Vernachlässigung des

Luftwiderstandes berechnen, so hat man B mit Null zu vertauschen. Hiermit

nehmen nun die Gleichungen 7 und 9 die scheinbar unbestimmte Form rn an.

Man kann diese Unbestimmtheit in bekannter Weise durch Differentiation

beseitigen, kann aber auch durch einfache Überlegung das Ergebnis finden
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In Gl. 7 wird nämlich bei sehr kleinem 3 auch der Unterschied zwischen dem

Bogen und seiner Tangente sehr klein, so dass man dann (wie $. 82)

rc t; As 2arctge T=e17

setzen kann; hiermit verwandelt sich Gl. 7 in das einfache

c19) 1=-.

In Gl. 7 kann, weil bei kleinem x L(l+2)=x wird, bei kleinem B

2 ) ErL (1 + Pay,

gesetzt werden, womit dann Gl. 9 die einfache Form

ec?

BE!
Da übrigens für 3=0 die Verzögerung nach Gl. 6 einfach —= A wird, so

20) a annimmt.

folgt ı = = auch einfach aus dem Begriffe der Verzögerung und

ob 2 20)

2004
aus der Grundeigenschaft der gleichförmig veränderten Bewegung.

Für wagerechte Bahn mit A — 0,673 (Gl. 12) und e=20n/s. wird

 

20
= nzAT a — 2IIoU,

Für @—=!/»0 mit A= 0,623 wird

20
Iu =3dl,ss; a=318;m.

Diese Zahlen weichen von den mit Berücksichtigung des Luftwiderstandes
erhaltenen nur so wenig ab, dass es zulässig ist, bei der Berechnung der

Bremswirkung den Luftwiderstand zu vernachlässigen. Beim Bremsen genügt

schon eine geringe Vermehrung des Bremsdruckes P oder der Reibungsziffer f,,

welche beide niemals ganz scharf zu bestimmen sind, um die Vernachlässigung

des Luftwiderstandes auszugleichen.

Für die Ermittelung der erforderlichen Zugkraft hat der Luftwiderstand

bei grosser Geschwindigkeit dagegen erheblichen Einfluss, insofern nach @. 18

bei dem angenommenen Zuge das Gleichgewichtsgefälle a, welches gleichbe-

deutend ist mit dem Verhältnisse der auf wagerechter Bahn erforderlichen

Zugkraft zu dem Gewichte des Eisenbahnzuges, durch den Luftwiderstand von

0,0025 auf 0,006 vergrössert wird.

Auch für den Antrieb des Fahrrades spielt der Luftwiderstand eine nicht

unbedeutende Rolle. Ist c die Geschwindigkeit des Radfahrers, so kann das

Gleichgewichtsgefälle des besetzten Rades in Übereinstimmung mit @1.11, 8. 243

% Bla

“Tat, wem
gesetzt werden. Darin bezieht sich «, auf den Einfluss der Reibungswider-

stände an den Achsen, Kettengelenken u. dergl., sowie des Rollwiderstandes
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am Boden, däs zweite Glied auf den Luftwiderstand. " Zugleich: bedeutet «,

das Gefälle, auf: dem das Rad mit sehr ‚geringer Geschwindigkeit c ohne Kraft-

aufwand läuft. Die Reibungswiderstände sind an einem gut gearbeiteten

und gut unterhaltenen Rade sehr gering; nicht unerheblich aber ist der Roll-

widerstand auch auf guter Fahrstrasse, weil das Eindrücken des Luftreifen

bei der Berührung mit dem Boden Quetschungen verursacht, die, ‘wie schon

im 1. Theile, S. 251 erläutert wurde, Gleitungen und daher Reibungswiderstände

zur Folge haben. Eingehende Versuche darüber fehlen noch. Einstweilen

möchten wir nach Angaben des Herrn Landes-Bauinspektors Gloystein in Celle

für gute Strasse und gutes Rad «a, — 0,007 schätzen. Die Widerstandsfläche 7,

welche der Radfahrer der Luft darbietet, kann man unter günstigen Umständen

zu 0,;qm annehmen. Mit = 1,24K8/cum Luftgewicht ergiebt sich dann der

Luftwiderstand zu

RE Be 5
wo 05:0? = 0,063 €

in Kilogrammen, wenn ce in m/s. ausgedrückt ist. Bei einem Gesammtgewichte

des besetzten Rades (M+ M,)g=90%s würde hiernach das Gleichgewichts-
gefälle

 Igr
9

 

 

2
% = 0,007 + u 0? = 0,001 Iı 2 N h

also bei e = 4,5W/s. (— 16,2 km/n.)

4,52 1
a = 0,or Il + 10, Mn — 7 werden.

Daher ist auf wagerechter Bahn zur gleichmässigen Bewegung des Rades

eine parallel zur Bahn wirkend gedachte Zugkraft

K=(M-- M)g- a= 9 0,021 — 1,39 kg..

und eine sekundliche Arbeit

E=K:.c= 1,-4,5 — 8,sımkg/, erforderlich.

‚Ist die Kettenübersetzung so eingerichtet, dass bei der Geschwindigkeit von

4,; m/s. die Kurbelachse in der Sekunde eine Umdrehung macht und beträgt

der: Kurbelhalbmesser 0,17, der Hub der Füfse also 0,3«m, so ist die mittlere

‘Druckkraft des Fufses auf die Tretkurbel

8,51 =
nn 2 Be 35 kg,

0,34
 

16. Elastische Schwingungen eines Eisenbahnwagens.

Von den Schwingungs- Bewegungen ‘eines Eisenbahnwagens

treten besonders hervor: die lothrechte Verschiebung, das Wogen,

und die Drehschwingung um die wagerechte Querachse durch den
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Schwerpunkt, das Nicken. Ist die der Gleichgewichts-Belastung

entsprechende Durchbiegung der Tragfedern /, so ist nach 8. 61

diese Länge zugleich die
Schwingungslänge 2 des Fig. 189.

WogensunddieDauereiner

einfachen Schwingung

1) U »)£.

Die Bewegung des

Nickens werde an einem

von vier Federn getra-

genen Fuhrwerk ent-
wickelt. Fig. 189 stelle

dasselbe im Gleichge-

wichtszustande dar. Wird

der Wagen um einen

kleinen Winkel 9 um die
Querachse S gedreht, so

wird (Fig. 190) das links-

seitige Federpaar um

c—yı stärker, das rechts-

seitige um % — c weniger

stark zusammengedrückt

als im Gleichgewichts-

zustande. Die Federdrücke gehen in Folge dessen aus den Werthen

!/ Mg über in P, und P,, wobei

ag a Geryl

 

   
 

 

 

Du 7 also

2) P = = (1 aa und ebenso

3) Be —ınz) ist,

Der Hebelarm von P, in Bezug auf $ ist nach Fig. 190:

ac08sd — esind,

der von P;: acos® + esind.
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Daher entsteht ein der Vergrösserung des Drehungswinkels 9 ent-
gegen wirkendes Moment

M = P, (a: c0s0 — e-sind) — P,(a-c080 + e-sin®))

= (P, — P,)a-cos® — (P, + P,)e-sin®.

Nach Gl. 2 und 3 ist nun

In2-2

P+r=m+et

Fig. 189 und 190 liefern die geometrischen Beziehungen

ete=y; +a-sin®+ e-cos® und

et+tce=y%—a-sind + e-cosd,
woraus man erhält

Y%—Yı =2a-sind, w+Yy =2c+2e(l— cosd).

Da der Winkel d meist klein bleibt, so möge sind = d
und cosd —= 1 gesetzt werden. Hiermit wird dann

Mg2a:
Pe

M='M — E ) ®.NZ

PL —-B= P, +P=Mg und

Dieses erzeugt eine Winkelbeschleunigung (analog $. 231)
2

4) Br-u, wenn

2

ee) ua I= ana

das Trägheitsmoment des Wagens in Bezug auf die Querachse S
bedeutet, womit man auch schreiben kann

0a5) k Ei 7 el

Gl. 4 ist wieder (s. S. 231) die Differentialgleichung einer Schwingungs-
bewegung von der Schwingungslänge

 

i
0) I=-a-.



16. Schwingungen eines Eisenbahnwagens. 249

Für einen dreiachsigen Wagen, dessen Endachsen den

Abstand a von der Mittelachse haben, bleibt letztere von der

Schwingung ziemlich unberührt. Unter der Voraussetzung, dass

im Gleichgewichtszustande sämmtliche Federn gleich stark belastet

sind, wird dann

P-B=gM; P+PB= 32:

n-5m 0):

7) "34-0 und

8) u

Beispiel: Nach überschlägiger Berechnung ist für einen dreiachsigen
Personenwagen mit a—=3,15m gefunden e=1,15m; #=9,03 qm. Es kann bei

mittlerer Belastung die Gleichgewichts-Durchbiegung der Federn f= 0,16 m

angenommen werden. Hiermit ergiebt sich

3 9,03 13,55  
’

0,16

Da das zweite Glied im Nenner gegen das erste sehr unerheblich ist, so kann

man es wohl vernachlässigen und erhält dann ebenfalls 0,.em. Mit Rücksicht

auf dieses Ergebnis kann man statt Gl. 8 kürzer schreiben:

 — 1,15

3 i
9) FeN)

oder, wenn man die auf den Abstand a bezogene Masse » mit

2

0, Me: — 2a: also 2 uf einführt,
a M

en10) = SH %

Bei dem hier in Frage stehenden Personenwagen ergiebt sich

Bu" 1.874, daher

11) — 1,38.f — 1,31 - 0,16 = 0, m.

Die einfache Schwingungsdauer des Wogens ist (Gl. 1) 2, = 0,48, mit 2'/2 ein-

fachen oder 1’/ Doppelschwingungen in der Sekunde; diejenige des Nickens

= 0,418, mit 2,13 einfachen ‘oder 1,0s Doppelschwingungen in der Sekunde.

Bei etwa 9m Schienenlänge und 20m sekundlicher Geschwindigkeit erfolgen
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die Stösse an den Schienenlücken, welche die wesentlichste Ursache der
Schwingungen darstellen in Zeiträumen von 0,45°. Dies Verhältnis ist ein
günstiges, weil jeder zweite Stoss die Einwirkung des ersten auf das Nicken
ziemlich wieder aufhebt.

17. Wälzendes oder wiegendes Pendel.

a) Auf ebener Fläche.
Nach 1. Theil, S. 149 ist ein gleichföormiger Kugel- oder

Cylinder-Abschnitt, der mit der gekrümmten Fläche sich auf eine
wagerechte Ebene
stützt, in gesichertem

Gleichgewichte. Wird
er aus der Gleichge-
wichtslage gebracht,
so führt er unter

Einwirkung der

Schwere Schwingun-
gen um die Gleich-

Fig. 191.

  

  
gewichtslage aus; / S
setzt man nun die 7EEEGEHEZREZEEEEER.

- FR 1 o 2Berührungsflächenals
genügend rauh voraus, dass ein Gleiten an denselben verhütet
wird, so entsteht eine Roll- oder Wälzbewegung, und man nennt
solche Vorrichtung (Fig. 191) ein

wälzendes oder wiegendes Pendel;

auch die Kinderwiegegehörtzu diesen. -

In der Mittellage befindet sich

der Schwerpunkt S, lothrecht unter
dem Mittelpunkte B, des Rollkreises
und zugleich in seiner tiefsten Lage.
Beim Wiegen beschreibt der Schwer-
punkt einen Theil einer verkürzten
Cykloide $, S, Sy. Die grösste Ab-

weichung von der Mittellage werde
durch den Winkel a gemessen.

Um die Dauer einer einfachen Schwingung 8, S,S, zu ermitteln,
betrachten wir den Körper in einer Zwischenlage, (Fig. 192), die

Fig. 192.
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von der Gleichgewichtslage um den beliebigen Winkel d abweicht.

Die Wälzbewegung besteht aus einer Verschiebung des Schwer-

punktes 8 mit der Geschwindigkeit w und einer gleichzeitigen

Drehung um die rechtwinklig zur Bildebene stehende Schwerpunkts-

achse S mit der Winkelgeschwindigkeit . Dann ist das augen-
Mu,
aa

worin J das Trägheitsmoment des Körpers in Bezug auf die ge-
nannte Schwerpunktsachse S bedeutet. Es wirken auf den Körper

die äusseren Kräfte Mg (durch den Schwerpunkt) und die Wider-

stände N und 7’ der Berührungsstelle. Die letzteren beiden ver-

richten bei der Wälzung keine Arbeit, weil ihr Angriffspunkt P

die Geschwindigkeit Null hat. Zur Arbeitsverrichtung kommt

daher nur die Schwerkraft in Frage. Der Schwerpunkt 8 liegt

um SB-cos® = e-cos® unterhalb des Punktes B, also, da B

stets in gleicher Höhe verbleibt, um e(cosd® — cos«) unter seiner

Höchstlage. Weil nun in letzterer die Geschwindigkeiten « und ®

Null waren, so ist nach dem Satze der Arbeit

M-u:  J-w?

» 8
Für die in der Bildfläche erfolgende ebene Bewegung bildet der

Berührungspunkt P den Augenblicks-Drehpunkt, sonach muss

w=w-PS—= w:o und auch rechtwinklig zu PS sein. Führt
man dies in Gl. 1 ein und ausserdem J = M-i?, so wird

2 2

m ar =

Bezeichnet man aber mit r den Halbmesser PB des Rollkreises,

so ist in dem Dreieck PSB

0 =e?+r?— 2e-r:c08d;

 blickliche Arbeitsvermögen des Körpers nach S. 185

  = Mg-e(cosd# — cosa).

2)   -i? = Mg: e(cosd — cosa).

fügt man rechts noch + 2er und — 2e:r hinzu, so kann auch

geschrieben werden

e? = (r — 0°? + 2er(l — cos).

‘Hiermit wird aus Gl. 2:

= 2g9-e(cos# — cos a)

3) Ve
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Weil nun Ö der bis zur Mittellage noch zurückzulegende Drehungs-
winkel ist, der sich bei der jetzt betrachteten Bewegung verkleinert,

ddso ist En und

(— 0? +12? +2e:r(1l — 008)
29-e(cos# — cos a)

 

 4) d=— dd

Die Integration dieser Gleichung wird nur unter Annahme kleiner
Schwingungswinkel « einfach; alsdann kann man 2e-r(1 — cos)
gegen die übrigen Glieder des Zählers vernachlässigen; führt man
nun noch zur Abkürzung

(r — e)? + i?
€

5)

ein, so ergiebt sich

=|1

ie elBu dB

I V2 (c08d—cosa)
Weil diese Gleichung mit der entsprechenden Gleichung für das
mathematische Pendel von der Länge 2 (1. Theil, S. 77) überein-
stimmt, so hat das wälzende Pendel unter Voraussetzung
kleiner Schwingungswinkel gleiche Schwingungsdauer
mit einem mathematischen Pendel von der Länge /
nach Gl. 5, nämlich

d
6) t, = Y£.

Würde der Körper sich als gewöhnliches physisches Pendel
um die Achse B drehen, so wäre nach 1. Theil, S. 279, @1. 5 die
Schwingungslänge

Js _Js+ Me? el
 9 ee

Es ist also

8) u. wenn r— ?Z8.

Für den wiegenden Halbeylinder ist (nach 1. Theil, S. 132)

or en = (0424r.

In Bezug auf die Achse B ist das Trägheitsmoment (nach 1. Theil,
S. 272)

Mr?
ars 
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2

daher Js = Js — Me? = u(S — 0,424?. „) und

Dr 2 = 0,320 r?.

Hiernach wird die Schwingungslänge der halbeylindrischen Wiege
(Gl. 5)
9) er (1 — 0,424)? + 0,320

0,424

während für den an der Achse B aufgehängten Halbeylinder die

Schwingungslänge

— 13LR,

2

Js 2

2 eeRan
wird. Es ist also thatsächlich 7 > !,, weil (r — e)? = 0,332 r?,

e? aber nur = 0,180 r?.
Für die wiegende Halbkugel ist (nach 1. Theil, S. 136 u. 273)

e=%r; Js=04M-.r; Js= M(04 — Ye) r?;

i? = 0,2359r?. Daher

(1 — 3/s)? + 0,259
Nna

während für die an der Achse B aufgehängte Halbkugel die

Schwingungslänge

12) Bi

 — 1.1799

11) l — hear;

= 2 = ver = 1,067 r

wird. Es ist also wieder >].

Für eine wiegende dünne Halbkugelschale ergiebt sich

das Trägheitsmoment Jz leicht aus dem des Halbkugelkörpers.

Für letzteren ist

Js = 0,4 Mr? = 04: Yard = Aısr’n;

ändert sich »r um dr, so ist die Zunahme von Jz das Trägheits-

moment einer Halbkugelschale von der Wandstärke dr, nämlich

/artr-dr; lässt man hierin den Faktor dr fort, so ergiebt sich

4/3 rt als Trägheitsmoment einer Halbkugelfläche, und weil deren

Grösse Zr? beträgt, so wird für dieselbe

4 rin 2 4
le — Yaam3Hr .
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Da nun (nach 1. Theil, S. 135 und 150) e = 5 so gilt für
die Schwerpunktsachse

 

2 r? 5Ben aeDLi z7 7 Tu daher

c a; e

für die an der Achse 2 hängende Kugelschale aber wird nach G1. 7

2/3 2 4
> Tara

d.h. 7? =4, weil (r — O5r)? = (0,57)? ist.

Wird ein prismatischer Stab von der Länge a nach Fig. 193
zu einem wälzenden Pendel gestaltet, indem man oben an zwei
Seiten kleine Halbeylinder
vom Halbmesser r befestigt Fig. 193,

    

und diese auf je einer wage- z B 2 Fig. 194
rechten Schiene wiegen lässt, | (er

9 Eu
: . a Elso ist e= O5a; eg !

0
I i

2 1 I \Y
r a 0041m

1) I=a- or L= ——— I

0,5 EEE
l

2 r =)
— al) +2—

E a a)

während für die Drehung um die Achse B (nach 1. Theil, $. 283)

einfach= ?/sa ist. Für zwei Werthe von rn wird Gl. 15 zu

!= ?/3a, nämlich

1. selbstverständlich für r = 0;

2, für.r m a= De,

d. h. für eine Wiege, bei welcher der Rollkreis nach Fig. 194 aus
einem sehr leichten Kreisbogen vom Halbmesser a gebildet ist.

Für <1 it 72< da.
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b) Wiegendes Pendel in einer Hohlfläche; Hypocykloiden-Wiege.

Die auf einander rollenden Kreise (Fig. 195) mögen die Halb-

messer r und ZR haben. Der Schwerpunkt S des wiegenden Körpers
liege wieder um e unterhalb des

Mittelpunktes B seines Rollkreises Fig. 195.
vom Halbmesser r. Im Gleichge-

wichtszustande möge der Körper

die Hohlfläche bei P, berühren;

ertheilt man ihm eine Rollbewegung

rechts herum, bis die Berührung in

P erfolgt (Fig. 196), bezeichnet mit

@ denjenigen Punkt, der vorher

mit P, zusammenfiel,

so mus PQ= PP,

sein, oder wenn man

 

 
ZQ0BP=W,

PMAB=U

setzt,

ry=R-d,

mithin y= 9, =,

Weicht die Gerade

BS@, welche ur-

sprünglich lothrecht

war (als B,S, P)), um Ö von der Lothrechten ab, so ist © der

Winkel, um den sich der Körper gedreht hat, als er aus der

Gleichgewichtslage in die jetzige Zwischenlage kam, u. zw. ist nach

der Figur

I=y-h=-hll-1)-

 

at Ö, also 

16) =:

Legt man durch den Mittelpunkt A des festen Kreises vom

Halbmesser RR eine Wagerechte, so liegt der Mittelpunkt B des

beweglichen Kreises in der Tiefe z= AB-cosd, = (R—r) cos,
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unter dem festen Punkt A, der Schwerpunkt $ aber noch um
e.cos® tiefer, d. h. in der Tiefe

17) y=(R—r)cosd, + e-cosd

unter A. In der höchsten Lage, die bei einer Schwingung vor-
kommt, möge ® den Werth a erreichen; setzt man dann noch -

- (entsprechend Gl. 16) -
R—r

höchsten Lage

18) Y = (R—r)cosa, + e-cosa.

Beim Übergang aus der höchsten Lage in die beliebige Zwischen-
lage hat die Schwere die Arbeit geleistet

19) My(y—-y)= Mgl(R—r) (c08 d, — 008 0) + e (cos® — cos a).

Für die ebene Rollbewegung des kleineren Kreises in dem
grösseren ist der Berührungspunkt P der Pol; für die verkürzte
Hypocykloide, welche der Schwerpunkt 8 beschreibt, ist daher
PS=0 eine Normale; daher muss, wenn man mit u die Ge-
schwindigkeit des Schwerpunktes, mit & die Winkelgeschwindigkeit
um den Schwerpunkt bezeichnet, wie auf S. 251,

oo=Uu

sein, woraus sich, entsprechend der Gl. 2, 8. 251, ergiebt:

22+9)=29(y-y)= 2gl(R—r) (cos 9, — cos a,)

+ e (cos # — cos a)} i

 “= a,, so ist der Werth y in der

: d :
Mto= — Er wird dann

2 2
ddae

s(y — yı)
Auch in diesem Falle möge nur auf sehr kleine Schwingungen
weiter eingegangen werden, so dass annähernd

BR,
v2 v2 2 ceBER REIN Air Sene ee.cd—=1 5; cos d, ] 2 1 5 (Bm

1 a? 1 a2 r?
cosa = End cosa = SE Ben

gesetzt werden kann.
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Dann wird nach Gl. 17 und 18

wat: 92 2 42:21:49

(@ as nl 5 ) 2

set) und

BERND 2
dt= —en A„2 erAr . Setzt man

a —d ( Sir e)o

23(y— y)=2yY

 

 

(kr)
(r — e? + 2:

20) Sege

Bene
so nimmt der Ausdruck für dt die en Form an:

2240

was nach 1. Theil, S. 77 mit der Gleichung für die Bewegung

eines einfachen Pendels von der Länge Z/ übereinstimmt; somit ist

für sehr kleine Schwingungen die Schwingungslänge Z der Hypo-

eykloiden-Wiege durch Gl. 20 ausgedrückt, Für R = ©o stimmt

Gl. 20 mit der Gl. 5, S. 252 für die gemeine Wiege überein.

Bei dieser Hypocykloiden-Wiege darf e= 0 werden, d.h. 8
mit B zusammenfallen; dann ”

 

2
U en,

oder, wenn mn J=M ”? =er setzt,

Me Rn”. und = a]:

was dem Sinne nach mit Gl. 7 im 1. Theile, $S. 302 übereinstimmt.

Die Hypocykloiden-Wiege hat unter sonst gleichen Umständen

eine kleinere Schwingungslänge, mithin auch eine kleinere Schwingungs-

dauer als die gemeine Wiege.

Eine wiegende Bewegung ist nur möglich, wenn der Körper

in der tiefsten Lage Standsicherheit besitzt, wenn also (Fig. 196)

bei einer kleinen Drehung nach rechtsdie Schwerpunkts-Lothrechte

links von der Berührungsstelle P liegt. Bei wagerechter Unter-

stützungsfläche (Fig. 192) beträgt die linksseitige Entfernung der

Schwerpunkts-Lothrechten von dem Stützpunkte P nur esin;

Keck, Mechanik. III. 17
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diese Grösse muss positiv, d.h. e> 0 sein, oder es muss der
Schwerpunkt S unter dem Mittelpunkte 3 liegen. Für e=0
wird die Standsicherheit Null und zugleich Z7= —&, d.h. es kommt
keine Schwingung mehr zu Stande, und für e<0 wird auch die
Schwingungslänge < 0, was für ein Pendel widersinnig ist.

Bei der Hypocykloiden-Wiege aber darf der Schwerpunkt S
auch oberhalb des Mittelpunktes B liegen, wie aus Fig. 196
ersichtlich. Der linksseitige Abstand der Schwerpunkts-Lothrechten
von dem Stützpunkte P beträgt nämlich

rsind, + esind,

also für kleine Winkel

aM +d— (

ns

Fer air .);

dieser Werth muss >0 sein. Es wird also eine Hypoeykloiden-
Wiege auch noch bei negativem e möglich sein, wenn nur der

 

 

 

 

absolute Werth des negativen e kleiner ist als ” ms oder

22
22) BET >—e.

Für = —e würde wiederum 2= ©. Es würde z. B.

nr — 2m r>-—e

sein müssen, d. h. der Schwerpunkt dürfte nur um weniger als r
oberhalb des Punktes B liegen.

c) Wiegendes Pendel auf einer gewölbten Fläche; Epieykloiden-
Wiege (Fig. 197).

In diesem Falle muss für Standsicherheit in der Gleichgewichts-
lage die Bedingung erfüllt sein

esmd>rsind,,

oder für kleine Winkel ed >r-d,, und weil

r-p= R-Ö,, und zugleich

Bo +y=9(142), also

R

ee
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so folgt als Bedingung der Standsicherheit

a
23) er 

Bei der Epieykloiden-Wiege muss der Schwerpunkt also tiefer
liegen als bei der einfachen

Cykloiden-Wiege. Fig. 197.
Die gleichen Erwägungen, wie

sie bei der Hypocykloiden-Wiege

angestellt wurden, führen hier zu
den Gleichungen

ae 2

er
Br,

E R+r

A)
I Var — 9

 

worin 2 wieder die Schwingungs-

länge der Wiege bedeutet. R=

führt auch hier wieder zur einfachen Cykloiden-Wiege mit

‚_e-®+®
e

d) Die Wippe.

Wird in Fig. 197 der Halbmesser » des rollenden- Kreises
unendlich gross, so haben wir es mit dem Abwälzen einer ebenen
Fläche, z. B. der Unterfläche einer

 

Bohle, auf einem cylindrischen Fig. 198.,
Baume, mit einer Wippe (Fig.198), «______aDea
zu thun. Doch sind für diesen | \ 9

  Fall die Formeln 23 und 24 nicht

unmittelbar zu verwenden, weil [ =
r=© auch e==o bedingen
würde. Vielmehr muss die Höhe des Schwerpunktes der wippenden
Bohle über ihrer Unterfläche etwa mit A eingeführt, und in den

17%
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Formeln 23 und 24 r—e mit A und e mit r—ı vertauscht
werden. Dann wird aus Formel 23:

r? el r? re RR
Br EDERRi

Sr +1

 
 r—h>

und, weilr = &, verlangt die Standsicherheit der Wippe
26) h RR:

Aus Formel 24 wird

 

 

Raa ui 2 - MD De +32 +1)

= r? :. Rr-h(R+r) = & )lg eh z +1

und mit r = co als Schwingungslänge der Wippe

27) = Kar
ee

Die Formeln 26 und 27 lassen sich auch leicht unmittelbar
finden.

Beispiel: Es sei (Fig. 198) a—=2m; =5m—(,m; h—(,o;m
R=0,m. Dann wird für das polare Trägheitsmoment des Rechtecks nach
1. Theil, 8. 271:

ir .andeıb: 4 + 0,05?
ei —ı = 0,334, :daher  

12 12

NEEE

= 0,1 —0un

und die Dauer einer einfachen Schwingung

a =
Ir rund Y ı — 28,

Offenbar ist für derartige Bohlenwippen genügend genau
a? 2

IHR.
je a

—=4,um,b ’

9 ae1 (# a

e) Hängende Wiege.

Mittels eines Ringes vom Halbmesser R sei ein mit dem
Ringe starr verbundener Körper über einen festen Cylinder vom
Halbmesser r gehängt, wobei r < .R (Fig. 199). Der Schwerpunkt S
der Wiege liege um e unter dem Mittelpunkte des Ringes vom
Halbmesser R. Ertheilt man dem Körper eine Rollbewegung
links herum, bis der Berührungspunkt sich in P befindet (Fig. 200),
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und bezeichnet mit @ denjenigen Punkt, der vorher mit P,

zusammenfiel, so muss pP PP, oder Ry=r-Ö, sein.

Weicht die Gerade @BS, welche ur-

sprünglich lothrecht war (P,B,S,) um
© von der Lothrechten ab, so ist 9 der

Winkel, um den sich der Körper gedreht

hat, und zwar ist nach der Figur

9-4 y-9ll-l)\ R
RR r

R

R

nr

Legt man durch den Mittelpunkt A

des festen Kreises eine Wagerechte, so liegt der Mittelpunkt B des

beweglichen Kreises in der Tiefe

=AB: cd, = (R—r).cod,,

derSchwerpunkt S aberin der Tiefe

y=(R—r)cosd, + e-cos®.

In der höchsten Lage, die

bei einer Schwingung vorkommt,

möge ® den Werth «a erreichen;
setzt man dann auch noch

R

ID —— iR

so ist der Werth y in der höchsten

Lage

yı = (R—r)cosa, + ecosa.

Beim Übergang aus der höchsten Lage in die Zwischenlage

hat die Schwere die Arbeit geleistet

Mg(y—yı) = Mg KR — r)(c08d, — 608a,) + e(cosd — cos a).

Es wird daher nach dem Satze der Arbeit (wie auf S. 256) mit

oe = PS= amähernd R + e, ®?(e? +?) = 29 (y — yı)

a9y—y)

a) und

= 

 

Fig. 200.

 
ze

 
dt= —dd
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Daraus folgt in ähnlicher Weise wie auf $. 256

[R+Y%?+%2
ee leer )oa ER e)g

Hiermit ist die Schwingungslänge der hängenden Wiege

_(R+09?+3%

ee
Be

28) 1

Besteht der wiegende Körper nur aus einem dünnen Ringe,
so wird mte=0 und ? = R?:

l=2(R—r),
und schliesslich mit r = O für den ein physisches Pendel bildenden
Ring 7=2R, wie schon im 1. Theile, S. 284 gefunden wurde.

 

Mit R+e=—.h und schliesslich R= 0 wird aus der
hängenden Wiege wiederum die Wippe mit

ne Rh? + 2 _R+

Geseer—h'
Beispiel: Der in Fig. 201 dargestellte Körper (Taschenuhr) hänge auf

einem Stifte von lmm Halbmesser; es ist R=8mm, -
2 rs

r=lmm; e—=37 mm, j? annähernd nr also (Gl. 28) Fig. 201.

; Sia    64
nt | i

daher die Schwingungsdauer annähernd

i= V0,0205 =(,2®%.

Fast die gleiche Schwingungsdauer hat auch die
Unrühe der Taschenuhr ($. 233).

Denkt man sich diese Uhr auf einem schwimmen-

den Brettchen liegend, so wird, weil die schwingende
Unruhe nur unter dem Einfluss innerer Kräfte der
Uhr steht, die Momentensumme der Bewegungsgrössen der Uhr sich nicht ändern
können (S. 193). Behielte nun das Gehäuse der Uhr seine ursprüngliche Lage,
so würde vermöge der Schwingung der Unruhe die Momentensumme der Be-
wegungsgrössen in Bezug auf die Achse der Unruhe und auch in Bezug auf eine
dazu parallele Schwerpunktsachse sich fortwährend ändern. Diese Änderung
muss dadurch aufgehoben werden, dass die übrige Uhr kleine Drehschwingungen
um die lothrechte Schwerpunktsachse ausführt, welche den Schwingungen der
Unruhe stets entgegengesetzt gerichtet sind. Diese Anregung zur Schwingung

g
e ni
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macht sich auch geltend, wenn man die Uhr nach Fig. 201 aufhängt;

stimmt die Schwingungsdauer der aufgehängten Uhr mit derjenigen der Unruhe

überein, so kann die aufgehängte Uhr unter günstigen Umständen in Folge

der Bewegung der Unruhe in deutlich sichtbare Schwingungen gerathen.

18. Wirkung des Pulvers in der Kanone.

In Folge der Ausdehnung der entwickelten Pulvergase wird

dem Geschosse, welches zu Anfang, ebenso wie die Kanone, die

Geschwindigkeit Null hatte, eine Geschwindigkeit v beim Verlassen

des Rohres ertheilt. Da nun der Gasdruck des Pulvers für die

aus Geschoss, Kanone und Lafette bestehende Massengruppe eine

innere Kraft ist, so muss, wenn äussere Kräfte von bedeutender

Grösse in wagerechter Richtung nicht auftreten, der Gesammt-

schwerpunkt an der ursprünglichen Stelle verbleiben, oder es muss

die Bewegungsgrösse in der Richtung des als nahehezu wagerecht

gedachten Rohres Null verbleiben (S. 173). Es ‘werden daher Kanone

und Lafette zu einem Rücklaufe mit der Geschwindigkeit v, ver-

anlasst. Ist M die Masse, welche das Rohr mit der Geschwin-

digkeit v verlässt, M, die Masse der Kanone und Lafette, so muss

— Mv, + Mv=0, also

M \
1) v= uw sein.

Die relative Geschwindigkeit des Geschosses in Bezug auf die

zurücklaufende Kanone ist offenbar

M
w-rtn-oli +3).

Da das Rohr vom Halbmesser r schraubenlinienförmige Züge

vom Ansteigungswinkel « und der Ganghöhe oder dem Drall A

besitzt, so entspricht der Verschiebungsgeschwindigkeit

 

  

M
ww —U 4 ir)

noch eine Winkelgeschwindigkeit @ von der Grösse

SV M\ _v.2r ( M\

n #-lit) - h Ikap)

Ist nun u die auf die Längsachse und den Abstand r bezogene

Masse des @eschosses, so ist das gesammte Arbeitsvermögen in
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dem Augenblicke, wo das Geschoss aus dem Rohre tritt, gleich der
Ausdehnungsarbeit A der Pulvergase im Rohre, d. h.

 

 

_ Mi” Mv?’ u:ro:
FreePe
Mu Mm, a znal).

Ist 7 die nutzbare Rohrlänge, so ergiebt sich die mittlere
Triebkraft des Pulvers zu

y

4) K= e

und der mittlere Gasdruck zu

A K5 en
e ral rn

Beispiel: Eine grosse Krupp’sche Kanone von 0,«m lichter Weite und
2= 8,;m nutzbarer Rohrlänge (Fig. 202) ertheile mit 200 kg Pulverladung dem

Fig. 202.  ESS

Geschosse von Im Länge und 700 kg Gewicht eine Geschwindigkeit v — 500 m);..
Das Rohr wiege 70000%s, die Lafette 40000kg. Der Drall der Züge betrage
h— lem,

Die Pulvergase treten zwar nicht durchweg mit der Geschwindigkeit v
aus dem Rohre, aber doch der vorderste Theil derselben; daher wird man bei
der Berechnung der Bewegungsgrösse die Hälfte der Masse des Pulvers, bei
derjenigen des Arbeitsvermögens ein Drittel dieser Masse mit zu M rechnen
dürfen. Sonach ist die Geschwindigkeit des Rücklaufes

700 + 100
70000 + 40000

Wollte man den Rücklauf ganz verhindern, so müsste man eine Wider-
standskraft —K (Gl. 4) wirken lassen; diese steht aber gewöhnlich nicht zur
Verfügung. Übrigens beträgt auch derjenige Theil des Rücklaufes, während
dessen die volle Pulverkraft das Rohr zurücktreibt, nur

ME 100)
"M+M, 110000 #800

v = 500: = 3,0mJ;,..

ı —= (,osım,
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Das entstandene Arbeitsvermögen der Kanone nebst Lafette

Mv: 3b
Teig 110000 - =

2

 — 72660 mkg

wird dann durch geeignete Bremsvorrichtungen aufgezehrt.

Die auf die Längsachse und den Abstand r bezogene Masse des Geschosses

 möge zu der Hälfte der Masse des Geschosses, also zu „= geschätzt

werden. Dann ist die Arbeit der Pulvergase: h

a { 500° f 800? 8350 40,22. n? al
er (700 +5,93, U treten1 mem)'r,

A—= 9768943 (1 + 0,0076 + 0,0025) = 9 768 943 - 1,0101 ,

A = 9867 609 mkz ,

die mittlere Triebkraft des Pulvers

K=u— 1161000 Kg,

der mittlere Druck (mit 20? = 1257)

1161000

1257

Das Einpressen des Geschossmantels in die Züge und die Reibung erhöhen

den mittleren Druck noch um etwa !/s, d.h. um 251, auf 1154 at.

— 923 kg/gcm —.g93Ab

Der wirkliche Druck im Rohr ist unmittelbar nach der Entzündung des-

Pulvers sehr gross und nimmt mit dem Vorrücken des Geschosses wegen der

Ausdehnung der Gase ab. Benutzt man die vom Geschosse zurückgelegten

Wegeslängen als Abseissen, die entsprechenden Gasdrücke als Ordinaten, so

ergiebt sich eine Kurve von der Art der in Fig. 203 ausgezogenen Linie

ABRSC. Diese Kurve würde annähernd eine adiabatische Linie (2. Theil, S. 340)

sein, wenn die ganze Pulvermengesich gleichzeitig entzündete. Da aber stets ein

gewisses Nachbrennen erfolgt, so wird dadurch die Kurve beeinflusst. Weil

neuere Versuchsergebnisse bezüglich dieser Linie uns nicht zur Verfügung standen,

haben wir den abfallenden Theil derselben als gleichseitige Hyperbel ange-

nommen und so bemessen, dass die mit dem Flächeninhalte des Rohrquer-

schnittes multiplieirte Fläche ABRSCD die Gesammtarbeit der Pulvergase

darstellt, dass also die Fläche gleiche Grösse hat mit dem Rechteck AEFD,

dessen Höhe dem mittleren Druck 1154 at entspricht. Der grösste Druck, den

der hintere Theil des Rohres auszuhalten hat, beträgt etwa 27002. Ein

schneller verbrennendes Pulver erzeugt eine Druckkurve von der Form der in

Fig. 203 gestrichelten Linie AB, C, mit einer grössten Druckordinate von etwa

3750, welche dann aber bald stark abfällt, da ihre Fläche unter Annahme

derselben Austrittsgeschwindigkeit des Geschosses von 500m/s. den gleichen

Werth haben muss wie die Fläche der ausgezogenen Druckkurve. Damit das

Geschütz diese gewaltigen Drücke aushalten könne, ist der hintere Theil des

eigentlichen Rohres durch mehrere Lagen warm aufgezogener Ringe (Fig. 202)

verstärkt.
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Es besteht eine bestimmte Beziehung zwischen der Druckkurve und der
Art der Bewegung des Geschosses im Rohre.

Da wir den rechnungsmässig erforderlichen mittleren Druck mit Rücksicht
auf die Widerstände um !/s erhöht haben, so folgt umgekehrt, dass von der

 

    

 

Fig. 203.

B,

RTe
i
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I x

et

S |
= |
m '

|
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ı © r8 xa) Nkt
SsZN v

w=5036

a Wu,

Gesammtarbeit der Pulvergase nur 80 %/ auf die Bewegung übertragen
werden, so dass stattfinden muss, wenn die ausgezogene Druckkurve benutzt
und ihre Fläche ABRSCD — F gesetzt wird, Ogrr-F=N.

Schreibt man nun
„2

a.
(mit «= 1,0101 in dem Zahlenbeispiele), so wird

2r?r 0,8Pr Bv Ye I

Da die scheinbare (relative) Geschwindigkeit des Geschosses in Bezug auf
das Rohr

 

 

-
w=v ( + n ist,

z “ ee >
so wird w = Mia a, Ei
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Entspricht nun einer Wegeslänge «— AP (Fig. 203) die scheinbare Ge-

schwindigkeit w,, dem Werthe + 4x die Geschwindigkeit w,, so muss ent-

sprechend vorstehender Gleichung auch gelten

Ir’r 0,8 M\:

M-a [ A 5) A

wenn JF=PRSßQist. Dies giebt für den vorliegenden Fall

2.g- 1257. 0,8
E67 Tor”

Mittels dieser Gleichung lässt sich die Geschwindigkeit w, an verschiedenen

Stellen des Rohres be-

rechnen und durch die Fig. 204.

Kurve EJKL(Fig. 203,

unten) darstellen.

In der Darstel-

lung der Geschwindig-

keit als Funktion der

Zeit (Fig. 204) muss

die dem Zeitraume 4t

entsprechende Fläche

DEFG = 4a, RER
daher annähernd

w. — w’—=   

 2 2vw — uw = 1,0022. AF= 25,88 4F,

 

 

 

4x

"2 (wi + w;)

sein. Hiernach kann man die Zeittheile berechnen, die zu den einzelnen Ge-

schwindigkeits-Zunahmen erforderlich sind, und erhält zugleich die Geschwin-

digkeitskurve AGFC (Fig. 204) und die Gesammtzeit 0,023 s- für die Zurücklegung

des 8,;m langen Weges im Rohre. Die mittlere Geschwindigkeit im Rohr ist

sonach 8,5 : 0,028 — 303,6 M/s, .

Al

Seitliche Ablenkung des Geschosses in Folge seiner Drehung

und des Luftwiderstandes.

Hätte das Geschoss beim Verlassen des Rohres keine Winkelgeschwindig-

keit, so würde es im luftleeren Raume

stets seiner Anfangslage parallel blei- Fig. 205.

ben, in der Atmosphäre aber durch

den Widerstand D derselben, welcher SE ee

bei der üblichen Geschossform ober- 2), IH
halb des Schwerpunktes vorbeigeht, I

eine derartige Drehung (linksherum in Bra

der Fig. 205) erfahren, dass es in eine

höchst ungünstige Richtung zur Flug-

bahn des Schwerpunktes gelangen

würde Die bedeutende Winkelge-
schwindigkeit nun, welche die schraubenlinien-förmigen Züge des Rohres dem
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Geschoss ertheilen, verhindert das Überschlagen des Geschosses in ähnlicher
Weise, wie die schnelle Drehung eines Kreisels dem Umfallen desselben
entgegenwirkt. Überträgt man die Erscheinungen bei der Drehung des
Kreisels um den unteren Endpunkt der Achse sinngemäss auf die Drehung
des Geschosses um seinen Schwerpunkt, so ergiebt sich Folgendes: Sobald die
Achse des mit grosser Geschwindigkeit & in Drehung gesetzten Kreisels etwas
schief gegen die Richtung der Schwere steht, so dass sein Gewicht nicht durch
den Drehpunkt geht, beschreibt die Achse des Kreisels, statt umzufallen, einen
fein gerippten Kegel, dessen Achse durch den
Drehpunkt geht und parallel der Richtung des Fig. 206.
Gewichtesist, mit einer Winkelgeschwindigkeit »
(8. 221). Dem entsprechend erfährt die Achse
des Geschosses eine langsame Drehung um die
zu dem Luftwiderstande D parallele Schwerpunkts-
achse (Fig. 206). Ist die Schraubenlinie der
Züge eine rechtsgängige, so ist der Sinn der
Winkelgeschwindigkeit % nach rückwärts ge-
richtet, und das Gleiche gilt dann von w.
Daraus folgt eine Bewegung der Spitze des Ge-
schosses in einem solchen Sinne, dass sie aus
der lothrechten Zielebene eine nach rechts
gerichtete Ablenkung erfährt. Hierdurch be-
kommt nun der Luftwiderstand auch im Grund-
riss eine schiefe Richtung gegen das Geschoss, so dass auch dessen Schwer-
punkt nun nach rechts aus der Zielebene hinausgedrängt wird. Freilich
ändert die Richtung des Luftwiderstandes D mit der Drehung des Geschosses
fortwährend seine Richtung, und die Kreiselung wird in Folge dessen eine sehr
unregelmässige. Daher werden auf die erste Ablenkung nach rechts bald
solche nach unten, nach links und nach oben folgen. Weil aber das Geschoss
bei der ersten Ablenkung noch die grösste Geschwindigkeit hat, so ist diese
von überwiegendem Einfluss. Erfahrungsmässig zeigen dann auch alle Geschosse
aus rechtsgängig gezogenen Rohren eine nach rechts gerichtete Abweichung
aus der lothrechten Zielebene. (Vergl. die hiervon unabhängige Abweichung
wegen der Drehung der Erde, S. 143.)

 


