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Fihrt man die Quadrate aus, bedenkt, das a,, v,, 2, und T Who o
konstant, dass Xma = Mzy u.s. w. geschrieben werden kann, so
ergiebt sich nach einfacher Zusammenziehung
W—Wy = M@?— 22z, + ot
Ml 2 — 201 Y0 + ¥0¥)

W—Ww, = M{(@l — 20 + ()2 + (g — 20)2}-
Nennt man aber ¢ den Abstand der beiden Punkte B und 8, so ist
e ='(2, — o)? + (W — 90)? + (o — 2)?, daher
W—W, = M.

Da dies wegen des Quadrates = 0, so ist stets W= W, und

erreicht seinen kleinsten Werth Null fiir ¢ — 0, d. h. wenn B mit
S zusammenfillt.

3. Der Satz des Arbeitsvermagens.

Ist ¢ die Anfangs-, v die Endgeschwindigkeit eines Massen-
punktes s einer Massengruppe, so ist nach 1. Theil, Sii143

1) Slamy? — Jljame? = 20+ Y,

wenn 2, und X'U; die Arbeitssumme der dusseren bezw. inneren
Krifte der Gruppe bedeuten, oder:

Die Zunahme des Arbeitsvermégens einer Massen-
gruppe ist gleich der Arbeitssumme der fusseren und der
inneren Krifte.

Befinden sich unter den #usseren oder inneren Kriften sog.
Bedingungskriifte (s. S. 153), deren Wirkung sich durch gewisse
geometrische Bedingungsgleichungen fiir die Bewegung der Massen-
gruppe ausdriicken ldsst, so verrichten diese bej jeder virtuellen
Verriickung, mithin auch bei der wirklichen Bewegung nach S. 154
eine Arbeit gleich Null, kénnen also bei der Aufstellung der
Arbeitssumme unberiicksichtigt bleiben. Dahin gehoren nach S. 155
und 1. Theil, S. 144 die inneren Krifte starrer Korper, ebenso auch
nach 2. Theil, S. 231 die inneren Krifte tropfbar fliissiger Korper,
fiir welche die Bedingung unverinderlichen Rauminhalts besteht
und bei der Bewegung durch ein Gefiss noch die Bedingung, dass
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Querschnitt mal Geschwindigkeit fiir alle Theile des Gefiisses in
irgend einem Zeitpunkte den gleichen Werth haben. Dahin gehiren
auch nach 8. 156 die inneren Krifte eines Maschinengetriebes.
Dieser Satz, dass die Arbeit der Bedingungskrifte Null sei, gilt
aber nur, solange diese Krifte endliche Grosse haben. In solchen
Fillen jedoch, wo zur Aufrechterhaltung der Bedingungen unendlich
grosse Krifte erforderlich werden, erscheint ihre Arbeit in der
Form oo-0 und muss durch besondere Verfahren niher bestimmt
werden. Mit derartigen Fillen hat man es stets zu thun, wenn die
Bedingungen der in Bewegung befindlichen Massengruppe plétz-
liche Geschwindigkeits-Anderungen erfordern. Diese sind
nur durch unendlich grosse Kriifte zu bewirken, und da es unend-
lich grosse Krifte an einer endlichen Massengruppe in Wirklichkeit
nicht giebt, so werden die entsprechenden Bedingungen thatsiichlich
nicht in aller Schirfe, sondern nur anniherungsweise giiltig bleiben.

Diese Betrachtung findet auf alle Fille Anwendung, wo als
starr angenommene Korper mit verschiedenen Geschwindigkeiten
zusammenstossen.  Wiirden die Korper beim Stosse vollig starr
bleiben, so miissten zwischen ihnen und in ihrem Inneren unendlich
grosse Krifte auftreten; in Wirklichkeit aber werden zusammen-
stossende feste Korper gewisse Forméinderungen erfahren, und die
inneren Krifte werden beim Stosse Arbeiten leisten, die (s. 2. Theil,
S. 129 u. ff) sich nach dem Verhalten der Korper wihrend des
Stosses richten und in den meisten Fillen negativ gefunden
werden. Ahnlich verhilt es sich bei der Bewegung des Wassers
durch Gefiisse mit plotzlichen Querschnittsinderungen (s. 2. Theil,
S. 245). Auch in solchen Fillen werden die bei der Ableitung der
der Grundgleichung I (2. Theil, S. 231) angenommenen Bedingungen
nicht mehr scharf zutreffen, es wird daher auch die Arbeit der inneren
Krifte nicht mehr Null sein, sondern einen negativen Werth haben.
Diese negativen Arbeiten, die sich durch einen Verlust an
dusserem Arbeitsvermdgen zu erkennen geben, verwandeln sich
(nach 2. Theil, S. 334) in Wirme.

Der Satz der Arbeit gilt daher nur unter Beriick-
sichtigung der durch etwaige Stosse veranlassten Arbeits-
verluste.

Beispiel 1: Bewegung einer Kette. Ist eine Kette bei 4 (Fig. 140)
derartig aufgewickelt oder niedergelegt, dass beim Abziehen des freien Endes B

Keck, Mechanik. III, : 12



178 Dritte Abtheilung. B. Bewegung einer Massengruppe.

kein Klemmen und keine Reibung entsteht, und wird dem - bereits gerade
gestreckten vorderen Theile von der Linge a eine wagerechte Geschwindigkeit ¢
ertheilt, so wird, wenn #ussere Krifte nicht wirken, die Kette sich weiter ab-
wickeln und an der Bewegung theilnehmen. Es soll herechnet werden, welche
Geschwindigkeit v der gerade gestreckte Theil der Kette in einem Zeitpunkte
hat, wo eine Liinge = abgewickelt ist (Fig. 141). Hierbei muss nach dem

Fig. 140. Fig. 141.
A B A

! === @~~~
o el e ,

Satze vom Antriebe (S. 171) wegen des Fehlens iusserer Kriifte die
Bewegungsgrisse stets den gleichen Werth behalten. Ist die Masse der Kette
gleichmiissig iiher deren Liinge vertheilt, so kann man die Masse der Liingen-
einheit = 1 setzen. Zu Anfang war (Fig. 140) die gesammte Bewegungsgrosse
a - c¢; nachdem =« Lingeneinheiten die Geschwindigkeit » erhalten haben
(Fig. 141), betriigt sie «-v; daher wird

2) z-v=a-¢, oder v:c-%.
Setzt man nun v = da: d¢, so erhilt man
@:de = a-c.dt
und daraus, weil # = a fiir ¢t = 0 werden muss,
3) o =a’4 2act oder =1V a(a+ 2¢1).

Dies ist die Bewegungsgleichung, welche in Verbindung mit Gl 2 die
Geschwindigkeitsgleichung

4) v=—2F

e [
Vl—l—?;z

liefert. Nach GL 2 und 4 wird erst v = 0 fiir # = oo und fitse —ico"
Das Abwickeln der Kette wiirde also hei Abwesenheit aller Widerstiinde nie-
mals aufhéren, wie gross auch die Linge der bei 4 (Fig 140) aufgeschichteten
Kette sein mag. Diese Betrachtung gilt auch fiir den F all, dass die urspriing-
lich mit der Geschwindigkeit ¢ in Bewegung gesetzte Kette von der Linge a
mit einer steifen Stange, etwa ciner Harpune vertauscht wird, welche gleiche
Masse mit einer Ketten- oder Seillinge @ hat und in Folge der ihr ertheilten
Bewegungsgrosse a-¢ Kette oder Seil nach sich zieht. Auch auf einen s. g.
Raketen-Apparat zur Rettung Schiffbriichiger findet GI 4 Anwendung.

Man kann diese Aufgabe auch mittels des Satzes der Arbeit 16sen.
Wiirde man, da dussere Krifte nicht wirken, unter der Annahme, dass die
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inneren Krifte der undehnbar gedachten Kette keine Arbeit verrichten, die
Anderung des Arbeitsvermogens = Null setzen, so miisste

122v> =12 a¢?, mithin

a
v=¢ o)
x

sein, was mit Gl 2 in Widerspruch steht und unrichtig ist, weil in jedem
Zeittheilchen dt ein Kettenstiick da stossweisse aus der Geschwindigkeit Null
in die Geschwindigkeit v des Kettenstiickes  iibergefithrt wird. Hierbei erfolgt
wiihrend der Zeit d¢ ein Verlust an Arbeitsvermdogen, der (nach 2. Theil, S. 130,
GL 11 bezw. 12) mit M =a; M, =da; ¢c=v; ¢, = 0; k=0 sich zu

z-dx v? v?
5) FEe T =dw- 5
bestimmt. Das Arbeitsvermogen der Kette, /2 xv? erfiihrt withrend der Zeit dt
eine Zunahme !/2 d (xv?) und diese ist offenbar — — dm-%2 (GL 5) zu setzen.
Da 2 und v heide mit ¢ veriinderlich sind, so wird aus ;
d(xv®) = — da-v?:
z-2vdv + v - de = — v¥da
2vdv-x = — 2v*-dx oder
dx dv
ot e ofer) also

1
ba ot
und, weil fiir £ = a sein muss v = ¢:

Via— (%) + €, also

)= 1(2) w

a
T—a s —
was mit Gl 2 iibereinstimmt.

Beispiel 2: Schwingung des Wassers in einer gekriimmten Rihre.
Das in einer nach Fig. 142 geformten Rohre befindliche Wasser bilde im
Gleichgewichtszustande den Wasserspiegel
AB. Der Querschnitt der Rohre sei Fj Fig. 142.
sie sei auf eine Liinge » mit Wasser ge- ol
fiillt, so dass die Wassermenge das Gewicht H i
Mg =y-F-b habe. Durch irgend eine 4
Ursache werde der Ruhezustand des Wassers
derartig gestort, dass das Wasser in der
ruhenden Rohre mit der Geschwindigkeit ¢

durch die Gleichgewichtslage hindurchgeht. Tn dem Augenblicke, wo sich die
12
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linksseitige Oberfliche bei €, die rechtsseitige bei D befindet, d. h. um z iiber
bezw. unter der Gleichgewichtslage, sei die Geschwindigkeit der ganzen Wasser-
masse v; dann ist die Anderung des Arbeitsvermogens der Wassermasse von
der Gleichgewichtslage (z = 0) bis zu der beliebigen Lage (x = x):
v — 02

2

IE 555

g
Arbeit wird bei dieser Bewegung, wenn man die Reibung vernachliissigt, nur
von der Schwerkraft verrichtet, demn die Druckkriifte der Rohre gegen das
Gefiiss stehen iiberall rechtwinklig zur Bewegung des Wassers lings der
Wandungen, und die inneren Krifte des Wassers verrichten in diesem Falle
keine Arbeit, weil plotzliche Querschnittsiinderungen nicht vorhanden sind und
die Krimmungen mit geniigend grossem Halbmesser angenommen werden
(s. 2. Theil, 8. 283). Die Arbeit der Schwere kann man am einfachsten be-
rechnen, indem man sich das zwischen B und D urspriinglich vorhandene
Wassergewicht - #-2 nach AC verriickt denkt, wobei der Schwerpunkt von

2

S, nach 8, d. h. um 2 gehoben wird. Dann ist die Arbeit 7l s A

ey
I . 2 = —y.F. gt
g
2
ergiebt sich dann v=17/¢* — T‘qx?
d :
Setzt man zugleich Vi M0 wird
dx

Wandelt man die rechte Seite um in

e
LT

so ergiebt die Integration
t=]/i-arc sin & 29
2¢ ¢ ] o
wobei die Konstante verschwindet, weil fir ¢=0 auch # =0 sein muss,
Diese Gleichung fiir die Bewegung der beiden Wasserspiegel und somit
auch fiir die ganze Wassermasse entspricht der Gl. 4, S. 54 fiir die geradlinige
Schwingungsbewegung

wenn man k= Qb—g setzt. Daher ist die Bewegung eine Schwingung um

die Gleichgewichtslage als Mitte; die halbe Schwingungsweite, d. h. die grisste
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Hebung und Senkung der beiden Wasserspiegel von der Gleichgewichtslage
aus, betrigt (nach Gl 8, S. 55)

s R
a_—k_c 2q’

die Dauer einer einfachen Schwingung (nach Gl 7, S. 55)

T
tl=—:7f —

k 29’
b.

entsprechend einer Pendellinge '/

Beispiel 3: Querschwingungen eines elastischen, eingespannten Stabes.
Der Fall, wo ein eingespannter Stab am freien Ende eine Masse trigt, gegen
welche die eigene Masse des Stabes vernachlissigt werden kann, und mit dieser
Masse Querschwingungen ausfiithrt, wurde auf S. 61 behandelt.

An dieser Stelle mége nun der Fall betrachtet werden, wo der prismatisch
gedachte Stab nur mit seiner eigenen Masse schwingt.

In einem Zeitpunkte ¢ habe die Mittellinie des Stabes die Form 4P @
(Fig. 143); der Punkt P weiche um 7, der Endpunkt @ um z von der Form
im spannungslosen Zustand 4B ab; unter
Vernachlissigung einer etwaigen Durch- Fig. 143.
biegung in Folge des eigenen Gewichtes
ist 4B auch die Gleichgewichtsform des
Stabes.

Die Biegungslinie 4 P@ ist zuniichst
unbekannt. Der beliebige Punkt P der-
selben hat eine aufwiirts gerichtete Be-

schleunigung »; bringt man an jedem Massentheilchen m = %-F-dx die ab-

wiirts gerichtete Ergiinzungskraft L.Fdz-r an, so halten diese Kriifte den

wirklich vorhandenen Kriiften das Gleichgewicht; mithin ist APQ die Biegungs-
linie fiir eine ruhende stetige Belastung, welche an der heliebigen
Stelle P fiir die Lingeneinheit die Grosse

1) p=§F~r hat.

Befindet sich die Schwingung des Stabes im Beharrungszustande, so er-
folgt die Bewegung der Punkte P und @ nach ihnlichen Gesetzen, und da nun
beide Punkte in der gleichen Zeit die verschiedenen Wegeslingen 5 und z durch-
laufen, so miissen sowohl die Geschwindigkeiten wie auch die Beschleunigungen
der Punkte P und @ den Wegen » und z proportional sein. Fiir die Geschwin-
digkeiten » und v, die Beschleunigungen » und ¢ beider Punkte gilt daher

9 e
) w F AR prt
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Hiernach ist die Erginzungsbelastung bei P

Y 4
==—F-=y,
p i) ]
Nach 8. 53, Gl. 8 von Keck's Elasticititslehre wird, wenn man die fiir den
vorliegenden Fall giiltigen Vorzeichen beachtet,

3) EJW=p=§F7q;7.
Die Losung dieser Differentialgleichung giebt die Gleichung der Biegungslinie
APQ. Weil dieselbe aber transcendent und ziemlich verwickelter Form ist,
s0 moge eine thunlichst einfache Annitherungslosung versucht werden. Da
némlich die dem wirklichen Verhalten entsprechende Belastung nach Mafsgahe
der Fliche 4 BQ von der Einspannungsstelle nach dem freien Ende hin stark
zunimmt, so wird von den einfachsten Belastungsfiillen, deren Biegungslinien
noch in bequemer Weise zu behandeln sind, wohl derjenige mit einer Eingzel-
last am freien Ende den vorliegenden Bedingungen einigermafsen nahekommen,
d. h. eine Biegungslinie ergeben, die von der Biegungslinie des schwingenden
Stabes in den allgemeinen Verhiltnissen nicht zu sehr abweicht. Unter diesen
Annahmen mége der Satz vom Arbeitsvermdgen auf den Stab angewendet werden.
Sind die Punkte P und @ mit den Geschwindigkeiten «, und ¢ durch die
Gleichgewichtslage 4 B gegangen, so ist die Zunahme des Arbeitsvermogens
des Stabes beim Ubergange aus der Gleichgewichtslage in die beliebige Lage
AP@Q gleich der Biegungsarbeit desselben, d. h.

a

PRI G
4) Gk S i
g 2
0
Einer Einzellast K entspricht aber (2. Theil, S.110 u. 111) eine Durchbiegung
ko
ST BET
und eine innere Arbeit
K 3 E-J-2° : S3E-J-z
5) QI:-'—?#:—?T—, weil K = as-—

Wegen Gl. 2 und 5 wird aber aus Gl 4:

e 3 E.J-2*
Il SR e S R
g 222 52 4z 2 a?

Nach 2. Theil, 8. 42 ist die Gleichung der Biegungslinie fiir eine Last K:

K axti vt 3z S ;
9=t U Gl 5 laz iy & somit

s g s 2 L
6) (nzdx . 7!§(a2x4 oA z + ?)dw = 0,236 22a .
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Hieraus folgt

2 y? 3 E-J 2
7) % Pt 212” - 0,236 2%a = o as—z und
vP=2¢*— 121 e 2
Dies entspricht nach S. 54 mit
8) ety 2 J
oty

der Geschwindigkeitsgleichung einer geradhmgen Schwingung des Stabendes @ .
Mithin ist die Schwingungslinge nach 8. 58

Ml vany T

9) I — k2_12,71¥E-J“0’63‘f’ wenn
i y-F-at
sy

die Durchbiegung unter dem eigenen Gewichte des Stabes bedeutet. Die
Dauer einer einfachen Schwingung ist nach S. 58

s EETn T O T O B
1_”]/ L T "]/E-J. 2

oder mit J = F-4?

- 0,777 )
10) h = ]/ 3
Fiir einen eingespannten Stahlstab rechteckigen Querschnittes von ¢ = 0,1 m
freier Linge und h = 0,01m Dicke sei y — 7800, £ = 2-1010kg/qm, damnn
wird wegen ¢ = /12 k% und ¢ = 0,280 h

i 0,01 0,777 - 7800 $)
— A 1/2 it 0,0061 Sekunden,

entsprechend 164 einfachen Schwingungen in der Sekunde.

4. Zerlegung des Arbeitsvermdgens einer beliebigen

Massengruppe.
Hat ein Massenpunkt m (Fig. 144) in Bezug auf ein festes
Achsenkreuz A X, AY, AZ, Fig. 144,
die Koordinaten #, v, - und z 7

der Schwerpunkt S der ganzen
Massengruppe die Koordinaten
&gy Yoy %9, S0 denke man sich

_,
3

i _..Qt_

durch S ein Achsenkreuz S_X", S; /yﬂ X’
SY', SZ' gelegt, welches zu A R L

dem festen Achsenkreuze stets 2 i P e
parallel bleibt, sich also mit R

dem Schwerpunkt S verschiebt. A4 Efpemcinaas &

Der Punkt m habe in Bezug auf das bewegliche Achsenkreuz die



