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¢) Der Schwerpunkt als Mittelpunkt einer Massengruppe.
Der den Bedingungen

Mzxy = Sma, My, = 2Zmy, Mzy= Zmz

entsprechende Punkt S mit den Koordinaten «y, v,, z,, welcher
im 1. Theile, S. 139 als Massenmittelpunkt bezeichnet wurde, lisst
sich noch in anderer Weise als Mittelpunkt einer Massengruppe
erkliren, insofern er derjenige Punkt ist, welcher von der Ge-
sammtheit der Massengruppe den kleinsten Abstand hat (im Sinne
der Methode der kleinsten Quadrate verstanden). Denn es lisst
sich der Satz beweisen:

In einer Massengruppe wird die Summe der Produkte,
die durch Multiplikation eines jeden Massenpunktes m
mit dem Quadrate des Abstandes von einem bestimmten
Punkt entstehen, ein Minimum, wenn dieser bestimmte
Punkt der Schwerpunkt der Massengruppe ist.

Hat ein beliebig in der Massengruppe gewihlter Festpunkt B
(Fig. 139) die Koordinaten @, %,

z, der Schwerpunkt S die Koordi- Fig. 139.

naten x,, v, 2y, ein Massenpunkt m Z wo
die Koordinaten @, v, z, so gilt fiir - /
den Abstand s des Punktes m von B: p /

=@—2)+(y—u) + (¢—2)" n

Bezeichnet man die fragliche Pro-
duktensumme in Bezug auf den v
Punkt B mit W, so ist

W= Smf{@—a) + (v — m)? + ¢ —2)%;
dieselbe wird in Bezug auf den Schwerpunkt .S:
ot 2”"{(@ Sl e e e o e 30)2}-

Der Unterschied beider Summen betrigt:

X

W—Wy=Sm{(z — 2,)? — (& — @ + (y — 1) — (y — %)?
Fulei—= 0)t il = Zo>2}-
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Fihrt man die Quadrate aus, bedenkt, das a,, v,, 2, und T Who o
konstant, dass Xma = Mzy u.s. w. geschrieben werden kann, so
ergiebt sich nach einfacher Zusammenziehung
W—Wy = M@?— 22z, + ot
Ml 2 — 201 Y0 + ¥0¥)

W—Ww, = M{(@l — 20 + ()2 + (g — 20)2}-
Nennt man aber ¢ den Abstand der beiden Punkte B und 8, so ist
e ='(2, — o)? + (W — 90)? + (o — 2)?, daher
W—W, = M.

Da dies wegen des Quadrates = 0, so ist stets W= W, und

erreicht seinen kleinsten Werth Null fiir ¢ — 0, d. h. wenn B mit
S zusammenfillt.

3. Der Satz des Arbeitsvermagens.

Ist ¢ die Anfangs-, v die Endgeschwindigkeit eines Massen-
punktes s einer Massengruppe, so ist nach 1. Theil, Sii143

1) Slamy? — Jljame? = 20+ Y,

wenn 2, und X'U; die Arbeitssumme der dusseren bezw. inneren
Krifte der Gruppe bedeuten, oder:

Die Zunahme des Arbeitsvermégens einer Massen-
gruppe ist gleich der Arbeitssumme der fusseren und der
inneren Krifte.

Befinden sich unter den #usseren oder inneren Kriften sog.
Bedingungskriifte (s. S. 153), deren Wirkung sich durch gewisse
geometrische Bedingungsgleichungen fiir die Bewegung der Massen-
gruppe ausdriicken ldsst, so verrichten diese bej jeder virtuellen
Verriickung, mithin auch bei der wirklichen Bewegung nach S. 154
eine Arbeit gleich Null, kénnen also bei der Aufstellung der
Arbeitssumme unberiicksichtigt bleiben. Dahin gehoren nach S. 155
und 1. Theil, S. 144 die inneren Krifte starrer Korper, ebenso auch
nach 2. Theil, S. 231 die inneren Krifte tropfbar fliissiger Korper,
fiir welche die Bedingung unverinderlichen Rauminhalts besteht
und bei der Bewegung durch ein Gefiss noch die Bedingung, dass



