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oder mit y = 1,2; F = 0.07306; sin & = 0,52
W = 0,00871 - v2.
Fir W = mg = 455 wird v = &k (Gleichgewichtsgeschwindigkeit), also

[ 455
k= ]/ 0,00371 & 300“]/5

Fiir eine Wurfweite ! = 8460 m sollen der Hohenwinkel (Steigungswinkel)
o« und die Einzelseiten der Bewegung berechnet werden, wenn die Anfangs-
geschwindigkeit ¢ = 630 m/s, .

GL 11 liefert fir den Steigungswinkel « = 0,1740 == rund 10°, was mit
dem Schiessversuch iibereinstimmt. Fiir die Gesammtdauer #, des Wurfes giebt
Gl 7 mit « = 8460:

ty — 1904 8%,
Die Geschwindigkeit v = v, bei B (Fig. 97) wird nach Gl. 6:

gl

vy =630 -6 ¥ = 320m/s;
die Neigung 4 der Bahn nach Gl 9:
A= — 0210 = — 15,5°.
Der Scheitelpunkt der Bahn liegt nach Gl. 12 um 5 = 4521 m vom Ausgangs-
punkt entfernt und nach Gl 10 in einer Hohe A = 462m. Die Zeit, nach
welcher dieser Scheitelpunkt erreicht wird, betrigt nach GL 7: ¢ = 9,128

der abfallende Theil der Bahnlinie von 3739m wagerechter Projektion wird in
t, — t, = 10,02 5. zuriickgelegt.

C. Bewegung eines Massenpunktes auf
vorgeschriebener Bahnlinie,

Bei den vorstehenden Untersuchungen war der Massenpunkt nur
gegebenen Kriften unterworfen und fithrte unter deren Einwirkung
mit einer gegebenen Anfangsgeschwindigkeit eine freie Bewegung
aus. Ist der Massenpunkt aber mit festen, unbeweglichen Kérpern
in Berithrung, die ihm fiir seine Bewegung eine bestimmte Bahn-
linie vorschreiben, ihn auf diese beschrinken, so kann man diesen
Zwang, diese Einwirkung auf die Bewegung des Punktes, durch
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eine Widerstandskraft ausdriicken. Nachdem diese Widerstandskraft
an dem Massenpunkt angebracht ist, kann seine Bewegung wie eine
freie Bewegung behandelt werden.

Der Widerstand der vorgeschriebenen Bahnlinie kann zerlegt
werden in einen Normalwiderstand N (rechtwinklig zur Bahnlinie)
(vergl. 1. Theil, S. 65) und eine tangential gerichtete Kraft, den
Reibungswiderstand /- IV, dessen Sinn stets der Bewegung entgegen-
gesetzt ist (vergl. 1. Theil, 8. 190); darin bedeutet /' die Reibungs-
ziffer (den Reibungs-Koéfficienten).

Der Normalwiderstand NV ist zunichst unbekannt hinsichtlich
seiner Grosse, seiner Richtung innerhalb der zur Bahnlinie winkel-
rechten Ebene und seines Sinnes; er tritt in solcher Grdsse und
Richtung, in solchem Sinne auf, wie erforderlich ist, damit der
Massenpunkt sich lings der vorgeschriebenen Bahn bewege. N ist
daher von der Form der Bahnlinie, von den gegebenen bewegenden
Kriften K und der Anfangsgeschwindigkeit abhéngig.

Wihrend in den Fillen der freien Bewegung simmtliche Kriifte
oegeben waren, die Form der Bahnlinie und die Bewegung in der-
selben gesucht wurden, so bleibt in den Fillen der Bewegung auf
vorgeschriebener Bahn die Aufsuchung dieser letzteren natiirlich
fort; es sind aufzusuchen der Normalwiderstand N und das Gesetz
der Bewegung lings der Bahn. Es ist dazu erforderlich, die Krifte
nach tangentialer und normaler Richtung zu zerlegen und die
Werthe der Tangential- und Centripetalbeschleunigung (s. S. 7) zu
benutzen.

I. Bewegung eines Massenpunktes ldngs einer in loth-
rechter Ebene befindlichen Kreislinie unter Beriick-
sichtigung der Reibung.

Der Massenpunkt s habe im tiefsten Punkt 4 des Kreises
(Fig. 98) die Geschwindigkeit c. An der durch den Winkel ¥

bestimmten Stelle P sei die Geschwindigkeit v; es wirken die
Kriifte mg, N und, der Bewegung entgegen, /- N.

Als gesammte Centripetalkraft ergiebt sich NV — mg cos 7, als
Tangentialkraft im Sinne der Bewegung —myg sin ¥ — f N.

Keck, Mechanik. TIL 8
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Daher wird nach 8.7  m-p, = — mg sind — fN oder
dv ! N Fig. 98
_ == — 9_ e 0§ 8 5
1) P Fi ¢ sin 1 fm,
e= v—g = E — ¢ oS U, also
B it L ;
9
i + g cos ¥
m /8

und hiermit aus Gl. 1:

dv n ) LZ
E=—g(smz9—l—fcos19) f7.'

Multiplicirt man mit

For st i Vs o D D de
e ¥ Ymg

so ergiebt sich die Gleichung
2) 2Qv-dv=—2gr(sind + f-cos ¥)dd — 2/ v2d?,
aus der das Bewegungsgesetz entwickelt werden kann.

Setzt man behufs der Lisung vorithergehend

3) vi=y; H=u,
so nimmt Gl 2 die Form an:
c;_‘y_ = — 2¢gr(sine + f-cosa) — 2 7.y und mit
&
4) 2gr (sine 4 f-cosa) = X:
= dy ;
£ . -~ =—X—2fy.
) dz Ty

Zur Integration dieser Gleichung wird
G) y=—u-v, also dy=wu-dv+ v-du

eingefiithrt, wodurch entsteht:

1L-Q+U-dl:—1¥—2f~u-y, oder
da dax g
s d d
7) : u(ﬁ-}—?fm)—i—viz—:—X.

Man withlt nun den einen Faktor v in w - v =y derartig, dass in Gl 7 das

erste Glied verschwinde, d. h.
dv R
Jo e 2f-v, was

e e CidT ok bedingt.
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"Dann_wird aus Gl 7:
2f-x

d___X«dx__4X-e dx 0

(e % _— ——"C g O
R fiiw

9) u=01———(17je X -dx;

und aus Gl 6 mit Hilfe von Gl 8 und 9:

—2f- — 2" 2f-a
y=u-v=0-0"¢ fz——e frfef1

oder wenn man C- ¢, = A und fiir X den Werth (Gl 4) wieder einfithrt:

- X-dx,

; oty —2f- L 2l
L) y— 4di-e o 2gr - e i x(f(sinaz + f-cosx)e il
Die beiden, nach Auflgsung der Klammer im letzten Gliede entstehenden
Integrale ermittelt man durch sog. theilweise Integration. Um
2f -

Seing -6 " cdx

zu finden, setzt man vorithergehend

Uy = le'x; dv, = sin@-dx; dann ist

W= 27 le.m- dx; v, = — cosa, daher
JSsina - g dx=mu,"1 ~([‘v1-du1=—cosm-e2f.m+ 2f fcosa - e

Nunmehr wird geschrieben :

uy = e2f.m; dvy, = covsm . dx; dann ist

duy— 21 eQ‘f'mdm; v, = sin@, mithin
fleos w - le. Tde=—uy vy — [vy- duy= sinx-e2f. s 2f (sina- 02f. “da.

Die Einfihrung dieser Gleichung in Gl 11 “ergiebt

Ssina - S e epRp A 19 fesin . St 42 fsina - e2/'wdw,
somit -
o
12) fsine- S e I—%f“z 2/ sine — cosa).
Tn derselben Weise findet man
13) ’ fcosw-e2f-mdx I 2f : (2f-cosa+sina).
. + 4/2

Mit Hilfe dieser Werthe wird Gl 10, wenn man zugleich wieder y mit v
¥ mit « vertauscht,

—2f. 19[ At

14) v=—c¢ 1A+2M‘1+4f2[ COQﬁA%/‘ﬂlnﬂ}j

8*
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Setzt man zur Ermittelung von A die Geschwindigkeit v=¢ fiir %=0, also

S 1 g
cg—llA—}—Zgrm;.;(l =2 )}7

29r
472

{1 — 2 cos® — Bf-sin 9}

so ergiebt sich A=c*— (1—2r%, also Gl 14):

SR or
Tl A

%¢ . LGy
e

So weit lisst sich die Aufgabe in einfacher Weise behandeln.

15) Ik

Des Weiteren v = » - % zu setzen und daraus ¢ als 7 () zu ent-
¢

wickeln, ist in geschlossener Form nicht moglich.

Gl. 15 giebt die Geschwindigkeit » fiir jeden Werth von 9,
d. h. fiir jede Stelle des Kreises. Auch kann man berechnen, wie
gross die Anfangsgeschwindigkeit ¢ genommen werden muss, damit
der Punkt an einer bestimmten Stelle « mit der Geschwindigkeit
Null anlange. Mit » = 0, ¥ = « ergiebt nidmlich Gl 15;

16) c2=f%"72{1—2f2—[(1—2f2) coso— Bf-sina| ,,“‘-"“}_
(Fﬁr =0 wird ¢* = 2¢gr (1 — cos a./).)
Soll der Punkt gerade noch den Punkt 7 (Fig. 98) erreichen,
so wird mit a = 90°9:
17) ¢? = 1—_2%?{1—2]"2 o 3f-ef”},
withrend der Endpunkt € (mit o = &) die Geschwindigkeit ¢, be-
dingt, wobei
2gr |

18) 022=ﬁ47¢2\1—2f2+ L=a 02fﬂ}

2¢9r 2 2/
:1_4/4172(14]«-)(1% )
ist. :

Der Massenpunkt erlangt bei der Abwirtshewegung die vr-
spriingliche Geschwindigkeit nicht wieder, da die Reibung mit der
Umkehrung des Bewegungssinnes ebenfalls ihren Sinn wechselt,
d. h. keine Funktion des Ortes ist, keiner Kriftefunktion entspricht
(S8 S0l

Beispiel: Fir /=0, wird (GL 17)

e —1isaT- Ol g ol —1l 156 1/—2?,
(GL 18) =210 -29r=135(4g7); cy=16 1/497 :
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2. Reibungslose Bewegung eines Massenpunktes unter
Einwirkung der Schwere auf einer in lothrechter Ebene
befindlichen Bahnlinie.

In diesem Falle verrichtet nur die Schwere eine Arbeit, so
dass wagerechte Linien Niveau-
linien darstellen (s. S. 91). Fig. 99.

Liegt die Stelle B, an der
die Bewegung mit der Geschwin-
digkeit Null begann, um /h iber
der x-Achse, so gilt fir die Ge-
schwindigkeit v in der Hohe y:

vP=2g(h—y).

Hat die Bahnlinie hier die Neigung ¢ gegen die Wagerechte, so muss

mu?

&

— N — mgcos?, also

2 ’gg (h—y) oder

N = mg cosd +

I N =myg (cos 4+ 2 L_&;l) sein.

Fiir die Bewegung findet man
v =l =V2g(h—y), also

ds

11 It = — ———.
; Y, Vi—y

3. Das Kreispendel.

Im 1. Theile wurde auf S. 76—78 der Normalwiderstand
schon vollstindig behandelt, die Schwingungsdauer aber nur fir
kleine Schwingungen; hier soll die Aufoabe auch fiir beliebig
grosse Schwingungen durchgefithrt werden (Fig. 100).
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Bs ist, weil bei der Bewegung von B nach ¢ die Ordinate y

abnimmt,
ds = — dy :sin?,
Fig. 100.
e P 1 (o ARy
R e LG i i
r /& I
daher (Gl II):
7 . dy

dt =

K Vay T/2r—g/1fhy~—y2

__L]/7_iy__.<1_i>“‘“
2 Y9 Vay—y° 27 -

Ist nun ¢ die Zeit einer einfachen Schwingung, so wird der
Weg BC in der Zeit !/2¢, zuriickgelegt, wofir gilt

0

tl 1 2 r d Y ( vy >_ e
2 2 l g YV e 2r

h

h

1/ r Ly )k
]l T i G LA (1 — —) :
) 1 |/ 7 \V T 2,

0

Der letzte Faktor wird nach der binomischen Reihe entwickelt:
Dot B S SRS Bt
(1 27) “1+?2r+2-2-2 7 e e pere R el vl

DT Igis 143 y)? ]-3~5(y)3
v (1“~_) v s N A ) e

2r 2r

Hiermit ergiebt sich aus Gl 1 die Reihe von Integralen:

h oh

2 S dy deal g ¥ dy
e i e el T
0 0
h h
o ¢ ) (L)“’ vidy 1553 =6 (,,L)r‘ yidy I
2490 \Vhy—of 22637 \Vhg—y [
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Das erste dieser Integrale ist sehr leicht zu losen:

oh h
Ayl dy
e (h : S A
0 A% Sl e S
0
ol ol ;
dy bk dy
[ )2 h 2 h // ( 2,1)2
y(o)“(f*-) Sl
0 /o
h
° <
d(l == 2_1;) 0
h : ( ‘21/)
—_ . ————'= | arc sin {1 — —
Vfl (1 Ly)2 [ b/,
s
0
— are sin 1 — arc sin (— 1) =2 - arc sin 1
3) — T

Die iibrigen Integrale lassen sich auf das erste zuriickfithren.

Um de = 7u integriren, theile man im Zéhler und Nenner durch

¥ oy =oljy dy
Vy’ so dass entsteht —F———— - Nun setze man
Vie—y
e e Ll —=dv, dann ist

w5 :
Vi—y

(n—"/2) - yn#‘/"dy:du;

=—f(—y A =2 th/-"y:’u, und es wird

\ Py fude=—29" "V E—y

Vy—y?
+@n—1J Vi gy "y
== 1Vhy—J +@2n—1) \ (h::,,),, y"* —lay
JWry— o
e il
oder \—-i/—,——y,—: 11/.},,‘/——;/ + _/n__.l hgl__ii :/j
JV hy—o JVhy—o?
—(2n— g‘rl‘/’jﬂ/
V_h;l/~y2



