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oder mit —1.; F=0.013%6; sin e — 0,5:

W= (0,031 - v?.

Für W= mg = 455 wird v= k (Gleichgewichtsgeschwindigkeit), also

un 
0,00 371ER

Für eine Wurfweite = 8460 m sollen der Höhenwinkel (Steigungswinkel)

a und die Einzelseiten der Bewegung berechnet werden, wenn die Anfangs-

geschwindigkeit e = 630")...

Gl. 11 liefert für den Steigungswinkel « = 0,1740 = rund 10°, was mit

dem Schiessversuch übereinstimmt. Für die Gesammtdauer z, des Wurfes giebt

Gl. 7 mit x = 8460:
u— 1Iu8.

Die Geschwindigkeit v—= v, bei B (Fig. 97) wird nach Gl. 6:

gl

„=630:0 ® — 320m;
die Neigung £# der Bahn nach Gl. 9:

= — Im = — 155°.

Der Scheitelpunkt der Bahn liegt nach Gl. 12 um 5 —=4521m vom Ausgangs-

punkt entfernt und nach Gl. 10 in einer Höhe rk = 462m.. Die Zeit, nach

welcher dieser Scheitelpunkt erreicht wird, beträgt nach Gl. 7: 4 = 9,12 =»;

der abfallende Theil der Bahnlinie von 3739m wagerechter Projektion wird in

t, — tı = 10,02 s zurückgelegt.

(. Bewegung eines Massenpunktes auf
vorgeschriebener Bahnlinie.

Bei den vorstehenden Untersuchungen war der Massenpunkt nur

gegebenen Kräften unterworfen und führte unter deren Einwirkung

mit einer gegebenen Anfangsgeschwindigkeit eine freie Bewegung

aus. Ist der Massenpunkt aber mit festen, unbeweglichen Körpern

in Berührung, die ihm für seine Bewegung eine bestimmte Bahn-

linie vorschreiben, ihn auf diese beschränken, so kann man diesen

Zwang, diese Einwirkung auf die Bewegung des Punktes, durch
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eine Widerstandskraft ausdrücken. Nachdem diese Widerstandskraft

an dem Massenpunkt angebracht ist, kann seine Bewegung wie eine

freie Bewegung behandelt werden.

Der Widerstand der vorgeschriebenen Bahnlinie kann zerlegt

werden in einen Normalwiderstand N (rechtwinklig zur Bahnlinie)

(vergl. 1. Theil, S. 65) und eine tangential gerichtete Kraft, den

Reibungswiderstand /- N, dessen Sinn stets der Bewegung entgegen-

gesetzt ist (vergl. 1. Theil, S. 190); darin bedeutet / die Reibungs-

ziffer (den Reibungs-Koöfficienten).

Der Normalwiderstand N ist zunächst unbekannt hinsichtlich

seiner Grösse, seiner Richtung innerhalb der zur Bahnlinie winkel-

rechten Ebene und seines Sinnes; er tritt in solcher Grösse und

Richtung, in solchem Sinne auf, wie erforderlich ist, damit der

Massenpunkt sich längs der vorgeschriebenen Bahn bewege. N ist

daher von der Form der Bahnlinie, von den gegebenen bewegenden

Kräften K und der Anfangsgeschwindigkeit abhängig.

Während in den Fällen der freien Bewegung sämmtliche Kräfte

gegeben waren, die Form der Bahnlinie und die Bewegung in der-

selben gesucht wurden, so bleibt in den Fällen der Bewegung auf

vorgeschriebener Bahn die Aufsuchung dieser letzteren natürlich

fort; es sind aufzusuchen der Normalwiderstand N und das Gesetz

der Bewegung längs der Bahn. Esist dazu erforderlich, die Kräfte

nach tangentialer und normaler Richtung zu zerlegen und die

Werthe der Tangential- und Centripetalbeschleunigung (8. 8.7) zu

benutzen.

I. Bewegung eines Massenpunktes längs einer in loth-

rechter Ebene befindlichen Kreislinie unter Berück-

sichtigung der Reibung.

Der Massenpunkt m habe im tiefsten Punkt A des Kreises

(Fig. 98) die Geschwindigkeit c. An der durch den Winkel ®

bestimmten Stelle P sei die Geschwindigkeit v; es wirken die

Kräfte mg, N und, der Bewegung entgegen, f- N.

Als gesammte Centripetalkraft ergiebt sich N— mg c08 d, als

Tangentialkraft im Sinne der Bewegung — my sin d—/N.

Keck, Mechanik. III, 8
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Daher wird nach 8.7 mp = — mg sind —N oder

dv ! N Fig. 98
= — 2 — a Re e 5 .

1) pı a g sin Sa

v N
LEE a RE Ö 1p 5 Fe also

N 2
re; g cos d
Mm 1

und hiermit aus Gl. 1:

En —= — g(sind + f cos d)a

Multiplieirt man mit

2v:dt=2ds=2r-dd,
so ergiebt sich die Gleichung

2) 2v:dv= — 2gr(sind +f-cosW)dd — 2/-v’dd,

aus der das Bewegungsgesetz entwickelt werden kann.

 

 

rd N mg

Setzt man behufs der Lösung vorübergehend

3) v? =y; SE) 9

so nimmt Gl. 2 die Form an:

= — — 2gr(sin® + f:cosa) —2f-y und mit
x

4) 2 gr (sine + f- cosa) = X:

E dy ;; een gy3) I Fy

Zur Integration dieser Gleichung wird

6) y=u-v, also dy=u-dvt v-du

eingeführt, wodurch entsteht:

dv du5% BeulSErmen, X J-wu-v, oder

dv du
7 — 2 fv), tVv— =—X.N) „(d +2 f:v Fr RE

Man wählt nun den einen Faktor v m u-v=y derartig, dass in Gl. 7 das

‚erste Glied verschwinde, d. h.

dv ‘
Er = — 2/-v, was

N. ie bedingt.
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"Dann.wird aus Gl. 7:
2/0

du= — =— Men also
 

 

“®

9) u=G-— fe. #48;

und aus Gl. 6 mit Hülfe von GL 8 ünd 9:

er —2f°: AWe, i N

y=uv—=(-.6G:
- X: de,

oder wenn man 0: = A und für X den Werth (Gl. 4) wieder einführt:

TER > $ gf-

10), v2 Are 7 © 9Igr.e ni * Pina -tf: osm)e "am.

Die beiden, nach Auflösung der Klammer im letzten Gliede entstehenden

Integrale ermittelt man durch sog. theilweise Integration. Um

: 27-:
Snxe "dx

zu finden, setzt man vorübergehend

2/-.8% f B

me ; du =sin®:dx; dann ist

2/'0©

a = 26 de; y = — cos, daher

: 2-2 2fan o.: 2:8

‚Ssinx-e .da—u u—fu an=—6080: € +2/feosw:e" de.

Nunmehr wird geschrieben

af.% : g

eo dan Con, dx, dann ist

27% : Ai

dus ner de, u Blu: mithin

2/8
: af. SR 2f.&8

Seos®- e de= u v, — [w%  dw=sina:e 9fsina.e de.

Die Einführung dieser Gleichung in Gl. 11 'ergiebt

 

Ssn«-A— c088* uch -+2/-sin®-Naf?fsine- Baal

somit :

12) Ssine- utde = En (2 f- sine — cosa).

In derselben Weise findet man

13) . fodin6an 1A (2f-cose+ sine).
e Er4?

Mit Hülfe dieser Werthe wird Gl. 10, wenn man zugleich wieder y mit v2,

9 mit « vertauscht,

25.9
ar \

14) u —e ee2/2) cos — Bf sind]f.

8*
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Setzt man zur Ermittelung von A die Geschwindigkeit v=c für #0, also

 

l x
n (A420tlam,

so ergiebt sich A=d-. Er7 1-2/%), also Gl. 14):

2gr Sol
15) U irap— cosd — 3f-sind;

le 2g-r En al, 728
Di enaet

So weit lässt sich die Aufgabe in einfacher Weise behandeln.

Des Weiteren v=r: 2 zu setzen und daraus it als /(Ö) zu ent-

wickeln, ist in geschlossener Form nicht möglich.

Gl. 15 giebt die Geschwindigkeit v für jeden Werth von Ö,

d. h. für jede Stelle des Kreises. Auch kann man berechnen, wie

gross die Anfangsgeschwindigkeit c genommen werden muss, damit

der Punkt an einer bestimmten Stelle x mit der Geschwindigkeit

Null anlange. Mit v=0,%= u ergiebt nämlich Gl. 15;

De,rar[0-2 c00n —3y-sina]e” "1.

(Für f=0 wind e® = 2gr(1l — cos ).)

Soll der Punkt gerade noch den Punkt 3 (Fig. 98) erreichen,

so wird mit «= 90°:

17) HU2437),

während der Endpunkt © (mit « = r) die Geschwindigkeit c, be-

dingt, wobei
R 2fr

18) &pH)"=aenlıre)

ist.
Der Massenpunkt erlangt bei der Abwärtsbewegung die vr-

sprüngliche Geschwindigkeit nicht wieder, da die Reibung mit der

Umkehrung des Bewegungssinnes ebenfalls ihren Sinn wechselt,

d. h. keine Funktion des Ortes ist, keiner Kräftefunktion entspricht

(3.8291):

Beispiel: Für /= 0,ı wird (Gl. 17)

Ba—ar 200: 5 — lessV2gr;

(Gl. 18) 2 —=20.2gr—15(4gr);1‚iaAgr.
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2, Reibungsiose Bewegung eines Massenpunktes unter

Einwirkung der Schwere auf einer in lothrechter Ebene

befindlichen Bahnlinie.

In diesem Falle verrichtet nur die Schwere eine Arbeit, so

dass wagerechte Linien Niveau-

linien darstellen @. $. 91). Fig. 9.

Liegt die Stelle B, an der

die Bewegung mit der Geschwin-

digkeit Null begann, um h über

der »-Achse, so gilt für die Ge-

schwindigkeit v in der Höhe y:

 

v”=2glh—Y).

Hat die Bahnlinie hier die Neigung d gegen die Wagerechte, so muss

mv?
E — N—mg.c0sd, also
 

=My) oder 7 = mg c0sd +

/

I N=mg (cos %+2N) sein.

Für die Bewegung findet man

v- Mn V29 (h— y), also
dt :

ds

V29 Vh—y

3. Das Kreispendel.

Im 1. Theile wurde auf $. 76—78 der Normalwiderstand

schon vollständig behandelt, die Schwingungsdauer aber nur für

kleine Schwingungen; hier soll die Aufoabe auch für beliebig

grosse Schwingungen durchgeführt werden (Fig. 100).
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Es ist, weil bei der Bewegung von B nach € die Ordinate y

abnimmt,

ds= — dy:sin®d,
Fig. 100.

2

AI
Ma

  ind=-° =
R

daher (Gl. I):

r ter.dcBy

inage
2 g Vhy— y? 2r :

Ist nun t, die Zeit einer einfachen Schwingung, so wird der

Weg BC in der Zeit !/2t, zurückgelegt, wofür gilt

0

Hr 1 N dy | a
a Gage Eden E22 3 oder

2 2ee 2r
h

h

 

 

 

1) -1 anAur.
u hy— y? 2r

Der letzte Faktor wird nach der binomischen Reihe entwickelt:

ee a le
R *) Tim sloye onDORTDe

  

  

 

    

e 2 us. 3

cin reee +
Hiermit ergiebt sich aus Gl. 1 die Reihe von Integralen:

3 eh

2) A = EPU SlAL
1%a I euN

0 0

h h

a I | 1 oyedy 1-35 el; y’dy |
3.4 Vhyyi. 246% \Yagny |

0 3)
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Das erste dieser Integrale ist sehr leicht zu lösen:

eh h

dy 3 dy

er En =
b Y 7 Eu ln:

0

eh
oh 5

Nag
Tr 2 h ° An / | 9% ı

nr ae
vo

0

arere AD are! 3],
— are sin l — are sin (— 1)=2-arc sin 1

 

 

 

 
 

3)
a

Die übrigen Integrale lassen sich auf das erste zurückführen.

y"

Um TeeZr a integriren, theile man im Zähler und Nenner durch

Nv

BE
n |

V»y, so dass entsteht y49, Nun setze man

Vr=-4%

yrv es; su—dv, dann ist

Ya-y

mp). y"ay—du;

\RTMio)Rah yW)—-- 2 VRRyjı, und es wird

: y"ay ? n— Yaı/

mm = Ur q d = d h m

Dre, ui Sv-du a

+(@n—1 a. y" Payy" Y

=— 2yrtyay—y?Hann_AZN_‚ga-tgy

JVray—y’

ET,
Ve

oder \— —— grıYay—y +@a- 1a (Ia

IVay—y Vyayy

y"dy

Eten
 


