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Im Anschluss an die Bezeichnung ds:d¢ = Geschwindigkeit
und o = da:dt = Winkelgeschwindigkeit, nennt man dF': dt,
d. h. die in der Zeiteinheit beschriebene Fahrstrahl-Fliche, die
Flichen-Geschwindigkeit. FEine Bewegung, bei der die Kraft
stets durch ein festes Centrum geht, erfolgt also mit gleichbleiben-
der Flichengeschwindigkeit. Der analytische Ausdruck dafir ist

4) A B ol fdonsiohsaiildin, A
die 2 e 2 dt P

wenn A eine Konstante bedeutet.

Dieser Satz rithrt schon von Newton her. Ein Sonderfall ist
das erste Kepler'sche Gesetz (S. 106).

2. Der Satz des Arbeitsvermogens. Kraftefunktion;
7 Niveauflachen.

Der Satz des Arbeitsvermigens wurde freilich im 1. Theil,
S. 48 schon allgemein bewiesen; er soll hier aber noch ein Mal in
anderer Weise entwickelt und zu weiteren Schliissen benutzt werden.

Zerlegt man die auf den Massen-
punkt m wirkende Kraft K (Fig. 82)
nach drei Achsenrichtungen in _Y,
Y, Z und sind @, y, z die augen-
blicklichen Koordinaten von m, so ist
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Multiplicirt man diese Gleichungen bezw. mit dz, dy und dz
und zdhlt sie zusammen, so entsteht

fdx d*z i dy déy = dz dlz)
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Xdo + Ydy + Zda:

: de d*x 1 dm>2
Nun ist 2 .r (W
und weil 2o 48 _ da? + dy? + d2

2~ dt? 2
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so kann man obige Gleichung auch schreiben:
2 mu?

1) md <%> =d <—2—> R Yy 24y,

Die linke Seite ist die wihrend der Zeit d¢ erfolgende Zu-
nahme des Arbeitsvermogens (1. Theil, S. 44) des Punktes m, die
rechte Seite aber die Summe der Arbeiten der drei Seitenkrifte
X, Yund Z. Denn ist PQ =ds das in der Zeit dt beschriebene
Bahntheilchen, sind d, dy, dz dessen Projektionen auf die Achsen,
so ist nach 1. Theil, S. 42 X.dz die von X geleistete Arbeit.
Im 1. Theil, S. 43 wnrde schon bewiesen, dass die Arbeitssumme
von X, Y und Z gleich der Arbeit der Mittelkraft K sei. Es
ergiebt sich dies auch leicht in folgender Weise: Sind =, # und y
die Richtungswinkel von K gegen die Achsen, also

2) Eeosoa = Xy Keosp=¥; Kcosy=2;
sind ferner «,, f, und y, die Richtungswinkel von ds oder v, d. h.
38) ds-cosoy =dwx; ds-cosf =dy; ds-cosy, = dz;
und nennt man ¢ den Winkel, welchen K mit ds (oder ») ein-
schliesst, so gilt (vergl. 2. Theil, S. 226)

oS @ = oS 2 - €08 o, —+ c0s B - cos i + cos - €os py,
oder wenn man alle Glieder dieser Gleichung mit K - ds multiplicirt
und die Gl. 2 und 3 benutzt:
4) K-ds-csp=X-do + Y-dy + Z-dz,
mithin nach Gl 1:

2
d (%) = K.:ds: cos @;

die rechte Seite ist die Arbeit der Kraft K, weil ds - cos ¢ die in
der Richtung von K zuriickgelegte Wegeslinge bedeutet.

Hat der Punkt m an dem Orte @, ¥, 2 die Geschwindig-
keit vy, an dem Orte ay, vy, 2 die Geschwindigkeit »,, so ergiebt
sich fiir diese endliche Bewegung der Satz des Arbeitsvermogens

>
my,?2  muy?

2 2

Die Grenzen fiir die Integrationen auf der rechten Seite sind
durch Anfangs- und Endlage des Punktes m bedingt. Gl 5 ist

5)

= (Xdo + Ydy + Zdz = K- ds" cos p.
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offenbar der Satz des Arbeitsvermogens (der kinetischen Energie
oder der lebendigen Kraft), d. h. es ist die Zunahme des
Arbeitsvermdogens gleich der verrichteten Arbeit.

Es werde nun die Voraussetzung gemacht, dass 1. die Kraft K
und somit auch ihre Seitenkrifte reine Funktionen des Ortes
seien, also jedes Mal wieder denselben Werth annehmen, so oft
der Punkt s sich wieder an demselben Orte befinde und dass
2. die Seitenkrifte X, Y und Z die theilweisen (partiellen) Abge-
leiteten einer Funktion U nach bezw. @, v und z darstellen, d. h.

o R OLE ol ol
6) A_ 67 Y y ai ol -@, Z . é—z-
Dann ist U auch eine reine Funktion des Ortes, und es lisst sich
das Arbeitstheilchen

o OU
S Lt o gy o0

Xdo + Ydy + Zdz =
schreiben, d. h. als das vollstindige (totale) Differential einer
Funktion U darstellen und = d U setzen. TUnter dieser Voraus-
setzung wird aus Gl 1:

7) d(%) — dU, daher
. 2 . 2
8) eVl R ) e p ()

2 2
wenn U, und U, diejenigen Werthe der Funktion U sind, welche
dem Anfangs- bezw. dem Endorte des Punktes mn entsprechen. Die
Funktion U, welche den Gl. 6 geniigt, heisst Kriiftefunktion. Ent-
spricht der wirkenden Kraft eine Kriftefunktion, so ist die Zunahme
des Arbeitsvermdgens eines Punktes m gleich dem Unterschiede der
beiden, der Anfangs- und Endlage entsprechenden Werthe dieser
Funktion.

U, ist derjenige besondere Werth, den die Kriiftefunktion
U= f(x, y, ) annimmt, wenn man in dieselbe die Koordinaten
&g, Yo, 7 der Anfangsstelle des Punktes m einsetzt, d. h. es ist
Uy = f (%, Yoy 20). Ausser diesem Anfangspunkte der Bewegung
giebt es aber nmoch unendlich viele andere Punkte im Raume, deren
Koordinaten der Kriftefunktion den gleichen Werth 77, geben.
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Der Inbegriff oder Ort aller dieser Punkte ist eine Fliche, die wir
auch U, nennen wollen und deren Gleichung

9) flz, y,2) = U, ist.

Hiitte z. B. die Kriftefunktion die einfache Form U = a* + y® + 2° und
wiire fir den Anfang azy = 1; y, = 2; 2 = 3, 80 wirde U, = 14. Setat
man aber

22 +y* 22 =14,

so ist dies die Gleichung einer Kugelfliche vom Halbmesser 1 14; die Koor-
dinaten eines jeden Punktes dieser Kugelfiiche geniigen der Gleichung derselben,
geben also der Funktion U den gleichen Wert 14. Hat der Punkt m zu
Ende der Beobachtung die Koordinaten z, = 103 y, = 12; 2z, = 13, so wird
U; =413, und

a? + ¢ + 22 =413

ist die Gleichung einer Kugelfliiche U; vom Halbmesser », =1/ 414, deren
Koordinaten der Funktion U den Werth U; = 413 geben. Die Gleichungen
der Flichen U, und U, unterscheiden sich nur durch die Konstante U, bezw.
U,; die Flichen gehoren derselben Gattung an, sind nimlich Kugelflichen mit
gemeinsamém Mittelpunkte.

Ebenso sind U, und U, bei beliebiger Form der Kriftefunktion
Flichen derselben Art und unterscheiden sich nur durch die Kon-
stante U, bezw. U, .

In Fig. 83 mogen die krummen Linien U, U, und U; U, die
Durchschnittslinien zweier solchen Flichen U, und U; mit irgend
einer anderen Fliche bedeuten. Bewegt
sich ein Massenpunkt m unter Einwirkung
einer Kraft K, der die Kriftefunktion U
entspricht, auf verschiedenen Bahnlinien
B,B, und C,C;, so indert sich das
Arbeitsvermdgen stets um den gleichen
Werth U, — U,, wenn der Punkt von
irgend einer Stelle der Fliche U, zu
irgend einer Stelle der Fliche U, gelangt.
_Hatte er beim Durchschneiden der Fliche
U, die Geschwindigkeit vy, so gilt fir
die Geschwindigkeit v,, mit der er die Fliche U, erreicht, die Gl:

2

mu, muy>
e
Kehrt er aber bei seiner Bewegung zur Fliche U, zuriick, so hat
er auch wieder die Geschwindigkeit v,.

== Ul— Lro.
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Verldsst der Massenpunkt bei seiner Bewegung die Fliche U,
gar nicht, beschreibt er vielmehr irgend eine in dieser Fliche
liegende Bahn, so bleibt seine Geschwindigkeit stets v,, es wird
also die Arbeit der Kraft K fiir jedes Bewegungstheilchen Null, d. h.

K-ds-cosp =0, also
csp =0 und ¢@=1lam.

Dies bedeutet, dass die Kraft K zu jeder in der Fliche U,
befindlichen Bahnlinie, also auch zu der Fliche I/, selbst recht-
winklig steht. Gleiches gilt von der Fliche 7,. Diese Flichen

Jo und U, heissen Niveauflichen.

Lisst sich das Arbeitstheilchen der Kraft K als das
vollstindige Differential einer Funktion 7 darstellen, so
giebt es fiir K eine Kriaftefunktion, nimlich 7, und auch
durch jeden Punkt des Raumes, fiir welchen K noch einen
endlichen Werth hat, eine Niveaufliche. Diejenigen Linien,
welche alle Niveauflichen rechtwinklig schneiden, heissen Kraft-
linien. Die moglichen Richtungen von K bilden Tangenten an
die Kraftlinien.

Bei Centralbewegungen giebt es eine Kriifte-Funktion. Unter
Centralbewegungen versteht man solche, bei denen die wirkende
Kraft stets durch einen festen
Punkt, das Centrum O, hindurch-
geht, wihrend zugleich die Grisse
der Kraft eine Funktion der
Entfernung des Punktes vom
Centrum O, des sog. Fahr-
stpahls, ist. = Ist die’ Kraff
K = F(r) und geht ihre Rich-
tung stets durch O (Fig 84), so
ist bei einer unendlich kleinen
Bewegung P@Q die in der Kraftrichtung zuriickgelegte Wegeslinge,
d. h. die Projektion von PQ auf die Richtung von r, einfach dr,
daher das Arbeitstheilchen

Fig. 84.

K-ds-cos@p = K:dr = F(r)-dr.
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Da dies eine Differentialfunktion von nur einer Verinderlichen
ist, so ist es ein vollstdndiges Differential, man kann és daher
schreiben

dU = K-dr, also ist
10) U= [iK.dp - C

die Kriftefunktion einer Centralbewegung.

: . YU :
Man iiberzeugt sich auch leicht, dass X. = 0‘\ . Denn, da U als eine
ox
f(r) gefunden, so wird
JU _ of() dr 5
=" =K. —
Jw or dz dz’

Die Kraftlinien sind vom Centrum nach allen Richtungen aus-
gehende geradlinige Strahlen. Da diese Kraftlinien von den Niveau-
flichen rechtwinklig geschnitten werden miissen, so sind letztere
offenbar Kugelflichen mit dem gemeinsamen Mittelpunkt O.

In dem besonderen Falle der nach Grisse und Richtung iiberall
gleichen Schwere ist, wenn man die z-Achse lothrecht abwirts
nimmt, das Arbeitstheilchen von der Grdsse

mg - dz,
d. h. ein vollstindiges Differential d U, und es vﬁrd
Ui— g 2 = \C
die Kriftefunktion. Da die Kraftlinien simmtlich parallel der
s-Achse sind, so miissen die Niveauflichen wagerechte Ebenen sein.

Sobald jedoch Reibungs- und Mittelwiderstinde auftreten, die
stets entgegengesetzt der Bewegungsrichtung wirken, sich also
mit der Umkehrung der Bewegung ebenfalls umkehren, giebt es
keine Kriftefunktion, also auch keine Niveauflichen.



