74  Zweite Abtheilung. A. Geradlinige Bewegung des Massenpunktes.

4. Lothrechte Wurf- und Fallbewegung in einem

widerstehenden Mittel (Luft oder Wasser).
a) Steigen.

Wird der Massenpunkt m bei 4 (Fig. 76) mit der Geschwin-
digkeit ¢ lothrecht aufwirts geworfen und wirken auf ihn die
Schwere mg und der Widerstand W eines Mittels (etwa der Luft)
verzigernd, so mag er nach ¢ Sekunden einen Weg
AP = @ mriickgelegt und die Geschwindigkeit » Fig. 76.

erhalten haben. Fiithrt man, wie Gl 2, S. 71, den B
Widerstand in der Form °¢O """" A
1) W=mg = vT i
ein, so wird die Beschleunigung “ /:K
du' - B i < vj) jc
o T R Le k2}° 2 |
Hieraus erhilt man die Beziehung zwischen Ge- | ;N

schwindigkeit und Zeit, indem man die Veriinderlichen 53
trennt, niimlich schreibt:
v )
dv i <Z>

=g di— = 5
N v
et
so dass entsteht g-t=—karc tg% SR @
Weil v = ¢ war fiir ¢ = 0, so muss ferner sein

= — Lk arc tg% + C,

also nach Entfernung von ¢ mittels Abziehens der letzten Gleichung
von der vorhergehenden :

k c v
3) t——;(arctgz—arctg%).

Will man die Zeit ¢ wissen, nach welcher die aufwirts
gerichtete Geschwindigkeit » zu Null geworden ist, so setze man
v =0 in Gl 3 ein und erhilt dadurch die

2 5 c
4) Steigdauer ¢, = = are tg "
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Zur Ermittelung der Steighthe ist es am einfachsten,  als
/() zu entwickeln. Zu dem Zwecke multiplicire man Gl 2 mit
vdt = do; dann wird

2
vdy = ——g(l—l— ﬁ>dw,

oder nach Trennung der Verinderlichen

m=———2g <1+ >+C.

Weil 2 = O fir v = ¢, so wird

et g2 < c‘-’)
(/—-—’2—(}1) 1+k2 und

BRENCES
H) LL-—ZgL P )

Will man die Hohe @ = & wissen, bei welcher die Ge-
schwindigkeit zu Null geworden ist, so setze man » = 0 in Gleh
ein, und erhilt die

6 Steighth h—ﬁt<1+c—2>
) eighihe % = 5 =

Bine unmittelbare Beziehung zwischen x und ¢ ist nicht sehr bequem,
kann aber in folgender Weise aus Gl 3 erhalten werden:

Man setze arc tgkiza, also
e ( ;ﬂ)
dt—Lt o = und
~Ele—g)ate)==Fiel—5) e[~ %)
dx—gtg kdkt— tg |« ch k
Nun ist
Stgzde \En—xdz= S@s—@:—L(cosx), daher
cos @ ) cosw

2
z=k—1<cos(a—l)>+0——k—1'cosa Cos—+51na sm—l—l—C’
g k o L k

0=%L(cos@+0,
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- Ko fiatan g8\
ey e By Ll
also /i 3 1cos % -+ tg a sin k|
. c
und, weil T 53
Sl e e g
70) z—«gllcosk-}—ksm R

b) Fallen.

Nachdem die Hohe 4 erstiegen wurde, beginnt das Fallen mit
der Beschleunigung ¢, die aber mit wachsender Geschwindigkeit
durch den Widerstand des Mittels vermindert wird.

Nach ¢ Sekunden sei die Hohe # durchfallen (Fig. 77), Fig. 77.
die Geschwindigkeit » geworden, dann ist die Be-

B
schleunigung > iO‘]‘\“J(
dv w f—’) N
1

Es moge zunichst die Geschwindigkeit », be- v
rechnet werden, mit der der Massenpunkt unten bei A 3
wieder anlangt; dann multiplicire man Gl 8 mit ™9

vadt = da: V)
2 a0
vdv=g<1—%> da viA
e
und schreibe ST P e o ﬁ(ldm, woraus entsteht:
b
v? 2¢
1 <1 T ﬁ) = ﬁa 5

da (wegen @ = 0; » = 0) die Konstante zu Null wird. Hieraus
folgt fir 2 = % und v = v;:

e
9) l-( ——yl—)=——:?h oder

10) U= k(l—e @
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Einfacher fiihrt man », auf die Geschwindigkeit ¢ des Auf-
wurfes an derselben Stelle A zuriick, indem man aus GL 6 und 9
die Hohe A entfernt, und erhilt

_ﬁ3
1=

— L<1 + %) oder

(X}

il

(0

1—k2=1+ﬁ, mithin
k?
11) '—;L=—_—1, —» Lhoy <o
V”iﬁ

Uwm nun die Falldauer zu erhalten, schreibe man Gl. 8:

g dv
ﬁdt — ICT"—-T‘),
k? ( dv :
so dass = ?uk:’—— 3 + ¢ wird.
Behufs der Integration bedenke man, dass
0 g AL Alen Ay b BET By
e SRS k2 — »2

geschrieben werden kann, worin, damit
4+ Bk— (4 —Bv=1
werde (fiir jeden beliebigen Werth von v),
AN—"Bnnd 2040 —
sein muss. Hiermit wird

o Pt
B—v2 2kJe+v  2kJE—v
il 1
=ﬂl(k+v)—ﬂb(k—v), also
.

18 bivs 29l<k—-—v !
indem ¢ = 0 wird, weil v = O richtig ¢ = O liefert. — Setzt
man nun v = v,, so wird aus ¢ die Falldaner ¢,, d. h.

k k+ v
5 t2=§_gt<kivi>'
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Aus Gl. 11 ergiebt sich aber
E+v,  (+Ve+ k)

LT, = = , mithin :
h(@) L L(c_ﬂfér_,_ﬁlci’).
2 k S U k :
die Einsetzung dieses Werthes in Gl 13 liefert:
/T )
14) oy (M)
& g k

hiermit ist die Falldauer unmittelbar auf gegebene Grossen zuriick-
gefiihrt.
Die unmittelbare Beziehung zwischen 2 und ¢ wird wieder etwas um-
stiindlich. Gl 12 lisst sich schreiben
29
t

ktv=(@k—0v)e* ,

woraus sich ergiebt:

27"% Ly
dx e —1 e” —e
= — = ==k
dt 400 7 i
ef e itk
g g
=g — Lt
e T g
de = — dl=t);
g 9 iy k
o L

2 g P
g [’” “+ e kt}—{-Cl.

Weil ¢ =0 auch.z — 0 geben muss, so wird

ke ’“7 RS 8
daher durch Abziehen ;

BT

5 |
2 k k

15) = 11 J-
Die Beschleunigung der Abwartsbewegung wiirde zu Null werden,
wenn die Geschwindigkeit v+ den Werth % erreichte, weil fiir diesen
Fall der Widerstand W = mg werden wiirde (Fig. 78). Ertheilt
man also dem Massenpunkt in dem Sinne abwirts die Geschwin-
digkeit %, so fithrt er eine gleichmissige Bewegung aus. Daher
wollen wir & die Gleichgewichtsgeschwindigkeit nennen.
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Bei der mit der Geschwindigkeit Null beginnenden Fallbewegung
kann die Geschwindigkeit » nach Gl 12 den Werth % aber erst
nach unendlich langer Zeit erreichen, denn v = k giebt in

dieser Gl t = co. Die mit einer Geschwindigkeit, kleiner Fig. 78.
als k, beginnende Fallbewegung néihert sich daher asymp- ../ g
totisch der gleichformigen Bewegung mit der Geschwin- ®
digkeit k. Bei sehr grosser Fallhthe kann annihernd die
Endgeschwindigkeit v, = k gesetzt werden. Ertheilt man 9\1/
dem Punkt im Sinne abwirts eine Geschwindigkeit > %,

so ist seine Bewegung eine verzogerte, nihert sich aber mit ab-
nehmender Geschwindigkeit, und zwar ebenfalls asymptotisch, wie
man leicht findet, der gleichformigen Bewegung mit der Geschwin-
digkeit k. .

12

29

fallen, so wiirde er ohne Wirkung des Luftwiderstandes eine End-
geschwindigkeit % erhalten. Mit Beriicksichtigung des Luftwider-
standes aber wird nach Gl 10:

Lisst man den Massenpunkt von einer Hohe 2 = herab-

16) v, =k ]/ 1— % = 0,79 k
oder rund 08Fk.

¢) Bestimmung der Gleichgewichtsgeschwindigkeit %.

Ist p das Gewicht von 1™ des widerstehenden Mittels; #' der
grosste Querschnitt des Korpers, rechtwinklig zur Bewegungsrichtung
genommen; ¥ der Rauminhalt, p; 77 das Gewicht des Korpers;
§ eine von der Form und Oberflichenbeschaffenheit des Korpers
abhiingige Widerstandsziffer, so wird nach 2. Theil, S. 326, Gl 3

Tyt U2
W = §;/F29,

daher, nach Gl. 1 (S. 74), fir v.= k:
72
mg=nV = §7F2—g, also

2 7

R W ! S o



80 Zweite Abtheilung. A. Geradlinige Bewegung des Massenpunktes.

Setzt man fiir kugelférmige Korper vom Halbmesser »
$=05; V=~*%:nr3n; F=r’m so entsteht

18) ;;zg%r und k2:52,32%r.
Fir Gusseisenkugeln (¥, = 7200) in Luft (y = 1,29) wird
19) : zk_ﬁg = 148847 wund %2 = 292014r.
Fiir Wassertropfen oder Eiskugeln (», = 1000) in Luft (y = 1,29)
20) é% = 2067 und k2= 40561~.

Fir Gusseisenkugeln (y, = 7200) in Wasser (y = 1000)
darf der Auftrieb p )V des Wassers nicht vernachlissigt werden,
oder es kommt bei der Berechnung der Gleichgewichtsgeschwindig-
keit & nur das scheinbare Gewicht der Kugel in Bezug auf Wasser
(71 — »)V (s. 2. Theil, S. 185) in Frage; d. h.

12
(W =PV =pSFg, ofer
Bl 2_71_717?;‘7
PR e e
Dies giebt:
k2 8 5
21) — — 62 —2= 1652 und k2= 324r.
29 3

Beispiel 1: Eine Gusseisenkugel von » = 0,0+ m Halbmesser werde mit einer
Geschwindigkeit ¢ = 500m/s. lothrecht aufwiirts geschossen. Es sollen &, 2,
v, und ¢, berechnet werden.

Zunichst ist nach Gl. 19
]C?'

2—=14884-0,04=595; k2= 292014 - 0,04 =— 11681 und &= 108m;
9

%:4,63; £=11.

Dann wird die Steigdauer (GL 4)
6, = 11 - arc tgd,es =11 - arc 77°49" = 11 - 13582 = 14,9 8.

(gegen ?%Q = 518 ohne Luftwiderstand).
Die Steighdhe (Gl 6)

= 5951 (1 + 4,63%) = 595 - 3,000 = 1839 m

3
e SOOMR 1B S ohie Taftwidertand)
geg —
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Die Aufschlaggeschwindigkeit unten (Gl 11)
500
e
mithin nur wenig kleiner als & = 108 (gegen ¢ = 500 ohne Luftwiderstand).
Die Falldauer (Gl 13

i (108 + 1055
2 " \108 — 105,5

= 105,5,

ty = ) = 55 + 4121 = 248
also selbstverstindlich ¢, > ¢, (gegen 51 s- ohne Luftwiderstand).

Bei geringer Geschwindigkeit ¢ ist die ‘Wirkung des Luftwiderstandes
unerheblich.  Dieselbe Kugel mit k = 108 erreicht mit ¢ = 21,6m Geschwin-
digkeit eine Hohe h = 23,3m (gegen 23,sm ohne Luftwiderstand).

Beispiel 2: Die aus grosser Hche herabfallenden Regentropfen,
Schlossen, Hagelkérner u. dergl. bewegen sich in der- Nihe des Erdbodens
nahezu gleichformig mit der Geschwindigkeit £. Nach G1. 20 ist % verhiltnis-
gleich mit V'r ; Kleine Tropfen haben daher sehr geringe Geschwindigkeit,
wiihrend dicke Tropfen mit grosserer Geschwindigkeit auf den Boden schlagen.
Fiir solche kann » = 2,5 mm = 00025 m sein, dann wird

k'l
D) (/

= hHusmund sk — (1 m:

Derartiger Regen hat also beim Aufschlagen eine Geschwindigkeitshthe von
nur 5,6m, mag er aus noch so grosser Hohe fallen.
Hagelkérner kommen vor von 0,3m Halbmesser und 0, kg Gewicht.
Fiir diese ist die Geschwindigkeitshéhe
k? ;
g = 62m
Die Schlagwirkung eines Hagelkorns ist nach dem Werthe seines Arbeits-
vermégens Y2 m - k* zu beurtheilen. Da nun m mit +® verhiltnisgleich, &* aber
mit » in gleichem Verhiltnisse wiichst, so ist die Schlagwirkung proportional
mit der vierten Potenz von ». Ein Hagelkorn vom doppelten Durchmesser
hat also die 16fache Wirkung eines solchen mit einfachem Durchmesser.

die Geschwindigkeit z rund 35m.

9

Beispiel 3: Wie lange gebraucht eine Gusseisenkugel von r = 0,3m
Halbmesser, um eine Meerestiefe von 8000 m zu durchsinken. Wegen der
grossen Tiefe wird die Fallgeschwindigkeit bald dem Grenzwerthe & sehr nahe
kommen. Es ist (GL 21)

B2 — 324 - 0jsi=—197.2 , also
k= 96
und die Zeit, wegen nahezu gleichmiissiger Bewegung,

5 = 8000 : 9,88 = Sillses = 131/2min._
Keck, Mechanik. IIL 6
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d) Ubergang zur widerstandslosen Bewegung.

Der einfache Fall, in welchem nur die Schwere wirkt, lisst
sich aus den vorstehenden Untersuchungen ableiten. Soll nimlich
der Widerstand W zu Null werden, so muss in GL 1 die fur W
massgebende Grosse k = oo gesetzt werden. Dabei liefern dann
die Gleichungen 3, 4, 5, 6, 7, 9 bis 14 Ergebnisse, die zunichst
in unbestimmten Formen oo-0 und % auftreten, aber nach den
Lehren der Differentialrechnung oder durch sonstige geeignete Um-
formung in die einfachen Gleichungen der gleichformig beschleunigten
Bewegung iibergefithrt werden konnen. Es moge dies beispielsweise
an Gl. 4 durchgefihrt werden:

Mit wachsendem %, also abnehmendem % verschwindet mehr

und mehr der Unterschied zwischen dem Bogen ik und seiner

Tangente, so dass arc tg% mit % vertauscht werden kann. So-
mit wird aus GL 4:
g

t1= -%—=g,

tql?}ﬂ

wie es sein muss.

Durch entsprechende Behandlung gehen die iibrigen Gleichungen
fir k = oo fiiber in:

BL-B).: o= S5,
GL 6) h=2ij;,
GL 7) m=%t,
GL 9) h=%‘5,

GL10) o = V2gn,
GL11) v =c¢,
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| <

ey
g
GL13) 1, =L,
g
ghilde ¢~ 0
g
Gi'aBy o1y, 1 9;

B. Freie krummlinige Bewegung eines
Massenpunktes.

Eine krummlinige Bewegung entsteht, wenn Kraftrichtung und
Geschwindigkeitsrichtung nicht iibereinstimmen.

Die Bewegung eines Punktes im Raum ist bestimmt durch die
Bewegungen seiner Projektionen auf drei Achsen. Diese Projektions-
bewegungen nennt man auch Seitenbewegungen. Ist R die auf
den Massenpunkt wirkende Mittelkraft, p die Beschleunigung, also
R = mp, sind X, Y und Z die Projektionen von R auf die drei
Achsen oder die Seitenkrifte in der Richtung der Achsen, p., p,,
p. die entsprechenden Beschleunigungen, d. h. die Projektionen von
p auf die Achsen, so sind diese nach S. 6 zugleich die Beschleu-
nigungen der drei Seiten- oder Projektionsbewegungen. D. h., wenn
@, v, z die verinderlichen Koordinaten des Punktes, es ist

_ d’z _ dv, X
Syt B m’

Ll o X
B o
d2z dv., _Z_

Pe = 013 - dt m
Es liegt dann die Aufgabe vor, hieraus durch Integration die
Gleichungen der Projektionsbewegungen x = f(f) u.s. w. zu ent-
wickeln.
6’1?



