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4. Lothrechte Wurf- und Fallbewegung in einem
widerstehenden Mittel (Luft oder Wasser).

a) Steigen.
Wird der Massenpunkt m bei A (Fig. 76) mit der: Geschwin-

digkeit c lothrecht aufwärts geworfen und wirken auf ihn die
Schwere mg und der Widerstand W eines Mittels (etwa der Luft)
verzögernd, so mag er nach t Sekunden einen Weg
AP= x zurückgelegt und die Geschwindigkeit » Fig. 76.
erhalten haben. Führt man, wie Gl. 2, S. 71, den B

Widerstand in der Form g

Hieraus erhält man die Beziehung zwischen Ge-

schwindigkeit und Zeit, indem man die Veränderlichen
trennt, nämlich schreibt:

o  

0KR:

m
1) W=mg FE) 4 ne

ein, so wird die Beschleunigung = L

dv. :; Wu: | m h
2) eeee) Ita) mg |

N
>

  

men
Sehen Yehkzs

so dass entsteht g-ti= — kare tg =

Weilv=e war fürt= (0, so muss ferner sein

c R
0, — karetg- +6,

also nach Entfernung von € mittels Abziehens der letzten Gleichung
von der vorhergehenden

k € v\
3) = E (are tg -— aretg l).

Will man die Zeit Z wissen, nach welcher die aufwärts

gerichtete Geschwindigkeit v zu Null geworden ist, so setze man
v=0in Gl. 3 ein und erhält dadurch die

: k €
4) Steigdauer t, = E are tg 5
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Zur Ermittelung der Steighöhe ist es am einfachsten, » als

/() zu entwickeln. Zu dem Zwecke multiplicire man Gl. 2 mit

vdt= de; dann wird
72

vdv -(14 5)an,

oder nach Trennung der Veränderlichen

 

 

 

guıdv

1 2v-dv k? k?
aa „2 also

145 Ir 5

k? ( .

Weil x = 0 für v= e, so wird

k? ( =)
Üd= —2 145 und

kr
5) en Brn)

Will man die Höhe «= h wissen, bei welcher die Ge-

schwindigkeit zu Null geworden ist, so setze man v= 0 in Gl. 5

ein, und erhält die

nn Ba cn c?
6) Steighöhe A} = 3g L (1 + =) e

Eine unmittelbare Beziehung zwischen « und & ist nicht sehr bequem,

kann aber in folgender Weise aus Gl. 3 erhalten werden:

 

Man setze arc wo=® also

ar =vorige E und

Eule -Daltı)--78-5ee-5)we, ee aan ae x

Nun ist

Stge de Beannr) daher
) 608 @ .) cos ®

2 72

Eulen [a )) + 0-Erfona-omg + memre,

g k EN k kJ

=1m) +6,



76 Zweite Abtheilung. A. Geradlinige Bewegung des Massenpunktes.

EN gelalso a les+ tgasın —-
go n kJ

und, weil tga= m

10.63 gt ©2006)
7) e—los& + Zsin Ef.

b) Fallen.

Nachdem die Höhe h erstiegen wurde, beginnt das Fallen mit
der Beschleunigung 9, die aber mit wachsender Geschwindigkeit
durch den Widerstand des Mittels vermindert wird.
Nach i Sekunden sei die Höhe » durchfallen (Fig. 77), Fig. 77
die Geschwindigkeit » geworden, dann ist die Be- B
schleunigung nor

du _ m 2 Li
” eeol). Ai

I;
Es möge zunächst die Geschwindigkeit v, be- of |

rechnet werden, mit der der Massenpunkt unten bei A h
wieder anlangt; dann multipliceire man Gl. 8 mit ”9 |
vdt= de: y

2 le
vr g(1— 2) da 4A

2.); k k 29
und schreibe urn7de, woraus entsteht:

om
v? 29

12)=
da (wegen = 0; v= 0) die Konstante zu Null wird. Hieraus
folgt fra =hundv=ov:

A
9) ı( -%,)=—381 oder

10) v=- ur, 1
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Einfacher führt man v, auf die Geschwindigkeit c des Auf-

wurfes an derselben Stelle A zurück, indem man aus Gl. 6 und 9

die Höhe A entfernt, und erhält

 

,3 ce?
leles) oder

1% - —z, mithin
14

v 1l

ee7%

Um nun die Falldauer zu erhalten, schreibe man Gl. 8:

, akchr UL =<c. 

  

dv

we
2 °

so dass i= N rs + (© wird.
g JR — v

Behufs der Integration bedenke man, dass

li ad Rn Ab 20 Der Bu

R— 2 k+vV k—v k? — v?

geschrieben werden kann, worin, damit

(A+BDk— (4 —- Bov=1

werde (für jeden beliebigen Werth von v),

A= DB ud 2A —1

sein muss. Hiermit wird

Gefe ie
ke — v2 2Dk)k+v 2k)Jk—v

1 1
der, also

len
12 le).

indem C=0 wird, weil v=0 richtig = 0 liefert. — Setzt

man nun v=v,, so wird aus i die Falldauer t,, d.h.

k k+v

2 ae).
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Aus Gl. 11 ergiebt sich aber

k+v _(+Ve+R) 

 

Ben = 72 ‚ mithin 2

1, & -- a) i u + el,

2 k lg k B

die Einsetzung dieses Werthes in Gl. 13 liefert:

EN ö
14) u.a,£ g k

hiermit ist die Falldauer unmittelbar auf gegebene Grössen zurück-
geführt.

Die unmittelbare Beziehung zwischen x und i wird wieder etwas um-

ständlich. Gl. 12 lässt sich schreiben

 

aa
k+v=(k—o)e* ,

woraus sich ergiebt:
20 g

E weg
d& e al BR,
— ok Eee

dt 29 9 U,
k k &e +1 e" +e

g g—t —--t
na lo kat k

ee © alt);

PERL ER k
on

da nun der Zähler die Abgeleitete des Nenners darstellt, so ist

g
R rn a—= —1lye +6.7 J

Weil 2=0 auch x = 0 geben muss, so wird

==Dr G,
g

daher durch Abziehen

u,gze \
15) _Allanj i

Die Beschleunigung ienenwürde zu Null werden,

wenn die Geschwindigkeit v den Werth % erreichte, weil für diesen

Fall der Widerstand W = mg werden würde (Fig. 78). Ertheilt

man also dem Massenpunkt in dem Sinne abwärts die Geschwin-

digkeit k, so führt er eine gleichmässige Bewegung aus. Daher

wollen wir k die Gleichgewichtsgeschwindigkeit nennen.
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Bei der mit der Geschwindigkeit Null beginnenden Fallbewegung

kann die Geschwindigkeit v nach Gl. 12 den Werth % aber erst

nach unendlich langer Zeit erreichen, denn v = k giebt in

dieser G.t= <o. Die mit einer Geschwindigkeit, kleiner Fig. 78.
als k, beginnende Fallbewegung nähert sich daher asymp-
totisch der gleichförmigen Bewegung mit der Geschwin- _ ®

digkeit k. Bei sehr grosser Fallhöhe kann annähernd die
Endgeschwindigkeit v, = k gesetzt werden. Ertheilt man „ .\

dem Punkt im Sinne abwärts eine Geschwindigkeit > k,

so ist seine Bewegung eine verzögerte, nähert sich aber mit ab-

nehmender Geschwindigkeit, und zwar ebenfalls asymptotisch, wie

man leicht findet, der gleichförmigen Bewegung mit der Geschwin-

digkeit k. .

W=|mg

2

Lässt man den Massenpunkt von einer Höhe h = 5 herab-

fallen, so würde er ohne Wirkung des Luftwiderstandes eine End-

geschwindigkeit k erhalten. Mit Berücksichtigung des Luftwider-

standes aber wird nach Gl. 10:

16) vs =k Y 1— = = 0,79 k

oder rund 0,8k.

c) Bestimmung der Gleichgewichtsgeschwindigkeit %.

Ist » das Gewicht von 1°” des widerstehenden Mittels; 7’ der

grösste Querschnitt des Körpers, rechtwinklig zur Bewegungsrichtung

genommen;. V der Rauminhalt, y, V das Gewicht des Körpers;

£ eine von der Form und Oberflächenbeschaffenheit des Körpers

abhängige Widerstandsziffer, so wird nach 2. Theil, S. 326, Gl. 3

 vNe HFz,

dahen, nach Gl 1. .(8. 74), füra=k:

17) a agent FIT:
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Setzt man für kugelförmige Körper vom Halbmesser r

C=05: V=%Marin; F=r’o, so entsteht

 18) sr und = 522 tr.
Für Gusseisenkugeln (y, = 7200) in Luft (y = 1,29) wird

19) 5, —=1488%4r und k? = 292014r.

Für Wassertropfen oder Eiskugeln (7, = 1000) in Luft (7 = 1,29)

20) 3 —= 2067r und %R2— 40561r.

Für Gusseisenkugeln (y, = 7200) in Wasser (y = 1000)

darf der Auftrieb »V des Wassers nicht vernachlässigt werden,

oder es kommt bei der Berechnung der Gleichgewichtsgeschwindig-

keit % nur das scheinbare Gewicht der Kugel in Bezug auf Wasser

(yı —»)V (e. 2. Theil, S. 185) in Frage; d.h.
k2

DENrer

  ee IE
aon

Dies giebt:
ke? 8 E

21) —_—62--r=165r und k?= 3%4r.
24 3

Beispiel 1: Eine Gusseisenkugel von r = 0,0ım Halbmesser werde mit einer

Geschwindigkeit ce — 500m/s. lothrecht aufwärts geschossen. Es sollen Ah, tı,

v, und t, berechnet werden.

Zunächst ist nach Gl. 19
k?

5, 1488.00 59; = 29201400: = 11681 und k= 108";
g

ein; 2

Dann wird die Steigdauer (Gl. 4)

4=11- arc tg 4,3 = 11 - are 77049’ = 11 - 1,5582 = 14,9 8.

(gegen = —=51s ohne Luftwiderstand).

Die Steighöhe (Gl. 6)

h= 595 1(1 + 4,65?) = 595 - 3,000 — 1839 m
2

Beom ohne Lufiwideriand).geg 2
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Die Aufschlaggeschwindigkeit unten (Gl. 11)

Hana
Vi Bay

mithin nur wenig kleiner als k = 108 (gegen ce = 500 ohne Luftwiderstand).

Die Falldauer (Gl. 15

11 in + 105,5
308 106.6

 — 105,5,

m — 5,5 - A,= 24,48.

also selbstverständlich 1, > t, (gegen 51 s- ohne Luftwiderstand).

Bei geringer Geschwindigkeit c ist die Wirkung des Luftwiderstandes

unerheblich. Dieselbe Kugel mit k = 108 erreicht mit ce —= 21, m Geschwin-

digkeit eine Höhe A = 23,3m (gegen 23,sm ohne Luftwiderstand).

Beispiel 2: Die aus grosser Höhe herabfallenden Regentropfen,

Schlossen, Hagelkörner u. dergl. bewegen sich in der: Nähe des Erdbodens

nahezu gleichförmig mit der Geschwindigkeit k. Nach Gl. 20 ist % verhältnis-

gleich mit Vr ; kleine Tropfen haben daher sehr geringe Geschwindigkeit,

während dicke Tropfen mit grösserer Geschwindigkeit auf den Boden schlagen.

Für solche kann r = 2, mm — (005m sein, dann wird

k?

> g
 nen und. © — 10,0%

Derartiger Regen hat also beim Aufschlagen eine Geschwindigkeitshöhe von

nur 5,ı6m, mag er aus noch so grosser Höhe fallen.

Hagelkörner kommen vor von 0,osm Halbmesser und 0,1 ks Gewicht.

Für diese ist die Geschwindigkeitshöhe

z — 2m die Geschwindigkeit % rund 35m. 
S ’

29

Die Schlagwirkung eines Hagelkorns ist nach dem Werthe seines Arbeits-

vermögens Y/am - k? zu beurtheilen. Da nun m mit r? verhältnisgleich, k? aber

mit r in gleichem Verhältnisse wächst, so ist die Schlagwirkung proportional

mit der vierten Potenz von r. Ein Hagelkorn vom doppelten Durchmesser

hat also die 16fache Wirkung eines solchen mit einfachem Durchmesser.

Beispiel 3: Wie lange gebraucht eine Gusseisenkugel von r — 0,5m

Halbmesser, um eine Meerestiefe von 8000 m zu durchsinken. Wegen der

grossen Tiefe wird die Fallgeschwindigkeit bald dem Grenzwerthe k sehr nahe

kommen. Es ist (Gl. 21)

k2— 394 20,5, — 902, also

k = 9,86

und die Zeit, wegen nahezu gleichmässiger Bewegung,

, = 8000 : 9,86 = 811. = 131/»min..

Keck, Mechanik. III. 6
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d) Übergang zur widerstandslosen Bewegung.

Der einfache Fall, in welchem nur die Schwere wirkt, lässt

sich aus den vorstehenden Untersuchungen ableiten. Soll nämlich

der Widerstand W zu Null werden, so muss in Gl. 1 die für W

massgebende Grösse k = o gesetzt werden. Dabei liefern dann

die Gleichungen 3, 4, 5, 6, 7, 9 bis 14 Ergebnisse, die zunächst

in unbestimmten Formen &-0 und . auftreten, aber nach den

Lehren der Differentialrechnung oder durch sonstige geeignete Um-

formung in die einfachen Gleichungen der gleichförmig beschleunigten

Bewegung übergeführt werden können. Es möge dies beispielsweise

an Gl. 4 durchgeführt werden:

Mit wachsendem %k, also abnehmendem n verschwindet mehr

und mehr der Unterschied zwischen dem Bogen r und seiner

Tangente, so dass arc En mit n vertauscht werden kann. So-

mit wird aus Gl. 4:

g izı = ige

|

wie es sein muss.

Durch entsprechende Behandlung gehen die übrigen Gleichungen

für k = >o über in:

 61. 5) e-”.

GL. 6) h=yn

din) 0-5,

Gl. 9) = ;L,

6.10) „= V2gh,

Glalh u—c,
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Be
g

Bl net,
I

GL) Se,
I

aaa, eW 
B
R

‚B. Freie krummlinige Bewegung eines
Massenpunktes.

Eine krummlinige Bewegung entsteht, wenn Kraftrichtung und

Geschwindigkeitsrichtung nicht übereinstimmen.

Die Bewegung eines Punktes im Raum ist bestimmt durch die

Bewegungen seiner Projektionen auf drei Achsen. Diese Projektions-

bewegungen nennt man auch Seitenbewegungen. Ist R die auf

den Massenpunkt wirkende Mittelkraft, » die Beschleunigung, also

R= mp, sind X, Y und Z die Projektionen von R auf die drei

Achsen oder die Seitenkräfte in der Richtung der Achsen, p., py»

p: die entsprechenden Beschleunigungen, d. h. die Projektionen von

p auf die Achsen, so sind diese nach $. 6 zugleich die Beschleu-

nigungen der drei Seiten- oder Projektionsbewegungen. D. h., wenn

x, y, z die veränderlichen Koordinaten des Punktes, es ist

de dw N

Fe dem
 

U
eru

d?z dv. 2.

Pe’ dt dis; m.

Es liegt dann die Aufgabe vor, hieraus durch Integration die

Gleichungen der Projektionsbewegungen & = f(t) u. s. w. zu ent-

wickeln.
6*


