2. Fall aus sehr grosser Hohe.

2. Fall eines Massenpunktes aus sehr grosser Hdhe

ohne Riicksicht auf den Luftwiderstand.

Fillt der Massenpunkt aus so grosser Hohe, dass die Fall-
beschleunigung nicht mehr als konstant angesehen werden kann, so

hat man fiir dieselbe

9
re

1) e Tl

zu setzen (1. Theil, S. 57), wenn ¢ die
Fallbeschleunigung = 9,81 an der Erd-
oberfliche, » der Erdhalbmesser, a—a die
augenblickliche Entfernung des Massen- G
punktes von dem Erdmittelpunkte C
(Fig. 71). (Der Kreis im unteren Theile
der Figur soll die Erde andeuten.) Die
Bewegung beginne bei A in der Hohe %

iiber der FErdoberfliche, im Abstand

@ = h + » vom Mittelpunkte der Erde, mit der Greschwindigkeit
Null. Nach ¢ Sekunden habe der Punkt x Meter zuriickgelegt, habe
die Geschwindigkeit v und befinde sich bei F; dann ist nach Gl 1

dv gr?

SRR —.93)2;

dies giebt, mit vdt = da multiplicirt:

da d(a—a)
e QRN s kR, 2 .
vdv = gr ey gr G
2 2
mithin ist =40
a—a

und wegen v = O fir # = O:

2
0=% + O, also

il 1 7
gt 2 il 2
2 ks (a Z a) e a(a— @) urd
Y
2) v=r 7
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Fir xa=h, a=r +h und ¢ — 2 = r wird » zur End-
geschwindigkeit v,, mit der der Punkt bei B an der Erdoberfliche
anlangt, nidmlich

2gh 29h
3) By =77 = .
@+ h)r 14 :1,

Hieraus ist zu ersehen, dass man, sobald die Fallhohe % gegen
den Erdhalbmesser klein ist, », = V2;7i setzen darf. Bemerkens-
werth ist ferner, dass man, ebenso wie beim barometrischen Héhen-
messen (2. Theil, S. 214), in der fiir konstante Fallbeschleunigung

h
¥
: ; 7
mass, um den fir verinderliche Fallbeschleunigung giiltigen Werth
zu erhalten.

Fir h = » entsteht aus Gl. 3

giiltigen Formel v = 1/”27g7h die Fallhohe % durch ersetzen

4) v =Vgr.

Die gleiche Geschwindigkeit wiirde sich auch ergeben, wenn der
Massenpunkt die Strecke BC = » (Fig.72) im Innern der homogen
gedachten Erde zuriicklegte (siehe
S.57, GL.11). Daraus folgt, dass
auch die Arbeiten der Schwerkraft
lings dieser beiden Wege A B
und B gleich sein miissen. Die
auf die Masseneinheit kommende
Schwerkraftarbeit ist aber offen-
bar fg,-da, d. h. gleich der
der durchfallenen Hohe ent-
sprechenden Fliche derjenigen
Kurve, welche das verdinderliche
9. darstellt. Fir das Innere der
Erde ist nach dem 1. Theile, S.58
die Darstellung von g, eine Ge-
rade C.D mit BD = g = 9,81, fiir die Bewegung ausserhalb der Erde
eine hyperbelartige Kurve DE mit 4 F = Y19, Mithin muss
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BCD = ABDE, also auwch ABDE= ABD = '2gr sein.

9

gl - und a=2r,
(@ — ¥)?

Die Nachrechnung ergiebt auch mit g, =

W=7

5) goda = %’.

Ypr=0

Schreibt man Gl. 3 in der Form

_ 12ehr _ [ 297
6) 1,1—Vr+lz_]/r i

iy

h
so erhilt man fir Fallhthen h, gegen die selbst der Erdhalb-
messer r vernachlissigt werden darf, d. h. fir -ivz oo

7) v =V 2gr.

D. h. wenn ein Punkt nach dem allgemeinen Gesetze der
Massenanziehung (1. Theil, S. 55) aus unendlicher Ferne von der
Erde angezogen wird, so ist seine Geschwindigkeit an der Erdober-
fliche dieselbe, als ob er mit konstanter Fallbeschleunigung ¢ eine
Hohe, gleich dem Erdhalbmesser », durchfallen hitte. Die Ge-
sammtfliche der bis ins Unendliche iiber E (Fig. 72) hinaus fort-
gesetzten Linie D E der Fallbeschleunigung muss daher = g sein.

Die zur Fallbewegung erforderliche Zeit ergiebt sich, wenn
man in GlL. 2 v = da:dt setzt und schreibt

a @ =
dt—.l/mv 34 do.

Bei der Integration von Ausdriicken dieser Art muss man aus
dem Zahler ein etwaiges Wurzelzeichen zu beseitigen suchen; daher

multiplicire man Zihler und Nenner mit V'a — @, um zu erhalten

a a— @
Al — V —— du.
297 Vax — 2>

Weil nun  d(aw — 2?) = (@ — 22)do = 2 (% —m) diz’;

. & 5 a a
so vertausche man im Zihler ¢ mit — + — und ordne

2 2
a oa — a da |
8 i — " do + = —y
) : 2972 {Vaa*—a‘Q Bt 2 Vam—w?l

5*
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Das Integral des ersten Summanden in der Klammer ist
Vazx :iz}é; um den zweiten Summanden auf eine der Grund-
formeln zuriickzufiihren, setze man voriibergehend » = b — y mit
dv = — dy; dann wird

Vaw—a=Vab—ay — b2 + 2by — y2.
Man bestimmt nun die bis jetzt willkiirliche Grosse b so, dass

unter dem Wurzelzeichen die Glieder mit der ersten Potenz von y
verschwinden, also 26 = «, d. h. b = /24 werde; dann wird

dx s dy Fineis dy
Vaw— a? Vab— b2 — y? a?

dy < 2 )
S ___L—_g:'—‘-—:=d arCCOS*y
g]/1_ g )2 Vl__<g )2 a
2 (a‘y o4
=d<arc cos a———2L>
a

Hiernach liefert die Integration der GI. 8:
_“[lﬁ'j + ﬁ arc cos a__._ﬁ}.
a

i I
. t_V2g7'2 2

Eine Integrationskonstante braucht nicht mehr hinzugefiigt zu
werden, weil fir # = O richtig

a a
= VW <O -+ 9 arc cos 1> = (0 entsteht.

GL 9 ist nach « nicht auflosbar, doch lisst sich der Klammer-
ausdruck der rechten Seite
leicht mittels einer Cykloide
darstellen. TLasst man (Fig.73)
einen Kreis vom Durchmesser
a auf der Geraden JC rollen
und von einem Punkt des Um-
fanges die Cykloide JA er-
zeugen und zieht in einer Tiefe
A H = z unter dem Scheitel-
punkte der Cykloide eine Parallele zu CJ, so ist

HF=Vaa—a)=Vazx—a?

Fig. 73.
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Ferner ist

= BE Yoaq — a—2x
cos HKF = cos¥ = /1/9 = )
2a a

mithin der Kreisbogen
a—2a

AT — % arc cos

Macht man also AD = AF und zeichnet den Halbkreis DG E,
s0 ist LG = HF, HL = AD = AF, mithin
HG =Var —2° + < are cos Clw T
2 a
Fir ¢ = 2 und @ = », d. h. fir den Fall aus der Hohe r
iiber der Erdoberfliche bis zu dieser, ist eine Zeit erforderlich

I/ L !V_Zr — 2 4+ p arc cos 0}
"
—1/-(7’)“ <1+ > <1+ > v

wihrend der Fall von der Oberfliche bis zum Mittelpunkte der Erde
nach Gl. 12, S. 57 nur die Zeit

w V?
Bl o
in Anspruch nehmen wiirde. Der Unterschied erklirt sich dadurch,
dass in dem jetzt vorliegenden Falle die Beschleunigung zu Anfang
nur den geringen Werth '/4 g hat, dass daher die Geschwindigkeit
nur langsam zunimmt, wihrend in dem auf S. 56/57 behandelten
Falle die Bewegung mit der Maximalbeschleunigung ¢ beginnt.
Einen noch klareren Einblick in diese Verhiltnisse gewinnt man, wenn
man fiir jede der hier in Vergleich stehenden Bewegungen die Geschwin-
digkeitskurve (nach 1. Theil, S.10) aufzeichnet, d. h. zu den Zeiten als
Abscissen die Geschwindigkeiten als Ordinaten auftrigt.
Fiir die ausserhalb der Erde von A nach B (Fig. 72) verlaufende Be-
wegung fehlt es allerdings an einer unmittelbaren Beziehung zwischen v und ¢;
fithrt man aber die Wegesliingen « als Hillfsgrossen ein, so kann man mittels GL2

das entsprechende v und nach Gl 9 das zugehdrige ¢ ermitteln, wobei zur
Erleichterung der Berechnung noch die Figur 73 benutzt werden kann.

So entspricht beispielsweise # = 0,1, wenn man dies in GL Y eintithrt

und gleichzeitig a = 2 r setzt, ¢ = 0,587 V/L"; Gl. 2 aber liefert mit den
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gleichen Werthen fiir @ und # » = 0,229 ]/-giri. Diese Koordinaten ¢ und »
bestimmen einen Punkt der Geschwindigkeitskurve, und in gleicher Weise findet

man eine beliebige Zahl anderer;
e Fig. 74, G
=
withlt man fiir V — das Mafs
g

2 em, fiir |/ gr ebenfalls das Mafs

2cm, 5o ergiebt sich die Ge- 4 G
schwindigkeitskurve Fig. 74. Die l/ /\/054
Beschleunigung  erscheint mnach i h OH

15 Theil;” S. 15 als  ‘das" An-
steigungsverhiltnis der Geschwindigkeitskurve; es ist

6H=Vg.r FH= (1 + 3) l/g = 95 ]/Zg.

Da nun die Fallbeschleunigung in der Héhe r iiber der Erdoberfliche /s g,
an der Erdoberfliche ¢ betriigt, so muss tg o = /1 tg o, sein, wenn o und o
die Neigungswinkel der Kurve bei # und G bedeuten.

Fiir die Bewegung im Inneren der Erde von B nach ¢ (Fig. 72) gilt,
wenn man von der Stelle B aus die Wege und Zeiten misst, ein Bewegungs-
gesetz von etwas anderer Form als Gl 5, S. 54. Es wiirde nimlich jetzt in

Hig62 SESO5R B O —ttund " B P —zi— (1 — CoS C—t) sein, oder, weil
T.

e Vﬁ, e=r(1—costy/-L); und das Geschwindigkeitsgesetz :
E el

MRS, /‘_—‘
'uzlfy-r Sinth—.
r

Setzt man hierin beispielsweise ¢=0,1 ]/% , S0 wird v=7 g-»sin0.1.

Der Bogengrosse 0,1 entspricht die Gradzahl 5,73 oder rund 5°44” und der

Sinus 0,0099, womit genau genug sin 0,1 =10,1 und v=0, vV gi'r gefunden
ist. In dieser Weise ergeben sich die Koordi- :
naten der Geschwindigkeitskurve JK (Fig. 75), Fig. 75.

welche einen Theil einer Sinuslinie hildet. Es

; K
st KL=V g-r, m
: v T K,

S %]/ % = 151 v%

Das Ansteigungsverhiiltnis der Kurve JK
an der Stelle J ist tga;, d. h. von derselben J L
Grosse wie tg «, in Fig. 74. Da nach 1. Theil,
S. 11 der Inhalt der Geschwindigkeitskurve die Wegeslinge bezeichnet, und diese
in beiden Fillen = r ist, so miissen die Flichen G H und JK L einander gleich
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g
und der Héhe 0,30 V-g-'r: verwandeln, was der Fliche = r entspricht; die

: A y . 2 i s 5 . r
sein. Die Figur FG H lisst sich in ein Rechteck von der Breite 2,37 }, =

Figur JKL ehenso in ein Rechteck von der Breite 1,:,7]‘/’"‘L und der Hohe

[

0,64 V‘gr— .

3. Bewegung unter alleiniger Einwirkung eines
Fliissigkeits - Widerstandes.

Wird ein schwimmender Korper mit einer Geschwindigkeit ¢
in Bewegung gesetzt und sodann der alleinigen Einwirkung des
Wasser- und Luftwiderstandes iiberlassen, so wird er, weil der Auf-
trieb der Schwerkraft das Gleichgewicht hilt, eine verzogerte Be-
wegung in wagerechter gerader Linie ausfihren. Man kann den
Flissigkeitswiderstand W mit dem Quadrate der verinderlichen
Greschwindigkeit » verhiltnisgleich annehmen, also setzen

1) ; W= A U?.

Es empfiehlt sich nun, zur Abkiirzung der Ergebnisse eine Geschwin-
digkeit & einzufithren, bei welcher der Korper oder Massenpunkt m
einen Widerstand, gleich seinem Gewichte mg, erfihrt. Dann

wind fanstGLL:
mg — Ak,

woraus durch Verbindung mit Gl. 1
v?
2) W=mg_ 5

2

entsteht. Hiernach wird die Beschleunigung

; dv w »?
2 T FH b iR T fdpr
.2 D
e P sdliaibig (l> mithin
iy g v



