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dem Parallelogrammgesetze zu einer Drehungsachse A, F, = y
vereinigen. A, B, und 4,D, aber bilden ein: Drehungspaal von
dem Momente /-w,, wenn [ der Ab-
stand des Punktes 4, von der Richtung
A, B;; dies Drehungspaar ist gleich-
bedeutend mit einer zur Ebene B, 4, 4,
rechtwinkligen = Verschiebungsgeschwin-
digkeit ¢ = /- w,. Hiermit sind die
gegebenen Drehungsstrecken w; und w,
zuriickgefithrt auf eine Drehungsstrecke
w und eine Verschiebungsgeschwindig-
keit c.

Auf Grund dieses Verfahrens kann
man beliebig viele im Raume zerstreute
Drehungsstrecken zusammensetzen, in-
dem man sie wie Einzelkrifte behandelt
und mit ihnen genau so verfihrt, wie .
im 1. Theil, S. 111 ausfithrlich beschrieben wurde. Auch gleich-
zeitig noch .gegebene Verschiebungsgeschwindigkeiten erschweren die
Aufgabe nicht, da man sie als Drehungspaare darstellen kann. Wie
man ‘bei der Zusammensetzung von Kriften zu einer Einzelkraft
und einem Kriftepaare gelangt, so erhilt man hier als Endergebnis
eine Drehungsstrecke und ein Drehungspaar, d. h. eine Drehungs-
strecke und eine Verschiebungsgeschwindigkeit; und wie man dort
durch geeignete Parallelverschiebung der Einzelkraft erreichen
konnte, dass die Kriftepaarsachse so klein wie moglich und parallel
der Einzelkraft wurde, so kann man in entsprechender Weise auch
hier dazu gelangen, dass die Verschiebungsgeschwindigkeit so klein
wie moglich und parallel der Drehungsstrecke werde, d. h. dass
schliesslich eine Schraubenbewegung entsteht. Die Achse der
Schraubenbewegung entsprickt also der Centralachse (1. Theil, S. 115)
einer Kriftegruppe.

5. Bewegung eines Punktes in einer Bahnlinie
mit beliebiger Bewegung.

Wenn ein Punkt sich in einer beliebigen Bahnlinie bewegt,
die selbst eine Verschiebung erleidet, so gilt nach 1. Theil S. 26
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fir die wahre Bewegung des Punktes, sowie auch fiir die Geschwin-
digkeit und die Beschleunigung derselben einfach das Parallelogramm-
gesetz. Das Ergebnis wird aber zum Theil ein anderes, wenn die
Bahnlinie eine beliebige Bewegung ausfithrt, d. h. neben der
Verschiebung auch eine Drehung erleidet. _

Wiihrend eines Zeittheilchens d# durchlaufe der Punkt das
Bahntheilchen 4 B (Fig. 44), dieses aber gehe wihrend derselben
Zeit in die Lage C'D iiber,
indem ausser einer Verschiebung
um das Stiick 4C noch eine
Drehung um eine durch ¢
gehende Achse erfolge.  Ist
nun w die Geschwindigkeit des
Punktes lings der Bahnlinie
oder seine scheinbare (relative)
Geschwindigkeit in Bezug auf
dieselbe, » die Geschwindigkeit,
mit welcher sich der Anfangspunkt A des relativen Bahntheilchens
bewegt, » endlich die Geschwindigkeit der wahren (resultirenden)
Bewegung von A nach D, so ist, wenn man die Sehnen A B,
AC und AD zieht, nach dem Begriffe der Geschwindigkeit einer
krummlinigen Bewegung (S. 3) AB = w-dt; AC = u-dt;
AD =v-dt. In Folge der Drehung der Bahnlinie verdndert sich
nun der Winkel a zwischen den Sehnen AB und AC auf ACD
=a + da. Daher wird, wenn man den gemeinschaftlichen Faktor
dt in wdt, udt und vdit fortlasst

v="Vu+ w?®— 2uw cos(z + da);
da aber cos (x + da) = cos « — sin a - da, sich also von cos a
nur um ein unendlich kleines unterscheidet, so wird

1) v="Vu?+ w?—2uwecosa und
‘ sin?:sin (% + da) = w:v, d. h
2) ‘ si,n1.9=%sina.

Richtung und Grosse der wahren Geschwindigkeit » &dndern sich
hiernach in Folge der Drehung der Bahnlinie nicht um eine
endliche Grosse. Die wahre Geschwindigkeit » ist die
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geometrische Summe aus der scheinbaren Geschwin-
digkeit w und der Geschwindigkeit «», mit welcher
sich der Anfangspunkt des Theilchens der schein-
baren Bahnlinie bewegt.

Anders ist es aber mit der Beschleunigung. Erfihrt die
Bahnlinie nur eine Verschiebung, aber keine Verdrehung, so ist,
wie im 1. Theil, S. 26 bewiesen wurde, die wahre Beschleunigung
die Resultirende aus der Beschleunigung des Punktes in seiner
beweglichen Bahnlinie und der Beschleunigung, mit der die Ver-
schiebung der Bahnlinie erfolgt. Dieses Ergebnis soll hier, um
das Verstindnis des Folgenden zu erleichtern, noch einmal mittels
des Begriffes Ablenkung (Deviation) (s. S. 8) gezeigt werden.
Erfolgte die Bewegung in der sich
verschiebenden Bahnlinie ohne Be-
schleunigung, d. h. geradlinig und
gleichférmig, so wiirde der Punkt
etwa von A4 nach B, (Fig. 45) B Qe
gelangen, und die Strecke B, B ist
die Ablenkung in Folge der Be-
schleunigung p, der scheinbaren
Bewegung, d. h. nach Gl. 14, S. 8

BB=BI,

Wiirde die Bahnlinie sich gleichférmig und geradlinig ver-
schieben, so gelangte ihr Anfangspunkt nach C; anstatt nach C.
Ist nun p, die Beschleunigung, mit welcher sich der Anfangspunkt
des relativen Bahntheilchens bewegt, so ist deren Wirkung die
Ablenkung ¢\ ¢, d. h.

A

e s d;
Wiirden beide Seitenbewegungen ohne Beschleunigung erfolgen,
so miisste der Punkt die Diagonale A E; des aus den geraden
Linien 4B, und A4C; gezeichneten Parallelogramms beschreiben;
da er aber in Wirklichkeit nach E gelangt, so muss, wenn seine
wahre Beschleunigung p genannt wird, seine wahre Ablenkung

2
E E = p%t— sein.
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Man erkennt nun leicht £, E als geometrische Summe von B, B
und C;C. Wirde man nimlich 4 B um die Strecke 4 | parallel
verschieben, so wiirde sich A4 B tangential an C| E; legen und B
nach F fallen, wenn E, F || B, B und E, F = '/2p,d¢*, und durch
nochmalige Verschiebung um €, C 3 FE gelangt 4 B aus der
(nicht gezeichneten) Zwischenlage O\ F' in die Endlage C'E, so dass
FE = C,C = '2p,dt®. - Ebenso
nun, wie die wahre Ablenkung
E, E ='2pdi? die geometrische
Summe  der Seitenablenkungen
1ap dt? und 2 p,dt* ist, muss
auch die wahre Beschleunigung p
die geometrische Summe der Seiten-
beschleunigungen p, und p, sein.

Die Folge der Drehung der
Bahnlinie ist nun eine Verriickung
des Endpunktes der Bewegung von
E nach D (Fig. 46), und diese
kann als eine Ablenkung von der reinen Verschiebung, d. h. als
Folge einer dritten Beschleunigung p, aufgefasst werden, so dass

2

ED = p?,%t‘ wird.
Ist nun X die augenblickliche Drehachse fiir die Bahnlinie, um
welche sie noch gedreht werden muss, nachdem man sie (gemiss
S. 24) entsprechend der Bahnlinie 4 ' des Punktes 4, verschoben
hat, und fillt man von £ eine Winkelrechte E ' auf die Drehachse,
so wird, wenn man 2 EGD = dVY setzt, ED = EG-d9¥.
Nennt man w die Winkelgeschwindigkeit der Drehung um die
Achse C X, o den Winkel, den letztere mit dem relativen Bahn-
theilchen C'E bildet, so ist, weil CE = w-dt, EG = CE-sina’
= w-dt-sina und d¥ = wdt,
2

, dt ; :
I8 = S wdtsina-wdt = w-o-sina-de*.

Da nun diese Ablenkung in Folge der Drehung der Bahnlinie
zu den vorstehend berechneten Ablenkungen B, B und €, C (Fig. 44)
hinzukommt, so muss die gesammte Ablenkung die geometrische
Summe von B, B, C,C und ED sein; mithin wird die wahre



40 Erste Abth. C. Zusammensetzing u. Zerlegung'der Bewegungen einés Korpers.

Beschleunigung p des Punktes die geometrische Summe der drei
Beschleunigungen p,, p, und p, oder

3) P=pi, pas Ps,
von denen die dritte den Werth hat
4) P:=2w- -®- sin a.

Daher der Satz: Die Beschleunigung eines Punktes,
der sich in-Bezug ‘auf eine: Bahnlinie scheinbar
(relativ) bewegt, ist die geometrische Summe von
drei Beschleunigungen: 1. der Beschleunigung p, der
scheinbaren Bewegung; 2. der Beschleunigung p,, mit
welcher sich der Anfangspunkt 4 des Theilchens 4 B
der beweglichen Bahnlinie bewegt; 3. einer Beschleu-
nigung p;=2-w-w-sina, worin w die Geschwin-
digkeit der scheinbaren Bewegung, w die Winkel-
geschwindigkeit der Bahnlinie um die augenblick-
liche Drehachse, o der Winkel, den das Theilchen
der scheinbaren Bahnlinie mit ihrer augenblick-
lichen Drehachse bhildet; Richtung und Sinn dieser
Beschleunigung p; stimmen iiberein mit Richtung und
Sinn der Drehung des Endpunktes B des Bahntheil-
chens AB um seine augenblickliche Drehachse.

Beispiel 1: Die Rollbewegung des Kreises, bei welcher ein Punkt 4
desselben eine Cykloide
G A (Fig. 47) beschreibt, Fig. 47.
kann zerlegt werden in
eine Drehung. um M
mit der Umfangsge-
schwindigkeit w und
eine gleichzeitige Ver-
schiebung, parallel der
Geraden G @ mit der-
selben Geschwindigkeit
w. Man kann sich also
vorstellen, dass der be-
schreibende Punkt sich
in dem Kreise von 4
nach B bewegt, wih-
rend diese Bahnlinie : b
sich wagerecht ver-
schiebt. Es ist hiernach die wahre Geschwindigkeit » die geometrische Summe
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aus der scheinbaren Geschwindigkeit w in der Richtung 4 B und der wagerechten
Verschiebungsgeschwindigkeit w nach rechts. Bildet die scheinbare Geschwindig-
keit w mit der Wagerechten den Winkel 29, so schliesst » mit der Wage-
rechten den Winkel % ein und hat die Grésse
5) v=2w cos %.

Es ist in diesem Falle p, die Centripetalbeschleunigung w?*: »; p, =0,
weil die Verschiebung der scheinbaren Kreisbahn gleichférmig und geradlinig
erfolgt; p, ebenfalls = 0, weil die scheinbare Bahnlinie nur eine Verschiebung,
aber keine Verdrehung erleidet, also @ == 0 ist. Hiernach ist die wahre
Beschleunigung p gleichbedeutend mit der Centripetalbeschleunigung p; ==w®: r
und rechtwinklic zu 4 B, d. h. von A nach M gerichtet. Zerlegt man diese
Beschleunigung p der Cykloidenbewegung in Tangential- und Normalbeschleu-
nigung, so wird letztere, weil nach S. 20 die Normale zur Cykloide die

Richtung 4@ hat und mit AWM den Winkel % bildet, pn;g cos #. Isb
r
2
aber p der Kriimmungshalbmesser der Cykloide, so muss auch p, = Y sein.
: P

Hiernach kann man den Kriimmungshalbmesser o berechnen:

2
Ny

P = Wt cos B
also nach Gl 5 p=r-4cos ¥ =2-2r cos %,
also, weil die Normale AQ = 2r cos ¥:
6) o — 2N ormt

d. h. der Kriimmungshalbmesser O 4 gleich der doppelten Normalen 4 ¢ .

Beispiel 2: Auf dem
Halbmesser M N einer mit
der Winkelgeschwindig-
keit ® sich gleichformig
rechts herum drehenden
Scheibe (Fig. 48) bewege
sich ein Punkt mit der Ge-
schwindigkeit w gleichmiissig
nach aussen. Es sollen fiir
den Augenblick, wo der
Punkt sich bei 4 im Ab-
stand 2 von der Mitte be-
findet, die Geschwindigkeit
v und Beschleunigung p der
wahren Bewegung bestimmt
werden. :

A B sei das Theilchen
dx der scheinbaren Bahn-
linie. Der Anfangspunkt 4
desselben hat eine Ge- E
schwindigkeit @ nach rechts; setzt man diese (Fig. 49) mit w (aufwiirts)
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zusammen, so ergiebt sich v, uw. zw. schliesst v mit dem Halbmesser einen
Winkel » ein, fiir den

i Fig. 49.
ot — e & &X. 0
=T
Man hat sich im Sinne der 7

Herleitung auf S. 39 den Uber- v/
gang des Theilchens 4 B in die Yoo Lk

Nachbarl_age CD . (Fig. 48) in v g B ‘\'“'\:\P
der Weise vorzustellen, dass b Tl Thand

. o . / B
man demselben eine V.erscl}lcbung / > ~o
um den Bogen AC in die Zwi- / it

schenlage CE ertheilt denkt und
nun um eine durch ¢ gehende /\\fi

augenblickliche Drehachse, recht- S

winklig zur Bildebene, eine

Drehung von CE nach ¢ um den Winkel o - dt ausfithrt. In diesem Fall
ist p, =0, weil die scheinbare Bewegung ohne Be-
schleunigung erfolgt. Der Punkt 4 erfihrt bei seiner
Bewegung lings A4C eine Centripetalbeschlennigung
P2 =@ - @%; es ist, weil die Drehachse zur scheinbaren
Bahnlinie rechtwinklig steht, in GL 4 » — 90°, daher
Py = 2w - w mit dem Sinne rechtwinklic zu C'E nach
rechts, weil der Punkt £ sich in diesem Sinne von %
nach D bewegt. p (Fig. 49) schliesst mit dem Halb-
messer einen Winkel 4 ein, fiir den

Fig. 50.

2w - w 2w
s
Verlingert man das Ge- Fig. 51.
schwindigkeitsdreieck (Fig. @ >

49) um #J = w nach unten,
so ist

1,

zu HJ. Die wahre Be-
wegung des Punktes erfolgt
bekanntlich in einer archi-
medischen Spirale (Fig. 50);
die Beschleunigung p liisst
sich zerlegen in eine Centri-
petalbeschleunigung p,, nach
dem Kritmmungsmittelpunkte
der Spirale und eine Tan-
gentialbeschleunigung p,, die
offenbar nach aussen ge-
richtet sein muss, weil die
Geschwindighkeit v mitawachsendem z zunimmt.

2w A.-

Gy — =tg g, !
x - w l B

mithin ist p rechtwinklig i

.l

i

i

<
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Beispiel 3: Die scheinbare Bahnlinie sei ebenfalls ein Halbmesser einer
sich gleichmissig drehenden Scheibe; die scheinbare Bewegung erfolge aber
nicht nach aussen, sondern nach der Mitte hin (Fig. 51) mit der gleich-
bleibenden Geschwindigkeit w. Man findet v mittels Fig. 52. Es ist wiederum
p1 = 0; p, = xw? centripetal; p, = 2w - » aber nach links gerichtet, weil

Fig.. 52, Fig. 53.

sich bei der Drehung um € der Endpunkt E von E nach D bewegt. Die
Richtung von p wird wiederum rechtwinklig zu HJ in dem Geschwindigkeits-
dreieck Fig. 52, an welches man JF=w anreiht. Die Zerlegung von p
liefert diesmal in tangentialer Richtung eine Verzégerung (Fig. 53), weil
die Geschwindigkeit v mit kleiner werdendem « abnimmt. Die wahre Bahnlinie
ist wiederum eine archimedische Spirale.

D. Scheinbare (relative) Bewegung.

In dem vorstehenden Abschnitte war schon von der scheinbaren
Bewegung die Rede; dieselbe wurde als gegeben behandelt und
mit der Bewegung der Bahnlinie zu der wahren Bewegung zusammen-
‘gesetzt. In ‘diesem Abschuitte handelt es sich aber um die Auf-
suchung der scheinbaren Bewegung, wihrend die wahre
Bewegung gegeben sein soll. Wir gelangen dazu durch folgende
Betrachtung.

Fihrt ein Korper in einem Raume, den wir als ein Achsen-
kreuz auffassen und bezeichen wollen, eine Bewegung aus, so ldsst
sich diese fiir jeden Augenblick als eine Schraubenbewegung



