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Bezeichnet aber p den ersten Kriimmungshalbmesser der Schraubenlinie,
so muss nach Gl 13, S. 7 und Gl 20 auch

0 e vﬂ e c'.’,
PriTlins ‘T’ R
2
sein, also wird . ol — r%, oder nach GL 19
21) = r seca.

Die entsprechenden Kriimmungs-Mittelpunkte liegen auf den Richtungen
von p, jedoch um p — r = r tg2a jenseits der Achse. Ihr geometrischer
Ort ist also eine Schraubenlinic vom Halbmesser rtg?a und der Ganghohe A.

B. Bewegung eines geometrischen Korpers.

Drei nicht in einer Geraden befindliche Punkte B, ¢ und D
eines Korpers unverinderlicher Form bestimmen die Lage desselben.
Es seien @, y1, 215 @, Y, 2; @3, 3, 25 die rechtwinkligen Koordi-
naten der drei Punkte; sind nun zunichst &y, ¥y, 71 gegeben, so ist

Fig. 9.

dadurch der Punkt B bestimmt (Fig. 9). Zur Festlegung von € sind
dann aber nicht mehr drei, sondern nur zwei Koordinaten, etwa g
und y, erforderlich, da der an dem unverinderlichen Korper gegebene
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Abstand von B und ¢ die dritte Koordinate ersetzt. Auf der zur
z-Achse parallelen, durch die Koordinaten @, und y, bestimmten °
Geraden K F liegen freilich im Allgemeinen zwei Punkte ¢ und
C;, die von B den gegebenen Abstand BC haben; aus den beson-
deren Umstinden des Falles muss dann hervorgehen, welcher von
beiden in Frage kommt. Zur Festlegung des Punktes 7) ist nur
noch eine der Koordinaten erforderlich, etwa a,, weil die Abstinde
dieses Punktes von B und ¢ die anderen heiden ersetzen. Nach
der gegenseitigen Lage der Punkte B, ¢!, D im Korper hat die
von D auf BC gefillte Winkelrechte eine bestimmte Liinge % und
trifft die BC in einem bestimmten Punkte Z, der nun im Raume
schon eine bestimmte Lage hat. Beschreibt man um ¥ als Mittel-
punki und mit A als Halbmesser einen Kreis, dessen Ebene recht-
winklig zu BC steht, so schneidet dieser Kreis die zu Y A4 Z
parallele, durch die Abscisse a; gegebene Ebene H.JK in zwei
Punkten, welche magliche Lagen des Punktes 2 im Raume sind;
wiederum- muss aus den besonderen Umstinden des Falles ent-
schieden werden, welcher von beiden der richtige ist. Abgesehen
von diesen Zweideutigkeiten, ist hiernach die TLage eines Korpers
im Raume durch sechs Koordinaten bestimmt.

I. Verschiebung eines geometrischen Korpers.

Die Bewegung eines Korpers heisst eine Verschiebung (oder
fortschreitende Bewegung), wenn alle Punkte desselben kongruente
und parallel zu einander liegende Bahnen
beschreiben, so dass alle Theile des Fig. 10.

Korpers ihrer Anfangslage parallel bleiben. 2

In Figur 10 sind die Bahnlinien dreier
Punkte B, ¢, I des sich verschiebenden
Korpers dargestellt. = In diesem. Falle
geniigt offenbar schon die Kenntnis der
Bewegung eines einzigen Punktes zur
Bestimmung der Bewegung des ganzen
Karpers, sodass die vorstehenden Lehren
iiber die Bewegung eines Punktes auch auf die Verschiebung eines
Korpers unmittelbare Anwendung finden.
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N TOE

‘2. Ebene Bewegung eines Kﬁr;‘)véf,‘é’;z,BeWegung einer
ebenen Figur in ihrer Ebene.

Sind die Bahnlinien dreier Punkte eines Korpers, welche nicht
in derselben Geraden liegen, einer gegebenen Ebene parallel, so
bewegen sich simmtliche Punkte des Kérpers parallel der gegebenen
Ebene, und jeder zu dieser letateren parallel gefithrte Schnitt des
Korpers bewegt sich in seinei Ebene. - Eine derartige Bewegung
des Korpers heisst eine ebene Bewegung, und zu ihrer Kenntnis
geniigt die Kenntnis der Bewegung einer solchen ebenen Schnittfigur
in ihrer Ebene. :

Die Lage einer Figur in einer Ebene ist schon durch die Lage
zweier Punkte B und ¢ bestimmt, sobald ein Umklappen der Figur
in eine symmetrische Lage
ausgeschlossen ist. Um z. B. Fig. 11.
das Dreieck BCD (Fig. 11)
gegen ein ebenes Achsen-
kreuz X AY festzulegen,
mogen fiir den Punkt B die
beiden Koordinaten #, und
¥, gegeben sein. Fir einen
zweiten Punkt ' sind dann
nicht mehr zwei Koordinaten
erforderlich, sondern nur eine derselben, otwa &y, weil der
gegebene Abstand BC' der beiden Punkte die Ordinate Yy ersetzt.
Auf der zur y-Achse parallelen, durch die Abscisse 25 bestimmten
Geraden ZF liegen freilich im Allgemeinen zwei Punkte ¢ und L,
die von B den gegebenen Abstand B haben; aus den besonderen
Umstéinden des Falles muss dann hervorgehen, welcher von beiden
in Frage kommt. Hiervon abgesehen, ist also die Lage einer ebenen
Figur in ihrer Ebene durch drei Koordinaten bestimmt.

Ist nun BC (Fig. 12) die Verbindungsgerade zweier Punkte,
deren Lage die Lage einer ebenen Figur bestimmt, und ist B,y
eine zweite Lage derselben Geraden in der Ebene der Figur, so
lisst sich die Uberfiihrung der Geraden aus der Anfangslage B(C
in die andere Lage B,C, durch Drehung um einen in der Ebene
befindlichen Punkt O bewirken. Zieht man die Verbindungsgerade

B
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BB, und zu ihr in ihrem Mittelpunkt £ eine Winkelrechte EF,
so haben alle Punkte der ZF gleichen Abstand von B und B;;

durch Drehung um irgend einen
Punkt der EF wirde daher B
in die neue Lage B, gelangen.
Dasselbe gilt beziiglich der Punkte
C und C; von jedem Punkte der
Greraden + H, welche in der Mitte
von C'C; rechtwinklig zu C'Cy ge-
zogen ist. Wird nun die Drehung
um den Schnittpunkt O von EF
und & H ausgefiihrt, so gelangt .

dadurch B nach B, und, weil I/F

OBC2X® 0B, (,, gleichzeitig C

nach ¢}, d. h. die bewegliche Gerade BC in ihre zweite Lage B, (.

Bei dieser Drehung um O be-
schreiben B und C Kreisbogen um O
als Mittelpunkt (Fig. 13). Die Drehungs-
halbmesser BO und C'O der Anfangs-
lage sind rechtwinklig zu den kreis-
formigen Bahnlinien BB, und CC,.

Sind ausser der beweglichen Ge-
raden BC noch bestimmte Bahnlinien
der Punkte B und C gegeben (Fig. 14)
und wihlt man auf der Bahnlinie des
Punktes B einen sehr nahe bei B

Fig. 18.

gelegenen Punkt B;, so findet man den zugehérigen Punkt ¢}

lefcht durch Abtragen der Linge BC, so
dass B;C; = B( ist. Dann ist B,C,; eine
der Anfangslage BC' der beweglichen Ge-
raden benachbarte Lage. Konstruirt man
nun in B eine Normale zu der Kurve
BB,, in C eine solche zu C'C;, so mogen
sich beide in dem Punkt O schneiden.
Bei einer Drehung der beweglichen Geraden
um O werden die von B und €' beschriebenen
Kreise um so mehr mit den wahren Bahn-

Fig. 14.

linien BB, und C'C; zusammenfallen, jé kleiner BB, gewihlt
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wurde. Denkt man sich BB, unendlich klein, B¢ und B, ¢ als
zwei unendlich wenig von einander abweichende Lagen der beweg-
lichen Geraden, so kann man die unendlich kleine Bewegung der
Geraden BC als mit der Drehung um O iibereinstimmend ansehen.
Dieser Punkt O heisst deshalb der augenblickliche Drehpunkt oder
der Pol fiir die bewegliche Gerade in der Lage BC. Also: Die
Bewegung einer ebenen Figur in ihrer Ebene kann
man in jedem Augenblick auffassen als Drehung um
einen Punkt O in ihrer Ebene, den augenblicklichen
Drehpunkt oder Pol. Dieser ist bestimmt durch die
augenblicklichen Bewegungsrichtungen zweier Punkte
der Figur.

Die Aufsuchung des Poles O fiir die Bewegung einer ebenen
Figur in ihrer Ebene bietet den Vortheil, dass aus den Bewegungs-
oder Geschwindigkeits - Richtungen zweier Punkte und der Ge-
schwindigkeitsgriosse eines Punktes die Grisse und Richtung der
Geschwindigkeit jedes anderen Punktes
ermittelt werden kann. Geben z B. in Fig. 15.
Fig. 15 die in den Punkten B und ¢ D
angebrachten Pfeile die Bewegungsrich- :
tungen dieser Punkte an, so sind die
zugehorigen  Drehungshalbmesser oder
Polstrahlen BO und CO rechtwinklig
zu den Bewegungsrichtungen. Zieht man
von dem Pol O einen Polstrahl nach
einem beliebigen Punkte 2 der Figur,
so ist die Richtung der Geschwindigkeit
dieses Punktes rechtwinklig zu O ). Da nun bei einer Drehung
die Umfangsgeschwindigkeiten den Drehungshalbmessern, hier also
den Polstrahlen verhiltnisgleich sind, so gilt fiir die Geschwindig-
keitsgrossen v und ¢ der Punkte B und D die Gleichung
;2

0B’
bei gegebenem ¢ ist also v bestimmt. Ebenso wie die Lage einer
ebenen Figur in ihrer Ebene nach S. 12 durch drei Koordinaten
gegeben war, so ist ihr augenblicklicher Geschwindigkeits-Zustand
durch ebenfalls drei Stiicke, niimlich zwei Richtungen und eine
Grosse ¢, bestimmt.

Q
DY\

v
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Sind die Bewegungsrichtungen zweier Punkte einander parallel
(Fig. 16) so liegt der Pol O in unendlicher Ferne; in Folge dessen

haben alle Punkte der Figur Ge-
schwindigkeiten, die nach Richtung,
Grosse und Sinn iibereinstimmen,
d. h. die Bewegung ist in dem be-
treffenden Augenblick eine Verschie-
bung (oder eine rein fortschreitende p
Bewegung).

Beispiel 1: Bewegung einer Kur-
belstange. Der Punkt € der Kurbel-
stange BC (Fig. 17) wird durch die Kurbel

Fig. 16.
D

"

AC in einem Kreise mit dem Mittelpunkt 4 gefithrt, wiithrend der Punkt B

vermoge der Geradfithrung gezwungen ist, sich lings
einer Geraden 4B zu bewegen. Die Winkelrechte
zu der Bewegungsrichtung des Punktes € ist die
Verlingerung der Kurbel 4C, wiithrend der zu dem
Punkte B gehorige Polstrahl BO rechtwinklig zu 4 B
steht.  Hierdurch ist der Pol 0 der Kurbelstange
in der Lage BC bestimmt. Ist nun ¢ die Geschwin-
digkeit des Kurbelzapfens €, so ergiebt sich die
Geschwindigkeit eines belichigen Punktes @ der
Stange zu

0Q

50"

Diese Bezichung wird benutzt, wenn man be-
hufs Ermittelung des erforderlichen Schwungrad-
Gewichtes einer Dampfmaschine das Arbeitsvermogen
der Kurbelstange berechnen will.

v=c¢:*

Beispiel 2: Pol einer Gelenkstange.
Widerlager-Gielenken 4 und £
aufgehiingte Gelenkstangen-Ver-
bindung, so kann der Punkt B
sich nur rechtwinklic zu 4B,
der Punkt C sich nur recht-
winklig zu £C bewegen. Fiir
die mittlere Stange BC sind
daher ABO und ECO zwei
Polstrahlen, die den Pol O be-
stimmen. Mit Hiilfe des Poles
lisst sich leicht derjenige Punkt
der Stange BC zingeben, der

Hig 17,

Ist ABCE eine an den

bei einer unendlich kleinen Verriickung der Stangenverhindung sich wagerecht
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bewegen wird; es ist dies derjenige Punkt @, dessen Polstrahl 0@ lothrecht
steht. Wie weiter unten gezeigt werden wird, hiingt diese Eigenschaft des
Punktes @ damit zusammen, dass die Figur ABCE die Gleichgewichtsform
ist fiir eine bei @ an der sonst unbelastet gedachten Stangenverbindung auf-
gehiingte lothrechte Last (vgl. 1. Theil, S. 178 und Fig. 219).

Beispiel 3: Ellipsen-Zeichner. Ein Stab B¢ (Fig. 19) werde so
gefiihrt, dass ein Punkt B derselben sich nur auf einer Geraden AX, ein
Punkt € derselben sich nur auf einer Geraden 4Y
bewegen kann, wobei 4.X und A4Y einen Winkel «
mit einander bilden. Wird nun an einer Stelle @
des beweglichen Stabes ein Zeichenstift eingesetzt,
der von B und €' um b bezw. a absteht, so beschreibt
der Stift eine Ellipse mit dem Mittelpunkt 4. Be-
zeichnet man nimlich die auf 4AX und AY be-
zogenen schiefwinkligen Koordinaten des Punktes @
mit # und y; setzt AC—y=—w und 4B —z=0,
80 ist in dem Dreiecke CQ R :

a®>=u?} 2® —2cosa-u-w.

Ferner ist nach der Figur 2= ibl—, mithin
Y
& % ) + 2 — 2cosa- — oder
a° = — Yy 1+a°—2cosa-—yzx
L b Y Fig. 20.
2 2 9
- Y 2 cos a )
1) B R A

Diese Gleichung bezeichnet eine Ellipse, weil
lg ol oostla
o b a?b?
Wird im Besonderen « = 90° (Fig. 20), so
geht GL 1 iber in
2) (e ) + bg 3

d. h. die Ellipse hat die Halbachsen a und &.

== () st

Der Polstrahl des Punktes B ist | 4.X, derjenige des Punktes ¢ | AY;
sonach ist der Pol O der vierte Eckpunkt eines Rechtecks 4 BOC und hat,
weil die Diagonalen eines Rechtecks gleich lang sind, vom Punkt A den Abstand
A0 = BC=a -+ b.

Da, zum Punkte @ der Ellipse ein Polstrahl 0@ gehért, der beschreibende,
Punkt @ sich also fiir einen Augenblick rechtwinklig zu 0Q bewegen muss, so
ist auch die Tangente an die Ellipse im Punkte @ rechtwinklig zu 0@, d. h. es
ist der Polstrahl 0Q eine Normale an die Ellipse im Punkte Q.
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3. Endliche Bewegung einer ebenen Figur in ihrer Ebene.
Rollbewegung der Polbahnen.

Sind BC, B,(y, ByCy, B;C;, B,C, verschiedene Lagen der
beweglichen Geraden BC (Fig. 21) in einer Ebene, u. zw. einstweilen
in endlichen Abstiinden von einander, so liisst sich nach S. 13 die
Uberfithrung aus der Lage B¢
in die Lage B, (), bewirken
durch Drehung um einen
Punkt O; der Winkelweg dieser
Drehung BO B, — CO0C, sei
Y,; alle Punkte der beweg-
lichen Figur beschreiben bei
ihr Kreisbogen um O. Zu
dem Ubergange von B,C,
nach B,(, gehire der Dreh-
punkt O; mit dem Drehungs-
winkel 9,, u. s. £ Die Ver-
bindung der Drehpunkte durch
Gerade liefert dann den
Linienzug: 00,0,0,0, . . .
Nun stelle man sich vor, die
bewegliche Figur BC sei auf
einer grosseren Scheibe S
aufgezeichnet, welche auf einer
festen Tafel 7' liege. Die
Punkte O gehoren zur festen
Tafel 7'; auf ihr sei der Linienzug 00, 0,0,0, gezeichnet. Wihrend
die Drehung um O erfolgt, moge ein Punkt P der beweglichen
Scheibe S mit O zusammenfallen; diese beiden Punkte verschieben
sich wihrend der Drehung nicht gegen einander; man kann sich
deshalb wihrend der ersten Drehung durch P und O eine Nadel
- gesteckt denken; es wird hierdurch die Drehung nicht gehindert
werden. Sobald aber BC in der zweiten Lage B, (; angelangt
ist, hort der Punkt O auf, Drehpunkt zu sein; es tritt dafiir 0,
an die Stelle, und es wird wihrend der zweiten Drehung ein
Punkt P, (Fig. 22) der Stheibe S mit O, zusammenfallen. Da in

Keck, Mechanik. ITI 2
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dem Augenblicke, wo BC in der Lage B, (| sich befindet, P noch
mit O zusammenfillt, so muss P, welches gleichzeitig mit O, sich
deckt, um die Léinge PP,
= 00, von P entfernt sein.
Ebenso wird wihrend der
Drehung um O, ein Punkt P,
der beweglichen Scheibe mit
O, in Beriihrung sein, so dass
wiederum eine durch P, und
O, gesteckte Nadel die Be-
wegung nicht hindern kann.
Offenbar muss nun P, P,
= 0,0, sein. Die Lage von
P, und P, findet man fol-
gendermassen: Damit nach
einer Drehung um den Winkel
9, der Punkt P, auf O, falle,
muss der Winkel O, 0 P, = 9,
sein; hiermit ist P, gefunden.
Verlingert man OO; nach 77,
0,0, nach 73, u.s. f; ebenso
PP, nach U,, so fillt nach
der ersten Drehung PU, auf
O7,. Damit nun nach der Zuriicklegung eines weiteren Drehungs-
winkels 9, der Punkt P, auf O,, d. h. die Gerade P, P, U, auf
0,0, T, falle, muss
U,PU, + TLO, T, ="7,, also
U,P U, =19 —T0T

gemacht werden. Hiernach steht mit P, P, = 0,0, der Punkt P,
fest. In derselben Weise flndet man P;, P,, P, ... Wenn nun
die Punkte P der beweglichen Scheibe der Reihe nach mit den
Punkten O der festen Tafel 7" in der beschriebenen Weise zusammen-
fallen, so fithrt das Vieleck PP, P, . .. offenbar eine Rollbewegung
(ohne Gleiten) auf dem Vieleck 00,0, ... aus. Die Folge dieser
Rollbewegung ist dann, dass die bewegliche Figur BC der Reihe
nach die vorgeschriebenen Lagen B,C;, B,(C, u.s. f. einnimmt.
Solange die bewegliche Figur BC ihre Anfangslage innehat, liegt
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der Punkt; der demnichst mit O, zusammenfillt, in P,; wenn aber
BC die Lage B,C, hat, so fillt P, mit O, zusammen; daher
muss Py gegen BC ebenso liegen, wie O, gegen B,(,, d. h.

P,BCXX0,B,C,, ebenso ist
B2 00 B € F L S L

Im Vorstehenden waren nur einzelne bestimmte Lagen der
beweglichen Figur als gegeben angenommen und die Vielecke
DOF O sowie PP Py
80 gezeichnet, dass die beweg- Fig. 23.
liche Figur B der Reihe nach
die verschiedenen Lagen B, (,
By, ... durchschritt, wobei
die Punkte B und €' jedesmal
Kreisbogen von den Mittel-
punktswinkeln 9, 9, ... be-
schrieben.  Sind aber ausser
der Anfangslage BC noch die
Bahnlinien B (B) bezw. C(0)
der Punkte B und C (Fig. 23)
gegeben, wodurch die Bewegung
der Figur BC villig bestimmt
ist, so entspricht jeder unendlich
kleinen Verriickung der Figur ein ©
augenblicklicher Drehpunkt O
auf der festen Tafel, sowie im Sinne der vorstehenden Entwickelung
ein Punkt P der beweglichen Scheibe S, auf welcher sich die Figur BC
gezeichnet befindet. Statt des Vielecks 00,0, ... erhilt man
dann eine Kurve O (0) als geometrischen Ort der augenblicklichen
Drehpunkte O der festen Tafel 7', sowie statt des Vielecks PRy
eine Kurve P(P) als geometrischen Ort derjenigen Punkte P der
beweglichen Scheibe, welche nach und nach mit den Punkten O
zusammenfallen. Die Kurven O(0) und P(P) heissen die feste
bezw. die bewegliche Polbahn, und bei der gegebenen Be-
wegung erfolgt eine Rollbewegung der beweglichen Polbahn auf
der festen Polbahn,

Hiernach ist jede Bewegung einer ebenen Figur in
ihrer Ebene gleichwerthig mit dem Rollen einer mit

2*

P
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der Figur verbundenen Polbahn auf einer festen Pol-
bahn. Dementspreehend ist die ebene Bewegung eines
Korpers gleichwerthig mit dem Rollen einer mit dem
Korper verbundenen Cylinderfliche P auf einer festen
Cylinderfliche O; die Leitlinien dieser Cylinderfldchen
sind die vorstehend behandelten Polbahnen; die Er-
zeugenden stehen rechtwinklig zu den Ebenen, in denen
die Kdorperpunkte sich bewegen.

Beispiel 1: Bei der Erzeugung der gemeinen Cykloide ist die Gerade 4 0
(Fig. 24) die feste, der erzeugende Kreis O BC die bewegliche Polbahn. Der
Berithrungspunkt O beider ist der augen-
blickliche Drehpunkt, daher OB der Fig. 24.
Drehungshalbmesser, also auch die Nor-
male fiir den Punkt B der Cykloide,
BC also die Tangente; diese mittels der
Analytischen Geometrie nachzuweisenden
Eigenschaften folgen hier ohne jede
Rechnung.

Beispiel 2: Fir die in Beispiel 3,
S. 16 behandelte Bewegung mit o« ==90°
sollen die Polbahnen bestimmt werden.
Schon auf S. 16 wurde gezeigt, dass der
Pol O der beweglichen Geraden BC sich
in einem Abstand 40 = BC = a + b von dem Schnittpunkt 4 der Leit-
linien AX und AY befindet. Da dieser Abstand keine veriinderliche Grosse
enthilt, so ist der Ort des Punktes O,
d. h. die feste Polbahn, ein mit dem
Halbmesser R = A0 = B( aus dem
Mittelpunkt 4  beschriebener Kreis
(Fig. 25). Fiir eine andere Lage B, C,
der beweglichen Figur ist 0, der Pol,
wobei B, 0, C, ein rechtwinkliges Drei-
eck mit der Hypothenuse B,C;. Um
nun den zu dem Punkte O, der festen
Polbahn gehorigen Punkt P, der be-
weglichen Polbahn zu finden, haben
wir iiber BC als Hypothenuse ein zu
B, 0, C, kongruentes Dreieck B P, C zu
zeichnen, dann ist P; der gesuchte
Punkt. Der Ort der Rechtwinkel-
punkte aller iiber der Hypothenuse BC' gezeichneten rechtwinkligen Dreiecke ist
aber bekanntlich ein Kreis mit dem Durchmesser BC = R = 2 r; dieser muss
mithin die bewegliche Polbahn P sein. Die gegebene Bewegung also, bei
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welcher der Stab BC' mit den Punkten B und € den Achsen A X bezw. AY
folgt, kann auch bewirkt werden durch eine Rollbewegung des kleineren Kreises
mit dem Durchmesser BC = R = 2 auf dem inneren Umfange des grosseren
Kreises vom Halbmesser R = BC. Wenn ein Kreis auf dem inneren Um-
fange eines grosseren Kreises rollt, so beschreibt jeder Punkt des Umfanges
des ersteren eine Hypocykloide. Ist das Verhiiltnis der Halbmesser » und R
der beiden Kreise aber 1:2, so geht die Hypocykloide bekanntlich in eine
Gerade, einen Durchmesser des grossen Kreises iiber, zu denen beispielsweise
die Achsen AX und AY als Bahnen der Kreispunkte B und € gehoren. —
Jeder Punkt im Inneren des kleinen Kreises beschreibt allgemein eine verkiirzte
Hypocykloide, die aber fiir das Verhiiltnis 1 : 2 der Halbmesser beider Kreise
mit einer Ellipse iibereinstimmt, wie es nach S. 16 der Fall sein muss. Der
Mittelpunkt des beweglichen Kreises beschreibt im Besonderen einen Kreis;
die iibrigen Punkte bewegen sich in Ellipsen der verschiedensten Excentricitiiten,
die Punkte des Umfanges in geraden Linien, niimlich Durchmessern des festen
Kreises. Aus diesem Grunde kann mittels der beiden Kreise eine Geradfihrung
hergestellt werden, wie man sie wohl bei iilteren Druckmaschinen noch findet.
Zu dem Zwecke sind die beiden Kreise mit fusserer und innerer Verzahnung
versehen; der Mittelpunkt M des kleineren Kreises wird mittels einer wm die
Achse 4 (rechtwinklig zur Bildebene) drehbaren Kurbel von der Linge r = A M
im Kreise herumgefithrt und hierbei durch die Verzahnung zu einer Roll-
bewegung auf dem inneren Umfange des grossen Kreises gezwungen. Ein an
_der Stelle B des kleineren Rades angebrachter Zapfen beschreibt dann die
Gerade ABX.

4. Drehung eines Korpers um einen festen Punkt;
Bewegung einer spharischen Figur auf ihrer Kugelfidche.

Wihrend die Drehung eines Korpers um eine feste Achse
durch Winkelgeschwindigkeit und Winkelbeschleunigung véllig be-
stimmt ist, also nur wenig Mannigfaltigkeit besitzt, ist die Drehung
eines Korpers um einen festen Punkt noch in demselben Grade
mannigfaltig wie die allgemeine ebene Bewegung. ’

Schneidet man einen um einen festen Punkt M drehbaren
Korper durch eine Kugelfliche vom Halbmesser », so entsteht eine
sphirische Schnittfigur, deren Punkte bei der Bewegung des Korpers
stets in dem Abstand » von dem Punkt M, d. h. in ihrer Kugel-
fliche verbleiben werden. Durch die Bewegung der Schnittfigur ist
die Drehung des Korpers vollig bestimmt, und umgekehrt. Fiir
die Bewegung der Figur auf der Kugel und demgemiiss fir die
Drehung des Korpers um den festen Punkt lassen sich nun ihnliche
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Beziehungen finden, wie vorstehend fir die ebene Bewegung ent-
wickelt wurden.

Die Lage einer sphirischen Figur auf ihrer Kugel ist schon
durch die Lage zweier Punkte bestimmt, u. zw. sind dazu nur drei
Koordinaten erforderlich.
Es geniigt daher die Be-
obachtung der Bewegung
einer Seite B (' einer sphi-
rischen Figur (Fig. 26).

Die Uberfiihrung der
Seite aus der Anfangslage
B( in eine andere Lage
B,C; liasst sich durch
Drehung um einen Punkt
O der Kugelfliche be-
wirken. Man findet O
nach demselben Gedanken-
gange wie bei der ebenen
Bewegung auf S. 13; wo
aber dort von geraden
Linien die Rede war, treten jetzt Grosstkreise der Kugel an
ihre Stelle. Zieht man durch B und B, einen Grosstkreis
und zu ihm durch die Mitte Z des Bogens BB, einen dazu
rechtwinkligen Grosstkreis £ F, so haben alle Punkte des letzteren
gleichen Abstand von B und B,; durch Drehung um irgend einen
Punkt des Grosstkreises £ F wiirde daher B in die neue Lage B,
gelangen. Dasselbe gilt beziiglich der Punkte ¢/ und ¢; von jedem
Punkte des Grosstkreises G'H, welcher in der Mitte ¢ von CC,
rechtwinklig zu OC; gezogen ist. Wird nun der Schnittpunkt O
von EF und G H zum Drehpunkte gewiihlt, so gelangt dadurch
B nach B, und, weil OBC 22 OB,(;, gleichzeitig ' nach ¢,
d. h. die Seite BC in ihre zweite Lage B,C;. Eine Drehung der
BC um den Punkt O ist auch gleichbedeutend mit der Drehung
um den Kugelhalbmesser O M als Achse. :

Sind BC und B,C; zwei Lagen von unendlich kleinem Ab-
stand, und legt man durch B und C Grosstkreise rechtwinklig zu
den Bahnlinien BB, und CC;, so schneiden sich diese in dem Pol

Fig. 26.




4. Bewegung einer sphiirischen Figur auf ihrer Kugelfliche. 23

oder augenblicklichen Drehpunkt O, dem ein Halbmesser OM der
Kugel als augenblickliche Drehachse entspricht. Also:

Die Bewegung einer Figur auf der Kugelfliche
kann man in jedem Augenblick auffassen als Drehung
um einen Pol O auf der Kugelfliche oder um einen Halb-
messer OM der Kugel als augenblickliche Drehachse.
Der Pol O und die entsprechende Drehachse OM sind
bestimmt durch die augenblicklichen Bewegungs-
richtungen zweier Punkte der Figur. Dementsprechend
kann man die Drehung eines Kdorpers um einen festen
Punkt M in jedem Augenblick auffassen als Drehung
um eine durch M gehende Achse; die Richtung der
Drehachse ist bestimmt durch die augenblicklichen
Bewegungsrichtungen zweier Punkte.

Bei einer gegebenen Bewegung entspricht jeder Lage der be-
weglichen Figur ein besonderer Pol O und eine besondere augen-
blickliche Drehachse O M.

Der Ort der Pole ist die .. @i,

sphirische Polbahn (0),
der Ort der augenblick-
lichen Drehachsen die
Kegelfliche (OM) mit der
Spitze im Mittelpunkt M
der Kugel. Denkt man
sich nnn die feste Kugel
mit einem ihr genau auf-
gepassten Uberzuge ver-
sehen und auf letzteren
die Figur B gezeichnet, .
so wird bei der Bewegung
der Figur der ganze Uber-
zug auf der festen Kugel
gleiten. Dort wo der augenblickliche Pol O liegt, wird man
Kugel und Uberzug durch eine Nadel gegen einander feststellen
konnen, ohne dass dadurch die vorgeschriebene Bewegung des Uber-
zuges mit der aufgezeichneten Figur gehindert wird. Nennt man
P den Punkt des Uberzuges, der mit dem Pol O der festen Kugel
zusammenfillt, so wird ebenso wie bei der ebenen Bewegung (S. 19)
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jedem Punkt O ein bestimmter Punkt P entsprechen. Der Ort der
Punkte P ist eine sphirische Kurve des Uberzuges, d. h. mit der
beweglichen Figur verbunden, und heisst die bewegliche Polbahn.
Sie ist die Leitlinie einer Kegelfliche (PM) mit der Spitze im
Mittelpunkt 2/ der Kugel. Die bewegliche Polbahn (#) hat mit
der festen Polbahn (O) stets einen Punkt gemeinsam, der auf beiden
Bahnen stets um gleiche Bogenlangen sich verschiebt; die beweg-
liche Polbahn vollt auf der festen Polbahn, oder auch: die beweg-
liche, mit der Figur verhundene Kegelfliche (P2f) rollt auf der
festen Kegelfliche. Also:

Jede Bewegung einer sphirischen Figur auf ihrer
Kugelfliche kann man auffassen als das Rollen einer
mit der Figur verbundenen sphirischen Polbahn auf
einer festen sphirischen Polbahn. Dementsprechend
ist die Drehung eines Korpers um einen festen Punkt M
gleichwerthig mit dem Rollen einer mit dem Korper
verbundenen Kegelfliche auf einer festen Kegelfliche;
die Kegel haben den festen Drehpunkt M gemeinsam
zur Spitze.

9. Aligemeine Bewegung eines Kirpers;
Schraubenbewegung.

K und K, seien zwei unendlich benachbarte Lagen eines Korpers;
irgend ein Punkt A/ beschreibe beim Ubergang aus der einen in die
andere die Bahnlinie M1 ;
dann kann man den Uber-
gang dadurch bewerkstelligen,
dass man dem Korper zuniichst
eine Verschiebung um
MM, ertheilt, wodurch der
Korper in die punktirte
Zwischenlage gelangt, und
ihn sodann noch um den
Punkt M, dreht. Diese un-
endlich kleine Drehung um
den Punkt M, ist nach S. 23
zuriickzufithren auf eine Drehung um eine durch M, gehende Achse A X,

Fig. 28.
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Also: Jede Bewegung eines Korpers kann fiir einen
Augenblick aufgefasst werden als zusammengesetzt aus
einer Verschiebung und einer Drehung um eine augen-
blickliche Drehachse.

Befinden sich dié beiden Lagen K und K, aber in endlichem
Abstande, so muss man, wenn der eine Punkt des Korpers in der
gegebenen Bahnlinie M M, gefihrt wird, dem Korper, damit er
eine gegebene Bewegung ausfithre, gleichzeitig eine Drehung um
den richtig gefiihrten Punkt M ertheilen, welche nach S. 24 gleich-
werthig ist dem Rollen einer mit dem Korper verbundenen Kegel-
fliche auf einer anderen Kegelfliche, die mit dem richtig gefiihrten
Punkt M parallel verschoben wird. Die Kegel haben den Punkt A/
gemeinsam zur Spitze. Also:

Die beliebige Bewegung eines I&01pers ist gleich-
werthig dem Rollen eines mit dem Korper verbundenen
Kegels auf einem zweiten Kegel, der eine Verschiebung
erleidet. Die Verschiebung stimmt @berein mit der
Bahnlinie desjenigen Korperpunktes, der die gemein-
same Spitze der Kegel bildet.

Je nachdem der filhrende Punkt M am Korper anders gewihlt
wird, ergeben sich andere Verschiebungen und Rollbewegungen; es
lisst sich daher eine Bewegung in unendlich vielen verschiedenen
Weisen auf Verschiebung und Rollen zuriickfithren. Einfacher und
zugleich bestimmter lisst sich aber die Bewegung eines Korpers
auf Schraubenbewegungen zuriickfiihren.

Betrachtet man wiederum eine unendlich kleine Bewegung
eines Korpers, wobei der Punkt
M nach M, gelangt und ausser-
dem noch eine Drehung um die X X
Augenblicksachse AN, X aus- S ¥ E N M [,

genblicksachse 4 M, a Aoyt

fithrt, und legt durch den Korper-
punkt M eine zur Achse A X
rechtwinklige Schnittebene, so
moge eine Schnittfigur MN
(Fig. 29) entstehen. Bei der /
Verschiebung gelangt diese in © AEIZ i
die Lage M, N,, dann ist aber

noch eine Drehung um A X erforderlich, durch welche die

Fi

o,
g

o

9
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Figur in die Endlage M, N, gelangen moge. Enthilt die Schnitt-
figur mindestens drei nicht in dieselbe Gerade fallende Punkte, so
bestimmt sie (nach 8. 10) die Bewegung des Korpers vollstindig.
Man verschiebe nun die Schnittfigur M N zunichst rechtwinklig zu
ihrer Ebene in ihre neue, durch M, gehende Parallelebene, in der
sie die Zwischenlage M, N, einnehmen moge; dann ist nur noch
eine Uberfithrung in die derselben Ebene angehorende Lage M NV,
erforderlich. Diese Bewegung kann man aber nach S. 14 durch
Drehung um einen in der Ebene liegenden Pol O oder um eine
zur Ebene rechtwinklige Achse 4, 0_X] ausfilhren. Diese letztere
Achse fillt im Allgemeinen nicht mit A4 X" zusammen, ist aber dazu
parallel. Hiermit ist die Bewegung der Schnittfigur /N und damit
diejenige des Korpers zuriickgefithrt auf eine Verschiebung und eine
Drehung um eine zur Verschiebungsrichtung parallele Achse; eine
solche Bewegung aber (Drehung um eine Achse und Verschiebung
parallel oder lings derselben) nennt man nach dem 1. Theile, S. 309
eine Schraubenbewegung.

Ist ¢ die Verschiebungsgeschwindigkeit lings der Achse und
@ die Winkelgeschwindigkeit der Drehung um die Schraubenachse,
so sind die Geschwindigkeiten
vy, vo und v, dreier Punkte
in den Abstinden »;, », und
ry von der Achse der Grosse
nach dargestellt als Hypothe-
nusen iiber den Katheten ¢
und 7w, ¢ und 7o und ¢
und ;o (Fig. 30). Sind fiir
einen Augenblick die Lage
der Schraubenachse, die Ge-
schwindigkeiten ¢ und o ge-
geben, so ist fiir jeden Punkt
des Korpers die Geschwindig-
keit v mittels eines Geschwindigkeitsdreiecks nach Grosse und Richtung
zu bestimmen. Dabei ist bemerkenswerth, dass die Kathete ¢ bei allen
diesen Dreiecken nach Grdsse und Richtung dieselbe ist. Denkt man
sich die Geschwindigkeitsdreiecke nicht wie in Fig. 30 in die Zeichen-
ebene niedergeschlagen, sondern mit den wahren Richtungen im
Raume konstruirt und mit den Katheten ¢ aneinander gelegt, so

Fig. 30.
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bilden die Umfangsgeschwindigkeiten der Drehung r w, 7w und
ryw Strahlen, die zu ¢ rechtwinklig stehen, d. h. in einer zu ¢
rechtwinkligen Ebene liegen. In dieser Ebene befinden sich also
auch die Endpunkte F, ¢, H der wahren Geschwindigkeiten v, v,
und ;.

Hierauf griindet sich die zeichnerische Festlegung der Schrauben-
achse _Y;_X;, wenn von drei Punkten B, C und D) des Korpers
die wahren Geschwindigkeiten v, v, und v,
nach Grosse und Richtung gegeben sind.
Man trigt némlich diese drei Geschwindig-
keiten von einem Punkt 4 aus nach Grosse
und Richtung auf (Fig. 31), legt durch deren
Endpunkte F, G' und H eine Ebene E und
zieht von A aus eine Rechtwinklige 4 J zur
Ebene, so ist 4.J = ¢ die Verschiebungs-
geschwindigkeit der Schraubenbewegung.
Zugleich ist nach Grosse und Richtung JF = r w; JG = ryo;
JH = r;0.

Projicirt man nun die Punkte B, € und D des Korpers auf
eine zu ¢ rechtwinklige Ebene mit den Projektionen B’, C' und D'
(Fig. 32) und trigt an diesen Projektionen

die Umfangsgeschwindigkeiten r;, ryw Fig. 32.

und 7y auf, so mﬁs.sen .Gerade, die man BW
durch B', ¢' und D' in dieser Ebene recht- ; \ ¢!
winklig zu jenen Umfangsgeschwindigkeiten '3\.‘ b

zieht, sich in der Projektion O der Schrauben- /‘bb’ s

achse schneiden. Hiermit stehen dann /r 0
auch die Drehungshalbmesser », », und k"u i

r, fest und somit auch die Winkelge-

schwindigkeit w. Da die Lage des Punktes O schon durch zwei
Gerade B'O und- C'O bestimmt ist, so ist die Gerade D'O zur
Bestimmung iiberfliissig. Auch ist w schon aus ry© und OB' =1,
gefunden, mithin sind hierzu die Grossen r, und »; nicht mehr
nothig. In den Geschwindigkeiten v, v, und v; von drei bestimmten
Punkten B, ¢ und D des Korpers liegen also drei Grossen mehr
vor, als fiir die Ermittelung der augenblicklichen Schraubenbewegung
erforderlich sind. Es hingt dies damit zusammen, dass nach S.11
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zur Bestimmung der Lage eines Kérpers nicht neun, sondern nur
sechs Stiicke erforderlich sind.

Simmtliche Punkte der Schraubenachse haben Geschwindig-
keiten von der {ibereinstimmenden Grésse ¢, deren Richtungen
simmtlich in diese Achse fallen, weil die Drehungshalbmesser »
Null sind. TLegt man durch den Korper irgend eine Gerade,
welche der Schraubenachse parallel ist, so haben deren Punkte
wohl auch Geschwindigkeiten gleicher Grisse und Richtung, doch
bildet letztere mit der Schraubenachse einen Winkel a, fiir den
licsos— ng, der also von Null verschieden ist. Legt man aber
durch den Korper eine Gerade, die mit der Schraubenachse nicht
parallel ist, deren Punkte also verschiedene Abstinde von der
Schraubenachse haben, so sind die Geschwindigkeiten dieser Punkte
nach Grosse und Richtung verschieden. Hiernach kommt die
kennzeichnende Eigenschaft der Schraubenachse, dass die Geschwin-
digkeiten aller ihrer Punkte in der Richtung der Achse liegen, nur
der einen Geraden zu. Wihrend also der augenblickliche Be-
wegungszustand eines Korpers (nach S. 25) in unendlich vielen
verschiedenen Weisen auf eine Verschiebung und eine Drehung zuriick-
gefiithrt werden kann, ist die Zuriickfihrung auf eine Schrauben-
bewegung nur in einer Weise moglich. Daher hat man den Satz:

Jede Bewegung eines Korpers kann fir einen
Augenblick, und zwar nur in einer Weise, auf eine
Schraubenbewegung zurickgefihrt werden.

C. Zusammensetzung und Zerlegung der
Bewegungen eines Korpers.

I. Drehung und Verschiebung.

‘Ein Korper habe eine Drehung um eine Achse A mit einer
Winkelgeschwindigkeit «» und erleide gleichzeitig eine Verschiebung
in einer' Richtung, rechtwinklig za der Achse, mit der Geschwin-
digkeit ¢ (Fig. 33). Dieser Fall kommt z B. vor, wenn sich ein



