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M M
Setzt man dies = SoNR so hat man, we11 52 eine Funktlon

von @, eine Gleichung, in welcher die erste und die zweite Abgeleitete
der Gleichung der Biegungslinie vorkommen. Eine solche Gleichung
heisst Differentialgleichung; sie ist in dem vorliegenden Falle meist
nicht in geschlossener Form ldsbar. Fir die meisten Fille der An-
wendung ist aber daraus eine Anndherungsgleichung von geniigender
Genanigkeit abzuleiten. Lisst sich die #- Achse so legen, dass sie mit
der Mittellinie 4 B des ungebogenen Stabes entweder parallel ist, oder
nur einen sehr kleinen Winkel w bildet
(Fig. 54), so wird auch die Neigung der
meist nur schwach gekriimmten Biegungs-
linie 4 €' gegen die 2-Achse, d. h. dy: da,
durchweg nur klein sein. Daher kann man

2
in solchen Fillen 1 + <d—Z) mit der Einheit vertauschen. Wiirde z. B.
der grosste Werth von dv:da = 0,1 (entsprechend einem ‘Winkel
a = 6% so wirde doch 1 4 <d ) hochstens 1 -+ 0,01, worin

man 0,01 gegen 1 vernachlissigen kann. Gl 2 (S. 40) liefert
nimlich nicht sehr genaue Werthe fiir die Biegungslinie, weil darin
z. B. der Einfluss der Schubspannungen nicht beriicksichtigt ist;
auch kennt man die Zahl E fir einen vorliegenden Balken meist
nicht auf 19 genau. Die sehr runden Zahlen der Tabelle (S. 8)
lassen darauf schliessen, dass sie nur Mittelwerthe sein konnen, von
denen die wahren Zahlen zuweilen nicht unbetriichtlich abweichen.
Solch grosse Werthe von dy: da kommen aber bei guten Bautrigern

Fig. 54.

2y
selten vor; man kann also unbedenklich 5 %— setzen; dann wird
3) ay M 3

dx2 EJ’

Diese im Jahre 1826 von Navier (!1785 Dijon, {1836 Paris)
angegebene Gleichung fithrt in den einfacheren Fillen nach ein-
maliger Integration zu dy:dx und nach nochmaliger Integration
m y = f(a), der Gleichung der Biegungslinie.

a) Binseitig eingespannter prismatischer Stab oder Balken.

Bin prismatischer Stab oder Balken sei an der linken Seite
unwandelbar eingespannt, u. zw, der Allgemeinheit wegen, nicht
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vollig wagerecht, sondern mit einer kleinen Neigung « abwirts
(Fig. 55); der Balken sei gleichmissig mit p fiir die Lingeneinheit
der Horizontalprojektion und am Ende durch eine Kraft K lothrecht
belastet. In dem unteren
Theile der Fig. 54 ist die Fig. 55.
Kurve 4 B die Biegungslinie, ’
A X wagrecht, 4 Y lothrecht
nach unten. Die Biegung sei
so gering angenommen, dass
die wagerechte Linge des
Stabes auch im gebogenen
Zustande noch = [ gesetst
werden kann. Fir einen Punkt Y
P (#, y) der Biegungslinie
ist das Biegungsmoment, wenn man das Stiick rechts von P betrachtet,
g
M= K( — ) +p~——(l;m), :
Dann wird, wenn man in GL 3 alle Glieder mit £Jd~ multiplicirt,
d?y
dx?

Integrirt man beide Seiten der Gleichung, so entsteht

= K(l—a)da +P(z°—2u + aYda.

2
4) EJdl_ A(Z, ——”“"7> + P(zzw-—m +° >+0
Die Integrations-Konstante ¢ muss so bestimmt werden, dass
fir # =0 dy:de = w wird (entsprechend der Einspannung und
indem man tgw mit o vertauscht). Daraus folgt EJw = C.
Fir das Neigungsverhiltnis tg @ = « am freien Ende ergiebt sich
(mit z =1) EJa= " KI2+ Yspl3+ EJw, also
SR pl
TRy O
Multiplicirt man aber Gl. 4 mit da und integrirt wiederum,
so ergiebt sich

EJy = K(Y2l2? — Ve a®) + Yop (121202 — Vsla® + Yizad)
+ EJwa + 0. ;

Da fir # = 0 auch y = 0 sein muss, weil der  Anfangspunkt

der Koordinaten in der Biegungslinie liegt, so wird €| = 0. Bezeichnet

5)
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man die Ordinate des Endpunktes B der Biegungslinie (fir @ = 1)
mit £, so wird ;

il — YKl el + EJwl, mnithin

K3
f=gngt smy O
Aus den Gl 5 und 6 erkennen wir, dass auch beziiglich der
Neigungen und der Ordinaten der Biegungslinie die Wirkungen der
einzelnen Ursachen (K, p und o) sich unabhingig von einander
iiber einander lagern und summiren, wie S. 31 fiir die Biegungs-
momente gezeigt wurde. (Es gilt dies aber nur, solange man bei
der Aufstellung des Biegungsmomentes die Durchbiegung vernach-
lassigen darf.) Ist der wagerecht eingespannte Stab (w = 0)
nur durch K belastet (p = 0), so wird
= ns K3
~emr T~ sEy
ist er nur gleichmiissig belastet (K = 0), so wird
pl? rt

i N T 8T

Ist der Stab gar nicht belastet, aber schrig eingespannt, so
ist (selbstverstindlich)

a=ow; = wl.

6)

7

Vor weiterer Anwendung der Ergebnisse moge noch die
biegende Wirkung eines am freien Ende des wagerecht eingespannten
Stabes wirkenden Kriftepaares M

untersucht werden (Fig. 56). s ist Hioa
dq z
EJ = M 7 A
dy : g ")m
EJﬂz Wz - @mit ¢ — 0;

M

9) a = ‘Ej.

10) C EJy= 1M+ € (mit ¢, = 0)*
M2

5 f=sx5

Um diese Grossen fir @ und f wirden sich die in GL 5 und
6 gegebenen vergrossern, wenn in Fig. 55 noch das Kriftepaar I
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am freien Ende hinzugefiigt wirde. Gl 10 bedeutet eine Parabel

vom‘ Parameter ETJEI als Biegungslinie des Falles der Fig. 56. Die

~ etwas genauere Gleichung ¢ = EWJ (8. 40) wiirde fir unveriinderliches

M ein unveriinderliches o, d. h. eine kreisformige Biegungslinie
d?y
azs
Erfolg wie die Vertauschung eines Kreises von grossem Halbmesser
© mit einer Parabel vom Parameter o.

Die einzelnen Einflisse von K, p, M und w auf @ und f
stellen wir (nach A. Ritter, Technische Mechanik) wegen der hiiufigen
Anwendbarkeit tabellarisch zusammen:

hat also denselben

ergeben. Die Vertauschung von gmit

Einfluss von auf a auf 7
79 y 73
K Kl Ix{
2 BT Belid
: pil? plt
p 6 EJ 8 EJ
M7 M2
o EJ 2EJ
w w lw

In den auf p beziiglichen Gliedern erscheint I mit einem um 1 héheren
Exponenten als in den mit X behafteten, weil p noch keine Kraft ist, sondern
erst durch Multiplikation mit einer Linge denselben Rang bekommt wie K.
In dem Biegungsmomente war K mit einer linearen Grosse multiplicirt; durch
die beiden Integrationen ver-
wandelte sich diese lineare Fig. 57.

Grosse in eine Grosse zweiten /

und dritten Grades. Daraus .

erkliren sich die Exponenten "D20"”‘
von ! in den Formeln. Diese FEETs RS T2ea
l?emerkurfgen erleichtern das L 200%9

sichere Einpriigen der Tabellen- J
werthe.

Beispiel: Ein Balkontriger rage aus einer Hauswand auf I = 2m = 200 em
wagerecht hervor (Fig. 57). Am freien Ende befinde sich eine Einzellast

y200ky
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K=—200 kg, und ausserdem seien pl=200 ke gleichmiissig iiber die Balkenlinge
vertheilt. Wie gross sind die stirkste Spanmung ¢ und die Durchbiegung f des
holzernen Balkens (E = 120000 at) vom Querschnitte d = 12 cm, h = 20 cm?

Das grosste Moment an der Wand betrigt

M = 200 - 200 + 200 - 100 = 60000 emkg;
das Widerstandsmoment
S = 1/s 1121202 — 800,  daher
g = 60000 : 800 = 75 at.
Das Trigheitsmoment ist J= 2B - 10 = 8000, daher
f:ﬁ-t— pl* iy 200 - 2002 200 - 2003

: 3EJ « 8EJ 3 . 120000 - 8000 8 . 120000 - 8000

= 0gecm =1 : 263 der Linge.

In vielen Fillen der Anwendung wirken die einzelnen Ursachen
einander entgegen (indem vielleicht K aufwirts, p abwirts gerichtet
ist), dann hat man die einzelnen Einfliisse mit theilweise entgegen-
gesetzten Vorzeichen sinngemiss zu verbinden.

b) Prismatischer Balken auf zwei Stiitzen.

Trigt ein prismatischer Balken auf zwei Stitzen in der Mitte
eine Einzellast (Fig. 58), so muss die Biegungslinie zu einer Loth-
rechten durch die Mitte sym-

metrisch, d. h. in der Mitte (i 954

bei C wagerecht sein. Fir \I tﬂ,
die Spannungen und Form- ¥ B
inderungen ist es nun gleich- £

giiltig, durch welche Mittel 7

die wagerechte Richtung bei ¢'
erzwungen wird; ob durch den
Zusammenhang mit einer anderen Hilfte, oder durch feste Ein-
spannung. Daher kann man die rechtsseitige Hilfte C'B ansehen
als bei ¢ aus einer einspannenden Wand wagerecht um !/27 her-
vorragend und am freien Ende durch eine Kraft 'z P aufwirts
gebogen, in Folge dessen der Punkt B um f hoher liegt als der

E

3
Punkt ¢. Man kann daher fiir / die Grundformel 31%3 anwenden,

muss nur K mit !/2 P, I mit /27 vertauschen. Dann wird

Iy P.Ygl® Pl3
3EJ =~ 48EJ’

12) 7=




