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Bei kreistormigem Querschnitte wiirde die Umschliessungsform
an den Auflagern %/3, als Halbmesser zeigen. Dies findet An-
wendung bei Achsen, die durch das Gewicht eines schweren Rades
belastet sind.

Auch fiir gleichformig belastete Balken auf zwei Stiitzen lassen
sich leicht Formen gleicher Sicherheit entwickeln. Bei rechteckigem
Querschnitte iberall gleicher Breite wird -der Aufriss eine Ellipse.

5. Biegungslinie.

Die Linie, nach der sich die urspriinglich gerade Achse des
Stabes oder Balkens kriimmt, heisst die Biegungslinie. In Fig. 19
(S. 18) ist O der Kriimmungsmittelpunkt der Biegungslinie fiir die
Stelle G derselben. Gemiss Gl 2, S. 19 ist mithin

Ee'

1) Q:_B’\

der Kriimmungshalbmesser an einer Stelle, auf welche sich e
und o' beziehen. Aus dieser Gleichung folgt das fiir das Weitere
wichtige Ergebnis, dass fir die meisten Fille der Anwendung
der Krimmungshalbmesser verhiltnismissig gross, die Kriimmung
1: 0 daher klein ausfillt. Bei Stabeisen wird o' hochstens
1000%, mithin £ : 06’ = 2000 und © = 2000 ¢’ oder fiir
e =12k, 0= 1000%; an allen Stellen, an denen ¢ kleiner
ist, wird ¢ noch grosser. Ein I-Triger von 0,2™ Hohe biegt sich
also nach Kriimmungshalbmessern von mindestens 200™. Fiir Holz
ist ¢’ hochstens 1002, mithin o = 1200 ¢' = 600 %, d. h. ebenfalls
recht gross. An den Stellen, wo die Biegungsspannnng Null, ist
© = oo oder die Kriimmung = 0.

Da nach Gl 3 (S. 21) ' = Me': J, so wird auch

2) HIEA m
B TR
Nach den Lehren der Analytischen Geometrie ist aber
d*y
1) da?

b (35:)] s
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M M
Setzt man dies = SoNR so hat man, we11 52 eine Funktlon

von @, eine Gleichung, in welcher die erste und die zweite Abgeleitete
der Gleichung der Biegungslinie vorkommen. Eine solche Gleichung
heisst Differentialgleichung; sie ist in dem vorliegenden Falle meist
nicht in geschlossener Form ldsbar. Fir die meisten Fille der An-
wendung ist aber daraus eine Anndherungsgleichung von geniigender
Genanigkeit abzuleiten. Lisst sich die #- Achse so legen, dass sie mit
der Mittellinie 4 B des ungebogenen Stabes entweder parallel ist, oder
nur einen sehr kleinen Winkel w bildet
(Fig. 54), so wird auch die Neigung der
meist nur schwach gekriimmten Biegungs-
linie 4 €' gegen die 2-Achse, d. h. dy: da,
durchweg nur klein sein. Daher kann man

2
in solchen Fillen 1 + <d—Z) mit der Einheit vertauschen. Wiirde z. B.
der grosste Werth von dv:da = 0,1 (entsprechend einem ‘Winkel
a = 6% so wirde doch 1 4 <d ) hochstens 1 -+ 0,01, worin

man 0,01 gegen 1 vernachlissigen kann. Gl 2 (S. 40) liefert
nimlich nicht sehr genaue Werthe fiir die Biegungslinie, weil darin
z. B. der Einfluss der Schubspannungen nicht beriicksichtigt ist;
auch kennt man die Zahl E fir einen vorliegenden Balken meist
nicht auf 19 genau. Die sehr runden Zahlen der Tabelle (S. 8)
lassen darauf schliessen, dass sie nur Mittelwerthe sein konnen, von
denen die wahren Zahlen zuweilen nicht unbetriichtlich abweichen.
Solch grosse Werthe von dy: da kommen aber bei guten Bautrigern

Fig. 54.

2y
selten vor; man kann also unbedenklich 5 %— setzen; dann wird
3) ay M 3

dx2 EJ’

Diese im Jahre 1826 von Navier (!1785 Dijon, {1836 Paris)
angegebene Gleichung fithrt in den einfacheren Fillen nach ein-
maliger Integration zu dy:dx und nach nochmaliger Integration
m y = f(a), der Gleichung der Biegungslinie.

a) Binseitig eingespannter prismatischer Stab oder Balken.

Bin prismatischer Stab oder Balken sei an der linken Seite
unwandelbar eingespannt, u. zw, der Allgemeinheit wegen, nicht
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vollig wagerecht, sondern mit einer kleinen Neigung « abwirts
(Fig. 55); der Balken sei gleichmissig mit p fiir die Lingeneinheit
der Horizontalprojektion und am Ende durch eine Kraft K lothrecht
belastet. In dem unteren
Theile der Fig. 54 ist die Fig. 55.
Kurve 4 B die Biegungslinie, ’
A X wagrecht, 4 Y lothrecht
nach unten. Die Biegung sei
so gering angenommen, dass
die wagerechte Linge des
Stabes auch im gebogenen
Zustande noch = [ gesetst
werden kann. Fir einen Punkt Y
P (#, y) der Biegungslinie
ist das Biegungsmoment, wenn man das Stiick rechts von P betrachtet,
g
M= K( — ) +p~——(l;m), :
Dann wird, wenn man in GL 3 alle Glieder mit £Jd~ multiplicirt,
d?y
dx?

Integrirt man beide Seiten der Gleichung, so entsteht

= K(l—a)da +P(z°—2u + aYda.

2
4) EJdl_ A(Z, ——”“"7> + P(zzw-—m +° >+0
Die Integrations-Konstante ¢ muss so bestimmt werden, dass
fir # =0 dy:de = w wird (entsprechend der Einspannung und
indem man tgw mit o vertauscht). Daraus folgt EJw = C.
Fir das Neigungsverhiltnis tg @ = « am freien Ende ergiebt sich
(mit z =1) EJa= " KI2+ Yspl3+ EJw, also
SR pl
TRy O
Multiplicirt man aber Gl. 4 mit da und integrirt wiederum,
so ergiebt sich

EJy = K(Y2l2? — Ve a®) + Yop (121202 — Vsla® + Yizad)
+ EJwa + 0. ;

Da fir # = 0 auch y = 0 sein muss, weil der  Anfangspunkt

der Koordinaten in der Biegungslinie liegt, so wird €| = 0. Bezeichnet

5)
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man die Ordinate des Endpunktes B der Biegungslinie (fir @ = 1)
mit £, so wird ;

il — YKl el + EJwl, mnithin

K3
f=gngt smy O
Aus den Gl 5 und 6 erkennen wir, dass auch beziiglich der
Neigungen und der Ordinaten der Biegungslinie die Wirkungen der
einzelnen Ursachen (K, p und o) sich unabhingig von einander
iiber einander lagern und summiren, wie S. 31 fiir die Biegungs-
momente gezeigt wurde. (Es gilt dies aber nur, solange man bei
der Aufstellung des Biegungsmomentes die Durchbiegung vernach-
lassigen darf.) Ist der wagerecht eingespannte Stab (w = 0)
nur durch K belastet (p = 0), so wird
= ns K3
~emr T~ sEy
ist er nur gleichmiissig belastet (K = 0), so wird
pl? rt

i N T 8T

Ist der Stab gar nicht belastet, aber schrig eingespannt, so
ist (selbstverstindlich)

a=ow; = wl.

6)

7

Vor weiterer Anwendung der Ergebnisse moge noch die
biegende Wirkung eines am freien Ende des wagerecht eingespannten
Stabes wirkenden Kriftepaares M

untersucht werden (Fig. 56). s ist Hioa
dq z
EJ = M 7 A
dy : g ")m
EJﬂz Wz - @mit ¢ — 0;

M

9) a = ‘Ej.

10) C EJy= 1M+ € (mit ¢, = 0)*
M2

5 f=sx5

Um diese Grossen fir @ und f wirden sich die in GL 5 und
6 gegebenen vergrossern, wenn in Fig. 55 noch das Kriftepaar I
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am freien Ende hinzugefiigt wirde. Gl 10 bedeutet eine Parabel

vom‘ Parameter ETJEI als Biegungslinie des Falles der Fig. 56. Die

~ etwas genauere Gleichung ¢ = EWJ (8. 40) wiirde fir unveriinderliches

M ein unveriinderliches o, d. h. eine kreisformige Biegungslinie
d?y
azs
Erfolg wie die Vertauschung eines Kreises von grossem Halbmesser
© mit einer Parabel vom Parameter o.

Die einzelnen Einflisse von K, p, M und w auf @ und f
stellen wir (nach A. Ritter, Technische Mechanik) wegen der hiiufigen
Anwendbarkeit tabellarisch zusammen:

hat also denselben

ergeben. Die Vertauschung von gmit

Einfluss von auf a auf 7
79 y 73
K Kl Ix{
2 BT Belid
: pil? plt
p 6 EJ 8 EJ
M7 M2
o EJ 2EJ
w w lw

In den auf p beziiglichen Gliedern erscheint I mit einem um 1 héheren
Exponenten als in den mit X behafteten, weil p noch keine Kraft ist, sondern
erst durch Multiplikation mit einer Linge denselben Rang bekommt wie K.
In dem Biegungsmomente war K mit einer linearen Grosse multiplicirt; durch
die beiden Integrationen ver-
wandelte sich diese lineare Fig. 57.

Grosse in eine Grosse zweiten /

und dritten Grades. Daraus .

erkliren sich die Exponenten "D20"”‘
von ! in den Formeln. Diese FEETs RS T2ea
l?emerkurfgen erleichtern das L 200%9

sichere Einpriigen der Tabellen- J
werthe.

Beispiel: Ein Balkontriger rage aus einer Hauswand auf I = 2m = 200 em
wagerecht hervor (Fig. 57). Am freien Ende befinde sich eine Einzellast

y200ky
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K=—200 kg, und ausserdem seien pl=200 ke gleichmiissig iiber die Balkenlinge
vertheilt. Wie gross sind die stirkste Spanmung ¢ und die Durchbiegung f des
holzernen Balkens (E = 120000 at) vom Querschnitte d = 12 cm, h = 20 cm?

Das grosste Moment an der Wand betrigt

M = 200 - 200 + 200 - 100 = 60000 emkg;
das Widerstandsmoment
S = 1/s 1121202 — 800,  daher
g = 60000 : 800 = 75 at.
Das Trigheitsmoment ist J= 2B - 10 = 8000, daher
f:ﬁ-t— pl* iy 200 - 2002 200 - 2003

: 3EJ « 8EJ 3 . 120000 - 8000 8 . 120000 - 8000

= 0gecm =1 : 263 der Linge.

In vielen Fillen der Anwendung wirken die einzelnen Ursachen
einander entgegen (indem vielleicht K aufwirts, p abwirts gerichtet
ist), dann hat man die einzelnen Einfliisse mit theilweise entgegen-
gesetzten Vorzeichen sinngemiss zu verbinden.

b) Prismatischer Balken auf zwei Stiitzen.

Trigt ein prismatischer Balken auf zwei Stitzen in der Mitte
eine Einzellast (Fig. 58), so muss die Biegungslinie zu einer Loth-
rechten durch die Mitte sym-

metrisch, d. h. in der Mitte (i 954

bei C wagerecht sein. Fir \I tﬂ,
die Spannungen und Form- ¥ B
inderungen ist es nun gleich- £

giiltig, durch welche Mittel 7

die wagerechte Richtung bei ¢'
erzwungen wird; ob durch den
Zusammenhang mit einer anderen Hilfte, oder durch feste Ein-
spannung. Daher kann man die rechtsseitige Hilfte C'B ansehen
als bei ¢ aus einer einspannenden Wand wagerecht um !/27 her-
vorragend und am freien Ende durch eine Kraft 'z P aufwirts
gebogen, in Folge dessen der Punkt B um f hoher liegt als der

E

3
Punkt ¢. Man kann daher fiir / die Grundformel 31%3 anwenden,

muss nur K mit !/2 P, I mit /27 vertauschen. Dann wird

Iy P.Ygl® Pl3
3EJ =~ 48EJ’

12) 7=
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2
Ebenso gilt fiir die Neigung a am Ende nach der Formel L

2EJ
13) a=1/21>_1/4l-2_ PrI2
2EJ ~ 16 EJ’
Fiir Zahlenrechnungen ist es in solchen Fillen meist bequemer,

die stirkste Spannung o einzufihren. Fiir diese gilt nach S. 21
und 28:

G i also kL
2 A A R
J ; g 1 o012
Hiermit wird aus Gl. 12 und 13: f= BE oder, um
iiberall Verhiltnisse gleichartiger Grossen zu haben:
14) If & AL
12 Ee
e 1 'e ¢
15 Lhi
) o 4 FEe’

Einen -gleichmissig tber die ganze Lanée belasteten Balken
(Fig. 59) kann man ansehen
als bei C wagerecht ein-
gespannt, im Abstande 1/, 7
durch eine Einzelkraft !/2 pl
anfwirts gebogen und durch
eine gleichmissige Belastung p
abwirts gebogen. Dann wird
mittels richtiger Anwendung der Tabelle auf S. 44:

Voplilsils pgdisl b

Fig. 59.

16) f=—sg7y ~ wlr oy
1) B R
! 2ET 6 EJ A4EJT
gl

Fiir die stérkste Spannung gilt wieder nach S. 33: ¢ i

9 .
setzt man also i’— = — in den GIl. 16 und 17 ein, so wird
e

, 8J
18) £ oo naey
l 48 E e”
J Gl
19 TRR . T
) e g e
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Beispiel: Sind die Verhiltnisse so gewihlt, dass o= 700at; 1:e=20
so wird im Falle der Einzellast (Gl 14 und 15):

I

-1

k==t

i 00— =
30000 0 = 0,00175 = 0°6

-

i»—t |
()

f 1 9
—_ = L = .40 —_— O .
7~ 12 20000 AR

Im Falle der gleichmissigen Belastung ist (Gl 18 und 19):

1 T
= . A U— 33 — 008’
%= % 55000 20 0,0@}3 008
i 5 7

T =48 30000 20 = 0,00072 .

Bei gleichen stirksten Spannungen und gleicher Spannweite verhalten
sich hiernach die Durchbiegungen bei gleichformiger Belastung und bei Einzel-
last zu einander wie 5 : 4 = 12 : 1. Die Ursache hiervon liegt darin, dass
die Momentenflichen in beiden Fillen gleiche Pfeilhohe haben, die eine aber
parabolisch, die andere dreieckig gestaltet ist. Die aus dem Inhalte der
Momentenflichen abgeleiteten Mittelwerthe der Momente sind also %3 bezw.
Yak, ., verhalten sich demnach wie 4:3 = 13: 1.

Bei sehr diinnwandigen T-Trigern wird die Durchbiegung wegen des
Auftretens der Gleitung durch die Schubspannungen etwas grosser.

¢) Biegung von einseitiz eingespannten Balken iiberall gleicher
Sicherheit.

Die Krimmung der Biegungslinie ist allgemein % = %3 (S. 40,

Gl 1). Setzt man nun die Querschnittshhe an beliebiger Stelle v
und e = Y2, so wird, weil jetzt o iberall gleich,
20) E1_1 ;
20 0 v

a) Wird dem Balken iiberall gleicher Sicherheit auch iiberall
gleiche Hohe v = I gegeben, so wird nach Gl 20 auch o fiberall
gleich, d. h. die Biegungslinie ein Kreisbogen vom Halbmesser 2_g
(wie in dem besonderen Falle der Fig. 56, S. 43), wofiir man auch
eine Parabel setzen kann.

Die Durchbiegung findet man am einfachsten, indem man in

i W d?y 5 :
Gl 20 fir — = —= setzt und 2mal integrirt.
o da?
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by b iy AR it e 1
Od.l??_h’26dltb—z+0mlt6-—0’

E z? ; E I
2—63/—2—h+01 mit Cl —0, ?"f=Z7
Sons ol il e llin
o oder, wegen 6—715,
wenn I, und J; sich auf irgend einen, z. B. den Befestigungs-
: . Mm, 22
querschnitt, beziehen: f = S ET,’

Erfolgt die Biegung durch eine am dusseren Ende wirkende

Kraft K, so ist MM, = K und
K3

21) i— S ET,
Die Durchbiegung ist also wegen der dreieckigen Zuschirfung
im Grundrisse (Fig. 50) 1'/2mal so
gross wie bei prismatischen Balken Fig. 60.
(Gl 7, S. 43). :

p) Ist die Hohe v nach parabolischem
Gesetze verinderlich (Fig. 49, S. 37),
80 wird »2: 22 = (l—): ! und aus GI. 20:

E de e 1/7 — 1 .
2—6 37.2 == T (l = .’L) (Flg. 60).
Multiplicirt man mit do = — d (I — ),
so wird nach der ersten Integration
did e Kl e 3
2—0' ﬂ = 7 21/—[ & + ¢
d s
und, weil fir 2 =0 auch 5 =0 ist,

do
C = 2—5, daher
h

8 —ViVi—a.

Nochmalige Integration liefert
h E 20 s/a
Lt el o o
yHip=E l- @+ 3 Vig—a)" + ¢

mit 01=—§l‘2 wegen y = 0 fir # = 0.
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y = f fir # = [ giebt sodann

o oder wegen a—gé-
i B g gy ¢
2 KI3
2 A

In diesem Falle wird also (wegen der nach dem Ende ab-
nehmenden Hohe) die Durchbiegung
doppelt so gross wie bei prismatischen
Balken (vgl. S. 44).

») Eine kreisfirmige Biegung nach
einem Halbmesser
JIfie v Tk Ik
20T W T K
(vergl. S. 47) wird auch bei einem durch ein Kriftepaar Ka be-
lasteten Balken von der Form der Fig. 61 eintreten. Setzt man

dafir eine Parabel vom Parameter o, so wird die Durchbiegung
des Endpunktes B werden

Q:

i e K2
T TR DT Ol
wenn J; das Trigheitsmoment des Einspannungs-Querschnittes.
Ist h=2cm, ¢= T00at, E=2000000at, so wird der Kriimmungs-
2000000 - 2

halbmesser p = e o

=— 2857 em = 2857,

d) Prismatischer, an dem einen Ende wagerecht eingespannter, am
anderen Ende unferstiitzter, gleichmiissig belasteter Balken.

Der Balken rage bei A (Fig. 62) aus der einspannenden Wand
hervor; der Endpunkt B liege genau in der Richtungslinie der
Verlingerung des eingespannten Theiles.
Dann ist, wie wir sehen werden, der
Auflagerdruck B mit alleiniger Hiilfe
der Gleichgewichisbedingungen nicht zu
bestimmen, somit sind denn auch Biegungs-
moment und Spannungen unbestimmt. s
liegt eine sog. statisch unbestimmte Aufgabe vor. In solchen
Fillen fithren nun die Ergebnisse der Biegungslehre zur Losung.

Keck, Mechanik. IL E
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Um uns von der Unbestimmtheit der Aufgabe zu iiberzeugen,
miissen Wir uns zuniichst die Wirkung der Einspannung klar machen,
indem wir uns einmal bei 4 den oberen Theil der einspannenden Wand
fortdenken. Dann findet sich (Fig. 63) bei 4 nur eine unterstiitzende
Kante; der Balken ist ein einfacher Triger auf zwei Stiitzen, biegt
sich in der Mitte um die Grosse
/ mach GL 16 (S. 46) durch und Fig. 63.
hat an beiden Enden eine Neigung
a nach Gl 17 (S. 46) gegen die
Wagerechte. Lisst man an dem
links von A befindlichen Balken-
stiick ein links herum drehendes
Kriftepaar I, wirken, welches sich, von Null beginnend, allmiihlich
vergrossert, so wird dieses Balkenstiick mehr und mehr nieder-
gedrickt, und bei einer bestimmten Grisse von D¢, wird die
Biegungslinie hbei A genau wagerecht sein. Man kann daraus
schliessen, dass die wagerecht einspannende Wand neben dem Auf-
lagerdruck A noch ein Einspannungsmoment ¢, auf den Balken
ausiibt.  Fir das Gleichgewicht eines Balkens, an dem neben
Kriftepaaren nur lothrechte, nicht schrige Kriifte wirken, lassen
sich nicht mehr als zwei von einander unabhiingige Gleichgewichts-
Gleichungen aufstellen, da zu der
Gleichung der wagerechten Kriifte Fig. 64.
sich keine Glieder ergeben. Zur Be-
stimmung der Auflagerkriifte 4, B
und des Momentes 3¢, (Fig. 64)
hat man also nur zwei Gleich-
gewichts-Bedingungen zur Ver-
fiigung; die eine fehlende dritte
Gleichung muss aus der Biegungs-
lehre genommen werden; man
nennt daher diesen Fall: einfach statisch unbestimmt. Die dritte
Gleichung ergiebt sich in diesem Falle sehr einfach. Die Kraft B
wiirde den Endpunkt des bei 4 wagerecht eingespannten, unbelasteten

3
Wire die Stiitze

e : Bl
Stabes nach S.44 in die Hohe biegen um 3HT

14
B nicht vorhanden, so wiirde die Belastung den Endpunkt um Eg%
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abwirts biegen. Da in Wirklichkeit der Endpunkt B in gleicher
Hohe mit A4 liegt, so heben sich beide Durchbiegungen gegenseitig
auf; es wird
B plt
3 B J o SiE.T

oder

I

w

1) B gpl; somit

|

9) A=>5%spl und W, = Yapl2—3pl?="spl.

Diese Werthe gelten aber nur, wenn die an die Biegungslinie
bei A gelegte Tangente genau durch den Punkt B geht; geringe
Abweichungen von dieser Bedingung haben grossen Binfluss auf
die Auflagerkrifte.

In einem Abstande z von B ist das Biegungsmoment
3) M= Bo — pa?=>3pspla — 2pa>.

Figt man '/spla mit + und — hinzu, so kann man auch
schreiben:

M= aple — Y2pa®— Yspla
4) = lppa(l —ax) — Yspla.

Das erste Glied der rechten Seite entspricht (nach GL 1 S.33)
einem auf beiden Seiten gestitzten (nicht eingespannten) Balken;
die entsprechende Momentenflche ist eine Parabel 4, €| B, (Fig. 64)
von der Pfeilhohe /s p72. Das zweite Glied wird durch die Gerade
A, B, dargestellt, wenn 4, 4, = /s p?>. Von den Ordinaten der
Parabel muss man diejenigen der Geraden abziehen, um I zu

erhalten. Die lothrechte Schraffirung giebt die Veranderlichkeit
des Momentes an.

Von B, (wo M = 0) beginnend, nimmt das Moment zunichst
zu, erreicht an der Stelle D,, wo die Parabel || der Geraden 4, By,
ein analytisches Maximum 9%¢,,,,, nimmt dann wieder ab, wird bei
N,, wo Parabel und Gerade sich schneiden, zu Null, geht dann
ins Negative fiber und erreicht den grossten negativen Werth
— M, = — Yspl? an der Einspannungsstelle.

Die Funktion von der Form It = Ba — '2pa? erreicht. wie
schon S. 35 gefunden (dort war A statt B gesetzt), das Maximum

4%
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das giebt fir B = 3/spl (Punkt D,):

e 9 2 —
5) m?max—128pl Wil o == S

Bx — Y2pa? wird aber zu Null fir # = 0 (Punkt B,) und fir
a0l = 3/47 (Punkt V).

@€

Es findet sich also 9t,, ., mitten zwischen den beiden Momenten-
Nullpunkten. Einem Momente = 0 entspricht bei einem Balken,
dessen Querschnitt ein Trigheitsmoment J = 0 hat, eine Kriim-
mung = 0, und ein Kriimmungshalbnesser 0 = oo der Biegungs-
linie. 1V, entspricht daher einem Wendepunkte N der Biegungslinie.
Rechts von NV kehrt die Biegungslinie ihre konvexe Seite nach
unten —, wie bei einem Balken auf zwei Stiitzen; links von IV
ist die Kriimmung ~— und damit auch das Moment entgegen-
gesetzt.

Solche Querschnitte, an denen das Biegnngsmoment grosser ist
als zu beiden Seiten daneben, heissen gefihrliche Querschnitte.
Hier giebt es deren zwei, ndmlich 72 und 4. Beide sind aber
nicht in gleichem Mafse gefihrlich; denn die entsprechenden
Momente °/128p7? und 'Bpl? = 16/128pl? verhalten sich wie
9:16. An der Binspannungsstelle herrscht also das grisste Mo-
ment, und dies ist auch ebenso gross, als wenn der Balken an
beiden Enden einfach gestiitzt wiire; das grosste Moment hat sich
daher in Folge der Einspannung nicht vermindert, sondern nur von
der Mitte nach dem Ende 4 verschoben.

Eine Verminderung des grissten Momentes lisst sich aber
erreichen, wenn man die Stiitze B um ein gewisses Mafs nach
oben schiebt. Durch dieses Aufwirtsbiegen vergrissert man den
Stiitzendruck B; in Folge dessen wird in I (Gl 3, S.51) das posi-
tive Glied vergrdssert, hierdurch das bisher kleinere Moment I,
vergrossert und der absolute Werth des negativen Momentes 9,
vermindert. Man erkennt dies deutlicher, wenn man zu dem all-
gemeinen Ausdrucke fiir 3¢, der von der Hohenlage des Punktes B
noch unabhingig ist, MM = Ba — Yepa?, die Grosse Y2 pla mit
-+ und — hinzufiigt, dann kann man ordnen:

6) M= lepa(l —a)— (Yepl — B)a.
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Darin bezeichnet wieder das erste Glied der rechten Seite die
unverinderte Parabel A, C, B, (Fig. 64), wihrend das letzte Glied
wiederum durch eine Gerade dargestellt wird, deren Endordinate
A, A, nun aber = (Y2pl — B)1, d. h. von B abhingig ist, und
zwar bedeutet A, A, wiederum den absoluten Werth ¢, des Ein-
spannungsmomentes. Die giinstigste Momentenfliche, d. h. diejenige,
in welcher das absolut grosste Moment so klein wie moglich ist,
konnte man nun schon zeichmerisch durch Probiren finden, indem
man die Gerade B, A, solange um B, drehte, bis die beiden
lothrecht gemessenen Abstinde zwischen der Geraden und der
Parabel, welche M, und 9N, entsprechen, gleich geworden waren.
Fine giinstigere Momentenfliche ist nicht mehr denkbar, denn jede
Anderung der Richtung von B4, wiirde wohl das eine der beiden
Momente verkleinern, das andere aber vergrossern. Hier, wie in
den meisten derartigen Fillen, wo mehrere gefihrliche Querschnitte
vorhanden sind, kommt es darauf an, die Momente dieser
Querschnitte auszugleichen, wenn man den giinstigsten
Zustand herbeifihren will. Hat man die Ausgleichung zeichnerisch
gefunden, so braucht man nur A, 4, = (Y2pl— B)1 zu setzen und
hat damit B bestimmt. Der Weg der Rechnung bedingt, dass man
das analytische Maximum von ¢, nimlich ﬁi; =M = pTZQ — Bl
setzt. Diese quadratische Gleichung liefert die beiden Losungen
B=pl(—1=V2), von denen nur der positive Werth

7 B=pl(—1 + 1414) = 0414 pl

moglichst kleine Werthe der Grosstmomente liefern kann, denn

2

- der negative Werth wiirde ;—3- sehr gross machen. Da nun fiir
i&

diesen Auflagerdruck B = 0,414 p! die Momente Mm,.. und Ny
gleich werden, so berechnet man den Werth beider am einfachsten
mittels der Formel fir MM, = Yppl? — Bl = A2 = 0,414)
= 0,086 p/2. Diesem Auflagerdrucke B = 0,414 pl entspricht also
ein iiberhaupt grosstes Moment

8) m, =M = 0,086pl?,

wihrend bei B = 3/s pl sich I, = Yspl® = 0,125 pl? ergab.
Das grosste Moment ist also bei gegebener Balkenlinge und Last
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im Verhéltnis von 125 auf 86 vermindert, die Tragfihigkeit also
auf das 125 : 86 = 1,45fache gestiegen. Um nun diejenige Hebung 7
des Punktes B gegen die Ein-
spannungsstelle 4 zu finden, welche
dieser Verbesserung entspricht,
bringt man an die Biegungslinie
die Kraft B = 0,414 p! (Fig. 65)
und bekommt dann durch den-
selben Gedankengang, der auf S. 50/51 zur Bestimmung von B
fir /=0 fiihrte, jetzt

Bl _ﬂ(o,m 1)

Fig. 65.

f_3EJ S J g

3 i

' A

9) S
Um die verhiltnismissige Grosse dieser Hebung einigermafsen
ibersehen zu konnen, fithren wir wieder die stirkste Spannung ©
ein, indem wir bedenken, dass das grosste Moment jetzt 0,086 p 2

2
= GJ, also Pl e £ sein muss. Fihrt man dies in Gl. 9
¢ J 0,086 e
ein, so wird
b L gL
10) e 0,151 %"

Setzt man wieder, wie in anderen Beispielen (S. 47)
6= 700; E = 2000000; Y, = 20,
80 wird J{ = 0,001057, d. h. rund '/1000. Eine Hebung der Stiitze B

um '/1000 der Spannweite / geniigt also schon, um die Tragfihigkeit
des Balkens auf das 145fache zu erhthen. Von diesem giinstigen
Ergebnisse wiirde man gewiss mit Vortheil Gebrauch machen, wenn
man sicher wiire, den erstrebten Zustand des Balkens genau erreichen
und auf die Dauer erhalten zu konnen. Wenn man aber die Mittel
erwigt, die man zu einer derartig genauen Auflagerung eines
Balkens anwenden miisste, so iiberzeugt man sich leicht, dass eine
Balken- Anordnung, deren Spannungszustand von solchen Feinheiten
abhiingt, trotz der Moglichkeit, rechnungsmissig sehr giinstige Ver-
hiltnisse zu liefern, wenig Vertrauen verdient, da durch Abwei-
chungen von der gewiinschten Stiitzenlage leicht eine Vergrosserung
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der Momente eintreten kann, ohne dass man es wahrzunehmen
vermag. Dies ist ein Ubelstand, der den meisten statisch un-
bestimmten Anordnungen anhaftet.

e) Prismatischer, gleichformig belasteter Balken auf drei Stiitzen.
Wir betrachten nur den Fall, dass die 3 Stitzen gleiche Ent-

fernung 7 haben. Fiir einen solchen Balken (Fig. 66) kann man nur die
beiden Gleichgewichtsgleichungen aufstellen:

1) A+ C+ B=2pl Fig. 66.
und in Bezug auf C: A7 — Bl = 0 oder 0w TU ¢ {
2 4=B. T

Die noch fehlende dritte Glei-
chung muss wieder aus der Biegungslehre geschopft werden; die
Anordnung ist einfach statisch unbestimmt. Bei dieser dritten
Gleichung kommt es nun wieder

wesentlich auf die gegenseitige Hohen- 7 T B
lage der Stiitzen an. Deshalb machen
wir gleich von Anfang an die Annahme,

die Mittelstiitze C liege um ¢ unter der i

Verbindungsgeraden der Endstiitzen, wo- Fig. 68.
bei dann ¢ beliebig %O gesetzt werden i
kann. Geht man mit der Mittelstiitze
weit genug herunter, so wird der Balken
sich endlich nur auf die Enden stiitzen
(Fig. 67), es wird A= B=pl, C=0 sein. Schiebt man aber

den Punkt C weit genug in die Hohe (Fig. 68), so wird der Balken
endlich nur auf ¢

schweben, es wird
0= 2p i nnd

g(— B ()sein-
Die Biegungslinie
muss in allen
Fillen zur loth-
rechten Mittellinie
symmetrisch, d.h.
in der Mitte wage-
recht sein (Fig. 69).
Wenn man sich nun, wie bei Fig. 58 (S. 45) die linke Hilfte

A A

‘\nl\nxm\\\\nmwn\\mmi\‘ I

(M

(e
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wagerecht eingespannt denkt, so gleicht die rechtsseitige Hilfte 'R
in Fig. 69 der Fig. 65 (8. 54), so dass die simmtlichen Unter-
suchungen von S. 52—54 sich hier verwerthen lassen. Es wird

B il k.
‘T 3E;  gpy Within
3 3EJc
3) B=§pl+ IE = A4 und
10 6 EJc

Auch die Momentenfiiche wird fiir die rechtsseitige Hilfte
ebenso, wie in Fig. 64 (S. 50) gezeigt, und fir die linksseitige
Hilfte dazu symmetrisch, M, wird hier das Moment tber der
Mittelstiitze
5) 2021=q02=(‘,/2])l—B)l.

Den Nullpunkten AV, und NN, entsprechen wieder Wendepunkte
der Biegungslinie. Zwischen den Wendepunkten kehrt die Biegungs-
linie die konvexe Seite nach oben (die Zugspannungen liegen oben),
ausserhalb derselben ist es umgekehrt. Mitten zwischen By und N,
liegt ein positives Maximalmoment

6) M, =

ebenso zwischen .1, und ..

Fir ¢ = 0, d. h. fiir Stitzen in einer Flucht, wird B — e pl.
M,... = %128 pl2; M, = Yspl?. Eine Senkung der Mittelstiitze
um ¢ vergrossert B, vergrossert IM,,.. und verkleinert gleichzeitig M.

Die giinstigste Anordnung fir den Balken wird wieder
durch Ausgleichung der Momente M o und M, erreicht. Dies
verlangt nach Gl 7 (S. 53)

7) B = 0414 pl,
was nach Gl 9 und 10 (S. 54) durch

9 —prg Eia e SO
8) 7 = 0013 == 0m 5
erreicht wird. Die grossten Momente stellen sich dann auf
9) M, = MW, = 0,08 pi2,

withrend bei Stiitzen in gleicher Flucht M, = 0,125 p 72 sein wiirde.
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Beispiel: Ein Holzbalken von 2 7= 10m = 1000 em Liinge, im Querschnitte
15 em breit und 16 cm hoch, werde von drei Arbeitern 4, ¢ und B getragen.
Es soll die Gewichtsvertheilung berechnet werden fir verschiedene Héhenlagen
der tragenden Schultern. Der Balken hat 10 - 0,6 - 0,155 = 0,24 cbm TInhalt;
wiegt 1 cbm 600 kg, so wird das Gesammtgewicht 2 pl = 144 ke; p = 0,141 kg/cm.

Es ist J= /2 15 - 167 = 5120; %8 — 640; E= 120000at, I — 500 cm,
s wird A:B:%-72+3?”=27+14,1460-,
:%)-72~6fajc=.)0—29,4920.

Fehlt die Mittelstiitze, so wird 4 = B = 72kg; (= 0 und die Durch-

biegung in der Mitte
or=—=1900c 99 19ai=—"3 opicmi,

Hiilt der mittlere Arbeiter also seine Schulter um dies Mafs niedriger
als die beiden anderen, so bekommt er gar keine Last. In diesem Falle ist
das grosste Moment in der Mitte

Ysp(20)2="':pl?="1a-72. 500 = 18000 cmkg
und die Spannung o= 18000 : 640 = 28, at,

Sollen alle drei Schultern gleich stark tragen, soll A= B=C=1/3 . 144
48 — 27

14,746_

liegen als die anderen. In diesem Falle wird M =

= 48 kg sein, so muss die mittlere Schulter um ¢ = = 1,43 cm tiefer

482
R 01;~8000,

M, = (1272 — 48) 500 = — 6000, d. h. wegen des negativen Zeichens ist
W, , welches mit positivem Zeichen einer Biegungslinie entsprach, bei der die
konvexe Seite oben lag, hier ein umgekehrtes Moment, so dass ein Wendepunkt
nicht vorkommt. Die stirkste Spannung in diesem Zustande ist 8000 : 640
=192 at,

Die Spannung wird am kleinsten fiir
pl* 0,3 - 72 - 5003
EJ ~ 120000 - 5120
Dabei ist 4 = B = 041 pl= 29sks; C= 144 — 2 . 295 =284,4kg, so dass
die mittlere Schulter jetzt erheblich mehr belastet ist. Das grosste Moment
wird 0,086 p1%= 3096, die Spannung 3096 : 640 = 4,5 at. — Fiir gleiche Hohen-
lage der Schultern wird 4 = B = 27kg; ¢ = 90 kg; das grosste Moment I,
= !spl?, d. h. Y4 so gross wie fir C = 0, also M, = 4500, o= Tat. —
Dagegen wird 4 = B = 0 und C=144 k¢ fiir ¢ = — 27 : 14,146 = — l g3 em |
d. h. wenn die mittlere Schulter um dieses Mafs hoher liegt als die anderen.
Das grosste Moment wird nun W, = 2pl®> — 0, d. h. ebenso gross wie fiir
C = 0, niimlich 18000 mit ¢ = 28,1 at.

Die Spammung schwankt also in diesen betrachteten Fillen zwischen
4,5 und 28, 3t. Dem entsprechen freilich, weil ein biegsamer Holzbalken
angenommen war, auch ziemlich betrichtliche Héhenverschiebungen; fir einen
steiferen Eisentriiger wiirden ihnliche Spannungsunterschiede durch viel ge-
ringere Verschichungen bewirkt werden. Solche Balken auf mehr als zwei

¢ = 0,013 = (0,19 cm,
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Stittzen sind hiernach sehr empfindlich gegen Hohenverschiebungen einzelner
Stiitzpunkte und deshalb nur mit Vorsicht zu verwenden.

Soll eine Balkenbriicke mit zwei Oeffnungen gebaut werden,
so hat man die Wahl, ob man (Fig. 70) Balken verwenden will,
die iber beide Offnungen durch-

gehen, oder ob man auf dem Fig. %0,
Mittelpfeiler neben einander zwei L "
Auflager anbringen und die Balken m ’IJ
dort unterbrechen will (Fig. 71).

Letzterer Fall hat den Vorzug, Fig. 71.

statisch bestimmt zu sein; wenn [ [ =,
einer der Pfeiler sich etwas senkt, ‘5 m r.l—
so werden dadurch die Briicken-

balken nicht in Spannung gerathen, vielmehr werden sie wider-
standslos dem Pfeiler folgen.

Mit der statisch bestimmten Auflagerung eines Trigers auf zwei Stiitzen
hiingt auch ein Verfahren zusammen, das Gewichtr eines sehr langen, auf einem
zwelachsigen Wagen befestigten Dampfkessels zu bestimmen, ohne dass eine
zur Aufnahme des ganzen Wagens hinreichende Briickenwaage verfiighar ist.
Man fihrt in diesem Falle mit
der einen Achse auf die Waage Fig. 72.

(Fig. 72) und ermittelt die Last
A, verfihrt dann mit der an- s
deren Achse B in derselben 7

Weise und erhiilt in der Summe

—
A+ B das Gesammtgewicht P ﬁ]j . an
Far > L 77 7 &

des belasteten Wagens.

die Zuliissigkeit dieses Ver-
fahrens ist nur erforderlich, dass
die Fahrbahn zu beiden Seiten der Waage nicht gar zu uneben sei, damit sich
der wagerechte Abstand der Schwerpunkts-Lothrechten von den Achsen nicht
merklich indere. Bei der Verwendung eines dreiachsigen Wagens wiirde dieses
Vorgehen nicht brauchbar sein, weil man nicht wissen kann, ob die Achse,
nachdem sie die Waage verlassen hat, noch dieselbe Last triigt wie bei ihrer
Stellung auf der Waage.

Bei dieser Gelegenheit mige noch ein Verfahreu angegeben werden, wie
man das Gewicht eines Lingenmeters von einer Eisenbahnschiene oder einem
gewalzten Triger bestimmen kann, wenn die vorhandene Waage zur Wigung
des ganzen Stabes nicht ausreicht, der Stab aber auch nicht zerschnitten
werden soll. Es sei I die Linge des ganzen Stabes oder Balkens; von dem
rechtsseitigen Ende aus messe man eine Linge = 1m ab (Fig. 73) und bringe
unter der Mitte B dieser Liinge eine schneidenartige Stiitze an. In der Mitte 4
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der ibrigen Linge ! — 1m werde in gleicher Weise eine Schneide 4 an-
gebracht. Der Schwerpunkt der ganzen Schiene liegt dann um !/2m, die
Schneide B um !/20 von der
Schneide 4 entfernt; der Stitzen-

druck B wird daher T
B — P—O’ﬁ = E 0,5™m I(_I_ZIL.‘_B_.J
1/2 l [} 7 ;4_12 ! ;,:
d. h. das gewiinschte Gewicht von 7 A“ C'4B
einem Lingenmeter der Schiene. < o ! 1 3
Dieses Gewicht kann man ermitteln, YD S

indem man die Schneide B auf

die Briicke einer Waage stittzt. — Zur Erklirung diene noch Folgendes:
Denkt man sich das Stiick von 1m Linge thatsichlich abgeschnitten, so be-
findet sich dieses auf der Schneide B im (wenn auch unsicheren) Gleich-
gewichte, ebenso der lange Abschnitt auf der Schneide 4. Verbindet man die
Theile nun an der Schnittstelle ¢ mit einander, so treten in der Verbindung
keine Spannkriifte auf; ebenso wenig wird dies daher in der ungetrennten
Schiene vorkommen. Die Schneide B triigt also nur das abgemessene (aber
nicht abgetrennte Schienenstiick von 1m Liinge. (Dieses Beispiel gehort eigent-
lich nicht zur Biegungslehre, sondern in Theil 1, S.162.)

6. Knickfestigkeit.

Wird ein urspriinglich véllig gerader und gleichmissiger Stab
an den Enden durch Druckkrifte K belastet (Fig. 74), die genau
in die Mittellinie des Stabes fallen, so ist nur eine geradlinige
Verkiirzung des Stabes mdoglich. Dies zeigt sich auch in Wirk-
lichkeit, solange die Linge des Stabes im Verhiltnisse zur Quer-
schnittsbreite nicht erheblich ist. - Bei grosserer Linge aber ist mit
der Wirkung der Kriifte K eine seitliche Aushiegung verbunden,
die offenbar daher riihrt, dass die vorstehend genannten Bedingungen
der volligen Geradlinigkeit und Gleichmissigkeit und des voll-
kommenen Zusammenfallens der Druckkriifte mit der Mittellinie des
Stabes in aller Schirfe nicht zu erfiillen sind. Bei allmihlichem
Anwachsen der Krifte erfolgt schliesslich eine Zerstorung durch
gleichzeitige Zusammendriickung und Biegung, und man nennt
diesen Vorgang Knickung.

Wir nehmen an, der Stab habe sich um ein gewisses Mafs
gebogen und befinde sich im Gleichgewichte; seine Spannungen seien
noch innerhalb der Elasticititsgrenze. Die beiden Krifte K sollen in
ihrer urspriinglichen Richtung und Lage verblieben sein (Fig. 75).



