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iibertragen und sind von der Form: Flichengrosse mal Kraft fiir
die Flicheneinheit. Zu diesen gehdren namentlich die inneren
Krifte fester und flissiger Korper.

A. Gleichgewicht elastisch-fester Korper.

I. Allgemeines.

Ein elastisch-fester Korper ist im Gleichgewichte, wenn seine
simmtlichen Punkte sich im Gleichgewichte befinrden, und dies ver-
langt, wie bei starrren Koérpern, dass der Korper entweder ruht
oder eine gleichformige geradlinige Verschiebung ausfiihrt; auch
darf der Korper keine Forminderungen mehr erfahren, vielmehr
muss die den inneren Spannungen entsprechende Form bereits vor-
handen sein.

Liegt ein solcher Gleichgewichtszustand vor, so ist die Be-
dingung dafir nach S. 4, dass die dusseren Krifte des Kdorpers
den Gleichgewichtsgleichungen fir starre Korper geniigen miissen.
Diese Gleichgewichts - Bedingungen werden auch zur Ermittelung
der inneren Spannkrifte benutzt, indem wman durch den
Korper einen Schnitt fithrt und far einen der erhaltenen Ab-
schnitte die Gleichgewichts - Bedingungen aufstellt. Denn es muss
ja, wenn der ganze Korper sich im Gleichgewichte befindet, auch
jeder Theil desselben im Gleichgewichte sein. Bei dieser Unter-
suchung muss man an der Schnittstelle den vorherigen Zusammen-
hang durch Spannkrifte ersetzen. Diese Spannkrifte, die fiir den
unzertrennten Korper innere Krifte bedeuteten, gelten fir die
Betrachtung eines Abschnittes als dussere Krifte und sind in den
Gleichgewichts-Gleichungen mit aufzufiihren.

Das Gleichgewicht ist nur mdglich, wenn der Korper durch
die &usseren Kriifte nicht zerstort wird, d. h. wenn die Spannung
an keiner Stelle die Grenze der Festigkeit erreicht. Soll ein
Korper aber dauernd im Gleichgewichte bleiben, so darf seine Span-
nung die Elasticititsgrenze keinenfalls iberschreiten. Es wiirden
sonst bleibende Formanderungen entstehen, die gewohnlich nicht
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zulissig sind. In den meisten Fillen der Anwendung ist die Be-
lastung eines Korpers mehr oder weniger veriinderlich.  Die
Erfahrung lehrt, dass, wenn ein Korper hiufig iiber die Elastici-
titsgrenze hinaus belastet wird, die Forménderungen allmihlich
wachsen und endlich zur Zerstorung fiihren.

Bei der Berechnung der zulissigen Belastung eines Korpers
oder der erforderlichen Abmessungen bei gegebener Belastung darf
man aber noch nicht einmal die Spannung an der Elasticititsgrenze
zu Grunde legen, sondern muss als zuldssige Spannung einen
kleineren Werth einfihren, der meist nur aus der Erfahrung ge-
wonnen werden kann. Einerseits sind nimlich die Stoffe der Korper
der Abnutzung, dem Rosten, der Fiulnis u. dgl. unterworfen und
erleiden deshalb Einbusse an ihrer Festigkeit. Sodann aber sind
die Theile eines Bauwerkes oder einer Maschine hiufig Erschiit-
terungen und Stossen ausgesetzt, welche Schwingungen der elastischen
Korper zur Folge haben. Derartige Schwingungshewegungen sind
nun stets ungleichformig, bedeuten daher Abweichungen vom Gleich-
gewichtszustande.  Viele Maschinentheile fiihren auch planmissig
beschleunigte Bewegungen aus. Die Spannungen, die in solchen
Kérpern wirklich auftreten, lassen sich hiufig nur sehr schwer
ermitteln. Man fiihrt daher eine Berechnung unter Annahme des
Gleichgewichts (eine statische Berechnung) aus, welche die Span-
nungen kleiner angiebt, als sie wirklich sind, welche also bei
Zugrundelegung der Elasticititsgrenze als zulissiger Spannung zu
geringe Querschnitts-Abmessungen liefern wiirde. Den auf diese
Weise entstehenden Fehler kann man dadurch wieder ausgleichen,
dass man als die in die Rechnung einzufiihrende Spannung ¢ nicht
die Elasticititsgrenze, sondern nur den n ten Theil derselben annimmt.
Die Zahl » nennt man dann die Sicherheit gegen Uberschreitung
der Elasticititsgrenze. Wiire die auf solche  fach kleinere Spannung
gegrindete Rechnung richtig, so wiirde thatsichlich nur L oder
Spannung an der Elasticititsgrenze erreicht werden. In Wirklich-
keit aber bezeichnet die Zahl /o mur den Grad der Genauigkeit
der Rechnungsgrundlagen fiir eine Gruppe von Fillen. Die Zahl »
ist durch die Erfahrung an die Hand gegeben und betrigt je nach
der Art des Bau- oder Maschinentheiles 1,6, 2, 2,5, 3, 4 u. dgl
Rechnet man mit diesen Sicherheitsverhiltnissen, so kann man
annehmen, dass die wirkliche Spannung im ungiinstigsten Falle
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bis nahe an die Elasticititsgrenze herantreten wird. Je genauer
man einen Fall zu berechnen vermag, desto mehr kann sich die
Zahl n der Einheit nibern. So pflegt man fiir Bauverbinde aus
Stabeisen, dessen Spannung an der Elasticititsgrenze etwa 1600
betrigt, 700 bis 10002 als zulissige Spannung o einzufiihren,
~indem man annimmt, dass die wahren Spannungen 1,6 bis 2,3 Mal
so gross ausfallen werden, wie die durch statische Berechnung ge-
fandenen. In der Wahl dieser kleinen Spannung o liegt also keines-
wegs eine iihermissige Angstlichkeit, die als Verschwendung getadelt
werden konnte, sondern eine durch die Erfahrung als nothwendig
erkannte, gebotene Vorsicht, wenn man dem fraglichen Bauwerk
einen langjihrigen Bestand sichern will.

Wie gross die zulissige Spannung bei den verschiedenen Bau-
und Maschinentheilen und den entsprechenden Stoffen gewihlt werden
darf, gehort weniger in den Rahmen der Mechanik, als in den der
Lehre von den Bauverbinden und Maschinentheilen.

Beispiel 1: Eine Stange aus Stabeisen von 2m Linge und 2¢m X 10om
— 20 qem Querschnitt kann bei o == 700 3t zuldissiger Spannung eine Zugkraft
von 20700 — 14000kg aufnehmen. Die entsprechende Dehnung betrigh
e—700: 2000000 =7 : 20000 = 0,00035. Will man die Verlingerung 47 in em
haben, so driicke man die Linge ! in Centimetern = 200 em aus, um zu erhalten

Al=1- e =200 - 0,00035 = 0,07 cm.

Bis zur Elasticititsgrenze wiirde der Stab durch eine Zugkraft K = 20+1600
= 32000 kg gespannt werden mit einer Verlingerung 41 = 0,07 - 16/7 = 0,16 em.
Zum Zerreissen wiirde eine Kraft von 20 . 3500 = 70000 ke erforderlich sein.

Beispiel 2: Eine ursprimglich spannungslose runde Eisenstange von 2 cm
Durchmesser wird an den Enden festgehalten und sodann um 20° C. abgekiihlt.
Wire die Stange frei, so wiirde sie bei einer Ausdehnungsziffer von 1 /80000
f. 1° C. eine verhiiltnismissige Verkiirzung = 20:80000=1: 4000 erfahren;
Diese wird durch eine gleiche elastische Dehnung e=1:4000 in Folge der
Befestigung aufgehoben. Daraus entsteht eine Spannung

o= Ee=2000000: 4000 = 500 at
und eine Spannkraft K= g F=>500 == 1570%g.

2. Zugfestigkeit hingender Stangen. Druckfestigkeit
stehender Sdulen.

Bei lothrecht hingenden, oben befestigten Stangen wird die
Spannung ¢ vom REigengewichte beeinflusst. Wirkt an der Stange
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(Fig. 9) von iiberall gleichem Querschnitt # unten eine Zugkraft K,
so wird die Stange erst im Gleichgewichte sein kinnen, nachdem
eine gewisse Verlingerung stattgefunden hat, die fiir
die Rechnung aber ohne Wichtigkeit ist. Durch-
schneidet man die Stange in-dem Abstande vom
unteren Ende und bringt an der Schnittstelle die
Spannkraft 6 an, so miissen K, oF und das
Gewicht G* des unteren Stangentheiles im Gleich-
gewicht sein. Ist y die Dichte des Stoffes, so
wird ' = y F'z, mithin
0F = K + yFa, oder

K

[0 S

1) O F + Y. K K
Die stirkste Spannung findet sich am oberen Ende zu
K
2) 61 = ? + ]/l.

Die Verlingerung kann, weil die Spannung o v'erz"mderlich,
durch Integration oder Flichenberechnung gefunden werden. An
der beliebigen Schnittstelle betrigt die Dehnung ¢ = o: E, daher
die elastische Verlingerung des Theiles d.:

Addr = %dm

und die Verlingerung der ganzen Stange

1 K Y s
/ & oda EFZ + Etsowda’

0
i ﬂ*l?_i(é’ r0
8 “EFT9E EF+?)

Bei missigen Liingen kann das zweite Glied vernachlissigt werden.

Beispiel: An einem Bergwerks-Gestiinge von 7= 200 m — 20 000 cm Linge
(Stabeisen) wirke unten eine Zugkraft K= 40000 kg. Wegen der Bewegung
des Gestiinges mige die zuliissige Spannung nur g =400 at betragen diirfen.
Es soll der erforderliche Querschnitt # berechnet werden. Wenn 1 cbm Stab-
eisen 7800 kg wiegt, so ist fir Centimeter 7= 7800 : 100% = 0,008 zu setzen.
Es wird nach Gleichung 2

400 F= 40000 4- 0,0075 - 20000 F, also
40000

T @ ees - 1A,
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Die Verlingerung betrigt (Gleichung 3)

__ 4000020000 , 0,007 - 200002
=3000000- 164 " 2-2000000

41

= 2,41 + 0,78 = 3,22 cm,

Am unteren Ende betrigt die Spannung nur

K 40000
5T EH — 944 at
% 7 Feip ke o

Die Festigkeit wird daher nur ungleichmissig ausgenutzt.

Soll die Festigkeit eines Gestinges vollig ausgenutzt werden,
so muss der Querschnitt nach oben hin zunehmen. Das Gesetz fiir
die Verinderlichkeit des Querschnittes eines Ge-
stinges iberall gleicher Sicherheit findet
man nach Fig. 10. Am unteren Ende wirke eine
Kraft K; diese verlangt bei einer iberall gleichen
Spannung ¢ einen Querschnitt ¥, = K:o0. In der

Hohe # sei der Querschnitt 7, mithin die Spann- i i
kraft oF. Fir das Stick von der Linge z gilt %

dann die Gleichgewichts-Bedingung "‘ G
6F =G + K. >

Hierin ist G' unbekannt. Die Aufgabe wird B

aber losbar, wenn man obige Gleichung auf beiden

Seiten nach 2 differentiirt. ¢ und K sind unverdnderlich; 7' dndert
sich um d F, G um d@&, u. zw. ist d G das Gewicht eines Lingen-
theilchens an der Schnittstelle, d. h. dG = y Fdx. Mithin wird

0dF = yFda.

Behufs der Integration dieser Gleichung muss man die Verinder-
lichen trennen, d. h. dF und F auf der linken Seite vereinigen,

wihrend dx auf der rechten bleibt. g:gdm. Das giebt

VF = gx + €. Fiir 2 = 0 muss F = F, sein, mithin log F{, = C.

Durch Abziehen folgt:
i i
1 (170) el und
/M
ed’

&

4) i
e
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Nimmt man von beiden Seiten die Briggischen Logarithmen,
80 wird
Ve Yiiten Ok
5) logfo——loge~ga~—-0,4346a:.
Wegen der Gleichheit der Spannung ist auch die Dehnung
Gberall dieselbe, daher die Verlingerung einfach 47 — /o : E.

Beispiel 1: Fiir dasselbe Gestiinge, das S. 12 behandelt wurde, wird
Fy=100aem. Es ist y:o= 0,008 : 400 = 0,0000195, wofiir wir rund 0,00002
setzen. Fiir

z= 5000 cm wird log %: 0,438 - 0,1, ;; =1, F=110s;
" : i 4
fiir 2 =10000 em wird log > — 0,088 - 02, —=1,3m1, F=122;
K £
b £ : Vi F s B
fir 2 =15000 em wird log——=10,84:0;3, —=1,, F=135;
F F,
fiir @ ==20000 em wird log ;; == 0,434 - 0,4, g =140, F=149qm,

Die Verlingerung wird
20000 - 400
2000000

Leicht ergiebt sich hiernach auch das Gewicht des Gestiinges, weil die
Spannkraft an dem oberen Querschnitte von 149 qem den Werth 400 - 149
== 59600 k& hat, was = G - 40000 k& sein muss. Daher wird das Gewicht
G = 19600 kg, wiihrend das Gestiinge fiberall gleichen Querschnitts (8. 12)

164 - 0,003 20000 = 25584 kg wiegt.

4=

=4 cm

Alles fiir die Zugfestigkeit Gesagte gilt sinngemiss auch fiir
die Druckfestigkeit.

Beispiel 2: Wie hoch darf ein prismatischer Steinpfeiler werden, wenn

1 ¢bm 2000 k2 wiegt und die Spannung nicht iiber 20 at hetragen soll? Ist die
Hohe « em, die Grundfliiche F in qem ausgedriickt, so wird mit ; == 0,002 fiir
1 cem das Gesammtgewicht ;

G = yFz= 000 Fz
und die ebenso grosse Spannkraft an der Grundfliche K = 20 F, mithin wird,
unabhiingig von der Grisse der Grundfliche F,

z = 10000 cm = 10) m,

Die Grundfliche muss so gross gemacht werden, dass die Gefahr einer seit-
lichen Ausbiegung nicht entsteht. Der hierdurch bedingte Querschnitt hiingt
aber von wanchen Umstiinden ab, die sich nicht simmtlich rechnungsmiissig
verfolgen lassen.

DA o o
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3. Schub- oder Scherfestigkeit.

Ist ein Korper fest eingespannt und wird auf den vorspringenden
Theil (Zapfen) mittels einels scherblattartigen Korpers eine Kraft A
ausgeiibt (Fig. 10), so hat diese das Bestreben, den vor-
springenden Zapfen von dem linksseitigen Theile des Fig 10:
Korpers im Sinne der Kraft abzuschieben oder abzu-
scheren. Der Widerstand gegen Abscherung ist an-
nihernd mit der abzuscherenden Fliche ¥ proportional und
bei Eisen 0,6 bis 0,8 Mal so gross wie der gegen Zerreissen
oder gegen Zerdriicken, wenn man von diesen Wider-
stinden den kleineren einfiihrt. Dem entsprechend nimmt
man auch die zulissige Belastung = 0,6 bis 0,8 von der zuldssigen
Zug- oder Druckbelastung; bei Holz lings der Fasern nur /6 bis 1/s.

Wirkt die Kraft nicht dicht an der Anhaftungsfliche,
sondern in einem geringen Abstande 7 davonm, so ist mit den
Schubspannungen, die wir fir die Flicheneinheit mit =
(tangential wirkend) bezeichnen wollen, eine Forminderung verbun-
den, welche darin besteht, dass die zur Anhaftungsfliche urspriinglich
rechtwinkligen Geraden sich um den Winkel » schief-
winklig stellen (Fig. 12), so dass das Rechteck 4 BC D
in das Rhomboid A B, €, D iibergeht. Dieser Winkel
heisst die Gleitung, indem man sich vorstellt, dass
die einzelnen Querschichten | 4D an einander ent-
lang gleiten. Die Gleitung » hat eine &hnliche Be-
deutung wie die Dehnung & bei der Wirkung von
Zug und Druckspannungen. Wie & = o: E, so ist

1) ey G,

also auch verhiiltnisgleich mit der Spannung 7. ¢ ist wie E eine
von dem Stoff abhingige Grosse, die auch mit % in einfacher
Beziehung steht; es ist namlich fiir isotrope Korper etwa

G =04 E

anzunehmen, u. zw. heisst G das Gleitmafs oder der Gleitmodul.
Die Beziehungen zwischen Schubspannungen und Lingsspannungen
nebst den entsprechenden Forminderungen werden eingehender be-
handelt in Keck, Vortrige iiber Elasticititslehre.
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Die Scherfestigkeit kommt besonders bei den Nietverbindungen
in Frage. Will man zwei Stibe, in denen Liingszugkriifte K wirken
sollen, in der einfachsten Weise durch Niete verbinden, so versieht
man jeden Stab mit einem cylindrischen Loche, legt sie so auf
einander, dass die Licher zusammenfallen und zieht einen Nietholzen
vom Durchmesser  hin-

durch (Fig. 13).  Sollte L
nun die Vernietung durch '—‘ﬁ——'T’
Wirkung der Krifte K zer- K

stort werden, so miisste die
in der Berithrungsebene der Stiibe liegende Querschnittsfliche ab von
der Grosse ' = !/3d?m abgeschert werden. Man kann daher setzen:

2
K:r]i':r.d 4

Die Schubspannungen vertheilen sich nicht gleichmissig iiber die
Abscherungsfliche; = ist also nur eine mittlere Schubspannung.
Die Erfahrung lehrt aber, dass man bei Nieten T = 0,80 setzen
darf, wenn o die kleinere der zulissigen Lingsspannungen bedeutet.
Ist fir Stabeisen 0 = 7002, so kann 7 — 560 at gesetzt werden.

d=2"; v=560" giebt K = 1759,3%ke,

Sollen die zu verbindenden Stibe in gleicher Flucht liegen,
so legt man auf beide eine sog. Lasche und verbindet diese mit
beiden Stiben (Fig. 14).

Die beiden Niete liefern Big. 14,

aber keine grissere Festig- m
keit als das eine Niet in ~% s
Fig. 13. Jeder Nietbolzen

hat die Kraft K fiir sich allein aufzunehmen. Giinstiger ist der Fall,
wenn man die zu verbindenden Stiibe beiderseits mit Laschen ver-
sieht, sog. doppelte Verlaschung anwendet (Fig. 15). In diesem
Falle widersteht jedes

Niet gleichzeitig mit Fig. 15.

der  Scherfestigkeit e —
zweier Querschnitte; ~E —ef--+1_| (T
.1 Bl b und Neld,

Denn um den linksseitigen Stab aus der Verlaschung herauszureissen,
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muss das linksseitige Niet an beiden Berihrungsflichen zwischen
dem Stabe und den Laschen abgeschert werden; bei einer solchen
Zerstorung wiirde dann der mittlere Theil des Nietbolzens in dem
herausgerissenen Stabe, seine dusseren Theile in den Laschen ver-
bleiben. Ein solcher Nietbolzen, der mit der Festigkeit zweier
Querschnittsflichen widersteht, heisst ein zwei-
schnittiges Niet. Fir Fig. 15 gilt also die Fig. 16.
Gleichung

B— 9. Vidim:

Die Scherfestigkeit kommt auch in Frage
bei dem Kraftaufwande zum Durchstossen, Durch-
lochen oder Durchpunzen eines Stabes oder einer
Platte, behufs Herstellung (Stanzen) von Niet-
16chern. Es wird dann durch Maschinenkraft der
Stahlstempel S (Fig. 16) niedergedriickt, so dass
er den cylindrischen Korper abcd aus dem Stabe
oder der Platte herausdringt. Ist die Lingsfestigkeit der Platte
Z = D = 3500%, so ist die Scheerfestigkeit 0,8 . 3500 = 2800 *.
Um ein Loch von d = 2™ Durchmesser durch die » = 2°™ dicke
Platte zu driicken, ist, weil die cylindrische Trennungsfliche
drnh = 2.m.2, die Kraft

K — 4x.2800 = 35186 % erforderlich.

Genauere Untersuchungen zeigen, dass bei dem Widerstande der Niete
wie auch beim Stanzen von Lochern noch verwickeltere Spannungsvorginge
auftreten, auf die hier nicht eingegangen werden kann.

4. Biegungsfestigkeit.

a) Grundgleichungen.

Ein Stab sei an dem einen (linken) Ende (Fig. 17) in einer
Wand oder dergl. unwandelbar befestigt
(eingespannt); am &Husseren Ende wirke
eine Kraft K, welche die Lingenachse
des Stabes (d. h. die Verbindungsgrade
der Schwerpunkte der Querschnitte)
rechtwinklig schneidet. Die durch K
und die Lingenachse bestimmte Ebene
sei fiir den Stab oder Balken eine Symmetrie-Ebene.

Keck, Mechanik. IL

W
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Die Erfahrung lehrt, dass der Stab unter der Last K sich
biegt; zwei urspriinglich parallele Querschnitte ¢ und EF im
Abstande da von einander, verdrehen
sich gegen einander und schneiden sich Fig. 18.
in der Achse O rechtwinklig zur
Bildebene (Fig. 18). Die oberen
Schichten des Stabes haben sich ver-
lingert, die unteren sich verkiirzt.
Dazwischen befindet sich eine Schicht
A B, die keine Lingeninderung erlitten
hat, die sog. neutrale Schicht.
Bs wird vorausgesetzt, dass die Quer-

schnitte ¢ und EF eben und recht- //
winklig zur neutralen Schicht geblieben 1/
sind. Die einzelnen Schichten er- /,’:/
fahren im Zusammenhange mit den /,’/
Lingeninderungen Zug- und Druck- 30

spannungen, die innerhalb der Elasti-
cititsgrenze den Dehnungen verhiltnisgleich sind. Zeichnet man das
Léngentheilchen CD F'E des Stabes besonders heraus (Fig. 19) und
legt durch vV eine Ebene JK || C.D,
so stellen die Keile zwischen Z F und
J K die Lingeninderungen der einzelnen
Schichten des Stabtheilchens dar. Da
nun die Schichten urspriinglich die
iibereinstimmende Linge G N = da
hatten, so sind die Dehnungen, also
auch die Spannungen der einzelnen
Schichten, verhiltnisgleich dem Ab-
stande « derselben von der neutralen
Schicht. Ist daher ¢ die Spannung
im Abstande u, o' die Spannung der
dussersten Schicht im Abstande e’ von
der neutralen, so gilt

6w 0d
l) g pe— E'
Zugleich ist wegen der Ahnlichkeit der Dreiecke JF N und G:NO
JFLGN = JN: GO
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JF:GN ist aber (= JF: DJ) die Dehnung. 6" : E der obersten
Schicht. Setzt man GO = o, so wird

ol VH —viioe Soder
2) Q:—.

Durch Gl. 1 sind die Spannungen an den verschiedenen Stellen
eines Querschnitts auf diejenige am oberen Rande zuriickgefiihrt;
es kommt nun darauf an, o' aus der gegebenen Kraft K zu er-
mitteln. Dazu dienen die Gleichgewichts-Bedingungen. Betrachtet
man das Stiick rechts vom Schnitt EF in Fig. 18, so muss dieses
den Gleichgewichts-Bedingungen geniigen, wobei angenommen wird,
dass die Kraft K ihre urspriingliche (lothrechte) Richtung bei-
behilt und im Punkte B angreift (Fig. 20). Da
man die Form des gebogenen Balkens nicht kennt, Fig. 20.
s0 ist auch die Richtung der am Schnitt EF' auf-
tretenden Spannkrifte unbekannt. Weil aber in
den meisten Fillen der Wirklichkeit die innerhalb
der Elasticitdtsgrenze liegende Biegung nur gering
sein wird, so vernachlissigen wir die Forminderung
bei der Aufstellung der Gleichgewichts-Bedingungen
und nehmen die Lage und Richtung der einzelnen Krifte so, wie
sie am ungebogenen Balken sich ergeben wiirde. In Fig. 21 stellt

also der linke Theil das Stiick des Balkens oder Stabes dar,
welches im Gleichge-

wichte sein soll. Der Fig. 21.
rechte Theil ist der Q-KA
Querschnitt, o E

Nehmen wir aus ] [7
dem Querschnitt im Ab-  74F 2 i = vl v
stande » von der neu- é\ \ /
tralenSchicht V.Veinen I
Fliachenstreifen d F'her-
aus, so erfihrt dieser,
weil an ihm durchweg die Spannung ¢ auftritt, eine Spannkraft
G-dF. Derartige Spannkrifte kommen iber die ganze Quer-
schnittshohe vor, sind oben Zug-, unten Druckkrifte, und ihre
Summe muss nach der Gleichung der wagerechten Krifte Null sein.

2*

Kv
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Also fod F = 0. Weil nun nach Gleichung 1, 8.18, 6 = w -0’ : e’
6’ und ¢’ aber von w nicht abhingig sind, so ergiebt sich

%XdF- w=0, also fdF-u=0.

Dies bedeutet (1. Theil, S.126), dass die Gerade NV im Quer-
schnitt, von welcher aus die Abstinde w gemessen sind, durch den
Schwerpunkt der Querschnittsfigur gehen muss. Die Gerade e
in welcher die neutrale Schicht einen Querschnitt schneidet, heisst
die neutrale Achse oder die Spannungs- Nulllinie (weil an ihr die
Spannung ¢ = 0) oder kiirzer die Nulllinie des Querschnitts.
Die Gleichung der wagerechten Krifte bedingt also, dass die
Nulllinie durch den Schwerpunkt des Querschnitts
geht. Die Mittellinie des Stabes liegt also in der neutralen
Schicht desselben.

Die Gleichung der lothrechten Krifte ist aber in Fig. 21 erst
erfiilllt, wenn die Kraft X durch eine gleiche, aufwiirts gerichtete
Kraft aufgehoben wird. Die Kraft &K hat ausser der Biegung des
Balkens auch das Bestreben, das abgeschnittene Stiick lings des
Schnittes nach unten gleiten zu lassen; dem setzt sich an der
Querschnittsfliche ein Schubwiderstand, eine sog. innere Querkraft
€ = K, entgegen. Die aus @ sich ergebenden Schubspannungen
sind in den einfacheren Fillen, wie sie in diesem Buche nur be-
handelt werden sollen, unbedeutend, weshalb wir uns um diese
Querkraft @ hier nicht weiter kilmmern werden. In Keck,
Vortrige iiber Elasticititslehre und iiber Graphische Statik findet
man die niheren Untersuchungen iiber die Vertheilung der Querkraft.

Von der Nothwendigkeit der Querkraft @ = K kann man sich auch noch
mittels der Fig. 22 iiberzeugen.

Fithrt man im Abstande z vom Fig. 22.
freien Ende einen Schnitt und riickt 0=TK
den Abschnitt von der Linge z ein
wenig nach rechts, so kann man die
gesammte Zugkraft oberhalb der Null-
linie und die gesammte Druckkraft
unterhalb derselben durch die Spann-
kriifte S zweier wagerechten Gelenk-
stangen ersetzen. Hierdurch sind aber
die beiden Abschnitte noch micht steif mit einander verbunden; die Gelenk-
stangen verhindern nur eine Drehung des rechtsseitigen Theiles, nicht aber

o
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eine Parallelverschiebung nach unten; hierzu ist noch eine nach oben gerichtete
Querkraft @ = K erforderlich. -

In der Gleichung der Momente in Bezug auf die Nulllinie NV
(Fig. 21) haben wir ‘dann Ko als dusseres Moment; die innere
Spannkraft 0d F' eines Querschnitts-Theilchens hat den Hebelarm w,
daher muss 0 = Ko — fod Fu oder nach Gl 1, S. 18,

o' 5
5 (dFu2 = Ka sein.

Die linke Seite dieser Gleichung ist die Momentensumme der
an einem Querschnitt auftretenden inneren Spannkrifte oder das
innere Widerstandsmoment, wihrend die rechte Seite das Moment
der dusseren biegenden Kraft in Bezug auf die Nulllinie des Quer-
schnitts ist.  Dieses heisst das Biegungsmoment und wird
mit M bezeichnet. fdFu? bedeutet nach Theil 1, 8. 267 und 273
das geometrische Trigheitsmoment des Querschnitts
in Bezug auf die Nulllinie. Die Momentgleichung nimmt dann
die Form an:

3) . %J= Mm.

Die durch die Richtungslinie der Kraft K und die Mittellinie
des Stabes bestimmte Ebene, welche der Voraussetzung zufolge eine
Symmetrie-Ebene des Stabes sein soll, heisst die Biegungsebene,
weil die Mittellinie des Stabes auch nach der Biegung in ihr ver-
bleibt. Die Nulllinie steht auf der Biegungsebene rechtwinklig.

Treten in der Biegungsebene mehrere, zur Mittellinie des Stabes
rechtwinklige Krifte zugleich auf (Fig. 23), so dndert sich da-
durch nichts wesentliches. An irgend

Fig. 23.
einer Schnittstelle CD vertheilen sich g
die Zug- und Druckspannungen wie- JT D____xz___J,TK’
derum nach dem Gesetze der GL 1 !
]

(S. 18), so dass die linke Seite der

!

Gl. 3 dieselbe Form Ge—,J bekommt.

Die Querkraft ¢ an der Schnittstelle wird nunmehr entgegengesetat
der algebraischen Summe der rechts vom Schnitte liegenden
dusseren Krifte:

@ K 4 K =i K
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Das Biegungsmoment aber wird M = Ko — K, x, + Ky,
Das Biegungsmoment M ist die Momentensumme der
am abgeschnittenen Sticke des Stabes wirkenden
dusseren Krifte in Bezug auf die Nulllinie des
Schnittes.

Nennt man die stirkste Druckspannung am unteren Rande 6"
und den Abstand von der Nulllinie ¢”, so ist wegen der GL 1 (S. 18)

6” e”
4 B
mithin kann auch geschrieben werden nach Gl. 8
5) ZI=m.

Die linke Seite der Gl. 3: %J, das sog. Spannungsmoment,

enthilt einen physikalischen Faktor o', wihrend der andere Faktor
J: ¢’ nur von der Form und Grosse des Querschnitts abhingt. Diesen

Faktor g = W' nennt man kurz das Widerstandsmoment des

"o

Querschnitts, u. zw. fiir die Zugspannung o', wiihrend ei ebenso

das Widerstandsmoment 2" des Querschnitts fiir die Druckspannung
6" ist. In den meisten Fiillen der Anwendung liegt der Schwerpunkt des
Querschnitts und damit die Nulllinie in halber Hohe; dann ist e’ = ¢”,
wofiir wir dann einfach e setzen, ebenso T' = W" = . Es werden
dann die Randspannungen ¢’ = ¢" (wofiir wir ¢ schreiben), und man hat
Biegungsmoment 9t
Widerstandsmoment 28 °

b) Widerstandsmomente verschiedener Querschnitte.

Fir viele Fille, namentlich fir Holzbalken ist der rechteckige
Querschnitt (Fig. 24) angezeigt. Bei diesem liegt die Nulllinie in
der Mitte; das Trigheitsmoment ist (nach Theil 1,

Fh2 _odpiny 0
8208 S — SR mithin ist, wegen e=1/2p,
das Widerstandsmoment des Rechtecks
J Fh a.h?
6 Wr e I o a ,
Da nun der Aufwand an Stoff durch den Querschnitt # bedingt
wird, so sind die Widerstandsmomente von Rechtecken gleichen Inhalts

Randspannung =

Fig. 24.

|

E
¥
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ihren Hohen % verhiltnisgleich. Daher empfiehlt es sich, Balken,
von denen man bestimmt annehmen kann, dass sie stets nur in
lothrechtem Sinne belastet werden, moglichst hochkantig zu stellen,
d. h. h gegen d gross zu nehmen.

Fir d =12, h = 24 ist W="1/6- 12 242 = 1152; legt man denselben
Balken aber flach, so ist d =24, h=12 und W =1/s 24 - 192 =—" 516,
d. h. halb so gross wie vorher, dem entsprechend auch die Tragfihigkeit nur
halb so gross. 3

Das geometrische Trigheitsmoment einer Fliche ist vom
vierten Grade (™), das Widerstandsmoment also vom dritten Grade
(s e I

Bei gegebener Hohe h = 2e¢ liefert ein Flichentheil d F' im
Abstande » von der Nulllinie zum Widerstandsmomente den Bei-
trag d Fu’:e. Die Flichentheile in der Nahe
der Nulllinie geben daher nur wenig Beitrag;
mithin ist es bei der Verwendung von Eisen, wo
man in der Wahl der Form nicht sehr beschrinkt
ist, vortheilhaft, diese Flichentheile fortzunehmen
und in moglichst weitem Abstande von der Null-
linie anzubringen. Vom hochkantigen Rechteck
ABCD (Fig. 25) gelangt man dann durch
Verlegung der Flichentheile « nach a, zu dem I-formigen
Querschnitte.

Bevor diese Form gewalzt wurde, hatte man schon Eisen der Form e
die man 7- Bisen namnte; indem man sodann die T-Form als die Vereinigung

zweier T-Eisen (T) ansah, fiihrte man dafir den Namen Doppelt- 7- Eisen
ein, verwendet daffir aber in der Schrift stets das Zeichen T- Bisen.

Zur Berechnung des Trigheitsmoments kann der T-Querschnitt
(Fig. 26) als Unterschied zweier Rechtecke d% und d, %, behandelt
werden, wenn man die Stirke der

zur Verbindung der dusseren Theile Big. 26, Ll
dienenden Mittelwand = d — d, setzt. .;._5"""]’“*! hat
Daher ist S ¥
B T = Yo (dh®— d; b, kL oid

und weil ¢ = !/2h: { By
i R e »Q iy

e 6 h
Die gleiche Formel gilt auch fir das hohle Rechteck (Fig. 27).
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Soll der Stab oder Balken gegen wagerechte Krifte ebenso
widerstandsfihig sein wie gegen lothrechte, so ist das Quadrat
oder noch besser das hohle

Quadrat (Fig. 28) ange- Fig. 28. Fig. 29.
zeigt, mit g n i
skl i
e [E|
10) Bed 1Rt N UL
4 6 h S}r_ v b

Zieht maninsolchem Falle
Querschnitte ohne Hohlungen vor, um den Farbenanstrich (als Schutz
gegen Rost) leicht erneuern zu konnen, so kommt der kreuz-
formige Querschnitt (Fig. 29) in Frage. Es ist dann

11) g % (@B + hd3—=dY),

indem man erst den Beitrag der lothrechten Rippe anschreibt, dann
den der wagerechten Rippe voll hinzufiigt und den Beitrag des
(hierbei doppelt gerechneten) Quadrates d - d abzieht. Es wird dann
1dhr3 + hd® — d*
L — T e B
Fir gleichen Widerstand nach allen Richtungen eignen sich
der Kreis und der Kreisring.

Fir den Kreis vom Halbmesser » ist (Theil 1, S. 273)

Fr: pix
12) b und
" 3
) e To
Fir den Ring von den Halbmessern R und » ist
14) J=%(R4—r4)n,
1 (Rt— Y
g = LI

Bei den bis jetst betrachteten Querschnittsformen war die
Nulllinie eine Symmetrieachse, daher ¢’ = ¢ und auch o' — ok
d. h. die Zug- und die Druckspannung in den #ussersten Lagen,
die sog. Randspannungen, von gleicher Grosse. Bei Gusseisen, wo
die Spannungen an der Elasticititsgrenze ::d sich verhalten wie
3:8, ist es angemessen, den Querschnitt so anzuordnen, dass die
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Sicherheit in der gezogenen Randschicht ebenso gross wird wie in

der gedriickten, dass also ¢':0" = 3: 8, also
auch ¢':e¢" = 3:8. Das fihrt auf unsymme- Fig. 30.
trische Formen, von demen wir beispielsweise [S——— E— 2y

den T-Querschnitt (Fig. 30) betrachten wollen. &
Die breite Seite muss die gezogene (konvexe) N
werden. ff_.g,ﬁ Sin
Sind #; und @, die Abstinde der Theil-
schwerpunkte S, und S, der Rechtecke d . A
und d; b, vom Gesammt-Schwerpunkte 8,
so ist d-ha, = d hyoy, und @, + x5y = Y2(h + hy); daraus
di by (B = hy) d-h(h+ b))
ey e B et Te T A
Das Triigheitsmoment in Bezug auf die Nulllinie wird dann
als Summe der Beitrige der beiden Rechtecke
J=12d . B3+ d.ha®+ Yi2d k3 + d by ay?,
wofiir man (nach Theil 1, S. 275, GL. 25) auch schreiben kann
1 ; d-h-dihy (b4 I)\2
17) J=E(d-h3+dlhl3) i L < 3 >
18) =" i =" e
sind hier ungleich gross.

¢) Darstellung der Veriinderlichkeit des Biegungsmomentes.

Fir Balken oder Stibe iiberall gleichen Querschnitts ist auch
9B iberall gleich, mithin die stirkste Spannung o an verschiedenen
Schnitten verhiltnisgleich mit dem
Biegungsmomente. Die Verinder-
lichkeit des letzteren pflegt man
bildlich darzustellen.

Wird der eingespannte Balken
(Fig. 31) am freien Ende von einer
Last K ergriffen, so ist fiir einen be- 7
liebigen Schnitt im Abstande # von A{ 5 /i’v'
K das Biegungsmoment I = Kz, Kl 3
dargestellt durch die Gerade C'B. 1‘/

Die Figur 4C B heisst Momenten- B
fliche. Das grosste Moment gilt daher fir die Einspannungsstelle
A==kl

Fig. 31.
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Beispiel: Firr einen Holzbalken von rechteckigem Querschnitte sei
l=2m=200cm, d=12, h= 24 cem; fiir Holz ist wegen der Spannungen
an der Elasticititsgrenze, Zug 250, Druck 170 at, die letztere massgebend;
withlt man etwas mehr als zweifache Sicherheit, indem man als zulissige
Spannung ¢ = 75 at (< 12 - 170) einfithrt, so gilt fiir die zulissige Belastung
am freien Ende die Gleichung

oW = K1, mithin, da nach S. 22 W — 1152,
K= T75.1152 : 200 — 432 kg.

Soll ein runder Schmiedeisenstab bei 700at stirkster Spannung

dieselbe Last tragen, so gilt fiir seinen Halbmesser r die Gleichung
432 - 200 = 700 %r y Woraus r = 54 cm,

Ist der Stab oder Balken gleichmissig iiber seine Linge
belastet mit p fiir die Langeneinheit
(Fig. 32), und fiithrt man im Abstande
# vom Ende einen Schnitt, so hat
die Gesammtlast der Linge » die
Grosse pa im Abstand 22 vom
Schnitte; mithin wird 7

M= pa- Yoo = pal. !
Die Darstellung davon ist eine Parabel m
mit lothrechter Achse, die am freien Ende
des Stabes liegt. Der Parameter ist 1:p.

Greift am freien Ende des Stabes ein Kriftepaar vom Momente
Ka (Fig. 33) an, so ist dieses auch
fiir jeden Schnitt des Stabes das
Biegungsmoment I, weil ein
Kriftepaar in Bezug auf jeden
Punkt seiner Ebene das gleiche
Moment hat. In diesem Falle
ist die Momentenfliche ein Ka
Rechteck.

Greift das Kriftepaar K. a Fig. 4.
wie in Fig. 34 an, so wird fiir
einen Schnitt zwischen B und ¢
das Biegungsmoment A nur von
der einen der beiden Kriifte A
geliefert. = Fiir einen Schnitt
zwischen 4 und C aber liegen =
beide Krifte K an dem abge-

Fig. 32.

Ypx

Fig. 33.

[ —
A

R on

Cf—kao>p
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schnittenen Stiicke und bilden ein Kriftepaar I = Ka. Die
Momentenfliche hat daber die unten in Fig. 34 gezeichnete Form.

d) Balken auf zwei Stiitzen mit einer Einzellast.

Ein Balken auf 2 Stitzen im Abstande ! von einander (Fig. 35)
sei in den Abstinden « und b von den Stiitzen durch ein Gewicht P
belastet. Bs entstehen an den Auf-

lagern Widerstinde 4 und B, die man Fig. 35,

(nach Theil I, S. 162) leicht findet, g R _»5 3B

indem man die Momenten-Gleichung :

in Bezug auf B bezw. A aufstellt. y ; -
Bs wird jjjjfjf_":k__,l__ <@

;.l=P§;B=P%. 4 W g

Unter Einwirkung der Krifte P, A y om Sm(

und B muss der Balken im gebogenen o A

Zustande im Gleichgewichte sein. Nach A e By

S. 19 vernachlissigen wir aber die Bie- R

gung bei der Aufstellung der Gleich-
gewichts- Bedingungen. Fihren wir im
Abstande @z von A einen Schnitt, so missen beide Theile des
Balkens im Gleichgewichte sein. Welches der heiden Stiicke wir
betrachten, ist im Grunde gleichgiiltig; der Einfachheit wegen wahlt
man meist dasjenige, an dem die wenigsten Krifte vorkommen,
in vorliegendem Falle das linksseitige, welches in der Figur besonders
herausgezeichnet ist. Die Kraft 4 verlangt eine innere Querkraft
@ = A (abwirts); diese bildet mit A ein Kriftepaar, das Biegungs-
moment M — A« mit dem Sinne rechts herum, welches ein ent-
gegengesetzt drehendes Spannungsmoment hervorruft.  In dem
Balken liegen also, wie schon aus der nach unten gerichteten
Durchbiegung folgt, die gezogenen Schichten unten. (Ein gusseiserner
Balken unsymmetrischen Querschnitts miisste jetzt mit der breiten
Seite nach unten liegen _| .)

Die Formel M = 42 = P ?w fiir das Moment gilt nur fir

Schnitte links von der Last. Sobald der Schnitt tiber die Belastungs-
stelle hinaus riickt, kommt plotzlich die Last P links vom Schnitte
zu liegen, wodurch sich eine Unstetigkeit in der Verdnderlichkeit
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des Momentes ergiebt. Fiir einen Schnitt rechts von der Last (im
Abstande @, von B) betrachtet man einfacher das Stiick rechts vom
Schnitte. Dann wird M = B, = P;

fir beide Seiten des Balkens durch Gerade dargestellt. Fiir die
Belastungsstelle (2 = a; 2, = b) ergiebt sich von beiden Seiten der
tibereinstimmende Werth :

2y . Die Momente werden

1) Mm, = @

als das grosste Moment. Die Momentenfliche ist also das Dreieck

4, €y B, unten in Fig. 34. Zur Bestimmung dieses Dreiecks braucht

man nur den linksseitigen Auflagerdruck 4 = Pb:] mit dem

Hebelarm « zu multipliciren, um das Moment an der Belastungs-

stelle und damit den Punkt ¢, der Momentenfliche zu erhalten.
Liegt die Last in der Mitte, so ist @ — b — /21 und

2) M, = Y4 PL;

diese Formel braucht man aber fiir die Anwendung nicht aus der
allgemeinen Gleichung 1 abzuleiten, sondern kann unmittelbar den Auf-
lagerdruck, der fiir diesen Fall offenbar — !/2 P sein muss, mit dem
Abstande von der Last (der Balkenmitte) !/2 7 multipliciren.

Beispiel 1: Es sollen die Querschni'ts - Abmessungen eines Holzbalkens
bestimmt werden, der bei 3m = 300 cm Spannweite und 75 at gulissiger
Spannung eine Last von 2000 k¢ in der Mitte zu tragen hat. Es muss
& d-h® 20 30(
ih h i) 00 - 300

—, also d-h? =12000 cm® sein. Setzt man nun etwa
noch das Verhiltnis & : d = 2 fest, so wird a? — 24 000, mithin

6 4
h = Qg’g ey = 14’4 om |

Beispiel 2: Ein Balken, dessen Querschnitt in Fig. 36 gegeben, liege auf
zwei Stitzen in 4m Abstand. Es soll fir eine stirkste
Spannung o = 700 at die zuliissige Einzellast in der Mitte
berechnet werden. Die Mafse in Fig. 36 sind ¢m, (Wiirde man
versiumen, die Spannweite von 4 m in 400 em umzuwandeln,
s0 erhielte man die Tragfihigkeit 100 mal zu gross; dieser
Fehler kommt erfahrungsmiissig bei Anfiingern hiufig vor.)
Es ist

J="1h2 (10,6 + 24> — 9,13 . 21,38%)

=4287; W = 357.
Mithin 2 - 100 = 700 - 357 oder P = 2499 kg ,
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¢) Balken auf zwei Stiitzen mit mehreren Einzellasten.

Fiir mehrere Binzellasten (Fig. 37) eignet sich besonders das
zeichnerische Verfahren, namentlich fiar die :Herleitung.

Tn Theil 1, S. 120, wurde gezeigh, wie man die Mittelkraft 7
der gegebenen Lasten finden kann. Man setzt die Lasten P, P, P
nach beliebigem Mafsstabe
zu einem Krafteck JM Fig. 37.
zusammen, wahlt einen
beliebigen Pol O und
zeichnet, in einem be-
liebigen Punkte A, der
linksseitigen ~ Auflager-
Lothrechten  beginnend,
ein Seileck 4, DEFB,,
welches die rechtsseitige
Auflager-Lothrechte in B,
schneidet. ~ Durch den
Schnittpunkt S der Ver-
lingerungen der dussersten
Seileckseiten A4, D und B, F' geht dann die Mittelkraft 22 der Lasten.
Um nun die Auflagerdricke 4 und B so zu bestimmen, dass sie
R das Gleichgewicht halten, hat man (nach Theil 1, S. 121) nur
zu A, B, der Schlusslinie des Seilecks, einen Parallelstrahl O 77
im Krafteck zu ziehen, dann ist 7' der Theilpunkt der Lasten; es
ist 77 der Auflagerdruck 4, M T der Auflagerdruck B.

Will man nun fiir einen beliebigen, etwa zwischen 7, und P
liegenden Schnitt NV das Biegungsmoment bestimmen, so hat man
zu bedenken, dass das Biegungsmoment die Summe der Momente
der beiden Krifte 4 und P, (links vom Schnitt) in Bezug auf N
ist. 7Zu diesen beiden Kriften findet man aber leicht die Mittelkraft
Q@ = A — P, = TK im Krafteck mit dem Sinne aufwirts. Die
Lage wird bestimmt durch den Schnittpunkt der einschliessenden
Seileckseiten. Die einschliessenden Polstrahlen sind O 7' und O K,
die hierzu parallelen Seiten des Seilecks B, A; und ED, welche
sich in U schneiden. Nach dem Satze der Momente (Theil 1, S.103)
kann fir die Momentensumme von 4 und P, das Moment der
Mittelkraft @ gesetzt werden, d. h. es ist

M= Qz.




30 Erste Abtheilung. A. Gleichgewicht elastisch-fester Korper.

Nun ist das Dreieck UN, N, © OK7T. Nennt man den
rechtwinkligen Abstand des Poles O von der Lastlinie JM den
Polabstand H, so gilt in den ihnlichen Dreieken, dass die
wagerechten und lothrechten Abmessungen einander verhiltnisgleich
sind. Oder 2: Ny Ny = H: KT, mithin, wenn man N, N, = u
setzt und K 7' mit ¢ vertauscht:

z:iu= H:Q, oder @z — Hu.

Es kann also das Biegungsmoment I = @: auch

1) M = Huw gesetzt werden.

Darin ist I7 der Polabstand des Kraftecks, d. h. eine beliehig
gewihlte Konstante, « die lothrechte Ordinate des Seilecks, von der
Schlusslinie aus gemessen.

Hiernach kann das Seileck 4, D EFB, als Momentenfliche
benutzt werden. Man braucht dessen Ordinaten nur mit der Kraft H
zu multipliciren. Fir die Anwendung empfiehlt es sich, fir die
willkiirliche Kraftgrosse 77 einen runden Werth zu wihlen. Weil
nun die Momentenfliche bei der
Wirkung von Finzellasten ein
Vieleck ist, so muss das iiber-
haupt grosste Biegungsmoment,
das an dem Balken auftritt,
stets an einem Eckpunkte des [. |
Vielecks, d. h. unter einer Last, g by
vorkommen.

Sind nur zwei Lasten P, und P, auf dem Balken (Fig. 38),
so fithrt die Rechnung rascher zum Ziele. Die Auflagerdriicke werden:

Fig. 38.

A4 B B
b 5

o b

il o g et S
An der Last P, wird dann das Biegungsmoment
W, = dg =180 4 Frby
an der Last P, aber
M, = Bb, — Pl‘zlb? o PQ‘?”?.

Jedes dieser Momente besteht aus 2 von einander anabhiingigen
Beitriigen, von je einer der Lasten herrihrend, und da die
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Beziehungen fiir die Momente durch Einzellasten rein geradlinige sind,
so muss diese Eigenschaft,‘die wir fir die Momente an den Last-
stellen gefunden haben, auch fiir jeden anderen Schnitt gelten, wovon
man sich auch leicht unmittelbar dberzeugen kann. Bringt also
irgend eine an bestimmter Stelle eines Balkens liegende Last an
irgend einem Schnitte des Balkens ein Moment 9)t' hervor, so bildet
dieses Moment 9t’ auch die Vergrosserung des Gesamtmoments des
Balkens an demselben Schnitte, wenn jene Last zu anderen schon
vorhandenen Lasten hinzutritt. Dieselbe Beziehung gilt also auch
fiir die inneren Spannungen. Beim Vorhandensein mehrerer Lasten
ist die Spannung an irgend einer Stelle des Balkens die algebraische
Summe der Spannungen, die an der betreffenden Stelle von jeder

einzelnen Last fiir sich allein hervorgebracht werden wiirde. Spiter
werden wir noch sehen,

dass  Entsprechendes Fig. 39.
aueh * beziiglich  der.. 4

2000 1500 B
Forminderungen gilt. : 130
Dies Verhalten wird e ( 2790

S ¢ <100-> <t 200 = >
die Ubereinander- it _500-1 :

Lagerung oder ', g sl
Summirung der
Wirkungen genannt.

Beispiel : Bedeuten in
Fig. 39 die Lingenzahlen
Centimeter, die Kriftezahlen Kilogramme, und soll das grdsste Moment und
danach die stiirkste Spannung des Balkens herechnet werden, so braucht man
die Momente nur fir die beiden Laststellen zu ermitteln, da an diesen das
grosste Moment allein zu suchen ist. Es ist

A = 2000 - 0,8 + 1500 - 0,6 = 2200 kg ;
B = 3500 — 2200 = 1300 ks .
Das Moment an der linksseitigen Last ist
P = 2200 - 100 = 220 000 cmkg
das andere M2 = 1300 - 200 = 260 000 cmkg ,

Letzteres ist mithin das grossere. Leicht kann man die so bestimmte
Momentenfliche auch durch Zeichnung finden, wenn man als Lingenmafsstab
1: 50 wiihlt, die Kriifte im Mafsstabe 1000 kg = 2 ¢m auftriigt und den Pol-
abstand H = 2000 kg = 4 cm henutzt. Die Ordinaten des Seilecks sind dann
auf dem Lingenmafsstabe zu messen. Das Widerstandsmoment des Quer-
schnitts ist 1/6 20 - 302 = 3000, mithin

o= 260000 : 3000 = 86%/3at.
Uber den Einfluss des Bigengewichtes s. S. 33.
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Tragt ein Stab oder Balken auf zwei Stiitzen zwei gleiche
Lasten P in symmetrischer Lage, wobei jede Last um @ von dem
nichsten Auflager absteht (Fig. 40), so
muss jeder Stiitzendruck = P sein. An Fig. 40.

einer Laststelle ist dann das Biegungs-

moment M, = Pa, und die Momenten- &-»P Ple—a—
fidiche ein Trapez; zwischen den beiden 3
Laststellen hat das Moment durchweg &—

den gleichen Werth Pa, und die Linge Pa

des Stabes ist ganz ohne Einfluss auf
das grosste Moment.

Solche Belastungsart kommt vor bei jeder Wagenachse. Bei
der Achse eines Strassenfuhrwerks (Fig. 41) liefern die aussen
liegenden Rider die aufwirts gerichteten
Gegendriicke, wihrend die Lasten P
durch Federn auf die Achse iibertragen =
werden. Bei den Eisenbahnwagen-A chsen l—

(Fig. 42) liegen die Achslager, welche
die Lasten ibertragen, an den Enden,

die den Gegendruck Ileistenden Rider 1 I
aber dazwischen; deshalb biegt sich ;F

solche Achse in der Mitte nach oben i

durch. Der Fall der Fig. 40 kommt fr T
auch vor bei den Quertrigern eiserner

eingleisiger Eisenbahn-Briicken. Die Lasten P werden durch die
Schienen tibertragen; der Quer-
triger stitzt sich mit seinen
Enden auf die beiden Haupt-
triiger der Briicke. In allen
diesen Fillen ist anzustreben,
den Abstand @ mdglichst klein
zu machen, damit das grosste |
Moment Pa klein werde.

Fig. 41.

Fig. 42,

f) Balken auf zwei Stiitzen mit gleichmiissig vertheilter Last.

Eine gleichmiissig vertheilte Belastung erfihrt schon jeder
Balken durch sein Eigengewicht. Bei der Berechnung wird ein
Balken an und fir sich als gewichtlos betrachtet und sein
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Eigengewicht wie eine fremde Last behandelt. In vielen Fillen ist
dieses so unbedeutend gegeniiber den sonstigen Lasten, dass es
vernachlissigt werden darf, wie bisher geschehen ist. :

Ist die Belastung der Lingeneinheit p, die Spannweite 7
(Fig. 43), so wird jeder Auflagerdruck '/2pl; fiir eine Schnittstelle
im Abstande 2 von dem Auflager ist dann das Moment

plx ot izl 12)

Eine Funktion, in der das Verinderliche in der Form « (I — )
erscheint, wird (nach Theil 1, S. 183) dargestellt durch ein Parabel-
segment, das symmetrisch die

Weite [ tiberspannt. Fig. 43.
Das grosste Moment ergiebt A=% pl
sich fiir die Mitte, = /21, zu [ TR
2) m = 1—9—2 l—o—>i
max 8 2 Pm

Die Parabel hat den Para-
meter 1/p. Setzt man die Ge- {4

sammtlast des Balkens pl — P, |Imiuumummunwmmnuumu =
so wird M, . = Y8 Pl. Liegt po V0

die Last als Einzelgewicht in der

Mitte, so ist nach S. 28 das grosste Moment '/4 PL Vertheilt
man also die Last gleichmissig iiber den ganzen Triger, so ver-
mindert sich das grosste Moment auf die Hilfte, d. h. ein Balken
kann doppelt so viel Last tragen, wenn dieselbe gleich-
missig vertheilt ist, als wenn sie in der Mitte ver-
einigt wire.

Solche gleichmissige Belastung kommt vor bei den Strassenbriicken mit
unmittelbar aufliegender Fahrbahn, Die ungiinstigste Belastung wird hiufig
durch sog. Menschengedringe gebildet, wobei die ganze Briickenbahn mit Men-
schen erfiillt ist. Bei Bisenbahnbriicken ist die Belastung freilich keine gleich-
miissig vertheilte, weil die stark belasteten Tokomotivrider die Briickenbahn in
einzelnen Punkten berithren, die auch keineswegs sich in gleichen Abstiinden
befinden. Gleichwohl werden auch Eisenbahnbriicken oft, wenigstens annihe-
rungsweise, auf gleichmiissige Belastung berechnet. Wir wollen nun ermitteln,
welche Last ein Briickentriiger von 10 m Spannweite bei gegebenem Querschnitte
erfahren darf. Der Balken oder Triger bekomme eine Hoéhe = Y10 der Weite,
dh. h=1m= 100 cm, und werde als sog. Blechtriiger ausgebildet, da man so
grosse Triger nicht gut mehr aus einem Stiicke walzen kann. Man sucht den

Keck, Mechanik. IL 3
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Querschnitt des Balkens der T- Form zu nihern (Fig. 45). Die lothrechte Wand
moge 1 cm stark, 96 cm hoch sein. Darauf und darunter legt man sog. Gurten
aus Flacheisen von 25 cm Breite und 2 em Dicke. Um aber diese drei, eine T- Form
bildenden Theile fest mit einander zu verbinden, verwendet man sog. Winkel-
eisen in der Form der Fig. 44, welche zum Zu-

sammennieten rechtwinklig an einander stossender Fig. 44.

Platten dienen. Der Querschnitt des ‘hier 7 ver-

wendenden Winkeleisens ist durch die Mafse 8 cm

8c¢m und 1,2¢m bestimmt; hei der Bezeichnung

schreibt man diese kennzeichnenden Mafse wie

Faktoren hinter einander (L8 -8 . 1,2 em) | womit

aber selbstverstiindlich keine Multiplikation ange- 2

deutet werden soll. Die lothrechten Schenkel der (

beiden Winkeleisen werden mit der lothrechten (i

Wand, die wagerechten mit den Gurten durch Niete .

verbunden. Die Niete bedingen Nietlgcher von

2,2 em Durchmesser, deren Querschnitt bei der Berechnung des Triigheitsmomentes
abgezogen werden muss. Die lothrechten und wagerechten Niete fallen nicht
in den gleichen Querschnitt; daher brauchen wir nur die lothrechten Locher
abzuziehen. Hiernach ergiebt sich fiir die Berechnung des Triigheitsmomentes
J der Querschnitt Fig. 45. Der Ansatz macht sich verhiiltnismiissig bequem,
wenn man die einzelnen Theile als Differenzen von Rechtecken ansieht.

Die Mittelwand bildet ein volles Recht-
eck von 1cm Breite, 96 cm Héhe und dem
Trigheitsmomente . . . .. 1. 1. 968 = 73728. Fig. 45.

Die lothrechten Schenkel denken wir
uns bis zu den Gurten reichend und an
einander geschoben; von dem Rechteck von
2,4 em Breite und 96 em Hghe denken wir
uns ein solches von 80 em Hohe ahgezogen;

25>

i B iES.S.I,Z

>

mithin ist der Beitrag 1/12 2,4 (96° — 80%) = 74 547. % J
Von jedem wagerechten Schenkel bleibt !
dann noch 8 — 1,0 — 2,3 — 4,6 cm  Breite a5

mit den Héhen 96 bezw. 93,6 cm, mithin ist
der’ Baitrag . . & 11z 9,5 (96 — 93,6%) — 49611 .
Die Gurten endlich liefern
Y12 (25 — 4,4) (100% — 963) — 197 870

-2 936

i."
i ;(«

2pgs

Das gesammte Trigheitsmoment ist 395 756 .

> St Sy 1) S

Das Widerstandsmoment demnach
W = 395756 : 50 = 7915.

Ist p die zulissige Belastung auf 1 em Liinge, so wird mit ¢ = 700 at:
10002

G ko 7915 - 700, mithin p = 44; die zulissige Gesammtlast pl ein-

schliesslich des eigenen Gewichts ist also 44000 kg,
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g) Balken auf zwei Stiitzen mit gleichmissiger Belastung

und mit Einzellasten.

Bei dem Zusammenwirken einer Einzellast mit stetiger Be-
lastung addiren sich die fir jeden Einzelfall bestimmten Momente.
Man vereinigt sie am einfachsten, indem man die Momentenflichen
der beiden Einzelfille nach verschiedenen Seiten von der Achse
A, B, (Fig. 46) auftrigt; die
Gesammt-Ordinate ist dann 9. Fig. 46.

Die Figur lisst ohne Weiteres 44 . Eisbmatt B
erkennen, dass, wenn a = b,

das grosste Moment nicht auf | :

der Strecke b liegen kann; denn P <

von B, bis nach der Stelle : -%

der Binzellast wachsen beide “ m 412 B,
Momenten-Ordinaten. Geht man L &3—

iiber C hinaus weiter nach links,

80 nimmt die obere Ordinate ab, die untere zu. Das grosste Moment
liegt also entweder im Punkte C, oder zwischen C' und der Mitte.
Sind die Momentenflichen genau gezeichnet, so kann man das grosste
Moment leicht abgreifen. Allgemein findet man es durch Rechnung
in folgender Weise:

Fiir irgend einen Schnitt der Strecke « (im Abstande « von A)
ist das Moment

1) M= Aax — Yo2pa?.
Diese Funktion erreicht einen Grosstwerth fir
dM:dx = A4 —pae =0, d h fir

2) xXr = ‘Z,I = é_
p
pl b :
Da nun A=?+P7, so ist
l Pb
3) €, = 5 + ]T[ )
also #; = 1/21. Setzt man den Werth der G1.2 in G1. 1 ein, so entsteht
2 2 2
4 M. i

iR T T
Diese Grosse ist aber nur giltig, so lange @, = a, weil rechts
von C die Momentengleichung 1 nicht mehr gilt.

3%
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Gl. 4 ist also nur benutzbar fir 4/, < a, d. h. fiir A=pa oder

Pb l
5 peliele e pop ol il
) =95

Ist die. Bedingung 5 nicht erfullt, so giebt es fir M kein
analytisches Maximum (mit einer Abgeleiteten = Null), sondern
einen grossten absoluten Werth bei # = @, nimlich

2
SR £>

6) M, = sl 5 ab<2+l ;

Beispiel. Es sei 7= 500cm; q =300 cm; p = 200 cm; P — 100 ke;
P =2X/em. Dann ist 4 = 542ke;
Pab 100 - 300 - 200

_— — 192 k,
; 500 12 000 emkg ,
JE 982 55004
% =~ = 62500 cukg.
. 100 - 200
Nach GL 3 ist z; = 250 + —— SR 270 em
da dies << a, so giebt es ein
1O 540°
Mois = Sp o= 72 900 cmkg .
Ist aber unter sonst gleichen Verhiltnissen 2 = 1000 kg, so wird
4= 900%; 278 — 190000 omg
1000 - 200
a = 250 +2—~506—_450;

da dies > a, so findet sich das grosste Moment an der Stelle der Einzellast
und betrigt nach Gl 6:
1000

M, = 300 - 200 (1 + g

Durch Skizzirung der Momentenflichen erkennt man ebenfalls leicht die
Stelle des grossten Momentes.

Sind zwei gleiche, symmetrisch liegende Lasten P nebst
einer gleichformig vertheilten Last
p vorhanden (Fig. 47), so liefern
die Einzellasten ein Trapez von
der Hohe Pa, die gleichformig
vertheilte TLast eine Parabel
von der Pfeilhthe !/spi2 als
Momentenfliche. ~ Das grosste
Moment liegt dann in der Mitte
und hat den Werth
D Mo = Pa + Yapl2

) — 180000 cmkg ,

Fig. 47.

=l

=7

I=H
=
N

— )

N\

Dmese

[
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h) Balken iiberall gleicher Sicherheit.

Bei einem prismatischen Balken ist die stirkste Spannung o
eines Querschnitts verhiltnisgleich mit dem Biegungsmomente; ist
letzteres also veranderlich, so wird die Festigkeit nur ungleich-
missig ausgenutzt. Soll die stirkste Spannung o eines Querschnitts
an allen Stellen des Stabes die gleiche sein, so muss das Wider-
standsmoment 28 des Querschnitts verhiltnisgleich mit dem Bie-
gungsmomente 9% sich andern. Ist M, das Biegungsmoment an
einer bestimmten Stelle (etwa das grosste),
9B, das Widerstandsmoment an dieser Fig. 48.

Stelle, so muss
1) ST S A Y

Ist der Balken eingespannt (Fig. 48)
und am freien Ende durch K belastet, so
ist M : M, = «: I, mithin muss dann fir iberall gleiche Sicherheit

2) %‘% = % sein.

Je nach der Anordnung der Querschnitte sind aber unendlich
viele Losungen der Aufgabe moglich. Soll der Querschnitt ein
Rechteck sein von der Breite w, der Hohe » an beliebiger Stelle,
von der Breite d und der Hche A an der Stelle # = [, so ist
W = Ysuv?; W, = /6 dA?, mithin
nach Gl 2

3)

DI
5
I

|

i

E
~
|

|

!

i
¥

N

AN

uv?
d-h?
Bei iiberall gleicher Breite
w = d wird dann
4) w2 ht —in e
Trigt man von der Mitte aus
12y nach oben und nach unten
hin auf, so ergiebt sich ein parabolischer Aufriss D B (Fig. 49).
Die Neigung der Parabel an beliebiger Stelle ist tg @ = Y2 dv: da.
Nach GL 4 wird

4
7

2
gy, Sl Zd‘”, mithin

1552

dv
) i oyl ]
/de 4 vl 2.
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Fir # =17 und » = A wird dann tga:%

| =

Legt man also

in ¢, B und D Beriihrungsgeraden an die Parabel, so bekommt man
das Trapez CEFD, wobei EF — h— 21 tga=120D. Bei
iberall gleichem Querschnitte d - % ist der Rauminhalt des Balkens
d-h-1, bei der parabolischen Begrenzung 2/3d - 1 - , wihrend die
Umschliessungsform ¢'E F D den Inhalt 3/sd - k- hat. Die para-
bolische Form geniigt wohl den Zug- und Druckspannungen, nicht
aber den Schubspannungen. Denn auch an dem Ende B, wo der
Querschnitt = 0 ist, herrscht eine Querkraft K, die eine gewisse
Querschnittsfliche verlangt. Daher kann

man in Wirklichkeit der parabolischen Fig. 50.

Form am Ende nicht ganz folgen. In so
fern ist die trapezformige Umschliessung
besser als die Parabelgestalt.

Giebt man dem Balken iiberall
gleiche Hohe v = %, so wird aus Gl. 3:

5) WA= @,

d. h. der Grundriss wird nunmehr ein
Dreieck (Fig. 50), der Rauminhalt
Yod-h- 1. Diese Form ist also giinstiger als die parabolische;
es ist vortheilhaft, die Hohe iiberall

moglichst gross zu halten. Auch Eig o,

hier darf der Querschnitt am freien

Ende in Wirklichkeit nicht ganz bis Ll TE'A

auf Null abnehmen. i-gl.
Sollen die Rechteck-Querschnitte Bf

einander durchweg ihnlich bleiben, 7}f | 7 Ii'L‘ o

d b u:v=d:h, so wird aus Gl. 3:
[ = T

6
) 1 IR G = i

Trigt man hiernach die Hohen
und Breiten auf (Fig. 51), so erhilt
man (vergl. Theil 1, S. 186) als Begrenzungen im Aufriss und
Grundriss Zweige von kubischen Parabeln.
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Fiir den Aufriss gilt
g hida
g
i L
%id e 6oL
und die Neigung der Tangente im Punkt ' (Fig. 51) (v =1; v = 1)
oo — i
2 61

Legt man um die kubischen Parabeln geradlinige Umschliessungs-
formen, so wird die Hohe und Breite am freien Ende 2/3 2 bezw. 2/3 d.

Ist bei kreisformigem Querschnitte der Halbmesser an
beliebiger Stelle v, an der Einspannungsstelle », so wird nach Gl. 2:
YsoB3m: Yardw = 2 : 1, oder v*:73 = 2 :1. Diese Gleichung ent-
spricht der Gl 6. Die Form des Stabes oder Balkens wird also ein
Umdrehungskorper, dessen Meri-
dianlinie ein Zweig einer kubischen
Parabel ist.

Diese Formen von Balken
iiberall gleicher Sicherheit gelten
in allen Fillen, in denen das
Biegungsmoment sich nach gerad-
linigem Gesetz dndert; also auch,
wenn ein Balken auf zwei Stiitzen
eine Einzellast trigt. Geniigt dann an der Laststelle ein recht-
eckiger Querschnitt d - /, und soll die Breite iiberall gleich sein, so
erhilt man (Fig. 52) leicht die

3v?dv =

mithin

Umschliessungsform, wenn man Big, o

an beiden Auflagern die Hohe P W
= 12k macht. In diese lassen |
sich die Parabeln leicht ein- |
zeichnen. Die Unstetigkeit der 4 2

Momentenfliche an der Belastungs- |
stelle (s. Fig. 35, S. 27) hat zur
Folge, dass auch die Begrenzung
der Balkenform hier Knicke zeigt.
Bei gleich bleibender Héhe
wiirde der Balken die Form der Fig. 53 (im Grundriss aus zwei
Dreiecken bestehend) erhalten.




40 Erste Abtheilung. A. Gleichgewicht elastisch-fester Korper.

Bei kreistormigem Querschnitte wiirde die Umschliessungsform
an den Auflagern %/3, als Halbmesser zeigen. Dies findet An-
wendung bei Achsen, die durch das Gewicht eines schweren Rades
belastet sind.

Auch fiir gleichformig belastete Balken auf zwei Stiitzen lassen
sich leicht Formen gleicher Sicherheit entwickeln. Bei rechteckigem
Querschnitte iberall gleicher Breite wird -der Aufriss eine Ellipse.

5. Biegungslinie.

Die Linie, nach der sich die urspriinglich gerade Achse des
Stabes oder Balkens kriimmt, heisst die Biegungslinie. In Fig. 19
(S. 18) ist O der Kriimmungsmittelpunkt der Biegungslinie fiir die
Stelle G derselben. Gemiss Gl 2, S. 19 ist mithin

Ee'

1) Q:_B’\

der Kriimmungshalbmesser an einer Stelle, auf welche sich e
und o' beziehen. Aus dieser Gleichung folgt das fiir das Weitere
wichtige Ergebnis, dass fir die meisten Fille der Anwendung
der Krimmungshalbmesser verhiltnismissig gross, die Kriimmung
1: 0 daher klein ausfillt. Bei Stabeisen wird o' hochstens
1000%, mithin £ : 06’ = 2000 und © = 2000 ¢’ oder fiir
e =12k, 0= 1000%; an allen Stellen, an denen ¢ kleiner
ist, wird ¢ noch grosser. Ein I-Triger von 0,2™ Hohe biegt sich
also nach Kriimmungshalbmessern von mindestens 200™. Fiir Holz
ist ¢’ hochstens 1002, mithin o = 1200 ¢' = 600 %, d. h. ebenfalls
recht gross. An den Stellen, wo die Biegungsspannnng Null, ist
© = oo oder die Kriimmung = 0.

Da nach Gl 3 (S. 21) ' = Me': J, so wird auch

2) HIEA m
B TR
Nach den Lehren der Analytischen Geometrie ist aber
d*y
1) da?

b (35:)] s
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M M
Setzt man dies = SoNR so hat man, we11 52 eine Funktlon

von @, eine Gleichung, in welcher die erste und die zweite Abgeleitete
der Gleichung der Biegungslinie vorkommen. Eine solche Gleichung
heisst Differentialgleichung; sie ist in dem vorliegenden Falle meist
nicht in geschlossener Form ldsbar. Fir die meisten Fille der An-
wendung ist aber daraus eine Anndherungsgleichung von geniigender
Genanigkeit abzuleiten. Lisst sich die #- Achse so legen, dass sie mit
der Mittellinie 4 B des ungebogenen Stabes entweder parallel ist, oder
nur einen sehr kleinen Winkel w bildet
(Fig. 54), so wird auch die Neigung der
meist nur schwach gekriimmten Biegungs-
linie 4 €' gegen die 2-Achse, d. h. dy: da,
durchweg nur klein sein. Daher kann man

2
in solchen Fillen 1 + <d—Z) mit der Einheit vertauschen. Wiirde z. B.
der grosste Werth von dv:da = 0,1 (entsprechend einem ‘Winkel
a = 6% so wirde doch 1 4 <d ) hochstens 1 -+ 0,01, worin

man 0,01 gegen 1 vernachlissigen kann. Gl 2 (S. 40) liefert
nimlich nicht sehr genaue Werthe fiir die Biegungslinie, weil darin
z. B. der Einfluss der Schubspannungen nicht beriicksichtigt ist;
auch kennt man die Zahl E fir einen vorliegenden Balken meist
nicht auf 19 genau. Die sehr runden Zahlen der Tabelle (S. 8)
lassen darauf schliessen, dass sie nur Mittelwerthe sein konnen, von
denen die wahren Zahlen zuweilen nicht unbetriichtlich abweichen.
Solch grosse Werthe von dy: da kommen aber bei guten Bautrigern

Fig. 54.

2y
selten vor; man kann also unbedenklich 5 %— setzen; dann wird
3) ay M 3

dx2 EJ’

Diese im Jahre 1826 von Navier (!1785 Dijon, {1836 Paris)
angegebene Gleichung fithrt in den einfacheren Fillen nach ein-
maliger Integration zu dy:dx und nach nochmaliger Integration
m y = f(a), der Gleichung der Biegungslinie.

a) Binseitig eingespannter prismatischer Stab oder Balken.

Bin prismatischer Stab oder Balken sei an der linken Seite
unwandelbar eingespannt, u. zw, der Allgemeinheit wegen, nicht
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vollig wagerecht, sondern mit einer kleinen Neigung « abwirts
(Fig. 55); der Balken sei gleichmissig mit p fiir die Lingeneinheit
der Horizontalprojektion und am Ende durch eine Kraft K lothrecht
belastet. In dem unteren
Theile der Fig. 54 ist die Fig. 55.
Kurve 4 B die Biegungslinie, ’
A X wagrecht, 4 Y lothrecht
nach unten. Die Biegung sei
so gering angenommen, dass
die wagerechte Linge des
Stabes auch im gebogenen
Zustande noch = [ gesetst
werden kann. Fir einen Punkt Y
P (#, y) der Biegungslinie
ist das Biegungsmoment, wenn man das Stiick rechts von P betrachtet,
g
M= K( — ) +p~——(l;m), :
Dann wird, wenn man in GL 3 alle Glieder mit £Jd~ multiplicirt,
d?y
dx?

Integrirt man beide Seiten der Gleichung, so entsteht

= K(l—a)da +P(z°—2u + aYda.

2
4) EJdl_ A(Z, ——”“"7> + P(zzw-—m +° >+0
Die Integrations-Konstante ¢ muss so bestimmt werden, dass
fir # =0 dy:de = w wird (entsprechend der Einspannung und
indem man tgw mit o vertauscht). Daraus folgt EJw = C.
Fir das Neigungsverhiltnis tg @ = « am freien Ende ergiebt sich
(mit z =1) EJa= " KI2+ Yspl3+ EJw, also
SR pl
TRy O
Multiplicirt man aber Gl. 4 mit da und integrirt wiederum,
so ergiebt sich

EJy = K(Y2l2? — Ve a®) + Yop (121202 — Vsla® + Yizad)
+ EJwa + 0. ;

Da fir # = 0 auch y = 0 sein muss, weil der  Anfangspunkt

der Koordinaten in der Biegungslinie liegt, so wird €| = 0. Bezeichnet

5)




5. Biegungslinie. a) Eingespannter Balken. 43

man die Ordinate des Endpunktes B der Biegungslinie (fir @ = 1)
mit £, so wird ;

il — YKl el + EJwl, mnithin

K3
f=gngt smy O
Aus den Gl 5 und 6 erkennen wir, dass auch beziiglich der
Neigungen und der Ordinaten der Biegungslinie die Wirkungen der
einzelnen Ursachen (K, p und o) sich unabhingig von einander
iiber einander lagern und summiren, wie S. 31 fiir die Biegungs-
momente gezeigt wurde. (Es gilt dies aber nur, solange man bei
der Aufstellung des Biegungsmomentes die Durchbiegung vernach-
lassigen darf.) Ist der wagerecht eingespannte Stab (w = 0)
nur durch K belastet (p = 0), so wird
= ns K3
~emr T~ sEy
ist er nur gleichmiissig belastet (K = 0), so wird
pl? rt

i N T 8T

Ist der Stab gar nicht belastet, aber schrig eingespannt, so
ist (selbstverstindlich)

a=ow; = wl.

6)

7

Vor weiterer Anwendung der Ergebnisse moge noch die
biegende Wirkung eines am freien Ende des wagerecht eingespannten
Stabes wirkenden Kriftepaares M

untersucht werden (Fig. 56). s ist Hioa
dq z
EJ = M 7 A
dy : g ")m
EJﬂz Wz - @mit ¢ — 0;

M

9) a = ‘Ej.

10) C EJy= 1M+ € (mit ¢, = 0)*
M2

5 f=sx5

Um diese Grossen fir @ und f wirden sich die in GL 5 und
6 gegebenen vergrossern, wenn in Fig. 55 noch das Kriftepaar I
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am freien Ende hinzugefiigt wirde. Gl 10 bedeutet eine Parabel

vom‘ Parameter ETJEI als Biegungslinie des Falles der Fig. 56. Die

~ etwas genauere Gleichung ¢ = EWJ (8. 40) wiirde fir unveriinderliches

M ein unveriinderliches o, d. h. eine kreisformige Biegungslinie
d?y
azs
Erfolg wie die Vertauschung eines Kreises von grossem Halbmesser
© mit einer Parabel vom Parameter o.

Die einzelnen Einflisse von K, p, M und w auf @ und f
stellen wir (nach A. Ritter, Technische Mechanik) wegen der hiiufigen
Anwendbarkeit tabellarisch zusammen:

hat also denselben

ergeben. Die Vertauschung von gmit

Einfluss von auf a auf 7
79 y 73
K Kl Ix{
2 BT Belid
: pil? plt
p 6 EJ 8 EJ
M7 M2
o EJ 2EJ
w w lw

In den auf p beziiglichen Gliedern erscheint I mit einem um 1 héheren
Exponenten als in den mit X behafteten, weil p noch keine Kraft ist, sondern
erst durch Multiplikation mit einer Linge denselben Rang bekommt wie K.
In dem Biegungsmomente war K mit einer linearen Grosse multiplicirt; durch
die beiden Integrationen ver-
wandelte sich diese lineare Fig. 57.

Grosse in eine Grosse zweiten /

und dritten Grades. Daraus .

erkliren sich die Exponenten "D20"”‘
von ! in den Formeln. Diese FEETs RS T2ea
l?emerkurfgen erleichtern das L 200%9

sichere Einpriigen der Tabellen- J
werthe.

Beispiel: Ein Balkontriger rage aus einer Hauswand auf I = 2m = 200 em
wagerecht hervor (Fig. 57). Am freien Ende befinde sich eine Einzellast

y200ky
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K=—200 kg, und ausserdem seien pl=200 ke gleichmiissig iiber die Balkenlinge
vertheilt. Wie gross sind die stirkste Spanmung ¢ und die Durchbiegung f des
holzernen Balkens (E = 120000 at) vom Querschnitte d = 12 cm, h = 20 cm?

Das grosste Moment an der Wand betrigt

M = 200 - 200 + 200 - 100 = 60000 emkg;
das Widerstandsmoment
S = 1/s 1121202 — 800,  daher
g = 60000 : 800 = 75 at.
Das Trigheitsmoment ist J= 2B - 10 = 8000, daher
f:ﬁ-t— pl* iy 200 - 2002 200 - 2003

: 3EJ « 8EJ 3 . 120000 - 8000 8 . 120000 - 8000

= 0gecm =1 : 263 der Linge.

In vielen Fillen der Anwendung wirken die einzelnen Ursachen
einander entgegen (indem vielleicht K aufwirts, p abwirts gerichtet
ist), dann hat man die einzelnen Einfliisse mit theilweise entgegen-
gesetzten Vorzeichen sinngemiss zu verbinden.

b) Prismatischer Balken auf zwei Stiitzen.

Trigt ein prismatischer Balken auf zwei Stitzen in der Mitte
eine Einzellast (Fig. 58), so muss die Biegungslinie zu einer Loth-
rechten durch die Mitte sym-

metrisch, d. h. in der Mitte (i 954

bei C wagerecht sein. Fir \I tﬂ,
die Spannungen und Form- ¥ B
inderungen ist es nun gleich- £

giiltig, durch welche Mittel 7

die wagerechte Richtung bei ¢'
erzwungen wird; ob durch den
Zusammenhang mit einer anderen Hilfte, oder durch feste Ein-
spannung. Daher kann man die rechtsseitige Hilfte C'B ansehen
als bei ¢ aus einer einspannenden Wand wagerecht um !/27 her-
vorragend und am freien Ende durch eine Kraft 'z P aufwirts
gebogen, in Folge dessen der Punkt B um f hoher liegt als der

E

3
Punkt ¢. Man kann daher fiir / die Grundformel 31%3 anwenden,

muss nur K mit !/2 P, I mit /27 vertauschen. Dann wird

Iy P.Ygl® Pl3
3EJ =~ 48EJ’

12) 7=
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2
Ebenso gilt fiir die Neigung a am Ende nach der Formel L

2EJ
13) a=1/21>_1/4l-2_ PrI2
2EJ ~ 16 EJ’
Fiir Zahlenrechnungen ist es in solchen Fillen meist bequemer,

die stirkste Spannung o einzufihren. Fiir diese gilt nach S. 21
und 28:

G i also kL
2 A A R
J ; g 1 o012
Hiermit wird aus Gl. 12 und 13: f= BE oder, um
iiberall Verhiltnisse gleichartiger Grossen zu haben:
14) If & AL
12 Ee
e 1 'e ¢
15 Lhi
) o 4 FEe’

Einen -gleichmissig tber die ganze Lanée belasteten Balken
(Fig. 59) kann man ansehen
als bei C wagerecht ein-
gespannt, im Abstande 1/, 7
durch eine Einzelkraft !/2 pl
anfwirts gebogen und durch
eine gleichmissige Belastung p
abwirts gebogen. Dann wird
mittels richtiger Anwendung der Tabelle auf S. 44:

Voplilsils pgdisl b

Fig. 59.

16) f=—sg7y ~ wlr oy
1) B R
! 2ET 6 EJ A4EJT
gl

Fiir die stérkste Spannung gilt wieder nach S. 33: ¢ i

9 .
setzt man also i’— = — in den GIl. 16 und 17 ein, so wird
e

, 8J
18) £ oo naey
l 48 E e”
J Gl
19 TRR . T
) e g e
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Beispiel: Sind die Verhiltnisse so gewihlt, dass o= 700at; 1:e=20
so wird im Falle der Einzellast (Gl 14 und 15):

I

-1

k==t

i 00— =
30000 0 = 0,00175 = 0°6

-

i»—t |
()

f 1 9
—_ = L = .40 —_— O .
7~ 12 20000 AR

Im Falle der gleichmissigen Belastung ist (Gl 18 und 19):

1 T
= . A U— 33 — 008’
%= % 55000 20 0,0@}3 008
i 5 7

T =48 30000 20 = 0,00072 .

Bei gleichen stirksten Spannungen und gleicher Spannweite verhalten
sich hiernach die Durchbiegungen bei gleichformiger Belastung und bei Einzel-
last zu einander wie 5 : 4 = 12 : 1. Die Ursache hiervon liegt darin, dass
die Momentenflichen in beiden Fillen gleiche Pfeilhohe haben, die eine aber
parabolisch, die andere dreieckig gestaltet ist. Die aus dem Inhalte der
Momentenflichen abgeleiteten Mittelwerthe der Momente sind also %3 bezw.
Yak, ., verhalten sich demnach wie 4:3 = 13: 1.

Bei sehr diinnwandigen T-Trigern wird die Durchbiegung wegen des
Auftretens der Gleitung durch die Schubspannungen etwas grosser.

¢) Biegung von einseitiz eingespannten Balken iiberall gleicher
Sicherheit.

Die Krimmung der Biegungslinie ist allgemein % = %3 (S. 40,

Gl 1). Setzt man nun die Querschnittshhe an beliebiger Stelle v
und e = Y2, so wird, weil jetzt o iberall gleich,
20) E1_1 ;
20 0 v

a) Wird dem Balken iiberall gleicher Sicherheit auch iiberall
gleiche Hohe v = I gegeben, so wird nach Gl 20 auch o fiberall
gleich, d. h. die Biegungslinie ein Kreisbogen vom Halbmesser 2_g
(wie in dem besonderen Falle der Fig. 56, S. 43), wofiir man auch
eine Parabel setzen kann.

Die Durchbiegung findet man am einfachsten, indem man in

i W d?y 5 :
Gl 20 fir — = —= setzt und 2mal integrirt.
o da?
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by b iy AR it e 1
Od.l??_h’26dltb—z+0mlt6-—0’

E z? ; E I
2—63/—2—h+01 mit Cl —0, ?"f=Z7
Sons ol il e llin
o oder, wegen 6—715,
wenn I, und J; sich auf irgend einen, z. B. den Befestigungs-
: . Mm, 22
querschnitt, beziehen: f = S ET,’

Erfolgt die Biegung durch eine am dusseren Ende wirkende

Kraft K, so ist MM, = K und
K3

21) i— S ET,
Die Durchbiegung ist also wegen der dreieckigen Zuschirfung
im Grundrisse (Fig. 50) 1'/2mal so
gross wie bei prismatischen Balken Fig. 60.
(Gl 7, S. 43). :

p) Ist die Hohe v nach parabolischem
Gesetze verinderlich (Fig. 49, S. 37),
80 wird »2: 22 = (l—): ! und aus GI. 20:

E de e 1/7 — 1 .
2—6 37.2 == T (l = .’L) (Flg. 60).
Multiplicirt man mit do = — d (I — ),
so wird nach der ersten Integration
did e Kl e 3
2—0' ﬂ = 7 21/—[ & + ¢
d s
und, weil fir 2 =0 auch 5 =0 ist,

do
C = 2—5, daher
h

8 —ViVi—a.

Nochmalige Integration liefert
h E 20 s/a
Lt el o o
yHip=E l- @+ 3 Vig—a)" + ¢

mit 01=—§l‘2 wegen y = 0 fir # = 0.
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y = f fir # = [ giebt sodann

o oder wegen a—gé-
i B g gy ¢
2 KI3
2 A

In diesem Falle wird also (wegen der nach dem Ende ab-
nehmenden Hohe) die Durchbiegung
doppelt so gross wie bei prismatischen
Balken (vgl. S. 44).

») Eine kreisfirmige Biegung nach
einem Halbmesser
JIfie v Tk Ik
20T W T K
(vergl. S. 47) wird auch bei einem durch ein Kriftepaar Ka be-
lasteten Balken von der Form der Fig. 61 eintreten. Setzt man

dafir eine Parabel vom Parameter o, so wird die Durchbiegung
des Endpunktes B werden

Q:

i e K2
T TR DT Ol
wenn J; das Trigheitsmoment des Einspannungs-Querschnittes.
Ist h=2cm, ¢= T00at, E=2000000at, so wird der Kriimmungs-
2000000 - 2

halbmesser p = e o

=— 2857 em = 2857,

d) Prismatischer, an dem einen Ende wagerecht eingespannter, am
anderen Ende unferstiitzter, gleichmiissig belasteter Balken.

Der Balken rage bei A (Fig. 62) aus der einspannenden Wand
hervor; der Endpunkt B liege genau in der Richtungslinie der
Verlingerung des eingespannten Theiles.
Dann ist, wie wir sehen werden, der
Auflagerdruck B mit alleiniger Hiilfe
der Gleichgewichisbedingungen nicht zu
bestimmen, somit sind denn auch Biegungs-
moment und Spannungen unbestimmt. s
liegt eine sog. statisch unbestimmte Aufgabe vor. In solchen
Fillen fithren nun die Ergebnisse der Biegungslehre zur Losung.

Keck, Mechanik. IL E




50 Erste Abtheilung. A. Gleichgewicht elastisch-fester Korper.

Um uns von der Unbestimmtheit der Aufgabe zu iiberzeugen,
miissen Wir uns zuniichst die Wirkung der Einspannung klar machen,
indem wir uns einmal bei 4 den oberen Theil der einspannenden Wand
fortdenken. Dann findet sich (Fig. 63) bei 4 nur eine unterstiitzende
Kante; der Balken ist ein einfacher Triger auf zwei Stiitzen, biegt
sich in der Mitte um die Grosse
/ mach GL 16 (S. 46) durch und Fig. 63.
hat an beiden Enden eine Neigung
a nach Gl 17 (S. 46) gegen die
Wagerechte. Lisst man an dem
links von A befindlichen Balken-
stiick ein links herum drehendes
Kriftepaar I, wirken, welches sich, von Null beginnend, allmiihlich
vergrossert, so wird dieses Balkenstiick mehr und mehr nieder-
gedrickt, und bei einer bestimmten Grisse von D¢, wird die
Biegungslinie hbei A genau wagerecht sein. Man kann daraus
schliessen, dass die wagerecht einspannende Wand neben dem Auf-
lagerdruck A noch ein Einspannungsmoment ¢, auf den Balken
ausiibt.  Fir das Gleichgewicht eines Balkens, an dem neben
Kriftepaaren nur lothrechte, nicht schrige Kriifte wirken, lassen
sich nicht mehr als zwei von einander unabhiingige Gleichgewichts-
Gleichungen aufstellen, da zu der
Gleichung der wagerechten Kriifte Fig. 64.
sich keine Glieder ergeben. Zur Be-
stimmung der Auflagerkriifte 4, B
und des Momentes 3¢, (Fig. 64)
hat man also nur zwei Gleich-
gewichts-Bedingungen zur Ver-
fiigung; die eine fehlende dritte
Gleichung muss aus der Biegungs-
lehre genommen werden; man
nennt daher diesen Fall: einfach statisch unbestimmt. Die dritte
Gleichung ergiebt sich in diesem Falle sehr einfach. Die Kraft B
wiirde den Endpunkt des bei 4 wagerecht eingespannten, unbelasteten

3
Wire die Stiitze

e : Bl
Stabes nach S.44 in die Hohe biegen um 3HT

14
B nicht vorhanden, so wiirde die Belastung den Endpunkt um Eg%
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abwirts biegen. Da in Wirklichkeit der Endpunkt B in gleicher
Hohe mit A4 liegt, so heben sich beide Durchbiegungen gegenseitig
auf; es wird
B plt
3 B J o SiE.T

oder

I

w

1) B gpl; somit

|

9) A=>5%spl und W, = Yapl2—3pl?="spl.

Diese Werthe gelten aber nur, wenn die an die Biegungslinie
bei A gelegte Tangente genau durch den Punkt B geht; geringe
Abweichungen von dieser Bedingung haben grossen Binfluss auf
die Auflagerkrifte.

In einem Abstande z von B ist das Biegungsmoment
3) M= Bo — pa?=>3pspla — 2pa>.

Figt man '/spla mit + und — hinzu, so kann man auch
schreiben:

M= aple — Y2pa®— Yspla
4) = lppa(l —ax) — Yspla.

Das erste Glied der rechten Seite entspricht (nach GL 1 S.33)
einem auf beiden Seiten gestitzten (nicht eingespannten) Balken;
die entsprechende Momentenflche ist eine Parabel 4, €| B, (Fig. 64)
von der Pfeilhohe /s p72. Das zweite Glied wird durch die Gerade
A, B, dargestellt, wenn 4, 4, = /s p?>. Von den Ordinaten der
Parabel muss man diejenigen der Geraden abziehen, um I zu

erhalten. Die lothrechte Schraffirung giebt die Veranderlichkeit
des Momentes an.

Von B, (wo M = 0) beginnend, nimmt das Moment zunichst
zu, erreicht an der Stelle D,, wo die Parabel || der Geraden 4, By,
ein analytisches Maximum 9%¢,,,,, nimmt dann wieder ab, wird bei
N,, wo Parabel und Gerade sich schneiden, zu Null, geht dann
ins Negative fiber und erreicht den grossten negativen Werth
— M, = — Yspl? an der Einspannungsstelle.

Die Funktion von der Form It = Ba — '2pa? erreicht. wie
schon S. 35 gefunden (dort war A statt B gesetzt), das Maximum

4%
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das giebt fir B = 3/spl (Punkt D,):

e 9 2 —
5) m?max—128pl Wil o == S

Bx — Y2pa? wird aber zu Null fir # = 0 (Punkt B,) und fir
a0l = 3/47 (Punkt V).

@€

Es findet sich also 9t,, ., mitten zwischen den beiden Momenten-
Nullpunkten. Einem Momente = 0 entspricht bei einem Balken,
dessen Querschnitt ein Trigheitsmoment J = 0 hat, eine Kriim-
mung = 0, und ein Kriimmungshalbnesser 0 = oo der Biegungs-
linie. 1V, entspricht daher einem Wendepunkte N der Biegungslinie.
Rechts von NV kehrt die Biegungslinie ihre konvexe Seite nach
unten —, wie bei einem Balken auf zwei Stiitzen; links von IV
ist die Kriimmung ~— und damit auch das Moment entgegen-
gesetzt.

Solche Querschnitte, an denen das Biegnngsmoment grosser ist
als zu beiden Seiten daneben, heissen gefihrliche Querschnitte.
Hier giebt es deren zwei, ndmlich 72 und 4. Beide sind aber
nicht in gleichem Mafse gefihrlich; denn die entsprechenden
Momente °/128p7? und 'Bpl? = 16/128pl? verhalten sich wie
9:16. An der Binspannungsstelle herrscht also das grisste Mo-
ment, und dies ist auch ebenso gross, als wenn der Balken an
beiden Enden einfach gestiitzt wiire; das grosste Moment hat sich
daher in Folge der Einspannung nicht vermindert, sondern nur von
der Mitte nach dem Ende 4 verschoben.

Eine Verminderung des grissten Momentes lisst sich aber
erreichen, wenn man die Stiitze B um ein gewisses Mafs nach
oben schiebt. Durch dieses Aufwirtsbiegen vergrissert man den
Stiitzendruck B; in Folge dessen wird in I (Gl 3, S.51) das posi-
tive Glied vergrdssert, hierdurch das bisher kleinere Moment I,
vergrossert und der absolute Werth des negativen Momentes 9,
vermindert. Man erkennt dies deutlicher, wenn man zu dem all-
gemeinen Ausdrucke fiir 3¢, der von der Hohenlage des Punktes B
noch unabhingig ist, MM = Ba — Yepa?, die Grosse Y2 pla mit
-+ und — hinzufiigt, dann kann man ordnen:

6) M= lepa(l —a)— (Yepl — B)a.
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Darin bezeichnet wieder das erste Glied der rechten Seite die
unverinderte Parabel A, C, B, (Fig. 64), wihrend das letzte Glied
wiederum durch eine Gerade dargestellt wird, deren Endordinate
A, A, nun aber = (Y2pl — B)1, d. h. von B abhingig ist, und
zwar bedeutet A, A, wiederum den absoluten Werth ¢, des Ein-
spannungsmomentes. Die giinstigste Momentenfliche, d. h. diejenige,
in welcher das absolut grosste Moment so klein wie moglich ist,
konnte man nun schon zeichmerisch durch Probiren finden, indem
man die Gerade B, A, solange um B, drehte, bis die beiden
lothrecht gemessenen Abstinde zwischen der Geraden und der
Parabel, welche M, und 9N, entsprechen, gleich geworden waren.
Fine giinstigere Momentenfliche ist nicht mehr denkbar, denn jede
Anderung der Richtung von B4, wiirde wohl das eine der beiden
Momente verkleinern, das andere aber vergrossern. Hier, wie in
den meisten derartigen Fillen, wo mehrere gefihrliche Querschnitte
vorhanden sind, kommt es darauf an, die Momente dieser
Querschnitte auszugleichen, wenn man den giinstigsten
Zustand herbeifihren will. Hat man die Ausgleichung zeichnerisch
gefunden, so braucht man nur A, 4, = (Y2pl— B)1 zu setzen und
hat damit B bestimmt. Der Weg der Rechnung bedingt, dass man
das analytische Maximum von ¢, nimlich ﬁi; =M = pTZQ — Bl
setzt. Diese quadratische Gleichung liefert die beiden Losungen
B=pl(—1=V2), von denen nur der positive Werth

7 B=pl(—1 + 1414) = 0414 pl

moglichst kleine Werthe der Grosstmomente liefern kann, denn

2

- der negative Werth wiirde ;—3- sehr gross machen. Da nun fiir
i&

diesen Auflagerdruck B = 0,414 p! die Momente Mm,.. und Ny
gleich werden, so berechnet man den Werth beider am einfachsten
mittels der Formel fir MM, = Yppl? — Bl = A2 = 0,414)
= 0,086 p/2. Diesem Auflagerdrucke B = 0,414 pl entspricht also
ein iiberhaupt grosstes Moment

8) m, =M = 0,086pl?,

wihrend bei B = 3/s pl sich I, = Yspl® = 0,125 pl? ergab.
Das grosste Moment ist also bei gegebener Balkenlinge und Last
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im Verhéltnis von 125 auf 86 vermindert, die Tragfihigkeit also
auf das 125 : 86 = 1,45fache gestiegen. Um nun diejenige Hebung 7
des Punktes B gegen die Ein-
spannungsstelle 4 zu finden, welche
dieser Verbesserung entspricht,
bringt man an die Biegungslinie
die Kraft B = 0,414 p! (Fig. 65)
und bekommt dann durch den-
selben Gedankengang, der auf S. 50/51 zur Bestimmung von B
fir /=0 fiihrte, jetzt

Bl _ﬂ(o,m 1)

Fig. 65.

f_3EJ S J g

3 i

' A

9) S
Um die verhiltnismissige Grosse dieser Hebung einigermafsen
ibersehen zu konnen, fithren wir wieder die stirkste Spannung ©
ein, indem wir bedenken, dass das grosste Moment jetzt 0,086 p 2

2
= GJ, also Pl e £ sein muss. Fihrt man dies in Gl. 9
¢ J 0,086 e
ein, so wird
b L gL
10) e 0,151 %"

Setzt man wieder, wie in anderen Beispielen (S. 47)
6= 700; E = 2000000; Y, = 20,
80 wird J{ = 0,001057, d. h. rund '/1000. Eine Hebung der Stiitze B

um '/1000 der Spannweite / geniigt also schon, um die Tragfihigkeit
des Balkens auf das 145fache zu erhthen. Von diesem giinstigen
Ergebnisse wiirde man gewiss mit Vortheil Gebrauch machen, wenn
man sicher wiire, den erstrebten Zustand des Balkens genau erreichen
und auf die Dauer erhalten zu konnen. Wenn man aber die Mittel
erwigt, die man zu einer derartig genauen Auflagerung eines
Balkens anwenden miisste, so iiberzeugt man sich leicht, dass eine
Balken- Anordnung, deren Spannungszustand von solchen Feinheiten
abhiingt, trotz der Moglichkeit, rechnungsmissig sehr giinstige Ver-
hiltnisse zu liefern, wenig Vertrauen verdient, da durch Abwei-
chungen von der gewiinschten Stiitzenlage leicht eine Vergrosserung
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der Momente eintreten kann, ohne dass man es wahrzunehmen
vermag. Dies ist ein Ubelstand, der den meisten statisch un-
bestimmten Anordnungen anhaftet.

e) Prismatischer, gleichformig belasteter Balken auf drei Stiitzen.
Wir betrachten nur den Fall, dass die 3 Stitzen gleiche Ent-

fernung 7 haben. Fiir einen solchen Balken (Fig. 66) kann man nur die
beiden Gleichgewichtsgleichungen aufstellen:

1) A+ C+ B=2pl Fig. 66.
und in Bezug auf C: A7 — Bl = 0 oder 0w TU ¢ {
2 4=B. T

Die noch fehlende dritte Glei-
chung muss wieder aus der Biegungslehre geschopft werden; die
Anordnung ist einfach statisch unbestimmt. Bei dieser dritten
Gleichung kommt es nun wieder

wesentlich auf die gegenseitige Hohen- 7 T B
lage der Stiitzen an. Deshalb machen
wir gleich von Anfang an die Annahme,

die Mittelstiitze C liege um ¢ unter der i

Verbindungsgeraden der Endstiitzen, wo- Fig. 68.
bei dann ¢ beliebig %O gesetzt werden i
kann. Geht man mit der Mittelstiitze
weit genug herunter, so wird der Balken
sich endlich nur auf die Enden stiitzen
(Fig. 67), es wird A= B=pl, C=0 sein. Schiebt man aber

den Punkt C weit genug in die Hohe (Fig. 68), so wird der Balken
endlich nur auf ¢

schweben, es wird
0= 2p i nnd

g(— B ()sein-
Die Biegungslinie
muss in allen
Fillen zur loth-
rechten Mittellinie
symmetrisch, d.h.
in der Mitte wage-
recht sein (Fig. 69).
Wenn man sich nun, wie bei Fig. 58 (S. 45) die linke Hilfte

A A

‘\nl\nxm\\\\nmwn\\mmi\‘ I

(M

(e
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wagerecht eingespannt denkt, so gleicht die rechtsseitige Hilfte 'R
in Fig. 69 der Fig. 65 (8. 54), so dass die simmtlichen Unter-
suchungen von S. 52—54 sich hier verwerthen lassen. Es wird

B il k.
‘T 3E;  gpy Within
3 3EJc
3) B=§pl+ IE = A4 und
10 6 EJc

Auch die Momentenfiiche wird fiir die rechtsseitige Hilfte
ebenso, wie in Fig. 64 (S. 50) gezeigt, und fir die linksseitige
Hilfte dazu symmetrisch, M, wird hier das Moment tber der
Mittelstiitze
5) 2021=q02=(‘,/2])l—B)l.

Den Nullpunkten AV, und NN, entsprechen wieder Wendepunkte
der Biegungslinie. Zwischen den Wendepunkten kehrt die Biegungs-
linie die konvexe Seite nach oben (die Zugspannungen liegen oben),
ausserhalb derselben ist es umgekehrt. Mitten zwischen By und N,
liegt ein positives Maximalmoment

6) M, =

ebenso zwischen .1, und ..

Fir ¢ = 0, d. h. fiir Stitzen in einer Flucht, wird B — e pl.
M,... = %128 pl2; M, = Yspl?. Eine Senkung der Mittelstiitze
um ¢ vergrossert B, vergrossert IM,,.. und verkleinert gleichzeitig M.

Die giinstigste Anordnung fir den Balken wird wieder
durch Ausgleichung der Momente M o und M, erreicht. Dies
verlangt nach Gl 7 (S. 53)

7) B = 0414 pl,
was nach Gl 9 und 10 (S. 54) durch

9 —prg Eia e SO
8) 7 = 0013 == 0m 5
erreicht wird. Die grossten Momente stellen sich dann auf
9) M, = MW, = 0,08 pi2,

withrend bei Stiitzen in gleicher Flucht M, = 0,125 p 72 sein wiirde.
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Beispiel: Ein Holzbalken von 2 7= 10m = 1000 em Liinge, im Querschnitte
15 em breit und 16 cm hoch, werde von drei Arbeitern 4, ¢ und B getragen.
Es soll die Gewichtsvertheilung berechnet werden fir verschiedene Héhenlagen
der tragenden Schultern. Der Balken hat 10 - 0,6 - 0,155 = 0,24 cbm TInhalt;
wiegt 1 cbm 600 kg, so wird das Gesammtgewicht 2 pl = 144 ke; p = 0,141 kg/cm.

Es ist J= /2 15 - 167 = 5120; %8 — 640; E= 120000at, I — 500 cm,
s wird A:B:%-72+3?”=27+14,1460-,
:%)-72~6fajc=.)0—29,4920.

Fehlt die Mittelstiitze, so wird 4 = B = 72kg; (= 0 und die Durch-

biegung in der Mitte
or=—=1900c 99 19ai=—"3 opicmi,

Hiilt der mittlere Arbeiter also seine Schulter um dies Mafs niedriger
als die beiden anderen, so bekommt er gar keine Last. In diesem Falle ist
das grosste Moment in der Mitte

Ysp(20)2="':pl?="1a-72. 500 = 18000 cmkg
und die Spannung o= 18000 : 640 = 28, at,

Sollen alle drei Schultern gleich stark tragen, soll A= B=C=1/3 . 144
48 — 27

14,746_

liegen als die anderen. In diesem Falle wird M =

= 48 kg sein, so muss die mittlere Schulter um ¢ = = 1,43 cm tiefer

482
R 01;~8000,

M, = (1272 — 48) 500 = — 6000, d. h. wegen des negativen Zeichens ist
W, , welches mit positivem Zeichen einer Biegungslinie entsprach, bei der die
konvexe Seite oben lag, hier ein umgekehrtes Moment, so dass ein Wendepunkt
nicht vorkommt. Die stirkste Spannung in diesem Zustande ist 8000 : 640
=192 at,

Die Spannung wird am kleinsten fiir
pl* 0,3 - 72 - 5003
EJ ~ 120000 - 5120
Dabei ist 4 = B = 041 pl= 29sks; C= 144 — 2 . 295 =284,4kg, so dass
die mittlere Schulter jetzt erheblich mehr belastet ist. Das grosste Moment
wird 0,086 p1%= 3096, die Spannung 3096 : 640 = 4,5 at. — Fiir gleiche Hohen-
lage der Schultern wird 4 = B = 27kg; ¢ = 90 kg; das grosste Moment I,
= !spl?, d. h. Y4 so gross wie fir C = 0, also M, = 4500, o= Tat. —
Dagegen wird 4 = B = 0 und C=144 k¢ fiir ¢ = — 27 : 14,146 = — l g3 em |
d. h. wenn die mittlere Schulter um dieses Mafs hoher liegt als die anderen.
Das grosste Moment wird nun W, = 2pl®> — 0, d. h. ebenso gross wie fiir
C = 0, niimlich 18000 mit ¢ = 28,1 at.

Die Spammung schwankt also in diesen betrachteten Fillen zwischen
4,5 und 28, 3t. Dem entsprechen freilich, weil ein biegsamer Holzbalken
angenommen war, auch ziemlich betrichtliche Héhenverschiebungen; fir einen
steiferen Eisentriiger wiirden ihnliche Spannungsunterschiede durch viel ge-
ringere Verschichungen bewirkt werden. Solche Balken auf mehr als zwei

¢ = 0,013 = (0,19 cm,
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Stittzen sind hiernach sehr empfindlich gegen Hohenverschiebungen einzelner
Stiitzpunkte und deshalb nur mit Vorsicht zu verwenden.

Soll eine Balkenbriicke mit zwei Oeffnungen gebaut werden,
so hat man die Wahl, ob man (Fig. 70) Balken verwenden will,
die iber beide Offnungen durch-

gehen, oder ob man auf dem Fig. %0,
Mittelpfeiler neben einander zwei L "
Auflager anbringen und die Balken m ’IJ
dort unterbrechen will (Fig. 71).

Letzterer Fall hat den Vorzug, Fig. 71.

statisch bestimmt zu sein; wenn [ [ =,
einer der Pfeiler sich etwas senkt, ‘5 m r.l—
so werden dadurch die Briicken-

balken nicht in Spannung gerathen, vielmehr werden sie wider-
standslos dem Pfeiler folgen.

Mit der statisch bestimmten Auflagerung eines Trigers auf zwei Stiitzen
hiingt auch ein Verfahren zusammen, das Gewichtr eines sehr langen, auf einem
zwelachsigen Wagen befestigten Dampfkessels zu bestimmen, ohne dass eine
zur Aufnahme des ganzen Wagens hinreichende Briickenwaage verfiighar ist.
Man fihrt in diesem Falle mit
der einen Achse auf die Waage Fig. 72.

(Fig. 72) und ermittelt die Last
A, verfihrt dann mit der an- s
deren Achse B in derselben 7

Weise und erhiilt in der Summe

—
A+ B das Gesammtgewicht P ﬁ]j . an
Far > L 77 7 &

des belasteten Wagens.

die Zuliissigkeit dieses Ver-
fahrens ist nur erforderlich, dass
die Fahrbahn zu beiden Seiten der Waage nicht gar zu uneben sei, damit sich
der wagerechte Abstand der Schwerpunkts-Lothrechten von den Achsen nicht
merklich indere. Bei der Verwendung eines dreiachsigen Wagens wiirde dieses
Vorgehen nicht brauchbar sein, weil man nicht wissen kann, ob die Achse,
nachdem sie die Waage verlassen hat, noch dieselbe Last triigt wie bei ihrer
Stellung auf der Waage.

Bei dieser Gelegenheit mige noch ein Verfahreu angegeben werden, wie
man das Gewicht eines Lingenmeters von einer Eisenbahnschiene oder einem
gewalzten Triger bestimmen kann, wenn die vorhandene Waage zur Wigung
des ganzen Stabes nicht ausreicht, der Stab aber auch nicht zerschnitten
werden soll. Es sei I die Linge des ganzen Stabes oder Balkens; von dem
rechtsseitigen Ende aus messe man eine Linge = 1m ab (Fig. 73) und bringe
unter der Mitte B dieser Liinge eine schneidenartige Stiitze an. In der Mitte 4
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der ibrigen Linge ! — 1m werde in gleicher Weise eine Schneide 4 an-
gebracht. Der Schwerpunkt der ganzen Schiene liegt dann um !/2m, die
Schneide B um !/20 von der
Schneide 4 entfernt; der Stitzen-

druck B wird daher T
B — P—O’ﬁ = E 0,5™m I(_I_ZIL.‘_B_.J
1/2 l [} 7 ;4_12 ! ;,:
d. h. das gewiinschte Gewicht von 7 A“ C'4B
einem Lingenmeter der Schiene. < o ! 1 3
Dieses Gewicht kann man ermitteln, YD S

indem man die Schneide B auf

die Briicke einer Waage stittzt. — Zur Erklirung diene noch Folgendes:
Denkt man sich das Stiick von 1m Linge thatsichlich abgeschnitten, so be-
findet sich dieses auf der Schneide B im (wenn auch unsicheren) Gleich-
gewichte, ebenso der lange Abschnitt auf der Schneide 4. Verbindet man die
Theile nun an der Schnittstelle ¢ mit einander, so treten in der Verbindung
keine Spannkriifte auf; ebenso wenig wird dies daher in der ungetrennten
Schiene vorkommen. Die Schneide B triigt also nur das abgemessene (aber
nicht abgetrennte Schienenstiick von 1m Liinge. (Dieses Beispiel gehort eigent-
lich nicht zur Biegungslehre, sondern in Theil 1, S.162.)

6. Knickfestigkeit.

Wird ein urspriinglich véllig gerader und gleichmissiger Stab
an den Enden durch Druckkrifte K belastet (Fig. 74), die genau
in die Mittellinie des Stabes fallen, so ist nur eine geradlinige
Verkiirzung des Stabes mdoglich. Dies zeigt sich auch in Wirk-
lichkeit, solange die Linge des Stabes im Verhiltnisse zur Quer-
schnittsbreite nicht erheblich ist. - Bei grosserer Linge aber ist mit
der Wirkung der Kriifte K eine seitliche Aushiegung verbunden,
die offenbar daher riihrt, dass die vorstehend genannten Bedingungen
der volligen Geradlinigkeit und Gleichmissigkeit und des voll-
kommenen Zusammenfallens der Druckkriifte mit der Mittellinie des
Stabes in aller Schirfe nicht zu erfiillen sind. Bei allmihlichem
Anwachsen der Krifte erfolgt schliesslich eine Zerstorung durch
gleichzeitige Zusammendriickung und Biegung, und man nennt
diesen Vorgang Knickung.

Wir nehmen an, der Stab habe sich um ein gewisses Mafs
gebogen und befinde sich im Gleichgewichte; seine Spannungen seien
noch innerhalb der Elasticititsgrenze. Die beiden Krifte K sollen in
ihrer urspriinglichen Richtung und Lage verblieben sein (Fig. 75).
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Fihrt man an irgend einer Stelle, wo die Ausbiegung v betriigt, einen
Querschnitt durch den Stab und betrachtet das Stiick unterhalb des
Schnittes (Fig. 76), so miissen an dem
Schnitte innere Krifte auftreten, die
der bei A angreifenden Kraft K das K
Gleichgewicht halten. Wegen der Ge- [
ringfiigigkeit der Biegung innerhalb der
Elasticititsgrenze kann man den Schnitt
als rechtwinklig zur Richtung von K
annehmen. Die Richtungslinie von K
geht um v an dem Schwerpunkte der
Querschnittsfigur vorbei. Zur Erleich-
terung der Spannungsberechnung denken _T'_J

K

b T ISR v iy

wir uns an einem Punkte des unteren
Stabtheils 2 mit K gleiche und parallele,
aber einander entgegengesetzte Kriifte so hinzugefiigt, dass sie durch
den Schwerpunkt der Querschnittsfigur gehen; hierdurch wird an dem
Gleichgewichtszustande nichts geiindert. Die urspriinglich gegebene
und die entgegengesetzt hinzugefiigte Kraft K bilden ein Kriiftepaar
vom Momente K, welches an der rechten, konkaven Seite eine

Druckspannung ¢ = % hervorbringt. Die zweite hinzugefiigte

Kraft K aber ist eine durch den Schwerpunkt des Schnittes gehende
Druckkraft und erzeugt eine gleichmissig iiber die Schnittfliche

vertheilte Druckspannung Diese vereinigt sich mit der aus

F'
dem Biegungsmomente hervorgehenden Druckspannung zu der an
dem Schnitt @iberhaupt vorkommenden grossten Druckspannung
Kuye /i

i i

Nennt man 7 die stirkste Durchbiegung, welche in der Mitte

der Linge [ auftreten muss, so wird die tiberhaupt grosste an dem
Stabe vorkommende Spannung die Druckspannung ¢”, deren abso-
luter Werth

1) o =

G/; =

Kfe i 4'

Man koénnte erwarten, dass die unbekannte Durchbiegung f
mit Hiilfe der Gleichung der Biegungslinie zu ermitteln sein wiirde;
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doch gelingt ein derartiger Versuch nicht, wie in Keck, Vortrige
iiber Elasticititslehre, ausfithrlich entwickelt wird. Der Grund des
Misserfolges liegt in dem Umstande, dass die Biegung nur eine
Folge zufilliger Abweichungen ist, deren Grosse nicht zahlen-
missig feststeht, sondern nur aus der Erfahrung und den Umstinden
eines bestimmten Falles ermittelt werden kann.

Bei den Belastungsfillen Fig. 58 u. 59 nun haben wir die
Durchbiegung /' eines Stabes auf die Form

e s0h 8 Dl
S A A g

(Gl. 14 und 18, S. 46) gebracht, und auf &hnliche Form ldsst
sie sich auch in den einfachen, in der Tabelle auf S. 44 be-
handelten Fillen bringen; es hat nur die Ziffer vor % in jedem
Fall ihren besonderen Werth. Daher konnen wir auch bei der jetzt
vorliegenden Aufgabe mit einiger Berechtigung fe verhéltnisgleich
mit 72, also etwa

fe = al? setzen.

Da hei einem nachgiebigen, wenig steifen Stoffe eine starke
Durchbiegung eher erwartet werden darf als bei einem verhiltnis-
missig starren Korper, so ist die Ziffer @ eine in erster Linie von
dem Material abhiingige Verhiiltniszahl, und zwar darf der Er-
fahrung zufolge etwa gesetzt werden: fiir Stabeisen @ = 0,0001, fiir
Gusseisen und Holz a = 0,0002. Natirlich sind dies nur rohe
Mittelwerthe; eingehendere Versuche haben gezeigt. dass a nicht
ganz allein von dem Stoffe, sondern auch in nicht ganz einfacher
Weise noch von dem Lingenverhiltnis abhiingt, doch konnen wir
darauf in diesem Buche nicht niher eingehen.

Hiernach wird dann aus GL 1:
al? i
i F) :

Da der Stab die Freiheit hat, sich nach irgend einer Richtung
auszubiegen, 30 muss man fir vorstehende Gleichung den ungiin-
stigsten Fall, d. h. fir J den kleinstmdoglichen Werth
annehmen. TIst der Querschnitt z. B. ein Rechteck, d die kleinere,
h die grossere Seite, so ist J = l/i2 hd? zu setzen in Bezug auf
die zur Kante 7 parallele Schwerpunktsachse. In der Richtung der

7|
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kleineren Seite d ist dann die ‘Ausbiegung zu' erwarten. Fihrt man
noch den zu J gehorigen kleinstmiglichen Trigheitshalbmesser i ein,
indem man J = Fi? setzt, so wird

Gai G s T2 : 2
2 g :F(aﬁ e 1), oder auch mit n=<a?+1>
FGH
3) F = E-n I R = .
()4 n

Der Klammerausdruck » wird fir / = O zu Eins und wiichst
mit zunehmender Stablinge. Ist o" die zulissige Druckspannung,
so wiirde K : 0" der bei einer Berechnung auf reine Druckfestig-
keit erforderliche Querschnitt sein. Der Zerknickungsfaktor

2
T a% + 1 giebt an, in welchem Verhiltnisse der Querschnitt
wegen der Moglichkeit des Zerknickens vergrossert werden muss.

Bei einem auf Knicken beanspruchtén Stabe muss die Quer-
schnittsform zweckmissig so gewihlt werden, dass bei gegebener
Fliche F' das Quadrat des kleinsten Trigheitshalbmessers ¢ mog-
lichst gross werde. Man muss den Querschnitt so anordnen, dass
zwei zu einander rechtwinklige Symmetrie-
achsen gleich grosses Trigheitsmoment liefern.
Jede Abweichung von dieser Form wiirde
wohl in einer Richtung die Steifigkeit ver-
grossern, aber nur zum Schaden der Steifig- =
keit in anderer Richtung. Von allen recht-
eckigen Querschnitten verdient also das o
Quadrat den Vorzug. Der Kreis kommt 7 >
bei den natiirlichen Baumstimmen zur An-
wendung. Fiir die Verwendung von Eisen wird man hohlen Quer-
schnittsformen (Ring, hohlem Quadrat) und gerippten Formen,
z. B. dem Kreuzquerschnitte mit gleichen Rippen (Fig. 77) den
Vorzug geben.

Fig. 77.

Beispiele: Fiir einen Schmiedeisenstab von 100 ¢m Liinge, dessen Quer-
schnitt ein Quadrat von 2 cm Seite, ist ¢2=2%: 12, und der Zerknickungsfaktor
1002

=12+ 1=4.

n = 0,0001 -
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Bei 700 at zulissiger Druckspannung wird daher die zulissige Belastung
K— 2%.900:4— 700 k.
Fiir einen kreuzformigen Querschnitt (Fig. 77) ist nach S. 24
a? e
JE—T0N (1 —}—h—g—?)w
d
R e o R it o
F=2dh—a*=d-n(2— 7).

Bei der Berechnung des Zerknickungsfaktors kann man (im Hinblick auf
die Unsicherheit des Werthes a) wegen der Kleinheit von d : » annihernd

5 v h? ho
s 12_27‘}‘———24 Zen.
l'l
Es wird dann n—a 24F+1.’

fiir Schmiedeisen und ¢ = 20 h ist » = 0,96 + 1 oder rund » = 2. (Abrun-
dungen sind bei der Berechnung von » sehr angebracht.) Die Fliche F ist,
z. B. fir d = 25cm, h = 20, also ! = 400 cm,

F=2.25-20 — 25> = 93,75 aom ,
mit o = 700 wird dann die zulissige Belastung

K:@;Qg_glﬂ:32813kg.

Ist der Stab von Gusseisen, so wird a doppelt so gross, daher
n==10 11 =249, tund 3.
Nimmt man wiederum o' = 700, so wird

___ 700 - 93,15
5 3

ke = 21875k, —

Fir eine hohle Gusseisensiule von dem #usseren und inneren Halb-
messer R bezw. r ist
J=V4 (R —r¥)m; F= (R — 1) =%
mithin ¢ = Ys (R? + »?), daher

3

12
n=0,oooz~4m7—}—l;

mit » = 0,9 R wird dann
n = 0,000 41 % + 1.

Ist dann noch ¢ = 40 R, so wird n = 1,7.
R=10cm, /=400 cm und ¢" = 700 at liefert dann wegen F = 59,69 acm

i 1ot

Weiteres iiber Knickfestigkeit findet man in Keck, Vortrige iber
Elasticititslehre.
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7. Drehungsfestigkeit.

a) Stab von kreisformigem und kreisringformigem Querschnitte.

Wird ein Cylinder an beiden Enden durch gleiche Kriftepaare
von entgegengesetztem Drehsinn ergriffen, deren Ebenen rechtwinklig
zur Cylinderachse sind, so heben sich diese Paare am starren
Korper bekanntlich ohne Weiteres auf (Theil 1, S. 108); am
elastisch-festen Kdrper aber nur,
wenn seine Widerstandsfihigkeit
hinreicht und auch dann erst,
nachdem  eine entsprechende
Forminderung stattgefunden hat.
Diese Forminderung besteht in
einer Verdrehung; die einzelnen
Querschnittsebenen verdrehen sich
derartig gegen einander, dass die
urspriinglich geraden Cylinder-
seiten (z. B. 4 B) in sehr steile
Schraubenlinien (z. B. A (') iibergehen. (In Fig. 78 ist das links-
seitige. Ende des Cylinders festgehalten gedacht) Die Ver-
drehungen der Querschnitte gegen einander sind
als Gleitungen der einzelnen Querschnittstheile auf- Fig. 79.
zufassen, mit denen das Auftreten entsprechender
Schubspannungen verbunden ist. Versuche haben 2
ferner gezeigt, dass Halbmesser eines Quer- \5-{9
schnitts auch nach der Formiinderung noch gerad-
linig sind. Daraus folgt, dass die Gleitung in
der Achse bei O (Fig. 79) Null ist und verhiltnis-
gleich mit dem Abstande o von O nach aussen zunimmt. Da nun
naeh SG.1, 8 15

T
l) }/=6_,

Fig. 78.

d. h. die Gleitung verhéltnisgleich mit der Schubspannung ist, so
muss auch die Schubspannung mit o verhiltnisgleich sein. Nennt
man also die Schubspannung in den Abstinden ¢ und » von der
Mitte 7, beaw. 7, so ist (ihnlich wie fir die Biegungsspannungen
Gl 1 B 18)

2) T, ¥ =0:7r.
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Nimmt man aus dem kreisformigen Querschnitt einen dimnen
Ring vom Halbmesser ¢ und von der Fliche d F' heraus, so tritt
an diesem durchweg die gleiche Schubspannung 7, in tangentialer
Richtung, d. h. rechtwinklig zum Halbmesser o auf; das giebt fiir
die Ringfliche ¢ F eine gesammte innere Tangentialkraft d Fr,
welche in Bezug auf die Cylinderachse ein Moment

dM = 7,dFo liefert.

Dies ist das der weiteren Verdrehung entgegenwirkende Moment
des Ringes. Summirt man iiber den ganzen Querschnitt, so ist
das gesammte Spannungsmoment mit Ricksicht auf GI1. 2

m =" §dF-@‘-’,

7

welches dem verdrehenden Kriftepaare gleich sein muss. Wir
konnen daher 9 unmittelbar als das Verdrehungsmoment bezeichnen.
Der Werth [d F.o? bedeutet (nach Theil 1, S. 270) das polare
Trigheitsmoment J, des Querschnitts in Bezug auf die Achse O
des Stabes. Sonach wird
T,
r
Diese Formel ist iihnlich gestaltet wie die Gl 3, S. 21, fir
die Biegungsspannung. Nur kommt hier das polare Trigheits-
moment in Frage.

Der Winkel 9, um den sich der eine Querschnitt gegen einen
um / davon entfernten verdreht, heisst der Verdrehungswinkel.
Die Berechnung desselben folgt leicht aus Fig. 78. Die Abweichung
der Schraubenlinie A C' von der Geraden A B ist die der Schub-
spannung 7 der iusseren Mantelfliiche entsprechende Gleitung;
daher wird der Verdrehungshogen BO = y/. Weil aber auch
BC = r3, so wird »9 = pI oder
Ui S0
r  GJ,

3) = D,

i
1) V= o
(entsprechend Gl. 9, S. 43).
Diese (Gleichungen gelten fir kreis- und kreisringformige
Querschnitte. Fir Vollkreise ist (nach Theil 1, S. 273) J, = /2 rim,
fir einen Ring von den Halbmessern R und »
Tai—1h (Rt — 1)@

Keck, Mechanik. II. 5
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Die Formeln 2—4 sind nicht nur fiir den ruhenden Cylinder,
sondern auch fiir den gleichformig um seine Achse sich drehenden
Cylinder verwendbar, weil die dieser Drehung entsprechenden Er-
ginzungskrifte (Centrifugalkrifte) in den einzelnen Theilen des
Korpers nur (meist unbedeutende) Zugspannungen hervorrufen.

Beispiel: Auf einer Maschinenwelle (Fig. 80) befinden sich zwei Zahn-
ridder im Abstande 7 = 250 em von einander. Am Umfange des rechtsseitigen
vom Halbmesser = 40 em
wirke eine Kraft K= 1000 ¥e. Fig. 80.

Dadurch entsteht ein Dreh- %
moment M = 40 000 cmkg L
[

welches durch ein gleiches -;f\*'
Widerstandsmoment am an- .o 40¢"=
1
Z

deren Zahnrade aufgehoben el e m e * =

werden moge. Die zulissige
Schubspannung mége mit Riicksicht auf mogliche Unregelmissigkeiten der
Bewegung nur zu = = 200 at angenommen werden, dann gilt fiir den erforder-
lichen Wellenhalbmesser »

200 - Y2737 = 40000 oder »=5cm,
Die elastische Verdrehung der beiden Zahnriider gegen einander betrigt (Gl. 4)
2008852505

800000 #5595 80

i —

oder in Graden 0°43’,

b) Stab von rechteckigem Querschnitte.

So einfach die Drehungsfestigkeit eines cylindrischen Stabes
zu berechnen war, so verwickelt werden ihre Verhiltnisse bei
Stiben anderer Querschnittsform. Ein fiir diese Untersuchung
wichtiges Frgebnis folgt aus einer Eigenschaft der Schubspannungen
an einem wiirfelformigen Kérper. Denkt man sich aus einem
Korper, der durch schiebende, parallel der :
Bildebene wirkende Kriifte angegriffen ist, Fig. 81.
einen Wiirfel von der Seite = 1 heraus- D ¢
geschnitten (Fig. 81) und nimmt an, dass
an der oberen Fliche D eine wagerecht
nach rechts gerichtete Schubspannung = auf-
tritt, der an 4 B eine gleiche nach links <~ B
gerichtete entgegen wirkt, so fordert das
Gleichgewicht gegen Drehung, dass dieses Kriftepaar durch ein
gleiches entgegengesetztes aufgehoben werde. Die ersten heiden
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Schubspannungen bedingen also das Auftreten gleich grosser an den
Fliichen 4 D und B(' (Fig. 82).

An den vier zu einer Ebene rechtwinkligen Seiten-
flichen eines rechtwinkligen Parallelepipedes treten
in den Richtungen parallel zu jener Ebene stets gleiche
Schubspannungen auf.

Gehort nun die Seitenfliche 4.0 etwa
der freien Mantelfliche eines auf Drehung D i
beanspruchten Kdrpers an, so kann an dieser 5
keine Schubspannung auftreten, und damit
wird auch die in A4 B rechtwinklig zu
der Mantelfliiche gerichtete Schubspannung
Null. Hiernach miissen an einem solchen
Korper die am fusseren Rande eines Querschnitts auftretenden
Schubspannungen nothwendig parallel der Begrenzung des Quer-
schnittes sein. Ist aber 4 BCD (Fig. 83) der rechteckige Quer-
schnitt des Stabes mit den Seiten 4 B = d, BC = h, wobel
h = d, so kann an einer Kante, z. B.

Fig. 82.

T |A
T B

raschende Ergebnis, dass die von der
Achse des Stabes am weitesten ent- (" |E 0 &
fernten Querschnittstheile an den vier
Ecken spannungslos sind.

Uber die Verinderlichkeit der
lings des Randes eines Querschnittes
auftretenden Schubspannungen giebt die Grdsse der Gleitung an
den verschiedenen Stellen der Mantelfliiche des Stabes Auskunft
(s. C. Bach, Elasticitit und Festigkeit). Versicht man die Mantelfiiche
des Stabes mit einem Netze von Quadraten und beobachtet diese,
nachdem die Verdrehung stattgefunden hat, so findet man, dass die
Quadrate sich im Allgemeinen in Rhomben verwandelt haben. Die
Abweichung der Rhomben von den Quadraten kennzeichnet unmittel-
bar die Gleitung an den verschiedenen Stellen. Dabei bestiitigt sich
zuniichst, dass an den Kanten A BC D die Figuren quadratisch

Hix

bei D gar keine Schubspannung auf- Fig. 83.
treten, weil sowohl die zu A D, wie 7 0
auch die zu ¢ D rechtwinklige Schub- DL I ¢
spannung verschwinden muss. Es folgt P’
also das auf den ersten Blick fiber- s L;r
|
|
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geblieben sind. Ferner ergiebt sich, dass die Gleitungen in den-
jenigen Punkten % und ¢ des Umfanges, welche der Achse am
nichsten liegen, am stirksten, in den Mittelpunkten # und A der
kurzen Seiten weniger stark sind. Die Spannungen sind mit den
Gleitungen verhiltnisgleich. Sind = und 7, die Schubspannungen
an den Punkten Z und A, so kann man diese den Intfernungen
von der Achse umgekehrt proportional annehmen, d. h.
) T

Liings der Seitenfliche 472 muss die Spannung nach einem
stetigen Gesetze sich iindern; das einfachste der hier wahrschein-
lichen Gesetze ist das parabolische, durch die @ber der Sehne A B
stehende Parabel dargestellt. Nimmt man dies als giiltig an, so
wird fiir die Spannung 7' im Abstande » von der Mitte:

y2:Yah? = (vt — 7): 7 oder
5 4y‘2>

6) rwr(\l—— )

Ebenso wird in einem Abstande @« von der Mitte H der
kiirzeren Seite die Spannung

2
) T =1 <1 — %), oder wegen Gl. 5:
[
' d’ 4&72
() « = a2,

Von % bis O und von A bis O muss die Spannung bis auf
Null abnehmen, und es steht nichts im Wege, dafiir ein gerad-
liniges Gesetz anzunehmen.

Betrachtet man nun einen beliebigen Punkt 7 der Koordinaten
2 und y, so kann man die dort herrschende Spannung zerlegen in
7, und 7, rechtwinklig zu «# und y. Man kann dann mit ziem-
licher Wahrscheinlichkeit annehmen, dass 7, und 7, in geradliniger
Beziehung zu 7' bezw. 7,' stehen, d. h.

9) T T2 Hed s und

10) T, e i 0 d e,
i 492

W o= 2Fa(1—5%) wa

. e 4 2?
12) T, = ‘_’rﬁ,y(l—»- ({2>.
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An einem Flichentheilchen d ¥ = da . dy bei P wirken dann
die inneren Krifte .d F und 7,d ¥ und liefern in Bezug auf die
Achse O des Stabes das innere Moment (7,2 + 7,y)d F. Daher
gilt fir das Verdrehungsmoment

M = [(vo@ + 7,y)dF oder
Sl 492 d e e
9)?:21531,@-( — )—I—py?(l——-)jdﬁ

T d?
1 4 d 4 :
= QT{Edem? —h,‘.d,[de?y? + ﬁ,deyZ — hZ——d,dem?yz}.

Nun ist fdFa? = J, das Trigheitsmoment in Bezug auf die
Achse OH; [dFy? = J, das Trigheitsmoment auf die Achse OF;

wird aber [dFy?= l%dh3 noch mit % multiplicirt, so entsteht
f L

daraus 1—12 d2h = %JQ. Endlich ist noch zu ldsen
fdFax2y? = fdadyx®y?.
Ein wagerechter Flichenstreifen liefert hierzu den Beitrag
d d
3 3
yidy Sw‘-’dm —202dy &aﬂdm —2dy
&5, % e o
die ganze Fliche also

a?
e

h

z@@ ) und P
el 1D
0

Setzt man diese Werthe oben ein, so entsteht:

e o) L i)
e R oy il AL Y|
S Jé( k],
13) M =%r% = %r]/J?d und ebenso M = %r,%‘,fl, oder
i . _3ma gk o

L sae s T E U
Bei einem auf seine Drehungsfestigkeit bean-
spruchten Stabe von rechteckigem Querschnitte tritt
die stirkste Schubspannung 7 an denjenigen Punkten
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der Umfangslinie auf, welche der Stabachse am
nichsten liegen, nimlich in dem Abstande Vs R
die Drehungsfestigkeit ist das auf die lingere Mlttel-
linie bezogene (kleinere) Trigheitsmoment Jy = 12hd3
massgebend.

Beispiel: Bei einem Quadrate von der Seite d als Querschnitt ist

8 Hd 2
m:irﬁzgﬁ’d'z':&,md“r;

beim Kreise vom Durchmesser d:
1
9 St Sl T e 3
Ti— _2 = Vituk— 16 dizri=0dic
Bei gleichem Querschnitt # ist also der Kreis, bei gleicher Breite (Durch-
messer = Quadratseite) das Quadrat gegen M widerstandsfihiger.

Der Verdrehungswinkel & eines Stabes von rechteckigem Quer-
schnitte wire nach der im Querschnittspunkte £ (Fig. 83) herr-
schenden Sp‘mnung 7 und der daraus folgenden Gleitung y =7 :

T B
2 i , d. h. mittels Gl 13, S. 69, L I zu erwarten, nach

2
der im Punkte 7/ herrschenden Spannung 7, = ri aber zu

h
RISy
G ryp G

In Wirklichkeit verdrehen sich die beiden Symmetrieachsen des
Querschnitts annihernd um das arithmetische Mittel dieser heiden
Werthe, d. h. es ist ungefihr

39)2l<1 1
17 U= +T,>-

Die beiden Symmetrieachsen bleiben zu einander rechtwinklig;
die iibrigen vom Mittelpunkte aus gezogenen Radien verdrehen sich
um verschiedene Winkel und treten aus der urspriinglichen Quer-
schnittsebene heraus, so dass diese in eine krumme Fliche iiber-
geht.  Bessere Ubereinstimmung mit Bauschinger’s Versuchen
(Civilingenieur 1881, S. 115 u. f.) ergiebt sich noch, wenn man
38 = 0,375 mit 0,3 vertauscht, also setzt:

9)2( L)
# = 08 gl )b
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Nach Einfithrung von M = %r% (G1. 13) wird hieraus

G ) lJQ>_ rl< d2>

8. Einfache Fachwerkbalken auf zwei Stiitzen.

a) Art der Berechnung der Spannkrifte.

An Stelle der S. 23 und 28 behandelten Balken, die entweder
aus einem Stiicke bestanden, oder, wenn auch aus Theilen zusammen-
gesetzt, doch einen moglichst stetig zusammenhiingenden Korper
bildeten (S. 34), kann man auch gegliederte Stabanordnungen ver-
wenden, zu deren Grundgedanken schon die Betrachtung der Gelenk-
stangen -Verbindungen (Theil 1, S. 185) gefithrt hatte; es sind dies
die einfachen Fachwerke.

Ein einfaches Fachwerk besteht meist in einer Anein-
anderreihung (Verbindung) von Gelenkstangen-Dreiecken,
von denen je zwei benachbarte eine Seite gemeinsam
haben Wird ein solches Fachwerk auf Stiitzen gelegt, deren eine
pur in einer bestimmten (lothrechten)

Richtung Widerstinde leisten kann, so Pie: 84,
bildet es einen Fachwerkbalken oder t \
Fachwerktriger (Fig. 84). )[(, s / \ /\\i

Eine Stange, welche durch zwei 4;}:‘/; T i e et /4
reibungslose Gelenke mit anderen ver- 4. % ]
bunden ist, erfihrt, wenn die dusseren
Krifte nur in diesen Gelenkpunkten angreifen, (nach Theil 1, 8. 172)
eine Spannkraft, deren Richtungslinie in die Verbindungsgerade der
beiden Gelenkpunkte fillt. Ist diese Verbindungsgerade dann zugleich
die Mittellinie des Stabes, so wird letzterer nur auf reinen Zug oder
Druck beansprucht, wobei sich die Spannung in giinstigster Weise
gleichmiissig itber den ganzen Stab vertheilt. Die gedriickten Stibe
miissen freilich auf Knickfestigkeit berechnet werden. Bei einem
Fachwerke mit reibungslosen Gelenken und mit Kraftangriff in den
Gelenkpunkten liegen somit die inneren Spannkrifte der Stibe nach
Richtung und Lage fest, nur ihre Grosse muss noch ermittelt
werden.
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Besteht die Belastung nicht ohne Weiteres aus Kriften, die
durch die Gelenkpunkte gehen, soll etwa ein Fachwerktriger eine
Briickenbahn tragen, die durch Menschengedriinge gleichmiissig be-
lastet wird, so ordnet man besondere Zwischenbalken an, welche die
unmittelbare  Belastung
aufnehmen und auf Ge- Fig. 85.
lenkpunkte des Fachwerks A P B

- . . <—-A-->le-A--->]
iibertragen.  Diese Zwi- I (T )

schenbalken, welche in 3
Fig. 85 oberhalb des Fach- \ /
werks  gezeichnet sind, ety
wiewohl sie hiufig nicht

in dieser Hohe liegen, werden, wenn sie auch in Wirklichkeit meist
mit einander in Verbindung stehen, doch fiir die Rechnung stets
als einfache, nur von Gelenkpunkt zu Gelenkpunkt durchgehende
kleine Balkenstiicke behandelt. Sind diese Zwischenbalken von
ibereinstimmender Tinge 4 und auf die Lingeneinheit mit
belastet, so erfihrt der helastete Gelenkpunkt einen Druck P = pA.
Diese Krifte P erzeugen die Stabspannungen des Fachwerks, wobei
die Zwischenbalken nicht mehy in Betracht kommen.

Die Gelenkpunkte heissen auch Knotenpunkte oder Knoten des
Fachwerks. In solchen Knoten miissen auch die Widerstinde A
und B der Auflager angreifen, damit die Stiibe keine Biegungs-
momente erleiden. (Eine derartige Anbringung der Auflager an
den dussersten Inden, wie in Fig. 85, erscheint dem Anfinger
wohl zuweilen nicht geniigend sicher; jedoch ist zu bemerken, dass
die hier benutzten Figuren nur das Netz der Mittellinien des Fach-
werks geben; bei der korperlichen Ausbildung des Balkens wird
derartig verfahren, dass zu Bedenken dieser Art kein Grund mehr
vorliegt, dass aber die Auflagerkriifte dennoch durch die End-
knoten gehen.)

Die Stiibe, welche das Fachwerk oben und unten begrenzen, heissen
seine Gurten (Obergurt bezw. Untergurt) mit den Spannkriften O u. T,
die dazwischen angebrachten Stibe allgemein Wandglieder (weil sie
eine volle Blechwand zwischen den Gurten ersetzen); lothrechte Wand-
glieder heissen Stander, Pfosten, Vertikalen mit den Spannkriften ¥,
schrilg gerichtete Wandglieder werden Streben oder Diagonalen
genannt mit den Spannkriiften 72. Es ist rathsam, diese Krifte
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in der Figur als Zugkrifte einzufiihren. Liefert dann die Rechnung
positive bezw. negative Werthe fiir diese Krifte, so kennzeichnen
sich dadurch wirkliche Zugkrifte bezw. Druckkrifte.

Die Berechnung der Auflagerdriicke .4 und B geschieht ganz
so wie bei vollen Balken auf zwei Stiitzen mittels der Momenten-
gleichungen, da nach S. 4 auch fiir beliebige

Korpergruppen die Gleichgewichtsbedingungen Fig. 86.
starrer Korper Giltigkeit haben. ¢p

Zur Auffindung der einzelnen Stabkriifte A £
zerlegt man durch einen Schnitt das Fachwerk
in zwei Theile, bringt- an den Schnittstellen &
der Stibe die Spannkrifte derselben an und N
stellt fiir einen der beiden Theile, z B. fiir e

den linksseitigen (Fig. 86), die Gleichgewichts-

bedingungen auf. Bei Kriiften in der Ebene kann man drei von
einander unabhingige Gleichungen anschreiben, kann also fiir einen
Schnitt auch drei Spannkrifte, die nicht durch einen Punkt gehen,
daraus berechnen. Bei dem hier nur zu behandelnden einfachen
Dreiecks-Fachwerke lassen sich simmtliche Stibe durch Schnitte
erreichen, die im Ganzen nicht mehr als drei Stibe treffen, so dass
die Spannkrifte statisch bestimmbar sind.

Bei der Anwendung der drei Gleichgewichts-Bedingungen in
der urspriinglichen Form (Gleichung der wagerechten Krifte,
Gleichung der lothrechten Krifte, Gleichung der Momente fiwr
irgend einen Punkt) auf einen Fall, z B. den der Fig. 86, wiirden
in jeder der drei Gleichungen die drei Unbekannten O, D und U
vorkommen. Zweckmissig ist es, wie auch schon in anderen Fillen
(Theil 1, S. 160) geschehen, die Rechnung so einzurichten, dass
man fiir jede Unbekannte nur eine Gleichung bekommt. Dies
wird in solchen Fillen, wo O, D und U verschiedene Richtungen
haben, erreicht, wenn man nur Momentengleichungen anschreibt
und zum Drehpunkte jedes Mal den Schnittpunkt derjenigen beiden
Stibe wiihlt, deren Spannkraft vorliufig nicht verlangt wird. Dies
ist der Grundgedanke des Verfahrens von A. Ritter (Zeitschrift
des Architekten- und Ingenienr-Vereins zu Hannover 1861, S. 412).
Zur Berechnung der Spannkraft O (Fig. 86) stellt man fiir die am
linksseitigen Triigerstiicke wirkenden Krifte die Momentengleichung
in Bezug auf den Schnittpunkt K von 2 und U auf; dann kommen
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D und U in dieser Gleichung nicht vor, weil sie beide das Moment
Null haben, und man hat fir O eine einzige Gleichung ersten
Grades.

b) Dachtriger.

Beispiel 1: Berechnung der Spannkriifte eines belgischen
Dachtrigers von 16m Spannweite. Die Anordnung des Trigers zeigt
Fig. 87a. Im Grundrisse (Fig. 87b) moégen die Triger 4, B, und 4, B, um
A; A, = 4m von einander abstehen. Die Spannweite werde durch sog. Pfetten,

Fig. 87.

A

2| D Bﬂ

die iiber den Knotenpunkten des Obergurts liegen, in acht gleiche Theile von
2m getheilt. Da die gleichmiissige Belastung des Grundrisses der Dachfliche
sich gleichmiissig iiber die Pfetten vertheilt, und da die Pfetten fir die Be-
rechnung als Einzeltriger (nur von Dachtriiger zu Dachtriger reichend) an-
gesehen werden, so erkennt man leicht, dass ein beliebiger Knoten G des
Obergurts die Last zu tragen hat, welche auf das im Grundrisse punktirte Recht-
eck von 2m X 4m =— 8qm entfillt. Rechnet man als Gesammtlast (einschl.
Schnee- und Winddruck) 180kg fiir 1 am Grundfliche, so ergiebt sich
P =180 -8 = 1440 kg als Last jedes Knotens des Obergurts. Die halb
so grosse Belastung, welche auf die Endpunkte 4 und B kommt, beeinflusst
wohl den Druck auf die stiitzenden Winde, bringt aber, weil sie unmittelbar
auf die Stitzpunkte iibertragen wird, in den Fachwerkstiben keine Spannkraft



8h. Berechnung einfacher Dachtriiger-Fachwerke. 75

hervor und bleibt deshalh bei der Berechnung der Stabkrifte am besten
ganz ausser Betracht. Hiernach befinden sich auf dem Triger sieben gleiche
Lasten 2 in gleichen Abstinden, so dass jeder Auflagerdruck 4 = B = "/2 P
wird. Es ist zweckmiissig, die Knotenlast im Laufe der Rechnung noch all-
gemein mit P zu bezeichnen. Am Schlusse kann dann dafir der Zahlenwerth
1440 kg eingefithrt werden.

Die beiden Gurte sind durch Stébe, rechtwinklig zum Obergurt, mit
einander verbunden, deren Spannkrifte wir, wenn sie auch nicht lothrecht
stehen, doch mit 17 bezeichnen wollen. Die Spannkrﬁfte der dazwischen ein-
gelegten Streben mogen D heissen.

Der Obergurt habe eine Neigung tg o = 0,5 gegen die Wagerechte; das
gieht o = 26°34", cos @ = 0,504, seca = l,ne; dann ist der Abstand zweier
Lastpunkte, welcher wagerecht gemessen 2m betrigt, in der Richtung des
Obergurts AE =2 - 1,119 = 2,233 M,

Der Untergurt habe eine Neigung tg 5= !/6 gegen die Wagerechte;
dies giebt £ = 9"28’, sin # = 0,165, cos 7 = 0,864, sec f = l,ous. Der
Winkel ;= EAF zwischen beiden Gurten betrigt hiernach 17°6" mit
cos y = 0,958, sec y = 1,048, tg y = 0,3076.

Hieraus hestimmt sich EF = AE - tg y = 2,238 - 0,306 = 0,683 ™, mithin
GH=—2 . 0688 = 1316 und JK =3 - 0,688 = 2,084.

Fiir die Theile des Untergurts gilt damm: A F = A E sec y = 2,238 - 1,016
T

Die Ermittelung der Spannkriifte soll an dem dritten Fache von links,
GJKH, gezeigt werden. Fithrt man einen Schnitt durch dasselbe, welcher
das Obergurtstiick
GJ, die Strebe HJ
und das Untergurt-
stitck H K trifft, so
betrachtet man das
links vom Schnitte
verbleibende Stiick
(Fig. 88), bringt an
den Schnittstellen
die als Zugkriifte
gedachten Spann-
krifte 0,, D, und
U, an und stellt fir
das Gleichgewicht
des linksseitigen
Abschnittes drei

Momenten-
Gleichungen auf,

Zur Berechnung von U, dient der Schnittpunkt / von O, und D, zum
Drehpunkte.  Dann ist JM | AK der Hebelarm von 0, und zwar ist
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JM=JK cos y = 2,061 - 09558 = 1,913 m. Der wagerechte Abstand der Knoten-
punkte des Obergurts betriigt 2 m, daher ist @ = 6 m, wiihrend die Lasten bei
E und G die Hebelarme 4 bezw. 2m haben. Es ist empfehlenswerth, beim
Aufschreiben der Momenten - (Hleichungen eine bestimmte Reihenfolge fest-
zusetzen, um sich vor Auslassungen zu bewahren. Wir schreiben stets zuerst
das Moment der gesuchten Spannkraft, dann dasjenige des Auflagerdrucks und
schliesslich diejenigen der am betrachteten Trigerstiicke vorhandenen Lasten
Also 00— — T Lois-35 P o tR st P o,

woraus man leicht U, =+ T,00 P

findet; das positive Zeichen bedeutet eine Zugkraft.

Zur Berechnung von O, dient der Schnittpunkt # von U, und D, als
Drehpunkt. Es ist AH = 2 AF = 482. Der wagerechte Abstand 2" des
Drehpunktes vom linksseitigen Auflager ist dann

@' = 4,882 - cos 7 = 4,632 - 0,9864 = 4,62,
der Hebelarm von 0, aber ¢ H = 13165 mithin
0 =0, 1316+ 35 P 46 —P.06 — P 26 und daraus
0, = — 90 P.

Zur Berechnung von D, dient der Punkt 4 als Drehpunkt. Fillt man
von A eine Winkelrechte 4 N auf die Richtung von D,, so ist AN = A J sin &.
Nun ist AT=38 A E=—6,114; tge=GH: GJ=GH: AE=1,36: 2,238 = 0,815,
dem ein Werth sin ¢ = 0,524 entspricht, mithin

AN = 6,114 - 0,508 = 3,511,
Dann wird, weil der Auflagerdruck den Hebelarm Null hat:
0=—D, - 3m +P-24+P. 4,
mithin Dy = 1,108 P.

Zur Berechnung der Spamnkraft 17, in dem Stéinder ¢ # muss man cinen
Schnitt fithren, der ausser diesem Stiinder nur noch zwei Stibe trifft. Dieser
Bedingung geniigt ein schriiger, etwa in der Richtung der Streben gefiihrter
Schnitt durch 0, und U,, wenn wir
der Kiirze wegen die Stibe mit den Fig. 89
Buchstaben ihrer Spannkriifte bezeichnen.
Es entsteht dann ein linksseitiger Ab-
schnitt nach Fig. 89. Als Drehpunkt
ist wiederum A4 zu wihlen. ¥, hat
den Hebelarm AG = 4,176, und man
hat die Momentengleichung

0=V, 46+ P.-24 P .4
und daraus. V5= — 181 P.

In gleicher Weise, wie hier fiir die Gruppe Uy, Oy, Dy und V, gezeigt,
hat man die Berechnung der itbrigen Spannkrifte der linksseitigen Hilfte des
Trigers durchzufithren; die Spamnkrifte der rechten sind damn der linken

symmetrisch.
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Fithrt man schliesslich P = 1440kg ein, so wird U, = 10944kg;
0, = — 13536kg; D, = -+ 2458ke; V, = — 1973%ks. Will man die Stiibe
aus Schmiedeisen herstellen, so erfordert, bei 700at zulissiger Spannung,
U, einen Querschnitt von 10944 : 700 = 15, aem, D, einen solchen von
9458 : 700 = 3,51 aom | wofiir man rund 16 eom bezw. 4 aem withlen wird; dabei
ist die Querschnittsform gleichgiiltig. Bei den
gedriickten Theilen aber, die auf Knickfestigkeit Fig. 90.
zu berechnen sind, sind auch die Linge und die 65
Querschnittsform von Bedeutung. ‘[ :

Der Stab 0, hat eine Liinge ! = 223;5¢em.
Er werde gebildet aus zwei ungleichschenkligen
Winkeleisen 10 - 6,5 - 1 em (Fig. 90). Theilt man
den Querschnitt des einen Winkeleisens durch eine
lothrechte Gerade in die beiden Flichentheile 5,5
und 10 aem, deren Schwerpunkte wm 4.5 em in
lothrechtem Sinne von einander abstehen, so ist
nach Gl 14, S. 25, das Trigheitsmoment des einen Winkeleisens in Bezug auf
eine wagerechte Schwerpunktsachse

1o . 1 . 5,5 - 10 e
19 28 1+—9-1~10 +5 +]”<4,s—1.)(),

mithin ist das Quadrat des T r(wheltsh’tlbmusserq
2— ' B=156 135 — 10},

i

el

(Ei

=

0
T
i
1
1
1
|
]
0
1
1
|
|
i
|

Loalg

J =

Dieses Verhiltnis bleibt auch gilltig fir den aus zwei Winkeleisen be-
stehenden Querschnitt. Die zulissige Druckbelastung des Stabes in der Lings-
richtung ist daher nach Gl 2, S. 62

e Fo S a2ial b 00 -
5 TR 5041 i
(1 A

rand K = 23 . 31 . 700 = 14467 kg. Gegeniiber einer wirklichen Druckkraft
von 13522 ke ist also geniigende Sicherheit vorhanden.

Der Stinder 1, von 1376 em Linge werde in ihnlicher Weise aus zwei
Winkeleisen 6 - 4 - 0,6 cm gebildet. Dann ist fiir eines dieser Hisen /= 20 ;
F = 5,60, daher i =138, 1:4i="173, und

= By - 00 ormne
73°
S 10000

Diese zuliissige Druckbelastung ist, gegeniiber der wirklichen Belastung
mit 1930 kg reichlich gross; man wird aber wegen der Nietverbindungen einen
kleineren Querschnitt nicht wiihlen.
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Bei der obigen Berechnung der Spannkrifte war die Ermittelung der
Stablingen und Hebelarme die zeitraubendste Arbeit. In den meisten
Fillen wird man diese Lingen aus einer genauen Zeichnung
des Trigernetzes abgreifen und dadurch viel Zeit ersparen
konnen Es ist nicht zu empfehlen, bei derartigen Rechnungen eine weit-
gehende ziffermiissige Genauigkeit anzustreben. Denn bei der schliesslichen
Bestimmung der Stabquerschnitte richtet man sich nach den vorhandenen
Eisensorten und muss daher hiiufig nach oben hin abrunden. Auch kommen
bei der Ausfihrung ebenso leicht kleine Fehler vor wie beim Abgreifen von
einer Zeichnung. Endlich aber ist die ganze Berechnung unter Annahme eines
Gleichgewichtszustandes doch nur eine Anndiherung, mit der man die wirk-
lichen Spannungen keineswegs genau ermitteln kann. Hitte man in den obigen
Zahlenrechnungen die Hebelarme auf Decimeter abgerundet, so wiirden sich die
Spannkriifte U, = 10800%g; 0,= — 13168 kg; D, = 2469 kg; V, = — 1920 kg
ergeben haben; die Eisenstiirken wiirden eine Anderung nicht zu erfahren brauchen,

Am schnellsten ergeben sich die Spannkriifte solcher einfach geformten
Dachtriiger mittels eines rein zeichnerisch hergestellten Krifteplanes

e S

(b)

02 L

Y

(Fig. 91b). Bezeichnet man, wie auf 8. 75 die Knotenlast mit 2, so ist der
Auflagerdruck 4 = 3,5 P. Diese 3'/2 Lasten P sind durch 7F= 4 dar-
gestellt, mit den Theilen FJ = JK = KL — P und
L7 =1'2P. Man muss nun mit den Schnitten im
ersten Fache am Auflager A4 beginnen, indem man
(Fig. 92) 0, und U, durchschneidet, dann miissen A,
0, wnd U, im Gleichgewichte sein, also ein ge- U
schlossenes Krafteck bilden.  Zieht man durch 7'

(Fig. 91b) eine Parallele zum Untergurtstab U, durch # eine Parallele

Fig. 92.
0y
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qum Obergurtstab 0,, so schneiden sich beide in M; TFM ist das ge-
schlossene Krafteck, mithin ist #3/ die Gréosse von 0y, M T die Grisse von U,
beide nach dem Mafsstabe gemessen, in welchem P = F.J ist. In dem Krafteck
TFM miissen die Krifte ibereinstimmenden Umfahrungssinn haben. Da nun
die Pfeilspitze des Auflagerdrucks 4 von 7' nach F weist, so muss O; von #
nach M, U, von M nach 7 weisen. Diesem entsprechend sind die Pfeile
bei 0; und U; angebracht. Ubertriigt man diese Pfeilrichtungen nun nach
Fig. 92 an die Schnittstellen, so erkemnt man, dass O, ein Druck, U ein
Zug ist.

Nachdem so die Spannkriifte des ersten Faches bestimmt sind, fithrt man
einen weiteren Schnitt, doch so, dass nur zwei neue unbekannte Spannkrifte
auftreten. Man legt daher den Schnitt durch den

soeben hehandelten Stab U; und ausserdem durch Fig. 93.

¥, und 0, (Fig. 93). Dann missen die neuen unbe- Pl 0
kannten Kriifte 1, und O, den bekannten: U, 4, 2
P, das Gleichgewicht halten, also mit ihnen wieder A 7

ein geschlossenes Krafteck bilden. Wir hetrachten M/ I 77

(Fig. 91b) als Anfangspunkt mit M7= U,, TF= 4,
FJ= P, zichen von J aus eine Parallele zu 0,, von M aus eine Parallele
zu V;, welche beiden sich in N schneiden. Dann ist JN = 0,, NM = V;.
Der Umfahrungssinn ist: M7 FJNM. Uber-

trigt man die so bestimmten Pfeilrichtungen Fig. 94.

von O, und 7; an die Schnittstellen in Fig. 93, 0,

so erkennt man beide als Druckkrifte. & D,
Fir den néichsten Schnitt behilt man nun A 0

0, bei und fithrt ihn ausserdem durch D; und
U, (Fig. 94). Die bekannten Theile des jetzt zu
benutzenden Kraftecks sind 4 = TF, P = FJ,
0, = JN. Zwischen die Punkte N und 7' sind nun die neuen Krifte D, und
U, einzulegen. Eine von 7' aus gezogene Parallele zu U, fillt mit 7’M zu-
sammen, N@Q || D, bestimmt daher den Punkt @, und es ist N@ = Dy,
QT = U,; beide erkennt man als Zugkriifte.

Die der Reihe nach zu fithrenden Schnitte sind im Zickzack derartig
anzuordnen, dass jeder meue Schnitt ein vorher schon untersuchtes Gurtstitck
nochmals trifft und ausserdem zwei neue Stibe. Hiernach setzt sich der leicht
verstiindliche Krifteplan (Fig. 91b) fort. Zu beachten ist nur, dass Uy, U,
und U, theilweise auf einander fallen, d. h. verschiedene Anfangspunkte, aber
gemeinsame Endpunkte 7' haben. Die Druckkrifte sind im Krifteplane durch
Doppellinien hervorgehoben.

Weiteres iiber Kriiftepline fiir Fachwerk findet sich in Keck, Vortrige
iiber Graphische Statik, 8. 65 u. ff.

Beispiel 2: Berechnung der Spannkrifte eines Wiegmann-
schen Dachtrigers von 16m Spannweite. (Fig. 95). Die Berechnung der
Spannkrifte 0,, U,, V;, 0,, D, und U, erfolgt ganz in derselben Weise wie
beim belgischen Dachtriiger, und wenn, wie wir annehmen, die Neigungen
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von 0,, O,, U, und U, dieselben sind wie bei jenem (Fig. 87), so werden
bei gleichen Lasten 2 auch die Spannkriifte fiir die genannten Stibe dieselben
sein.  Bei den Stiben 15, 0,, D,, D, und V5 ist es aber nicht moglich,
von oben bis unten Schnitte so zu fithren, dass der Schnitt nur drei

Hig. 95

Stiibe zerschneidet; vielmehr ist die Zahl der vom Schnitte getroffenen Stiibe
eine grossere. Gleichwohl sind die Spannkrifte auch dieses Trigers in
leichter Weise zu finden; nur muss der Vorgang etwas ‘abgeiindert werden.

Man legt zuniichst cinen Schnitt s s, durch 0,, D, und U, und wihlt
den Schnittpunkt € der beiden ersteren zum Drehpunkte. Der Hebelarm
von U, lisst sich leicht abgreifen oder bherechnen und betrigt, auf Grund der
Bemerkung auf S. 78 nach Decimetern abgerundet, 3,2m. Dann  gilt:
0=—1U,-32+3sP.8—P-2—P.4—P. .6oder Uy =52~

0, wd D, findet man in gleicher Weise, indem man den Schnittpunkt
von D, und U, bezw. von O, und U, zum Drehpunkte wihlt.

Nun fithrt man einen Schnitt s,s, durch 0,, D,, D, und U,. Weil U,
schon berechnet ist, treten an diesem Schnitte nun drei unbekannte Spann-
kriifte auf. Um beispielsweise D, zu berechnen, benutzt man den Schnittpunkt
¢ von 0, und D, als Drehpunkt und behandelt die schon bhekannte Spannkratt
U, in der Momentengleichung wie eine gegebene Kraft. Der Hebelarm von
D, wird 1,3, und es gilt:

0= —D, 13— U;-32+38sP-8 —P:4— P-6, mithin

Dy =154 P

Fiir die Berechnung von 0, dient der Schnittpunkt von D, und Dy, fir
die von D, der Schnittpunkt von D, und Oy zum Drehpunkte.

An dem Schnitte s,s, kommen die Spannkriifte 0y, D,, V, und U, vor,
von denen pur noch V, unbekannt; wiihlt man 4 zum Drehpunkte, so ver-
schwinden Oy und O, aus der Momentengleichung, und die bhekannte D, wird
wie eine gegebene Kraft behandelt.

Bin schriiger Schnitt durch 0,, V,, D, und U, und die Wahl des Punktes
¢ zum Drehpunkte fiihrt nun auch leicht zu der einzigen noch fehlenden
Spannkraft 1, jedoch erkennt man leicht, dass V5, ebenso wie 13, gleich
— P cos ¢ sein muss.  Fithrt man niimlich um den oberen Endpunkt von V7
einen kreisformigen Schnitt, so tremnt man dadurch das in Fig. 96 besonders
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gezeichnete Stiick aus dem Triiger heraus. Dieses muss unter Einwirkung der
Kriifte P, 0,, 0, und V; im Gleichgewichte sein. Zerlegt man aber P nach
der Richtung von V7, und rechtwinklig dazu in
P cos a bezw. P sin a, so muss in ersterer
Richtung stattfinden:

Pcosa + V; — 0 oder
V;— — Pcosa.

(Fiir 7, gilt dieselbe Figur.) Nach diesen An-
gaben kann es dem Leser keine Schwierigkeiten
machen, die simmtlichen Spannkrifte der linken
Hilfte des Wiegmannschen Dachtriigers zahlen-
missig  auszurechnen. Dem Anfinger ist
dringend zu rathen, nach Fithrung eines Schnittes das links davon befindliche
Trigerstick jedes Mal mit den daran auftretenden Kriiften besonders aufzu-
zeichnen, weil dadurch die sichere Aufstellung der Momentengleichung sehr
erleichtert wird. 9

¢) Ungiinstigste Belastungsart.

In den vorstehend berechneten Beispielen wurde nur eine
bestimmte Belastungsart vorausgesetzt, es wurde angenommen, dass
jeder Belastungspunkt eine Last P trage, die aus der stirksten
iiberhaupt vorkommenden Belastung der Dachfliche abgeleitet ist.
Diese Voraussetzung trifft fiir die zwei eben behandelten Dachtriger
zu, wie S. 84/85 sich erweisen wird. Fiir anders gestaltete Fachwerke
trifft sie aber nicht allgemein zu, vielmehr wird sich zeigen, dass
in manchen Stiben des Fachwerks die Entlastung gewisser Knoten-
punkte eine Vergrosserung der Spannkrifte herbeifiihren kann.

Es muss deshalb unterschieden werden zwischen der stindigen
Belastung, die von dem Eigengewichte des Bauwerks und aller
damit fest verbundenen Theile herriihrt, und der beweglichen Be-
lastung, die bei Dachtrigern aus dem Gewichte einer Schneelage
und dem Drucke des Windes, bei Briickentrigern aus dem Gewichte
der die Briickenbahn befahrenden Lokomotiven, Wagen u. dergl.
oder von dem Gewichte der auf der Briicke Platz findenden
Menschen (Menschengedringe) und Thiere besteht. Beide Arten
von Belastungen sollen anniherungsweise als gleichformig vertheilt
angesehen werden; die stindige Last werde mit ¢, die bewegliche
Last mit p fir die Langeneinheit des Trigers bezeichnet, so dass,
wenn der wagerechte Abstand der Lastpunkte = A ist, die stindige

Keck, Mechanik. IIL 6
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Knotenlast ¢ = g4, die bewegliche Knotenlast P = pA wird.
Die Lasten G sind stets vorhanden, die Lasten P konnen auch
fehlen. Jede Knotenlast kann daher entweder nur aus ', oder
aus ¢ + P bestehen.

Um nun die Binwirkung beweglicher Lasten auf die an irgend
einem Schnitte ss auftretenden Spannkriifte zu erkennen, denken
wir uns irgend einen Knotenpunkt links bezw. rechts vom Schnitte
mit einer beliebi-
gen Last P bezw. Fig. 97.

P, versehen (Fig.

97). Diese heiden f//

Lasten treten in 2

den  Momenten- L -7 _——"
: e

cleichungen dier e

man etwa fir das

links vom Schnitte

liegende Triger-

stiick aufstellt, in

verschiedener Weise auf: beide liefern einen Beitrag zu dem Auflager-

drucke A und haben hierdurch mittelbar Einfluss auf die Spann-

krifte des Schnittes; die linksseitige Last P gehort aber zu den

am betrachteten Triigerstiicke wirkenden Kriften und erscheint als

solche auch noch unmittelbar in der Momentengleichung, wihrend

dies fir P, nicht zutrifft. Aus diesem Grunde mussen Lasten links

und rechts vom Schnitte bestimmt aus einander gehalten werden.

Die beliebigen Knotenlasten > und P, zu beiden Seiten des Schnittes

seien um « und w, vom linken bezw. rechten Auflager entfernt.

Dann ist der linksseitige Auflagerdruck

Py ”1

1) SRoee i +P1 P -+

Zur Berechnung der Spannkraft O im Obergurt dient der
Punkt K des Untergurtes im Abstande x von der linksseitigen
Auflager - Lothrechten als Drehpunkt, und es gilt die Momenten-
gleichung

0=0r -+ Az — P (2 —w) oder nach Gl 1:

— Or —P:——P Lo + PTL'-—Pm—i—Pu,
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woraus sich
— Or = Pu <1—§> 1P, %

ergiebt. Da nun # <7, so haben die beiden Glieder der rechten
Seite iibereinstimmende Vorzeichen. Zu der Druckkraft — O in
irgend einem Theile des Obergurtes tragen also Lasten links und
rechts vom Schnitt in tbereinstimmender Weise bei. Gleiches
findet man leicht beziiglich der Zugkratt U/ im Untergurt. Die
Zugkrifte im Obergurt und die Druckkrifte im Unter-
gurt werden daher am gréossten, wenn alle Lastpunkte
moglichst stark belastet sind.

Fir die Strebe 2D liegt der Drehpunkt 7. im Schnittpunkte
der Richtungen der vom Schnitte mitgetroffenen Gurtstiicke. Die
Momentengleichung lautet:

0= Dt— Aw + P (w + w), mithin

= w + B&w — Pw — Pu

Dt = Pw — 7 /

- —Pu(] == %) 4= Plul%.

Hiernach liefern die Lasten P und P, zu D Beitriige von
entgegengesetztem Vorzeichen. Eine TLast rechts vom Schnitt
erzeugt, in der Strebe Zugkraft und umgekehrt. Belastungen links
und rechts vom Schnitte vermindern sich also gegenseitig in ihrer
Wirkung. Soll nun die Zugkraft in den Streben so gross wie
moglich werden, so mnss man die Lasten von positivem Einflusse,
d. h. die rechtsseitigen, moglichst gross machen, und umgekehrt.
Rechts vom Schnitte wird man daher die Lastpunkte durchweg mit
stindiger und beweglicher, &' + P, links vom Schnitte nur mit
stindiger Last & versehen. Die Druckkraft in den Streben wird
am grossten bei entgegengesetzter Belastung, d. h. wenn links vom
Schnitte volle Lasten G- 4+ P, rechts nur stindige Lasten & wirken.
Solche Anordnung der Lasten nennen wir einseitige Belastungen.
Dies gilt fir eine von links nach rechts fallende Strebe; fiir eine
nach rechts ansteigende ist alles entgegengesetzt, weil das Moment
einer solchen Strebe entgegengesetzten Drehsinn zeigt. Liegt der
Schnitt niher an dem rechtsseitigen Auflager, so kann der Dreh-
punkt L rechts von der Spannweite liegen. Dies éndert aber, wie

6%
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man leicht findet, nichts an den vorstehenden Ergebnissen; diese
bleiben giltig, so lange der Drehpunkt ausserhalb der Spann-
weite 4 B liegt.

Anders verhilt sich die Sache, wenn der Drehpunkt Z fir
eine Strebe im Innern der Spannweite liegt (Fig. 98). Dann ist

0=—Dt+ Aw + Pu—w),
oder mit Benutzung von GI. 1:

D= Pw——?w—l—#w—i— Puw — Pw

w w
— /2 (l — T) + Py 7

Weil bei der jetzt angenommenen Lage von L die Linge w
stets <17, so werden in der letzten Gleichung beide Glieder der
rechten Seite positiv, so dass nun, wie bei den Gurtstiben, Lasten

links und rechts vom Schnitte Wirkungen von iibereinstimmendem
Vorzeichen hervorbringen. Ob eine bestimmte Last in einer be-
stimmten Strebe gerade Zug oder Druck erzeugt, ist fiir deren
Abmessung nicht entscheidend. BEs kommt nur darauf an, zu
wissen, ob ein Stab auf volle oder auf einseitige Belastung be-
rechnet werden muss. Im Ietzteren Falle sind dann in der Regel
zwei Belastungsfille zu untersuchen: in dem einen befindet sich be-
wegliche Belastung nur auf der linken Seite, im anderen nur auf
der rechten Seite. Fir Stinder, die nur besondere Fille von Streben
sind, gelten dieselben Gesetze.

Bei den meisten Fachwerkformen liegt der fir die Wandglieder
(Streben und Stinder) massgebende Drehpunkt ausserhalb der Spann-
weite; der andere Fall kommt seltener vor.
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Daher hat man den Satz:

Die Spannkréifte der Wandglieder eines einfachen
Fachwerktriagers auf zwei Stitzen sind, wenn der mass-
gebende Drehpunkt ausserhalb der Spannweite liegt, auf
einseitige Belastung (das eine Mal rechts, das andere
Mal links vom Schnitte) zu berechnen; wenn aber der
Drehpunkt zwischen die Auflager-Lothrechten fallt, so
muss die Berechnung (wie bei den Gurten) fir volle
Belastung erfolgen.

Fillt der Drehpunkt in die linksseitige Auflager-Lothrechte, so
ist dies ein Grenzfall, der nach Belieben zu der einen oder anderen
Gruppe von Fillen gerechnet werden kann. Man wiirde hiernach
die betreffende Strebe auf einseitige oder auch auf volle Belastung
berechnen dirfen. Beide Berechnungen fithren ndmlich zu dem
gleichen Ergebnisse. Irgend eine Last P,
rechts vom Schnitt wirkt auf den links-
seitigen Abschnitt nur mittelbar durch
seinen Beitrag zu dem Auflagerdruck A
ein (s. S. 82). Da aber der Auflagerdruck
A in Bezug auf den in seiner Richtungs-
linie liegenden Drehpunkt das Moment Null hat, so haben rechts-
seitige Lasten auf die betreffende Strebe 7 iiberhaupt keinen Einfluss
(Fig. 99); eine einseitige Belastung links vom Schnitte hat deshalb
dieselbe Wirkung, wie eine volle Belastung; und da die Rechnung
mit voller Belastung bequemer ist, so kann man diese, die fir die
Gurtkrifte massgebend war, auch fiir Stinder und Streben verwenden.
Die fiir volle Belastung durchgefiihrte Berechnung des in Fig. 87,
S. 74 und Fig. 95, S. 80 dargestellten Dachtrigers war daher richtig.
Fir die Streben des Mittelfaches aber musste volle Belastung
vorgenommen werden, weil fiir diese der Drehpunkt zwischen den
Auflager-Lothrechten liegt. Uber schiefe Belastungen durch Wind-
druck s. Keck, Graphische Statik, S. 70.

Fig. 99.

d) Parabolischer Fachwerktriger.

Beispiel: Parabolischer Fachwerktriger von /= 24m Spann-
weite und hm = 3 m Hohe in der Mitte. Der Obergurt sei gerade, der Unter-
gurt einer Parabel eingeschrieben. Die Spannweite sei durch Stinder in sechs
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gleiche Fache von der Linge 2 = 4m getheilt (Fig. 100). Fiir die Stiinder-
héohen % gilt dann die Parabelgleichung (s. Theil 1, S. 183)

h=:4£1xa-—wx Fig. 100.
g :
wenn z der Abstand eines Bosd : 2 T
Stinders von einem Auflager. ' = 1
31
Birs — A7 48 12 M
wird h = 1% 9% 3. i

Fiir jeden der fimf Lastpunkte des Obergurts sei die stindige Last
G = 2000 kg = 2%, die bewegliche £#=10000%kg=10t%. Es sollen heispiels-
weise die Spannkriifte des zweiten Faches
berechnet werden (Fig. 101). Fur die -
Gurtkriifte ist volle Belastung aller Last-
punkte mit 2 4 10 = 12t anzunehmen; I: i

|iat
y Oz
dann wird der Auflagerdruck 4 = %/2- 12 l
=30t. Fiir den Obergurt 0, ist K der IL?J
Drehpunkt, A, = 2%/sm der Hebelarm; N
K

mithin wird aus

Fig. 101.

D=0, 5524t 8= ol
0, = — T2,

Das Neigungsverhiltnis des zweiten Stickes U, des Untergurts gegen
die Wagerechte (Fig. 102) ist

i 9
(h-_) = hl) e 1/4 = Lg v, & Flg 102.
dann ist cos v = 0,0701, sec v = 1,031. T lwt
[t = e >
Der Drehpunkt fir U, ist K, = i vy
der Hebelarm daher h, cos »; mithin Vil
s 3 L ha
wird aus Ny
gk
0=— U, -%scosv+ A-4: TP

Uy — T2 ¢ cos'v'="12 “'gec v — (4L 55 &3

Fiir die Strebe D, liegt der Drehpunkt L links von der Spannweite
(Fig. 103), u. zw., weil die Neigung von U,, d. h. tgy ="1/s, um 4h, = 6%
= LK’ links von K’, oder um
2%/3m links von 4. Ist ¢ der
Neigungswinkel von D, so gilt
dafiir tgd =h, : £ = %/3 und
sin & = 0,6546 . Der Hebelarm
von D, wird »= LK End
= 3,601 m. Die Strebe ist auf
zwei verschiedene Belastungs-
arten zu berechnen: Bei ein-
seitiger Belastung rechts vom
Schnitte tragen simmtliche Lastpunkte die stindige Last ¢ = 2t, wihrend

Fig. 103.
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nur die Punkte 2 bis 5 (Fig. 190) mit beweglicher Last 2 = 10t bedeckt sind.
Erstere liefern zu A den Beitrag /2 - 2 = 5 t, letztere den Beitrag
(Yo + 2/6 + 36 -+ %/6) 10 = 16%*3t, so dass
A=D5 -| 16%/s — 212/t

wird. Mithin wird aus
0= D, 361 — A-2%3 4G 6%
Y =l
Bei einseitiger Belastung links vom Schnitt wird
A =54 105/ = 13"/3t, mithin aus
0=D, 3601 — A -223+4 (G + P)-6%s
Df— — 12;2t.

Die Strebe D, erfihrt also, wenn die Lastengruppe 2 sich iiber den
Triiger bewegt, Spannkrifte, die zwischen einer Zugkraft von 12,05t und einer
Druckkraft von derselben Grisse schwanken.

Die gleichen Belastungsarten gelten auch fiir den Stinder V, (Fig. 104).

Fig. 104,

Der Drehpunkt liegt um z = h, % — 32 m links von V;, um 24 m links von 4.

Daher gilt fiir rechtsseitige Last
0——V,32—~ A-24-+ G-28 mit 4=21%3%, wie vorhin,

alsons — 4 s ke
Fiir linksseitige:
0= —7/-32— 4" - 24+ (6+ P)-28 mit A'=13"/st, wie vorhin,
also. Vol=— Ot
Die Spannkraft des Stinders schwankt demmach zwischen 0,5t Zug und
14,5t Druck.

Dieses Beispiel des parabolischen Trigers ist besonders geeignet, zu
zeigen, welchen Fehler man begehen wiirde, wollte man die Wandglieder auf
volle Belastung berechnen. Es wire dann 4 =30%t, und es wiirde nach
Fig. 103, wenn man darin die Binzellast G durch G+ P = 12 ersetzt, aus

0 = D, - 3,091 — 30 - 2%3 | 12 6%/a:

D, = 0; und nach Fig. 104 aus

0= —V,-32 — 30-24 4 12.28:
V,— — 12%.
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Fiir volle Belastung ist also die Strebe D, spannungslos, und dasselbe erhilt
man fiir simmtliche Streben des parabolischen Trigers. In Theil 1, S. 185,
wurde schon gezeigt. dass der parabolische Triiger ohne Streben fiir volle Be-
lastnng im Gleichgewicht ist, dass diese Stibe nur durch eine ungleichmissige
Belastung bedingt werden. Demgemiiss werden nun die vorhandenen Streben
bei voller Belastung spannungslos; auch haben dann die Stinder nur die
Knotenlasten von oben nach den Knotenpunkten des geknickten Untergurtes zu
iihertragen; daraus erklirt sich der obige Werth 7, = — 12t fiir volle Be-
lastung, den man in gleicher Weise fiir siimmtliche Stinder findet. Nach
Theil 1, S. 184, ist H:g—l;:% die wagerechte Spannkraft einer
solchen Stangenverbindung; dies giebt hier, wo auf 4m Linge 12 t, aut
l=24m also 72t kommen:
72.24
i — Rt g 725

Dieser Werth gilt fir die Druckkriifte in siimmtlichen Stiiben des Obergurtes
und ist zugleich die wagerechte Seitenkraft der Zugkriifte im Untergurte.

e) Parallel- Fachwerktriger.

Beispiel: Triger mit parallelen Gurten von 7= 24m Spann-
weite und h = 3 m Triigerhohe (Fig. 105). Die Spannweite sei wiederum durch
Stiinder in 6 Fache von A= 4m Linge getheilt; auch mogen die Lasten,
G=2% P =10%, dieselben sein, wie im vorigen Beispiele.

Fiir die Berechnung der Gurten ist volle Belastung simmtlicher Last-
punkte anzunehmen, und

zwar sind die Endpunkte Bl 105,
des Obergurtes je mit ¢ 12J(, 12 12 12 12 6
der halben Last eines 0]
Eeches Sdsh Sl Stae L] IANEIA % 3m
bezw. 5t zu belasten.

K =4 -->
Dannitiptsid = #3 °) 4 % F

=36t
Fiir 0, ist K der Drehpunkt, und man findet aus der Momentengleichung
0=0,-3+ (4—6)-8—12.4:

0, = — 64t.
Fiir U, ist K der Drehpunkt, und man findet aus:
D= A
U, = 40t.

Ubrigens braucht man bei einem derartigen Parallelfachwerke mit Streben,
die nach der Mitte hin abfallen, nur die Spannkriifte des Obergurtes zu
berechnen und kann darnach diejenigen des Untergurtes ohne Weiteres
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angeben. Fithrt mun nimlich durch den Triiger einen Schnitt in der Rich-
tung der Streben (Fig. 106), so muss nach der Gleichung der wagerechten

Krifte 0 + U =0, mithin U= — 0 sein, oder Fig. 106.

in einem Parallel-Fachwerke mit Stin-

dern haben zwei Stibe des Ober- und S )
Untergurtes, welche zwischen demselben %
Strebepaare liegen, gleiche aber ent- £

gegengesetzte Spannkraft; mithin ist b

g L0 — U, s 1
Da der Schnittpunkt der Gurten in unendlicher Ferne liegt, so verwendet
man fir die Berechnung der Wandglieder eines Paralleltrigers an Stelle der
Momentengleichung zweckmiissig die Gleichung der lothrechten Kriifte. In dieser
kommen die Gurtkriifte, weil sie wagerecht sind, nicht vor; mithin erreicht man
dasselbe, was sonst mit der Momentengleichung erzielt wurde, nimlich dass
man fiir die gesuchte Spannkraft nur mit einer einzigen Gleichung zu thun hat.
Ordnet man zur Berechnung von D, zuniichst eine Belastung rechts vom
Schnitt an, so wird der linke Auflagerdruck leicht zu 22%st gefunden (niim-
lich um die stindige Tast (1t) des Endknotenpunktes mehr als auf S. 87
zur Berechnung von D;). Ist & der Neigungswinkel
der Strebe gegen die Wagerechte, so ist D, sin J Fig. 107.
die lothrechte Seitenkraft von D,, und man erhilt

2 1t ot
(Fig. 107) aus v
0—D,sind —A4-4 1%+ 92: g
S sinRd— #1104 5 tiand, ~p
: e S 2
weilstord— S sin i— 06, 44  abity
Jo =

Fiir einseitige Belastung links vom Schnitt ist A’— 19Y/3t; und aus

0= D0, sind — 4 4+ 6 + 12 findet man leicht
sk o =1L st s Olag i

Die Spannkraft der Strebe 2, schwankt also zwischen den Zugkriiften 2,22
und 32,8 t; Druckkraft erfihrt sie nicht.

Die Spannkrifte der Stéinder lassen sich beim Fig. 108.
Parallel-Fachwerk auf die der Streben zuriickfithren. 174
Fithrt man niimlich um einen Knoten des unbelasteten
Gurtes (hier also des unteren) einen kreisférmigen
Schnitt (Fig. 108) und wendet auf den heraus- d
geschnittenen Theil die Gleichung der lothrechten
Kriifte an, so kommen in dieser nur ¥ und 2 vor, und es muss

V-4 Dsnd—=0 oder V= — Dsind sein.
Am Knotenpunkte K des Untergurtes (Fig. 105) treffen 2, und V, zu-
sammen, mithin wird ¥, = — D, sin 6 = — 19z, V' = — 12/sti. v Der

Stinder 1, erfihrt also eine Druckkraft, die zwischen 1}Y/s und 19%s ¢
schwankt. Eine eingehendere Behandlung erfahren die Fachwerke in Keck,
Vortriige iiber Elasticitiitslehre und itber Graphische Statik.
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B. Elastisch-feste Korper in Beschleunigungs-
Zusténden.

I. Beschleunigte Verschiebung elastisch - fester Kirper.

Einem geraden Stabe werde durch eine im Schwerpunkte der
vorderen Stirnfliche angreifende Zugkraft K eine Beschleunigung p
ertheilt (Fig. 109). Hierdurch entstehen Spannungen und Form-
inderungen (elastische Verlingerungen). Es wird die Annahme
gemacht, die Forminderungen seien bereits derartig eingetreten,
dass gegenseitige Bewegungen der einzelnen Punkte des Stabes
nicht mehr erfolgen, dass vielmehr

: — ’ Fig. 109.
alle Theile tibereinstimmende Geschwin- .
digkeit und Beschleunigung haben. < 3

3 —>
Dann missen an dem ganzen Stabe, -z K

. . . Sl —_

sowie an jedem abgesch.mttenefx Theile Pap
desselben nach 8. 3 die Ergiinzangs- My.p
krifte [—mp]| den wirklichen Kriiften o o

das Gleichgewicht halten, und es muss

der Stab sich bei der Bewegung wie ein starrer Korper verhalten.
Nach dem Satze von der Beschleunigung des Schwerpunktes (Theil 1,
S. 141) ist

e
== M ’
wenn M = pFl:g die Masse des ganzen Stabes bedeutet (s. Theil 1,

S. 126).

Macht man auch hier die Voraussetzung, dass die an einem
Querschnitte auftretende Spannkraft sich gleichmiissig fiber dessen
Fliche F vertheile, so ist die Spannung an der Angriffsstelle der
Kraft K

SO
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