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Kurzfassung

Diese Diplomarbeit gibt einerseits eine Ubersicht {iber verschiedene Verzahnungsty-
pen, andererseits wurden die in der Arbeit thematisierten Verzahnungen mit geeigne-
ter CAD-Software visualisiert.

Die Arbeit Verzahnungstheorie: Grundlagen und Visualisierung mit CAD-Software
léisst sich in zwei grofle Bereiche unterteilen. Im ersten Teil der Arbeit werden Grund-
lagen der ebenen Kurventheorie und der ebenen Kinematik ertrtert, um schliefilich
mit den dort erarbeiteten Resultaten verschiedene Stirnradverzahnungen realisieren
zu konnen. Das ebene Verzahnungsgesetz, grundlegende Konstruktionen wie etwa die
Erzeugung passender Zahnprofile nach Reuleaux oder Camus und auch die Analyse
der auftretenden Zahnprofile und Zahnflanken sind Teil dieser Diplomarbeit. So las-
sen sich schlielich diverse in der Praxis eingesetzte Stirnradverzahnungen realisieren.
Dazu gehoren die Evolventenverzahnung, die Zykloidenverzahnung, die Triebstockver-
zahnung und die Geradflankenverzahnung.

Der zweite Teil der Arbeit beschéftigt sich mit Kegelradverzahnungen und der zugrun-
de liegenden sphérischen Kinematik. Unter Beriicksichtigung von Gesetzen der sphéa-
rischen Kinematik und des sphérischen Verzahnungsgesetzes lassen sich verschiedene
Kegelrdader herstellen. Diese Arbeit beschréinkt sich auf evolventenverzahnte Kegelra-
der, deren Zahnprofile sphérische Kreisevolventen sind.

Von den in der Arbeit thematisierten Verzahnungen wurden mit dem Computerpro-
gramm PTC Creo CAD-Modelle und in weiterer Folge STL-Dateien als Basis fiir
Ausdrucke am 3D-Drucker sowie auch einige 3D-Ausdrucke erstellt.






Abstract

This work provides a survey of different types of gears. In addition to that, the gears
that can be found in this work were visualized with suitable CAD-software.

Basically this work can be devided into two main parts. The first part deals with fun-
damentals of planar curve theorie and planar kinematics. The results of those chapters
are then used to build different types of cylindrical gears. The planar law of gearing,
essential constructions like the construction of suitable tooth profiles according to Reu-
leaux or Camus as well as the analysis of the occuring tooth profiles and tooth flanks
are part of this work. Hence different cylindrical gears which are used in practice are
implemented including cylindrical involute gears, cycloidal gears, cylindrical lantern
gears and straight-flank gears.

The second part of this work deals with bevel gears and with underlying spherical ki-
nematics. Using fundamentals of spherical kinematics and the spherical law of gearing,
different types of bevel gears can be implemented. We limit this work to involute bevel
gears which feature spherical circle involutes as tooth profiles.

The gears that are presented in this work were generated with the program PTC
Creo. The generated models then were used to generate STL-files to provide a basis
for 3D-prints. Some of the models were also printed with a suitable 3D-printer.
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Einleitung

Im Zuge des Studiums aus Darstellender Geometrie bekommt man einen groen Uber-
blick {iber verschiedenste geometrische Gebiete, von denen einige sehr abstrakt und so
fiir Personen ohne Fachwissen nur schwer bis gar nicht zugénglich sind. Obwohl mich
auch abstrakte geometrische Themen im Laufe meines Studiums durchaus fasziniert
haben, so wollte ich doch die Abschlussarbeit zu einem Thema schreiben, zu dem auch
Nicht-Geometer eine konkrete Vorstellung haben. Schliefllich bot Ao.Univ.-Prof. An-
ton Gfrerrer an, eine Arbeit im Gebiet der Verzahnungstheorie zu betreuen. Aufgrund
meines groffen Interesses fiir den Einsatz von Geometrie in technischen Bereichen, war
fiir mich schnell klar, dass eine Diplomarbeit zu diesem Thema eine spannende, wenn
auch nicht einfache Aufgabe sein wiirde.

In dieser Diplomarbeit werden zwei grundlegende Verzahnungen vorgestellt, ndm-
lich einerseits die Stirnrédder, bei denen die Achsen der zusammenarbeitenden Réder
zueinander parallel sind und andererseits die Kegelrédder, bei denen sich die Achsen der
zusammenarbeitenden Réder in einem Punkt schneiden. Zunéchst werden im ersten
Kapitel Grundlagen der ebenen Kurventheorie erdrtert. Das zweite Kapitel beinhal-
tet grundlegende, fiir die Verzahnung von Stirnrddern notige Sachverhalte der ebenen
Kinematik. Die FErgebnisse dieses Kapitels kénnen schliefllich dazu verwendet werden,
um unter Beriicksichtigung des ebenen Verzahnungsgesetzes verschiedene Stirnradver-
zahnungen zu realisieren. Durch grundlegende Konstruktionen - wie etwa durch die
Erzeugung passender Zahnprofile nach Reuleaux oder Camus - und durch die For-
derung nach einer konstanten Ubersetzung lassen sich schlieBlich diverse in der Pra-
xis eingesetzte Verzahnungen herstellen. Dazu gehoren die Evolventenverzahnung, die
Zykloidenverzahnung, die Triebstockverzahnung und die Geradflankenverzahnung. Zu-
dem werden neben den Konstruktionen jeweils die auftretenden geometrischen Formen
der Zahnprofile und Zahnflanken und deren Entstehung analysiert. Auch Verzahnun-
gen mit nicht konstanter Ubersetzung werden in der Arbeit kurz thematisiert.

Der zweite Teil der Arbeit beschéftigt sich mit Kegelriddern und der zugrunde lie-
genden sphérischen Kinematik. Die Beriicksichtigung grundlegender Sachverhalte der
sphérischen Kinematik und des sphérischen Verzahnungsgesetzes erlauben schliefSlich
die Herstellung verschiedener Kegelrdder. Diese Arbeit beschréankt sich auf evolventen-
verzahnte Kegelrdder, deren Zahnprofile als sphérische Kreisevolventen erkannt wer-
den. Wie im Fall von Stirnrddern werden auch hier die Formen der Zahnflanken ana-
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12 Einleitung

lysiert: Einerseits lassen sich evolventenverzahnte Kegelrdder mit Geradflanken her-
stellen, andererseits gibt es auch evolventenverzahnte Kegelrdder mit Schrégflanken,
deren geometrisch exakte Herstellung Kenntnisse iiber geodétische Linien auf Drehke-
geln erfordern.

In dieser Arbeit wird auf fertigungstechnische Details grofiteils verzichtet. Es wird
stattdessen auf eine geometrisch fundierte Herstellung der Zahnréder eingegangen. Von
den in der vorliegenden Arbeit thematisierten Verzahnungen wurden mit dem Compu-
terprogramm PTC Creo CAD-Modelle und in weiterer Folge STL-Dateien als Basis fiir
Ausdrucke am 3D-Drucker sowie auch einige 3D-Ausdrucke erstellt. Die Herstellung
der in der Praxis eingesetzten evolventenverzahnten Kegelrddern mit Schragflanken
erfolgt maschinell ndherungsweise und deshalb ohne die Verwendung von sphérischen
Kreisevolventen. Diese Arbeit bietet nun eine geometrisch exakte, alternative Mog-
lichkeit zur Herstellung evolventenverzahnter Kegelrader, die durch die im Zuge der
Arbeit mit einem 3D-Drucker erstellten, funktionsfdhigen 3D-Getriebe untermauert
wird.



1 Grundlagen der ebenen
Kurventheorie

In diesem Abschnitt werden einige grundlegende Begriffe der ebenen Kurventheorie er-
ortert. Fiir eine detailliertere Einfiihrung in Differentialgeometrie sei auf die Literatur,
etwa auf [10] und [16], verwiesen.

1.1 Parametrisierung, Bogenlinge, Kriimmung
Definition 1.1 (Kurve). Es sei I C R ein Intervall. Dann heifit die Abbildung
c: T —=R% tclt) = (a(t),ca(t)’

ebene Kurve, wenn c eine differenzierbare Abbildung aus dem Intervall I in die Ebene
R? ist.

Eine Kurve ¢ ist dort regulir, wo ¢(t) = Zc(t) # 0. Gilt ¢(t) # 0 fiir alle t € I, so
liegt eine reguldre Parametrisierung von ¢ vor. Denkt man sich c¢(¢) als einen von der
Zeit t abhéangigen Punkt, so ist der Ableitungsvektor ¢(¢) sein Geschwindigkeitsvektor.
Der Ableitungsvektor ¢(t) gibt die Richtung der Tangente im Punkt c(¢) an. Ist ¢(t) =
0, so ist c(t) ein singuldrer Punkt.

Definition 1.2. Fine requlire Parametertransformation ist eine bijektive, stetig dif-
ferenzierbare Abbildung v : I — J aus einem Intervall I in ein Intervall J, fiir deren
Ableitung v = Ly # 0 fir alle t € I gilt. Ist ¢(t) : I — R? eine regulire Pa-
rametrisierung einer ebenen Kurve ¢, so heifit c¢oy = ¢(v(t)) die mit Hilfe von ~y
umparametrisierte Kurve.

Definition 1.3 (Bogenléinge). Die Bogenlinge einer ebenen Kurve c in einem Intervall
[a, b] ist definiert durch

s:LZ(c):/ab||'c(t)||dt:/ab\/c'§+c'§ dt (1.1)

Eine Kurve ¢ ist nach der Bogenlédnge parametrisiert, falls ||¢(¢)|| = 1. Ist eine
Kurve nach der Bogenldnge parametrisiert, so kann man sie sich als mit konstanter
Geschwindigkeit durchlaufen vorstellen. Es gilt ferner der folgende Satz (ohne Beweis):

13



14 1.2 Evolute und Evolvente

Satz 1.4. Die Bogenlinge einer ebenen Kurve c ist invariant bei Parametertransfor-
mationen und bei Anwenden von euklidischen Kongruenztransformationen. Ferner gibt
es fir jede Kurve ¢ = ¢(t) mit ¢(t) # 0 eine Parametertransformation -y, sodass ¢ o~y
nach der Bogenlinge parametrisiert ist.

Definition 1.5 (Kriimmung). Die Krimmung r einer ebenen Kurve ¢ gibt jene Win-
kelgeschwindigkeit an, mit welcher der Einheitstangentenvektor (und damit die Kur-
ventangente) rotiert, wenn ¢ mit konstanter Geschwindigkeit durchlaufen wird.

Die Kriimmung  einer ebenen Kurve ¢ lasst sich wie folgt berechnen:

det(¢, ¢)

"

le

1.2 Evolute und Evolvente

Das Frenetsche Zweibein einer ebenen Kurve ist jene positiv orientierte Orthonormal-
basis (e, eQ)T, fiir die e; der Tangenteneinheitsvektor und folglich e; der Normalen-
einheitsvektor ist.

Definition 1.6 (Kriimmungskreis). Es sei ¢(t) eine regulire Parametrisierung einer
ebenen Kurve ¢ und c(ty) ein Kurvenpunkt mit k(ty) # 0. Dann heifit der Kreis mit
Mittelpunkt

1
m(lo) = c(to) + (o) ex(to)
und Radius
1
p(to) = /ﬁ?(to)

Krimmungskreis. Der Mittelpunkt m(to) heifft Krimmungsmitte, wihrend der Radius
p(to) Krimmungsradius genannt wird.

Definition 1.7 (Evolute). Die von den Krimmungsmitten m(t) bei k(t) # 0 durch-
laufene Kurve heiffit Fvolute der Ausgangskurve.

Folgerung 1.8. Die Evolute m einer ebenen Kurve c besitzt die folgende Parameter-
darstellung:

Es gilt der folgende Satz (ohne Beweis):



1.2 Evolute und Evolvente 15

Satz 1.9. Die FEvolute m einer ebenen Kurve ¢ wird von den Kurvennormalen ein-
gehiillt.

Man sagt auch, die Evolute ist die Htllkurve der Kurvennormalen.

Wihrend es zu einer gegebenen ebenen Kurve genau eine Evolute gibt, fithrt die
umgekehrte Aufgabe, ndmlich zu einer gegebenen Evolute m eine Kurve k zu finden,
die m als Evolute besitzt, auf unendlich viele Losungen. Eine derartige Kurve muss
nach Satz alle Tangenten von m als Normalen besitzen, also alle Tangenten von m
orthogonal schneiden. Man nennt eine ebene Kurve, die alle Kurven einer gegebenen
Kurvenschar senkrecht schneidet, auch Orthogonaltrajektorie dieser Kurvenschar. Eine
Kurve, die alle Tangenten der Evolute m orthogonal schneidet, ist eine Orthogonal-
trajektorie dieser Tangentenschar und heifit Fvolvente. Zwei verschiedene Evolventen
von m erhélt man, indem auf allen Normalen der Evolvente derselbe Abstand a aufge-
tragen wird. Somit sind verschiedene Evolventen derselben Kurve Parallelkurven. Eine
Evolvente k von m kann erzeugt werden, indem zunéchst ein Faden auf m aufgewickelt
wird. Wird der Faden dann in gespanntem Zustand von m abgewickelt, beschreibt ein
Punkt des Fadens als Bahnkurve eine Evolvente. Andere Punkte des Fadens liefern
weitere Evolventen [20]. Man spricht hierbei von der Fadenkonstruktion der Evolvente.
Es gilt der folgende Satz:

Satz 1.10 (Evolvente). Sei ¢ : I — R* ¢t — ¢(t) eine requlire Kurve und ty € I ein
beliebiger Parameter. Weiter sei Lj die Bogenlinge der Kurve von c(to) bis c(t) mit
t € I und e (t) der Tangenteneinheitsvektor im Punkt c(t). Dann ist die Evolvente
ke1,(t) von c, die bei t =ty beginnt, die Kurve

koso () = c(t) — L ex(t). (1.2)

Wie oben beschrieben, kénnen wir jeden Punkt P = ¢(ty) mit ¢y € I einer gegebenen
Kurve c als Startpunkt einer Evolvente annehmen und erhalten damit zu jeder Kurve
eine ganze Schar von Evolventen.

Beispiel 1.11 (Kreisevolvente). Da in dieser Arbeit die Kreisevolvente spéter von be-
sonderem Interesse ist, soll diese hier als Beispiel angefiihrt werden. Wir betrachten
einen Kreis ¢ mit Radius r und Mittelpunkt im Ursprung:

c(t) = <7” COSt) (1.3)

rsint

Startpunkt der Evolvente sei der Punkt c(ty) mit ty = 0. Dann ist L] = r - ¢, ndmlich
der Kreisbogen von ¢(0) bis c(t). Fiir die Evolvente k. (t) erhélt man

_ (rcost —sint)  (r(cost+tsint)
keolt) = (rsint) rt( cost ) N (r(sint —tcost)) (14)



16 1.3 Konchoiden

Abbildung 1.1: Parametrisierung der Pascal-Schnecke

1.3 Konchoiden

Definition 1.12. Gegeben seien eine ebene Kurve c, ein beliebiger Punkt P, sowie
eine feste Linge b. Weiters sei () ein Punkt, der sich auf ¢ bewegt. Schneidet man
einen Kreis mit Mittelpunkt () und Radius b mit der Geraden PQ, so erhdlt man die
Punkte A und B. Die Menge aller Punkte A und B, die man durch die Bewegung von
Q auf c erhdlt, bilden die Konchoide der Kurve ¢ beziiglich des Pols P und der Linge
b.

Wahlen wir als Kurve ¢ einen Kreis mit Durchmesser a, auf dem zusétzlich der Punkt
P liegt, so erhalten wir eine spezielle Konchoide, namlich eine Pascal-Schnecke. Wir
betrachten Abbildung|l.1jund konnen so die Pascal-Schnecke wie folgt parametrisieren:

) = (2 ) = ()
(i) =3 (o) = (nt)

Durch die Additionstheoreme fiir Sinus und Kosinus erhalten wir die folgende Para-
metrisierung der Pascal-Schnecke:

x(t) acos®t+ beost
= : . (1.5)
y(t) acostsint + bsint
mit ¢ € [0, 27].
Mit cos(m +t) = —cost und sin(m + t) = —sint, erhélt man fir ¢t € [0, 27| mit

Gleichung beide Hélften der Pascal-Schnecke.



2 Grundlagen der ebenen
Kinematik

In diesem Abschnitt werden grundlegende Begriffe der ebenen Kinematischen Geome-
trie geklart, die in der weiteren Arbeit benttigt werden. Es wird hierbei auf Herlei-
tungen und Beweise grofiteils verzichtet; fiir eine umfangreichere Einfithrung in die
Kinematische Geometrie sei etwa auf [5], [7], [10] und [21] oder auch auf [3] verwiesen.

2.1 Ebene einparametrige Bewegungsvorginge

Definition 2.1 (Ebener einparametriger Bewegungsvorgang). Ein ebener einpara-
metriger Bewegungsvorgang oder ebener Zwanglauf ist eine einparametrige Menge von
gleichsinnigen Kongruenztransformationen der Ebene.

Wir stellen uns bei einem ebenen Zwanglauf vor, dass eine Ebene ¥, {iber eine
andere Ebene ¥, gleite und schreiben %, /3. Dabei nennt man ¥; Gangebene oder
Gangsystem und X, Rastebene oder Rastsystem.

2.2 Analytische Beschreibung eines ebenen
einparametrigen Bewegungsvorgangs

Wir wihlen ein kartesisches Rechtskoordinatensystem Sy = {Oy, €., €0y} in 2o bzw.
S1 = {01, €15, e1,} in ¥y, Damit lisst sich ein Punkt X mit der Koordinatenspal-
te (z1,y1)" bzgl. Si, wie aus Abbildung unmittelbar ersichtlich ist, wie folgt in
Koordinatenschreibweise bzgl. Sy darstellen:

o\ _ (du(t) L (cos p(t) —sinp(l)\ (=1 2.1)

Yo dy(t) sing(t)  cos (i) Y1 '
Hierbei ist d = (d,, d,)" der Vektor OyO7, dargestellt bzgl. Sy. Werden Gang- und
Rastebene jeweils als Gaufische Zahlenebene interpretiert, so kénnen wir Gleichung

2.1 auch in komplexen Zahlen anschreiben:

Zy = d(t) + ei@(t) * 72 (22)

17



18 2.3 Geschwindigkeiten, Momentanpol, Polkurven

Abbildung 2.1: Parametrisierung eines ebenen Bewegungsvorgangs

Hierbei werden die Ortsvektoren (zg,v0)" bzw. (z1,1)" von X bzgl. Sy bzw. S; durch
die komplexen Zahlen zy = z+iyy bzw. z; = 21 +1iy; reprisentiert; dabei ist 2 = —1.
Weiters wird (d,,d,)" durch d = d, + id, ersetzt; ) = cos(t) + isin(t) ist
die Eulersche Identitiat. Der Parameter ¢, von dem der Schiebvektor d und der reelle
Drehwinkel ¢ abhéngen, ist {iblicherweise die Zeit.

Jeder Punkt X mit der Koordinatenspalte (z1,y;)" bzgl. S; beschreibt bei einem
ebenen Zwanglauf eine eindeutige Bahnkurve bx in ¥,. Mit den Gleichungen und
liegt eine Parametrisierung der Bahnkurve by des Punktes X vor. So ist etwa

voi)= () + () “ely) - (5) a0

eine Parametrisierung der Bahnkurve bp, des Koordinatenursprungs O; von S;.

2.3 Geschwindigkeiten, Momentanpol, Polkurven

Wir betrachten einen Punkt X, der in komplexer Schreibweise durch die komplexe Zahl
z; € Y repréasentiert wird. In Sy ldsst sich X durch zg = d(t) + e?() . 7, darstellen.
Nun ermitteln wir die vektorielle Geschwindigkeit von X, die wir durch Ableiten nach
dem Parameter t erhalten:

vx =z =d+iwe¥ -z, w=p.

Man nennt w Winkelgeschwindigkeit zum Zeitpunkt t. Ist zu einem festen Zeitpunkt
t die Winkelgeschwindigkeit w # 0, so existiert genau ein Punkt P mit vp = 0. Man
nennt diesen Punkt P Momentanpol von /%, zum Zeitpunkt ¢.
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Bzgl. des Rastkoordinatensystems Sy dargestellt erhalten wir fiir P in Koordinaten-
schreibweise die folgende Koordinatenspalte:

I
(p Ox) o (2.3)
Poy dy+ ¢
In komplexer Schreibweise erhalten wir fiir P bzgl. S die folgende Darstellung:
di
= d —_— 2.4
Do + w (24)

Bzgl. S; lasst sich P in Koordinatenschreibweise bzw. komplexer Schreibweise fol-
gendermaflen angeben:

Py _ 1 d, sin p — dy cos (2.5)
D1y  w \d,cos @ + dysin ’
di
= : 2.6
P: o - P (2.6)

Betrachten wir eine Ebene Y, die sich gegeniiber einer ruhende Ebene Y5 bewegt,
so geht ¥; durch eine Drehung oder durch eine Translation in eine andere Lage X
iiber. 3J; sei durch zwei Punkte A und B und ¥/ durch die Punkte A" und B’ gegeben.
Schneiden sich die Streckensymmetralen von AA’ und BB’ in einem eigentlichen Punkt
M, so geht 3y durch Drehung um den Drehpol M in ¥ tiber. Falls sich die Strecken-
symmetralen nicht in einem eigentlichen Punkt schneiden, ist M ein Fernpunkt und
Y1 geht durch eine Translation in ¥} iiber. Nahert sich die Lage von X} jener von X,
so geht die Gerade AA’ in die Tangente der Bahnkurve b4 von A in A iiber. Analoges
gilt fiir die Gerade BB’. Die Streckensymmetralen werden zu den Bahnnormalen von
bs bzw. bp, der Bahnkurve von B. In einer bestimmten Lage von >; gehen damit alle
Bahnnormalen durch einen festen Punkt P, dem Momentanpol dieser Lage. Damit
kann die Bewegung von > in jeder beliebigen Lage als infinitesimale Drehung um den
Momentanpol interpretiert werden.

Das ist Inhalt des Satzes von M. Chasles (siehe [21], S. 17):

Satz 2.2 (1. Satz von M. Chasles). In jedem Augenblick einer zwangldufigen Bewe-
gung eines starren ebenen Systems bilden die Bahnnormalen aller Systempunkte ein
Strahlbiischel, dessen Scheitel der Momentanpol ist.

Ist w = 0, so geht der Momentanpol in einen Fernpunkt iiber. In diesem Fall sind
die Geschwindigkeitsvektoren aller Punkte X € ; identisch; es liegt eine Momentan-
schiebung vor.

Gilt ¢ = w # 0 fiir alle ¢ aus einem Intervall [¢y, ], dann liegt zu jedem Zeitpunkt
t € [to,t1] ein eigentlicher Momentanpol P vor. Die Menge all dieser Punkte bildet eine
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Kurve py(t) = Po(t) € Yo bzw. py(t) = Pre(t) € ¥y. Man nennt py(t) Rastpol-
Poy (1) Py(t)

kurve und p,(t) Gangpolkurve. Eine Parametrisierung der Rast- bzw. Gangpolkurve

erhalten wir mit den Gleichungen [2.3] und 2.4 bzw. [2.5 und [2.6]
Es gilt der folgende Satz (siehe [21], S. 20):

Satz 2.3 (2. Satz von M. Chasles). Bei jedem ebenen Zwanglauf, der keine blofie Schie-
bung ist, rollt die Gangpolkurve ohne zu gleiten auf der Rastpolkurve. Der momentane
Wilzpunkt stellt den Momentanpol der Bewegung dar.

Eine zwanglédufige Bewegung kann durch ihre Polkurven festgelegt werden.

2.4 Hiillkurvenpaare

Betrachten wir einen Zwanglauf 3; /¥, so nimmt eine in 3; liegende Kurve ¢ wéihrend
des Bewegungsvorgang verschiedene Lagen ¢y, o, c3, ... ein. Eine Kurve h C ¥, die
jede dieser Lagen in einem Punkt H beriihrt, heift Hillkurve der Schar cq, cs, c3, ...
Man nennt ¢ und A ein Gleitkurvenpaar oder Hillkurvenpaar und den momentanen
Berithrpunkt H von ¢ und h (momentanen) Hillpunkt. Es gilt der folgende Satz (siehe
[21], S. 27):

Satz 2.4. Die gemeinsame Normale eines Gleitkurvenpaares ¢, h im momentanen
Hiillpunkt H st ein Polstrahl und geht damit durch den Momentanpol der Bewegung.

Gleiten etwa zwei Kurven a und b aus ¥; auf zwei Kurven a* bzw. b* in X, so
lasst sich nach Satz der Momentanpol als Schnitt der beiden Hiillbahnnormalen
ermitteln. Man nennt eine solche Bewegung Gleitfiihrung.

2.5 Zusammensetzung von ebenen
Bewegungsvorgingen; Satz von
Kennedy-Aronhold

Wir betrachten nun ebene Mechanismen mit mehr als zwei Systemen und beginnen
mit einer Definition (siehe [3], S. 30):

Definition 2.5.

e Fin ebener Mechanismus besteht aus einer Anzahl von starren Systemen Y, ...,
Yim_1, deren freie Beweglichkeit durch gewisse Verbindungen eingeschrinkt ist.
Besteht der Mechanismus aus n Systemen, so liegt eine n-gliedrige kinematische
Kette vor.



2.5 Zusammensetzung von ebenen Bewegungsvorgédngen; Satz von

Kennedy-Aronhold 21

o Kann jedes System gegeniiber jedem anderen nur einen einparametrigen Bewe-
gungsvorgang ausfiihren, liegt eine Zwanglaufkette vor.

Es seien ¥y, 31 und X5 drei Systeme einer ebenen Zwanglaufkette. Dann finden drei
Relativbewegungen oder Teilbewegungen, ndmlich 3, /%, ¥o/3; und 35 /%, statt. Die
Bewegung Y5 /% erhdlt man durch Zusammensetzen (Komposition) der Bewegungen
21/20 und 22/21.

Wir wihlen in ¥y, ¥; und X3 je ein Koordinatensystem Sy = {Oy, €os, €9y} bzw.
S1 = {01, e, €1y} bzw. Sy = {Os, €3, €2, }. Dann werden die drei Bewegungen ¥, /%,
Y9/%1 und 35/%y durch die folgenden drei Gleichungen in komplexer Schreibweise
beschrieben (siehe Abbildung [2.2)):

Zy — d01 (t) + eicpm(t) VAl (27)
Z, = dlg(t) -+ eilpm(t) +Zo (28)
zo = do; (t) + eiwo1(t) d12(t) 4 eilpor () +p12(1)) | Zo (2.9)

Man erhélt Gleichung[2.9] indem man z; aus Gleichung[2.8)in Gleichung [2.7] einsetzt.
Zudem ist der Drehwinkel ¢go der Bewegung 35 /%, die Summe der Drehwinkel g,
und 15 der Teilbewegungen 3 /¥, und o/3:

Po2 = Po1 + P12 (2.10)

Nun betrachten wir das Verhalten der Geschwindigkeiten bei zusammengesetzten
Bewegungsvorgingen. Es seien wiederum 3, ¥; und ¥, drei Systeme einer ebenen
Zwanglaufkette, 31 /g und 5 /3 seien zwei ebene Zwanglaufe und /3, die daraus
zusammengesetzte Bewegung. Ferner sei wg; = ¢ die Winkelgeschwindigkeit von
¥1/%0. Analog sei wis = ¢12 die Winkelgeschwindigkeit von ¥o/3; und wpe = ¢o2
jene von Y, /%,. Wir betrachten einen Punkt X bei der Bewegung 3, /%y bzw. ¥s/%
bzw. ¥9/3 und bezeichnen seine Geschwindigkeit bei der entsprechenden Bewegung
mit vx o1 bzw. vx 12 bzw. vx 2. Dann gilt fiir die Winkelgeschwindigkeit wpe und die
vektorielle Geschwindigkeit vx oo der Bewegung ¥o/%:

Wo2 = Wo1r + W12 (2.11)

Vx,02 = Vx,o01 + Vx, 12 (2.12)

Gleichung folgt unmittelbar aus Gleichung und der Ableitungsregel fiir
Summen.

Gleichung [2.12) erhilt man durch das Ableiten der Gleichungen 2.7 2.8 und 2.9 und
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Abbildung 2.2: Zusammensetzung von ebenen Bewegungen
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entsprechendes Summieren der Ableitungen. Es muss hierbei beriicksichtigt werden,
in welchem System die jeweilige Rechnung stattfindet.

Fiir einen Beobachter im System Y scheint das System Y, bei der Bewegung ¥, /3
fest zu sein, wiahrend sich das System >; mit einer gewissen Geschwindigkeit bewegt.
Befindet sich der Beobachter jedoch in 3, so wird fiir ihn das System X, als fest
empfunden, wihrend nun das System X fiir ihn zum Gangsystem wird. Die von X; aus
beobachtete Bewegung 3, /%; wird Umkehrbewegung von Y1 /3y genannt. Beschreibt
ein Punkt A € ¥ bei der Bewegung >, /Y eine Bahnkurve by € ¥, so gleitet bei der
Umkehrbewegung ¥,/3; die Kurve b4 immer durch den Punkt A € ;. Ist M jener
Drehpol, durch den ¥; bei der Bewegung %1 /3 von einer Lage in eine andere Lage 3]
iibergeht, so ist M auch jener Drehpol, durch den das entsprechende Lagenpaar der
Umkehrbewegung Yo/ ineinander iibergefithrt wird. Fiir den Momentanpol P und
die Polkurven einer Bewegung und deren Umkehrbewegung gilt damit der folgende
Satz (siehe [21], S. 30):

Satz 2.6. Die Momentanpole einer Bewegung Y1/%¢ und deren Umkehrbewegung
Yo/%1 sind in jedem Augenblick identisch. Die Polkurven der beiden Bewegungen sind
dieselben, vertauschen jedoch thre Rollen.

Es sei py € ¥ die Rastpolkurve der Bewegung 31 /%y und p; € ¥; deren Gangpol-
kurve. Dann wird ¥; /3 durch das Rollen von p; auf py erzeugt. Die Umkehrbewegung
erhélt man, indem py auf p; rollt. Die Zusammensetzung einer Bewegung ¥, /3, und
deren Umkehrbewegung ¥,/3; ergibt die Identitdt. Die Winkelgeschwindigkeit und
die vektorielle Geschwindigkeit eines Punktes X einer Bewegung ¥;/Y, und deren
Umkehrbewegung 3,/ hingen daher gemafi Gleichung und Gleichung wie

folgt zusammen:
Wio = —Woi
Vxi1i0 = —VXx,01
Es gilt der folgende Satz (siehe [3], S. 36):

Satz 2.7 (Dreipolsatz von Aronhold). Es seien ¥g, 31, 3o drei Systeme einer ebenen
Zwanglaufkette, 31 /30 und Yo /% zwei ebene Bewegungsvorginge und Yo/3q die dar-
aus zusammengesetzte Bewegung. Weiters seien Py, Pia und Py die Momentanpole
der Bewegungen Y1/%g, Yo/%1 und Xo/%g zu einem festen Zeitpunkt t und wor, wiz
und woy die zugehiorigen momentanen Winkelgeschwindigkeiten. Dann gilt:

Die Momentanpole Py, Pis und Py liegen kollinear und - falls nicht alle drei Momen-
tanpole Fernpunkte sind - ist:

—— W=
Py Pry = —= Py Pr) (2.13)

Wo1
Sind zwei Momentanpole - etwa Fy; und P - Fernpunkte, so muss aufgrund der
Kollinearitdat der Momentanpole auch der dritte Punkt Py, auf der Ferngeraden liegen.

Damit ist Py, ebenfalls ein Fernpunkt. Daher konnen die folgenden drei Falle auftreten:
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1. Die drei Momentanpole Fy;, Pjs und Py, sind eigentliche Punkte.
Dann gilt:

Wo1Pp1 T Wi2P12 = Wo2Po2 (2.14)

Dabei bezeichnet p,; den Ortsvektor zum Momentanpol Fy; bzgl. eines beliebig
gewéhlten Koordinatensystems; analog fiir p;, und pys,.

2. Genau ein Momentanpol - o. B. d. A. der Punkt Fy; - ist ein Fernpunkt.
Dann besitzt die Gerade Pjs Py den Punkt Fy; als Fernpunkt.

3. Alle drei Momentanpole Fy;, Pi» und Py sind Fernpunkte.

In den folgenden Kapiteln bis werden einige spezielle Zwangliufe themati-
siert, die fiir die Verzahnung von Stirnrddern (vgl. Kapitel |3) von zentraler Bedeutung
sind.

2.6 Zykloidenbewegung

Es sei die Gangpolkurve p; ein Kreis mit Mittelpunkt M und Radius r, der auf einer
Geraden pg, der Rastpolkurve, rollt. Man nennt eine derartige Bewegung Zykloiden-
bewegung. Der bewegte Kreis p; reprisentiert dabei das Gangsystem .1, welches sich
mit der Winkelgeschwindigkeit w > 0 bewege, wihrend die Gerade p, das Rastsystem
Yo reprasentiert. Der Momentanpol P liegt im Beriihrpunkt der beiden Polkurven.
Wir verwenden kartesische Rechtskoordinatensysteme Sy = {Oo, €y, €0y} in Xo bzw.
S1 = {01, e1,, ey} in 3q. Zudem gelte in Ausgangslage: ep, = ey, €y, = ej,. Die
Richtung von e, stimmt dabei mit jener der Geraden p, iiberein (siehe Abbildung
. Es sei weiter O; = M und Oy liege in der Ausgangslage im Beriihrpunkt von p,
und p; und besitzt damit in Ausgangslage bzgl. S; die Koordinaten (0,—7)". Dann
bewegt sich der Mittelpunkt M von p; bei der Bewegung 3, /%, offenbar auf einer zu
po parallelen Gerade, die von py den Abstand r besitzt.

Nach einer gewissen Zeit t hat p; auf py einen Bogen der Lénge rwt abgerollt. In die-
ser Position besitzt M bzgl. Sy die Koordinaten (—rwt, r)". Insgesamt lisst sich damit
nach Gleichung und unter Beriicksichtigung von ¢ = wt die Zykloidenbewegung
wie folgt parametrisieren:

() = () (ot ey (1) o1

Betrachtet man speziell einen Punkt auf p; - etwa den Punkt () mit den Koordinaten
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Po P’ Q =P €z

Abbildung 2.3: Zykloidenbewegung; die Bahnkurve des Punktes ) ist eine gespitzte
Zykloide.
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(0, —7)T bzgl. S; - so beschreibt dieser die folgende Bahnkurve:
_ [(—rwt)  (—sin(wt)
bty = (7)) o1

—wt + sin(wt)

s bot) = 7’-( - os(est) ) (2.17)

Diese Kurve ist eine gespitzte Zykloide. Die Bahnkurven von allgemeinen Punkten
X, die nicht auf p; liegen, sind geschlungene Zykloiden (X liegt auBerhalb von p;)
oder gestreckte Zykloiden (X liegt innerhalb von py).

2.7 Evolventenbewegung

Nun wird die Umkehrbewegung der Zykloidenbewegung ercrtert. Nach Satz stim-
men die Polkurven von Bewegung und zugehoriger Umkehrbewegung iiberein, vertau-
schen aber ihre Rollen. Damit rollt im Fall der Umkehrbewegung der Zykloidenbewe-
gung eine Gerade p; auf einem festen Kreis py (mit Mittelpunkt O und Radius 7).
Man nennt eine derartige Bewegung FEwvolventenbewegung. Die Polkurven py und p;
repréasentieren das Rastsystem Yy bzw. das Gangsystem ;. Wir wihlen ein kartesi-
sches Rechtskoordinatensystem Sy = {Op, €, €9, } in ¥ und ein ebensolches, ndmlich
S1 = {01, ez, €1y}, in Xy, Es sei Ogp = O und Oy liege in der Ausgangslage auf der
positiven x-Achse des Koordinatensystems Sy und habe von Oy den Abstand r (O

fallt also in Ausgangslage mit dem Beriithrpunkt von py und p; zusammen, siehe Ab-
bildung . Die Gerade p; bewege sich mit der Winkelgeschwindigkeit w.

Dann lasst sich die Evolventenbewegung nach Gleichung [2.1] wie in Abbildung
dargestellt, wie folgt parametrisieren:

() = (70t) . (o)) (cotet) - snlet)) ()

zo) _ . (cos(wt) + wtsin(wt) cos(wt) —sin(wt)\ [x;
< <y0> -7 (sin(wt) — wt cos(wt) + sin(wt)  cos(wt) Y1 (2.18)
Damit lésst sich die Bahnkurve eines Punktes () € p; bestimmen. Wir betrachten

den Punkt @ mit den Koordinaten (0,0)" bzgl. S;. Als Bahnkurve bg erhélt man
durch Einsetzen der Koordinaten in Gleichung

B cos(wt) + wt sin(wt)

bo(t) =r (sin(wt) — wt cos(wt) (2.19)

Es ist unmittelbar ersichtlich, dass es sich bei obiger Kurve um eine Kreisevolvente

handelt, wie sie in Gleichung beschrieben wurde, wobei jedoch von ¢ nach wt um-

parametrisiert wurde. Die Kreisevolvente wird spéter in der Geometrie der Zahnréider,
konkret in Kapitel [3.4] von grofier Bedeutung sein.
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Abbildung 2.4: Eine Kreisevolvente
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Bemerkung 2.1. Da die Fvolventenbewegqung die Umkehrbewegung der Zykloidenbe-
wegung ist, erhdlt man eine Parametrisierung der Fvolventenbewegung auch unmittel-
bar aus der Parametrisierung der Zykloidenbewegung, indem aus Gleichung der
Vektor (x1,y1)" explizit berechnet wird.

2.8 Planetenbewegung

Fiir die nun folgende Bewegung sind drei Systeme notig: Ein festes System ¥y und
zwei bewegte Systeme Y; und Ys. Das System X; vollfithre gegeniiber Yy eine reine
Drehung mit der Winkelgeschwindigkeit wp; und Drehzentrum Fy;. Das dritte, eben-
falls bewegte System X5 vollfiihre eine reine Drehung gegeniiber >.;: 35 rotiere mit der
Winkelgeschwindigkeit wy2 um das Drehzentrum Pjp. Man nennt die Bewegung Y5 /Y,
welche durch das Zusammensetzen zweier Rotationen entsteht, Planetenbewegung. Py,
ist als Drehzentrum der Bewegung 3, /%, der Momentanpol dieser Bewegung. Analog
ist Po der Momentanpol der Bewegung >, /%;.

Nun wéhlen wir kartesische Rechtskoordinatensysteme wie folgt:

So = {0o,ep, €0y} mit Oy = Py
Sy {O1,e1,,e1,} mit Oy = Py
Sy = {0, e9,,€9,} mit Oy = Py

Ferner seien die drei Vektorbasen {e;,, e;,} fiir i = 0, 1, 2 in der Ausgangslage identisch.
Der Punkt Py liege auf der positiven x-Achse von S; (vgl. Abbildung . Mit den
Gleichungen , und lassen sich die Bewegungen 3, /%, 35 /%1 und 35 /%, wie
folgt analytisch beschreiben:

21/20 e Zog = glwott 7
So/Ty o m = ddo g,
22/20 e Zo = d - e““)OltL + el(w01+w12)t - Zo

Dabei ist d = dist(Pyy, Pi2), also d > 0.
In Koordinatenschreibweise lisst sich die Bewegung 5 /3, folgendermaflen angeben:

() = (St + (ot ) tflom o) (32) 2o

Nun suchen wir die Polkurven der zusammengesetzten Bewegung ¥o/3,. Wir ver-
wenden Satz [2.7] bzw. Gleichung und erhalten fiir p,:

1
Po2 = — (W01P01 + W12P12)
Wo2
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Oy = 01 = P (s

Abbildung 2.5: Planetenbewegung

Die Vektoren py;, p;» und py, sind hierbei die Ortsvektoren zu den Momentanpolen
Py; bzw. Pis bzw. Py, bzgl. Sy. Dann ist pg; = o und py, = d - e™“0*, Wir erhalten fiir

Poo:

W12 W12 dwiy iwort
2w P watwis O wor +wig ( )
Damit ist die Rastpolkurve der zusammengesetzten Bewegung Y5 /% als Kreis pg
mit Mittelpunkt Py, = Oy = O; und Radius rg = ﬁ’ erkannt.

Um die Gangpolkurve zu erhalten, setzen wir das Ergebnis von Gleichung in
die Gleichung der Bewegung >, /% ein:

dw12 .
—_— = d+ e“"mt *Zo
Wo1 + Wi

Dies liefert:

Zy = 0 et (2.22)
wo1 + w2

Es folgt, dass die Gangpolkurve py ein Kreis mit Mittelpunkt P;5 und Radius

ry = | =401 | ist. Zudem sehen wir, dass © = |“42| Unter Beriicksichtigung des Teil-
wo1+wi2 ’ 2 wo1

verhéltnisses 0 = T'V (Py1, Pia, Po2) der drei Momentanpole erhalten wir drei mogliche
Falle:
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(i) Py € (Po1, P1a) & o < 0. Dabei bezeichnet (Py1, P2) die offene Verbindungs-
strecke von Py und Ps.

(ii) Ppe liegt auf jener Halbgeraden von Py Pio, die P5 als Anfangspunkt besitzt und
Ppy1 nicht enthalt. Dies ist genau dann der Fall, wenn o > 1.

(ili) Pog liegt auf jener Halbgeraden von Py Pyo, die Py als Anfangspunkt besitzt und
Pj5 nicht enthalt. In diesem Fall ist 0 < o < 1.

Nach Satz ist TV (Po1, Poa, P12) = 22 Wir bendtigen zunéchst das folgende
Lemma:

Lemma 2.8. Es seien A, B und C' drei verschiedene kollineare Punkte. Dann gilt fiir
die Teilverhdltnisse TV (A,C, B) und TV (A, B,C):

TV(A,C,B)=1—-TV(A,B,C)

Beweis. A, B und C seien drei Punkte, die 0. B. d. A. auf einer Geraden liegen. Wir
setzen A\ := TV (A, B,C) und pu :=TV (A, C, B). Dann gilt:

AC = X-BC
AB = p-CB
Zudem gilt z@ = zﬁ + B? und B? = —@.

Wir erhalten damit:
I C@ + B? = A B?
e (1-p)-BC = A-BC
Damit gilt p=1— . [
Mit Lemma [2.§] folgt:

TV (FPor, Prz, Po2) = wo1w— ce _:)12 (2.23)
01 01

Es folgt, dass Pyy € (Po1, Pi2) ist, falls wg; und w2 dasselbe Vorzeichen besitzen. Nun
diskutieren wir die moglichen drei Fille, wobei wir o. B. d. A. wp; < 0 voraussetzen:

1. wis <0:
Esist —22 < 0; Fall (i) liegt vor. Fiir die Radien 7, ro und den Abstand d gilt:

dw12
O = ————
wo1 + wi2

dwor
r9 —= —
Wo1 + w12

d = To + 79
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Abbildung 2.6: Planetenbewegung mit Polkurven im 1. Fall

In diesem Fall liegen die beiden Kreise py und p, auf verschiedenen Seiten der
Wilztangente.

2. w12 > 0:
a) wo1 + wiz < 0:
Dies ist genau dann der Fall, wenn Bec LR 1; Fall (iii) liegt vor. Fiir die

wo1
Radien 7y, 7o und den Abstand d gilt:

dw12
re = ————
Wo1 + W12
dwm
Tr9 = —
Wo1 + W12
d = T9—Tp

b) wo1 + wip > 0:
Dann ist — 2 > 1; Fall (ii) liegt vor. Fiir die Radien g, ro und den Abstand

. Wo1
d gilt:
dwlg

o = ———————

wo1 + w2

dLU()l
T — ——
Wo1 + w12

d = Tog — T2
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Abbildung 2.7: Planetenbewegung mit Polkurven im 2. Fall, a)

Abbildung 2.8: Planetenbewegung mit Polkurven im 2. Fall, b)
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Abbildung 2.9: Eine gespitzte Epitrochoide bg mit den Polkreisen py und ps.
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Abbildung 2.10: Eine gespitzte Hypotrochoide bg mit den Polkreisen py und p

Nachdem in Kapitel [3| spezielle, bei der Planetenbewegung auftretende Bahnkurven
zur Herstellung von Zahnprofilen verwendet werden, berechnen wir nun solche. Wir
beginnen mit jener Situation, bei der wy; und wis dasselbe Vorzeichen haben; o. B.
d. A. seien wp; und wis kleiner Null. In der obigen Einteilung gehort dieses Szenario
zum Fall 1 (pg und p; beriihren sich von auflen) und der Momentanpol Py, liegt somit
zwischen Py, und Pjy. Die Bahnkurve eines Punktes @), der bzgl. S5 die Koordinaten
(a,0)" mit o. B. d. A. a > 0 besitzt, lisst sich wie folgt angeben:

bo(t) = d- (Suey)) o (Gonffn T o) (224)

sin(wpt) sin((wo1 + wi2)t)

r w Tow
Mit — = ~2 erhalten wir wiy = ——=. Damit kénnen wir bg(t) auch folgender-
T2 wot T2
maflen schreiben:

bo(t) = d- (COS(“’Olt>) —a (COS’(“ * :_3)“01t)) (2.25)

sin(w01t) Sll’l((]. + T—O)wmt)

T2

Ist a = ry, so nennt man die Bahnkurve von ) gespitzte Epitrochoide. Falls a > ro,
so erhdlt man eine geschlungene Epitrochoide, wiahrend bei a < ry eine gestreckte
Epitrochoide entsteht. Gespitzte Epitrochoiden werden auch Epizykloiden genannt.

Analog lésst sich die Bahnkurve eines Punktes berechnen, wenn p, im Inneren von
po liegt. Ein Punkt @) auf py beschreibt in diesem Fall als Bahnkurve eine gespitzte
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Hypotrochoide oder Hypozykloide. Wahlt man einen anderen, nicht auf p, liegenden
Punkt X, so ist dessen Bahnkurve eine geschlungene Hypotrochoide (X liegt aufierhalb
von po) oder eine gestreckte Hypotrochoide (X liegt innerhalb von p,).

In derselben Weise lassen sich die Bahnkurven von Punkten angeben, die entstehen,
wenn der Gangpolkreis p, den Rastpolkreis py umschlieft. Frither wurden derartige
Kurven Peritrochoiden genannt, was jedoch inzwischen durch die Kenntnis, dass es
sich bei Epi- und Peritrochoiden blofl um verschiedene Erzeugungen derselben Kurven
handelt, zu einer tiberfliissigen Einteilung wurde (siehe [21], S. 152).

Sowohl die Zykloiden- als auch die Evolventenbewegung kann offenbar als Spezi-
alfille der Planetenbewegung angesehen werden: Bei der Zykloidenbewegung ist der
Rastpolkreis in eine Gerade, also in einen Kreis mit unendlich groflem Radius, ausge-
artet, wihrend bei der Evolventenbewegung selbiges fiir die Gangpolkurve gilt.

2.9 Ellipsenbewegung und Oldhambewegung

Wir beginnen diesen Abschnitt mit der Definition der FEllipsenbewegung und deren
Umkehrbewegung, der Oldhambewegung:

Definition 2.9 (Ellipsenbewegung). Bewegen sich zwei Punkte X und Y € ¥ auf
zwei nicht parallelen Geraden x und y € ¥, so heifit die Bewegung X1 /3 Ellipsenbe-
wequng.

Definition 2.10 (Oldhambewegung). Schleifen zwei nicht parallele Geraden x und
y € Yo durch zwei feste Punkte X und Y € %, so nennt man die Bewegung ¥o/31
Oldhambewegung.

Es sei 3¢ 2 S = x Ny der Schnittpunkt der beiden nicht parallelen Geraden x und
y. Dann bewegt sich S bei der Bewegung ¥,/%; nach dem Peripheriewinkelsatz auf
einem Kreis ¢ C ¥ (siehe Abbildung ). Sei nun z eine weitere Gerade durch S. Nach
dem Peripheriewinkelsatz schleift diese dann durch einen festen Punkt Z € c. Fiir die
Ellipsenbewegung ¥, /¥ gilt damit: Alle Punkte des Kreises ¢ bewegen sich auf Gera-
den, die einem Strahlbiischel S(x) angehoren. Es ist also o. B. d. A. auch moglich, die
Ellipsenbewegung als jene Bewegung zu definieren, bei der sich zwei Punkte X und
Y € ¥ auf zwei orthogonalen Geraden z und y € ¥y bewegen.

Um die Polkurven der Ellipsenbewegung 31 /% zu erhalten gehen wir wie folgt vor
(siehe Abbildung : Es seien X und Y zwei Punkte, die sich auf orthogonalen
Bahnen z und y, welche sich im Punkt O schneiden, bewegen. Im Schnitt der Bahn-
normalen von X und Y befindet sich der Momentanpol P der Bewegung. Man erhélt
so ein Rechteck Y PXO. Die Strecken OP und XY sind als Diagonalen des Rechtecks
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Abbildung 2.11: Peripheriewinkelsatz

Y PXO gleich lang. Betrachten wir andere Lagen X’ und Y’ der Punkte X und Y,
so schneiden sich auch die Bahnnormalen dieser Punkte in einem Punkt P’. Man er-
héalt analog zu vorhin ein Rechteck Y’ P’ X'O. Da die Strecken X'Y’ und XY gleich
lang sind, ist dist(O, P") = dist(O, P). Damit ist die Rastpolkurve ein Kreis mit Ra-
dius dist(XY'). Um die Gangpolkurve zu finden, iibertragen wir das Dreieck X'P'Y’
kongruent nach X P"Y. Aufgrund des rechten Winkels ZX'P’Y”" liegt P"” auf einem
Thaleskreis um die Strecke XY. Es folgt, dass die Gangpolkurve ebenfalls ein Kreis
ist, dessen Radius genau halb so grofl wie jener des Rastkreises ist.

Der folgende Satz fasst dieses Resultat zusammen:

Satz 2.11. Die Ellipsenbewequng ist eine spezielle Planetenbewegung, ndmlich jene,
bei welcher der Gangpolkreis innerhalb des Rastpolkreises liegt und halb so grofien
Radius wie dieser besitzt.

Mit Satz[2.11] kénnen wir Gleichung[2.20]zur Parametrisierung der Ellipsenbewegung
verwenden (vgl. Abbildung . Analog zu Kapitel verwenden wir im Folgenden
drei Systeme ¥; und zugehorige Koordinatensysteme S; fiir « = 0, 1, 2. Diese seien wie
in Kapitel gewihlt. Der Gangpolkreis p, mit Mittelpunkt P, und Radius ry liegt
im Inneren des Rastpolkreises py mit Mittelpunkt Fy; und Radius ry. Fiir den Radius
ro des Gangpolkreises gilt nach Satz [2.11}

7o

re = (2.26)

Aus der Anordnung der Polkreise folgt sofort, dass wp; und wqo verschiedene Vorzeichen
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x
Abbildung 2.12: Ellipsenbewegung mit Polkreisen
haben und mit Gleichung gilt:
W12 = -2 wWo1 (227)

Unter Beriicksichtigung obiger Resultate lautet die Parametrisierung der Ellipsenbe-
wegung nach Gleichung in komplexer Schreibweise wie folgt:

z0 = d - e’LwOlt + eZ(W01*2W01)t - 7o
70 . »
Szy = 5 R A

In Koordinatenschreibweise lautet obige Gleichung:

To\ _To cos(wort) n cos(wprt)  sin(woit) (2 (2.28)
vo) 2 \sin(woit) — sin(wp1t) cos(woit) Y2 '
Die Bahnkurve eines Punktes X, der bzgl. S die Koordinaten (zs,4,)" besitzt, ist
dann durch die folgende Gleichung gegeben:

b (f) = (is%) — cos(wort) - (5 : xQ) + sin(wot) - < 2 xz) (2.29)

2 o

Wir setzen
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und erhalten aus Gleichung [2.29
bx(t) = a- cos(woit) + b - sin(wpt). (2.30)

Dies ist die Gleichung einer im Koordinatenursprung Oy von Sy zentrierten Ellipse
mit konjugierten Durchmesservektoren a und b, was den Namen FEllipsenbewegqung
rechtfertigt. Die Ellipse artet genau dann in eine Gerade aus, wenn die Vektoren a
und b linear abhéngig sind, also genau dann, wenn gilt:

THT2 Yo

T0
Y2 o T 22

r
0 2 2

Dies ist dquivalent zu:
2
T
2 2 _To
Tty = —

4

Somit artet die Bahnkurve eines Punktes X dieser speziellen Planetenbewegung genau
dann in eine Gerade aus, wenn X auf dem Gangpolkreis ps liegt.

Wir berechnen nun noch die Bahnkurve des Punktes P4, also des Mittelpunktes des
Gangpolkreises po, der bzgl. Sy die Koordinaten (0,0)" besitzt:

br) = 2 (St

Dies ist ein Kreis mit Mittelpunkt Fy; und Radius 3.
Man nennt die zu einer Ellipsenbewegung gehorenden Polkreise auch Kardankreise.

Nach Satz [2.6] sind die Polkurven einer Bewegung und deren Umkehrbewegung die-
selben, vertauschen jedoch ihre Rollen. Damit liegt im Fall der Oldhambewegung eine
Planetenbewegung vor, bei welcher der Rastpolkreis py innerhalb des Gangpolkreises
ps liegt. Fiir die Radien ry von py und r5 von ps und fiir die Winkelgeschwindigkeiten
wWo1 und w12 gllt

To = 2- To
wor = —2 - w2

Die Oldhambewegung ldsst sich, da es sich um einen Spezialfall der Planetenbewe-
gung handelt, mittels Gleichung [2.20] parametrisieren:

(1) = o (bt + () mC0)- (1) e

Wir berechnen die Bahnkurve eines Punktes @, der bzgl. S, die Koordinaten (g, 0)"

besitzt, mit ¢ € R :
B cos(wo1t) ' cos(“at)
bo(t) =0 (sin(w01t)> ta (sin(“’OTlt)
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Wir setzen 7 = 22 und erhalten:

2
2 .9
COs“ T — sin“ 7 COS T
To - . +Q' .
2cosTsinT sinT

Dies ergibt mit sin?7 = 1 — cos? 7:

cos’ T COST o
2ro - (cosmsinr) T4 <sin7> N (0 (2:32)

Gleichung [2.32] ist die Parametrisierung einer in x-Richtung um 7 verschobenen
Pascal-Schnecke, wie sie in Kapitel zu finden ist. Im Unterschied zu Gleichung
wurde nun lediglich a durch 2ry und b durch ¢ ersetzt. Punkte, die der Oldham-
bewegung unterworfen werden, beschreiben damit als Bahnkurven Pascal-Schnecken.
Jedoch beschreibt der Punkt Pyy, welcher bzgl. Sy die Koordinaten (0,0)" besitzt, als
Bahnkurve die Rastpolkurve py:

t
bp, =10 - (COS(MOI ))

sin(wmt)

Die Bahnkurve eines Punktes @), welcher der Oldhambewegung unterworfen wird,
lasst sich nach [5], wie in Abbildung m dargestellt, folgendermaflen konstruieren:
Zunéchst schneidet man die Verbindungsgerade ¢* = Pj2() mit pg; dies liefert einen
Punkt @Q* auf po. In Abbildung[2.13|fallen die Punkte @ und Q* zusammen. Die Gerade
q* geht stets durch * und durch den Punkt Pj5, der sich auf p, bewegt. Damit erh&lt
man die Punkte R der Bahnkurve bg von (), indem man auf allen Geraden ¢* durch
Q* von dem zweiten Schnittpunkt Pjs = ¢* N pg die Entfernung dist(P2@Q)) auftragt;
es entsteht eine Pascal-Schnecke. Wir werden in Kapitel auf die Pascal-Schnecke
zuriickkommen. Abbildung [2.14] zeigt wie Abbildung [2.13] eine Pascal-Schnecke als
Bahnkurve eines Punktes Q).
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Abbildung 2.13: Eine Pascal-Schnecke als Bahnkurve by eines Punktes ) bei der
Oldhambewegung.
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Abbildung 2.14: Pascal-Schnecke






3 Verzahnung von Stirnradern

Zahnrider zielen darauf ab, die Drehung um eine Achse ag; auf die Drehung um
eine andere Achse agy zu iibertragen. Durch die Forderung eines konstanten Uberset-
zungsverhdltnisses u = % wird eine gleichférmige Drehung um die erste Achse auf
eine gleichférmige Drehung um die zweite Achse gewéhrleistet. Wir betrachten hier
Zahnradpaare mit konstanter Ubersetzung. In diesem Kapitel sollen die Achsen der
Zahnréder parallel sein - man spricht dann von Stirnrddern. Daneben gibt es auch
Zahnrider, deren Achsen sich schneiden (Kegelrdder, vgl. Kapitel |5) und solche, bei
denen die Achsen windschief liegen (Hypoidrdde@. Anstatt wie im vorigen Kapitel
mit ebenen Kurven zu arbeiten, liegt nun die folgende rdumliche Situation vor: Es gibt
zwei bewegte Systeme, die sich um je eine Achse drehen, sowie ein starres System, in
dem die Achsen der bewegten Systeme angebracht werden. Um aber die im letzten
Kapitel erarbeiteten Ergebnisse verwenden zu kénnen, bedienen wir uns der folgenden
Beobachtung: Nachdem die Achsen der Zahnréider in diesem Kapitel parallel sind und
da die bewegten Systeme nur Drehungen um jeweils eine der Achsen vollfithren, kon-
nen wir die dreidimensionale Situation zweier zusammengehtrender Stirnréder (man
spricht hierbei auch von einem Getriebe) in einem sogenannten Stirnschnitt betrachten.
Einen solchen erhélt man, indem man die Réader bzw. das Getriebe mit einer Ebene or-
thogonal zu den beiden parallelen Achsen schneidet. In diesem Stirnschnitt liegt dann
ein Problem der ebenen Kinematik vor, was es uns ermoglicht, die Kenntnisse aus
Kapitel [2| zu verwenden. In einem Stirnschnitt liegt die folgende, ebene Situation vor:
Zwei Systeme X7 und Y, rotieren mit konstanten Winkelgeschwindigkeiten wy; und
woe um zwei feste Punkte Fy; bzw. Pyy. Diese Drehzentren sind die Durchstofpunk-
te der beiden urspriinglichen Drehachsen ag; und age mit der Stirnschnittebene und
repréasentieren das feste System Y, welches auch Gestell genannt wird. Wir verwen-
den im Folgenden kartesische Rechtskoordinatensysteme Sy = {Oy = Po1, €z, €0y}
S1 = {01 = Py, e, ey} und Sy = {Oy = Py, €25, €9} in Xy bzw. 3y bzw. ¥,. In
der Ausgangslage sei ey, = €1, = ey, und somit ey, = ey, = ey,. Zudem liege Fy, auf
der positiven x-Achse des Koordinatensystems Sy; Py habe bzgl. Sy die Koordinaten
(d,0)" mit d > 0.

Bereits in Kapitel haben wir uns mit drei Systemen X, ¥; und X, und den
sich daraus ergebenden ebenen Zwanglaufen beschéftigt, wobei ¥y fest war und X

'Hypoidriader werden in dieser Arbeit nicht behandelt; Erklarungen hierzu kénnen etwa in [8] oder
[11] gefunden werden. (Ublicherweise werden Hypoidridder heute zu den Kegelrddern (mit Achs-
versatz) gezihlt [8], S. 14)

43
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und ¥, mit den konstanten Winkelgeschwindigkeiten wy; bzw. wio gegeniiber g bzw.
Y1 rotierten. Nun rotieren ¥; und Xy mit den Winkelgeschwindigkeiten wgy, bzw. wpo
gegeniiber Y. Die Bewegungen /3 und 3, /% sind somit reine Rotationen mit den
Rotationszentren Py bzw. Pyy. Die Relativbewegung 3, /% ist daher als Zusammen-
setzung der beiden reinen Drehbewegungen 3, /¥ (konstante Winkelgeschwindigkeit
wo2, Drehzentrum Pyy) und Xg/3; (konstante Winkelgeschwindigkeit —wq;, Drehzen-
trum Fpy;) als Planetenbewegung (vgl. Kapitel erkannt. Um die Ergebnisse aus
Kapitel verwenden zu konnen, miissen wir somit lediglich »; mit ¥, vertauschen
und wp1, wia, wee der Reihe nach durch —wpq, woe und wys ersetzen. Insbesondere folgt,
dass die Rast- bzw. Gangpolkurve der Relativbewegung ¥/ ein Kreis p; bzw. py mit
Mittelpunkt Py, bzw. Py, ist. Fiir die Radien r; und ry der Kreise p; und p, gilt unter
Beriicksichtigung der oben beschriebenen Anderung der Winkelgeschwindigkeiten:

dwps dwoq

T = o =

—, U
Wo2 — Wo1 Wo2 — Wo1

Wie in Kapitel 2.8 erlautert, haben wir drei Félle zu betrachten, da wir unterscheiden

miissen, ob “01 grofer oder kleiner Null ist, und die Radien 1 und ro entsprechend zu
ermitteln smd Obwohl diese Rechnung bereits in Kapitel 2.8 fiir die Planetenbewegung
ausgefiithrt wurde, soll die Fallunterscheidung der Vollstandigkeit halber auch hier noch
einmal mit den gednderten Winkelgeschwindigkeiten durchgefiihrt werden:
In der Diskussion der Félle bei der Planetenbewegung wurde o. B. d. A. wy; < 0 gesetzt,
weshalb wir nun durch die oben erliuterte Anderung der Winkelgeschwindigkeiten
durch das Vertauschen der Systeme > und >; im Fall des Stirnradgetriebes analog o.
B. d. A. wp; > 0 voraussetzen:

1. we < 0:
Es ist :)_8; < 05 fiir die Radien und den Abstand d gilt daher:

. dwa . dwm .
"n=——, ro=—"" d—?"1+7“2
Wo2 — Wot Wo2 — Wot
2. wype >0
a) woz — wor >0 (& wo2 > wor):
dwog dwm
n=———, ro=—/—"—"—""), d=11—19
Wo2 — Wo1 Wo2 — Wo1

b) wo2 — wo1 < 0 (@ Wo2 < wm):

dCL)QQ dwm
n=—"——— To = — ), d=1ry—1
Wo1 — Wo2 Wo1 — Wo2
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Abbildung 3.1: Fall 1

Abbildung 3.2: Fall 2, a)

Abbildung 3.3: Fall 2, b)
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Man spricht bei der oben vorgestellten Konstellation, bei der sich zwei Kreise, die
sich im Momentanpol Pjs beriihren, mit Winkelgeschwindigkeiten wp; und wgy ge-
geneinander bewegen, auch von Reibrddern. Nachdem obige Uberlegungen in jedem
Stirnschnitt unabhéngig gelten, liegt im Raum die folgenden Situation vor: Die Rast-
bzw. Gangpolfiiche der Relativbewegung Y, /3 ist ein Drehzylinder I1; bzw. Il mit
Radius r; bzw. r5 und Achse ag; bzw. age. Die auftretenden Drehzylinder I1; und Il
heiflen auch Polzylinder bzw. Wilzzylinder und beriihren sich ldngs einer gemeinsamen
Erzeugenden, der Momentandrehachse ais. Durch diese beiden Drehzylinder entsteht
ein Reibradgetriebe, das jedoch nicht zur Ubertragung groBerer Kriifte geeignet ist.
Um Bewegungen und auch gréflere Kréfte von einem Rad auf das andere iibertragen
zu konnen, werden auf den materiell ausgebildeten Reibrddern passende, ineinander-
greifende Zahnkrénze angebracht, wodurch Rddergetriebe entstehen. Die Konstruktion
von zueinander passenden Zahnflanken ist Inhalt des néichsten Abschnitts.

3.1 Ebenes Verzahnungsgesetz, Konstruktion nach
Reuleaux

Zum Ubertragen von groferen Kriiften sollen nun geeignete Zahnkrinze ermittelt wer-
den, sodass durch das Ineinandergreifen der Zidhne zweier Rader Krifte von einem
Rad auf das andere iibertragen werden konnen. Wie vorhin werden wir zum Ermitteln
zusammenpassender Zahnkrinze einen Stirnschnitt des Rédergetriebes betrachten. Je-
de Zahnflanke wird von der Stirnschnittebene nach einer Kurve ¢, dem sogenannten
Zahnprofil, geschnitten. Bei einer Geradverzahnung entsteht die urspriingliche Zahn-
flanke dann, indem c langs der Radachse extrudiert wird. Die Zahnflanke ist somit eine
Zylinderfliche mit Leitkurve ¢; die Erzeugenden dieser Zylinderfliche sind parallel zur
Radachse. Die Forderung, dass eine Zahnflanke des ersten Rades eine Zahnflanke des
zweiten Rades ldngs einer Erzeugenden beriihrt, ist also dquivalent zu der Forderung,
dass die beiden Zahnprofile ¢; und ¢y zweier Zahnréder sich in einem Punkt beriihren.
Neben der Geradverzahnung gibt es noch die Schrigverzahnung, welche erst spéter, in
Kapitel 3.5 thematisiert wird.

In der Verzahnungstheorie nennt man die Relativpolkurven p; und ps der Reibrader
Wilzkreise. Die Relativbewegung, welche ¥, auf 3, ausiibt, nennt man das Abwdlzen
von p; auf ps. Der Beriihrpunkt Pj5 von p; und py, welcher gerade der Momentanpol
dieser Relativbewegung ist, heifit Walzpunkt. Bewegt sich p; mit der Winkelgeschwin-
digkeit wp; um Fy; und ps mit der Winkelgeschwindigkeit Wo2 um Py, so nennt man
das Verhéltnis u = 301 wie bereits weiter oben erwihnt, Ubersetzungsverhdltnis. Wie
ebenfalls bereits vorher angefiihrt, fordern wir ein konstantes Ubersetzungsverhéltnis.
Nach Kapitel hiillt ein Zahnprofil ¢; € ¥; bei der Bewegung von ¥; eine Hiillkur-
ve, namlich das Gegenprofil co, ein. Passende Zahnprofile ¢; und ¢y erhélt man damit
als Hiillkurvenpaar bei der Bewegung >, /%;. Wie aus Satz bekannt ist, geht die
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Abbildung 3.4: Die Konstruktion passender Zahnprofile nach F. Reuleaux: Zu einem
Punkt Q) € c¢; lasst sich der zugehorige Punkt Qo der Gegenflanke
konstruieren. (J; und )2 kommen im Punkt () zum Eingriff. Die Ein-
griffslinie ¢ ist bis ) eingezeichnet.

gemeinsame Normale zweier Hiillkurven im Beriihrpunkt durch den Momentanpol der
Bewegung. Damit muss die folgende Bedingung erfiillt sein, um die Winkelgeschwin-
digkeit wpr, mit der sich p; bewegt, gleichformig auf p, iibertragen zu kénnen (siehe
Abbildung [3.4)) [5] [7, @, 12, [14] [15] 17, 21]:

Satz 3.1 (Ebenes Verzahnungsgesetz). Es seien ¢; € X1 und ¢o € ¥y zwei Zahnpro-
file, wobei ¢y bei der Bewegung von ¥, das Profil co einhiillt. Des weiteren sei E ein
Punkt, in dem sich ¢y und co zu einem bestimmten Zeitpunkt beriihren. Dann muss die
gemeinsame Normale auf das Hillkurvenpaar ¢y und co in E durch den Momentanpol
Py5 der Relativbewegung gehen.

Im Rastsystem >y beschreiben die Hiillpunkte eine Kurve cy. Diese heifit Eingriffs-
linie. Jener Punkt F, in dem sich ¢; und ¢, zu einem bestimmten Zeitpunkt beriihren,
heifit Eingriffspunkt.

Satz [3.1] ermoglicht, wie in Abbildung [3.4] dargestellt, die Konstruktion passender
Zahnprofile nach F. Reuleaux (1875)f] Zunichst wird ein beliebiges Zahnprofil ¢; in

2Franz Reuleaux (1829 - 1905) war ein deutscher Ingenieur, der sich ausgiebig mit theoretischer
Kinematik beschéftigte.
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Y1 angenommen. Um den Eingriffspunkt E zu erhalten, wird die Normale auf ¢; aus
dem Wilzpunkt P, geféllt. Die beiden Zahnprofile beriihren sich im Eingriffspunkt,
weshalb E sowohl auf ¢; als auch auf ¢y liegt. Dann wird ein beliebiger Punkt @); auf
c1 angenommen, um einen weiteren Punkt ()» von ¢y zu erhalten. Die Normale auf ¢;
in @y schneidet p; im Punkt Pj,. Den Punkt P/, auf ps, der P/, entspricht, findet man,
indem der Kreisbogen zwischen Pj5 und P, von p; auf ps von Pjs bis P[, abgewickelt
wird. Bei der Drehung von p; wandert (), auf einem Kreis mit Mitte in Fy; und Radi-
us dist(FPp1,Q1). @1 wird dann zum Eingriffspunkt @), wenn P{, nach Pj5 gelangt und
zum Wilzpunkt wird. Deshalb liegt @ auf dem Kreis (Py;; dist(Py1, Q1)) und hat von
Py5 die Entfernung dist(P{y, Q7). Der Punkt Qo auf ¢y, der @1 entspricht und mit ¢;
in @ in Eingriff gelangt, liegt auf dem Kreis (Pye; dist(Poz,)) und hat von P, die
Entfernung dist(P/,, Q1). Wiederholte Anwendung dieser Konstruktion ergibt Punkte
der Anfangslage von ¢, und auch die jeweiligen Tangenten. Die Eingriffspunkte liefern
die Eingriffslinie ¢y. Im Rastsystem >, bilden die Beriihrungspunkte der Zahnprofile
die Eingriffslinie ¢q. Sei nun T} ein Schnittpunkt von ¢; mit py, so wird 7} genau im
Wilzpunkt Pj5 zum Eingriffspunkt. Es folgt, dass die Eingriffslinie den Walzpunkt
enthélt. Der dem Punkt 77 entsprechende Punkt 75 liegt auf ps. Sein Abstand von Py
ist jener Kreisbogen auf py, der dieselbe Liange wie der Kreisbogen von Pjs nach T
auf p; hat.

Eine Verzahnung, bei der sich p; und p, von auflen berithren, nennt man Aufenver-
zahnung. Andernfalls spricht man von einer Innenverzahnung. Falls p; oder py zu einer
Gerade ausartet (in diesem Fall wire dann Py oder Py ein Fernpunkt), entsteht eine
Zahnstange. In allen drei Féllen ermoglicht die Konstruktion nach Reuleaux die Kon-
struktion zueinander passender Zahnprofile.

Die Konstruktion nach Reuleaux ldsst sich auch wie folgt durchfithren: Aus einem
Punkt @); von ¢; wird die Normale auf ¢; konstruiert und anschliefend mit p; ge-
schnitten. Der so erhaltene Punkt heifle P/,. Der Punkt P], wird zum Wélzpunkt,
wenn sich der Kreisbogen P/, Pjs auf ps abgewiilzt hat. Den Punkt P/, auf p,, mit
dem P/, zur Deckung kommt, findet man also durch Abtragen des Kreisbogens P[, P15
auf po. Nun wird aus P, die Strecke Pj,(Q); abgetragen, wobei der Winkel, den diese
Strecke mit p, einschlieft, gleich jenem Winkel, den P{,(); mit p; einschlieit, ist.

Verwendet man obige Konstruktion, ohne den Winkel zwischen P],@); und py zu be-
riicksichtigen, so erhélt man passende Zahnprofile nach der ungenaueren Konstruktion
nach J. V. Poncelet )| Dies soll hier nur am Rande erwihnt werden; wir werden stets
die Konstruktion nach Reuleaux verwenden.

3Jean-Victor Poncelet war ein franzosischer Mathematiker, Ingenieur und Physiker und einer der
Begriinder der modernen projektiven Geometrie.
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3.2 Berechnung des Gegenprofils

Ziel dieses Kapitels ist es, zu einem gegebenen Zahnprofil rechnerisch das zugehorige
Gegenprofil zu ermitteln. Wir fithren all unsere Berechnungen in einem Stirnschnitt
durch, da wir dort mit ebenen Kurven rechnen und die Ergebnisse aus Kapitel
verwenden koénnen. Es liegen drei Systeme vor: Zwei bewegte Systeme >; und ¥,
und ein ruhendes System 3. In einem beliebigen Stirnschnitt sind die auftretenden
Polkurven Kreise p; bzw. p, mit Mittelpunkten Fy; bzw. Py, und Radien r; bzw. ro
sind, die sich im Momentanpol P, der Relativbewegung ¥/ berithren. Der Kreis p;
rotiere mit der Winkelgeschwindigkeit wy; um Py, fiir ¢ = 1,2. Wir verwenden wieder
kartesische Rechtskoordinatensysteme S; = {O;, €5, €;,} in &; fiir ¢ = 0, 1, 2. Dabei sei
Oy = O1 = Py; und Oy = Fip; in Ausgangslage sei ey, = €1, = ey, und ey, = €1, = eg,,.
Ferner liege Py, auf der positiven x-Achse von Sy und habe bzgl. Sy die Koordinaten
(d,0)" mit d > 0. Damit lassen sich die Bewegungen ¥;/%g, ¥5/3 und Xy/%; wie
folgt in komplexer Schreibweise angeben:

21/20 o Lo = ezwmt A
22/20 . Zg = d+ glwozt Zo
22/21 ez = d- o iwort 4 el(w02*w01)t - Zo

Fiir den Rastpolkreis p; bzw. den Gangpolkreis ps von Y¥,/%; ergeben sich damit
die folgenden Rechnungen:

e Gangpolkreis p,:

Zl = 0= —dinl : efzwmt + i(woz - w01> . eZ(UJOinOl)tZQ =0

dwm . dwm ) e—iw02t

= p2 o - —
(wo2 — wor)e™02t  why — wor

e Rastpolkreis p;:

dwo1 dwos

. e—lw()lt — e—lwolt .

p1 — d . e_ZWOIt _|_ - . —TYs
Wo2 — Wo1 Wo2 — Wo1

Das ebene Verzahnungsgesetz (Satz kann auch mathematisch formuliert wer-
den:
Ebenes Verzahnungsgesetz: Es sei c; eine Kurve in X1, gegeben durch eine regulére
Parametrisierung c; = c;(s). Weiters sei ¢, eine durch eine regulére Parametrisierung
c2 = co(u) gegebene Kurve in Y. Die Kurven ¢; und ¢y bilden genau dann zusam-
menpassende Zahnprofile, wenn zu jedem Zeitpunkt ¢ ein Punkt Cj...ci(s(t)) auf ¢;
und ein Punkt Cs...co(u(t)) auf ¢ mit c1(s(t)) = co(u(t)) existiert, sodass gilt:

d > —0 (3.1)
s=s(t)

<Cl(5(t)) —pi(t), 2
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> —0 (3.2)
u=u(t)

Dabei ist p,(t) = py(t) der entsprechende Wilzpunkt zum Zeitpunkt ¢.

<C2<u<t>> ~palt), 1cs

Mit dieser Bedingung kénnen wir folgende Aufgabe losen:
Gegeben: Eine Kurve ¢; C ¥; mit der Parametrisierung ¢; = c;(s) bzgl. 5.
Gesucht:

e Das Gegenprofil c5 C ¥
e Die zugehorige Eingriffslinie ¢y C X
Wir gehen wie folgt vor:

a) Bestimme mit Hilfe von Gleichung t als Funktion des Kurvenparameters s:
t=f(s) (3.3)
b) Mit Hilfe von Gleichung erhalten wir eine Parametrisierung der Eingriffslinie:

cos(wor f(s))  —sin(wo1 f(s))

Co(s) = (sin(wolf(s)) cos(wo1 f(s)) ) els) (3:4)

¢) Eine Parametrisierung des Gegenprofils ¢y erhalten wir, indem wir die Eingriffs-
linie ¢y nach >4 durchdriicken:

Co(s) = —d - ( cos(woz f ( ;)

—sin(wogf? ))) + ( COS(Wozf(Z) Sin(wozf(s))> -cols) (3.5)

—sin(wpaf(s)) cos(weaf($))

Wir geben zunéchst ¢; als parametrische Kurve ¢; = ¢4(s) in Polarkoordinaten vor:

c1 = cx(s) = p(s) - (Zf§<(§<(§>>>>>

Im Folgenden seien Ableitungen nach s mit ' gekennzeichnet (es ist etwa cj(s) =
4¢ci(s)). Gleichung [3.1| lautet damit (die Rechnung findet in ¥; statt):

ds
cos 6 dwoz cos(wort) , [cosf , [ —sin@ B
<p (sin 9) o — wWor (— sin(wo1t) P \sing ) * P cos 6 =0 (36)

Mit —402_ — 44 ergibt dies:

w02 —wo1
pp’ F r1p (cos(wort) cos @ — sin(wo;t) sin 6)
Fripd' (— cos(wort) sin 6 — sin(wpit) cos @) = 0
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Dies ist nach den Additionstheoremen fiir Sinus und Kosinus dquivalent zu
pp Frip' - cos(wort + 6) £ ripd - sin(wet + 6) = 0. (3.7)

Wir bezeichnen den Polarwinkel der noch nicht berechneten Eingriffslinie ¢q mit 6.
Dieser ist 8 = 6 + wpt. Damit erhalten wir:

pp Frip - cos(fy) £ ripd -sin(fy) =0 (3.8)
Diese Gleichung ist nach 6y zu losen, um ¢ zu erhalten.

Wir kénnen Gleichung [3.8 aber noch weiter umschreiben und auf eine einfachere
Form bringen. Dazu betrachten wir zunéchst c:

;4 (cost VN sinf\ _ (cosf —sinf) o
1= " sing p cosf ) \sinf cosf pt’
Damit besitzt ¢ in Polarkoordinaten den Betrag +/p? + p?60’> und den Winkel

mit

p cosf — pb'sin b

cosf = /02 ¥ p207
_ ~ p'sinf + pt cost
sinf = [0 ¥ p2072
_ P
cos(f —0) = /0% 1 207
/
sin(8 —60) = i

/pl2 + p20/2

Wir betrachten Gleichung |3.7| und erhalten:
pp Fri-[(p cos® — pb'sin @) cos(wort) — (p' sin B + pb’ cos 6) sin(weit)] = 0

Division durch +/p"2 + p26" liefert

/

Pp

/p12 + p29/2

= 47y - cos(f + woit)

/

p

/p/2 + p29/2

p-cos(f—0) = =ry - cos(f + wort) (3.9)

Wir verwenden cos(5 — 0) = und erhalten als Ergebnis:
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Diese Gleichung ermoglicht das Berechnen des Parameters ¢ wie folgt:

t = (arccos (iﬁ cos(fB — 9)) - 5) L (3.10)

(&1 Wo1

Mit Hilfe von ¢ kénnen wir nun mit den Gleichungen und die Eingriffslinie
co = ¢o(s) sowie das Zahnprofil ca = co(s) ermitteln. Wir erhalten dhnlich wie [1] das
folgende Ergebnisf{

B cos(woit(s) + 0(s))
co(t(s)) = pls)- (sin(wmt(s) + 9(5)))

__ cos(woat(s)) o). cos((wo1 — wo)t(s) + 0(s))
ca(tls)) = —d (— sin(wOQt(s))> +p(s) <sin((w01 — wo2)t(s) + 9(5)))

3.3 Kenngroéflen bei ebener Verzahnung

Betrachtet man etwa in Abbildung die Bogenldngen der Verbindungen E'(Q); auf
¢y und EQ4 auf co, so fillt auf, dass die Zahnprofile nicht aufeinander rollen, sondern
aufeinander gleiten. Der Punkt E, welcher sich in Anfangslage im Eingriff befindet,
gehort sowohl zu ¢y als auch zu cy. Die Geschwindigkeit von E auf ¢; ist jedoch
verschieden von der Geschwindigkeit von E auf ¢y, da ¢; € ¥ und ¢; € ¥,. Die
Differenz der beiden Geschwindigkeiten liefert jene Geschwindigkeit, mit der ¢; auf co
gleitet. Je ndher der Eingriffspunkt £ dem Wilzpunkt Pjs ist, desto geringer wird diese
Gleitgeschwindigkeit; im Wailzpunkt selbst ist die Gleitgeschwindigkeit gleich Null.
Deshalb verwendet man, wie in Abbildung[3.5]illustriert, nicht den gesamten Bogen von
c1, sondern begrenzt diesen durch zwei mit p; konzentrische Kreise. Diese Kreise heiflen
Kopfkreis ki und Fufkreis fi;. Analog bezeichnet man Kopf- und Fuflkreis des zweiten
Rades, welche konzentrisch zu p, sind, mit ko und fo. Mit Hilfe dieser Kreise wird die
tatséchlich wirksame Eingriffslinie auf jenen Bereich eingeschriankt, der innerhalb von
k1 und ko liegt. Um die bekannten Zahnréader zu erhalten, werden die so begrenzten
kleinen Bégen von ¢; und ¢, in regelméffigen Abstédnden auf beiden Réddern angeordnet.
Zusétzlich werden diese beiden Zahnprofile noch an einem Durchmesser von p; bzw.
po gespiegelt und an die entsprechenden Riader angebracht, um auch die Moglichkeit
der Verwendung der Zahnréder im umgekehrten Drehsinn zu gewéhrleisten.

Um den Radius von Kopf- bzw. Fukreis zu erhalten, ben6tigt man den sogenannten
Modul. Sei z; die Anzahl der Zahne des ersten Rades und 2z, die Anzahl der Zdahne des
zweiten Rades. Dann bezeichnet man

2T 2rom U Ug

T = = = _=
21 z9 21 29

4In [1] wird das Stirnradgetriebe anders angeordnet; das Rotationszentrum des zweiten Rades liegt
hier auf der y-Achse des zu X gehorenden Koordinatensystems.
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Abbildung 3.5: Kenngréfien der ebenen Verzahnung.

als die Teilung. Dabei sind r; und 75 die Radien der Wilzkreise und u; und us die zuge-
horigen Umfange. Die Teilung ist die Lange des Wélzkreisbogens zwischen den Mitten
benachbarter Zihne. Es folgt sofort, dass die Radien 71, 7o und Anzahl der Zéhne z1, 2,
zweier ineinandergreifender Réder nicht beliebig vorgegeben werden kénnen, sondern
die Gleichung ry29 = r92; erfiillen miissen.
Mit Hilfe der Teilung 7 lasst sich der Modul angeben:
T 27"1 27“2 dl dg
m=—-=——=--—-=--=-=

m 21 z9 21 Z9
Zur Ermittelung der Radien von Kopf- und Fuflkreis bendtigt man die Werte der
Kopfhéhe hy, sowie der Fufshohe hy. Ublicherweise werden hier nach [21] die folgenden
Werte verwendet: hy, = m, hy = gm. Kopfhohe und Fuhohe werden vom jeweiligen
Wiilzkreis aus radial gemessen. Die Radien von Kopf- und Fuflkreis erhélt man, indem
zum Radius des entsprechenden Walzkreises noch die Kopfthohe addiert wird bzw. die
FuBhohe subtrahiert wird.
Die Zahnstirke bezeichnet man mit s, wihrend man die Liickenweite mit w bezeich-
net. Beide Werte werden als Bégen auf dem entsprechenden Wiélzkreis gemessen. In
der Praxis wahlt man die Zahndicke etwas kleiner als die Liickenweite, um iiberfliissige
Reibung zu vermeiden. Das so entstehende Flankenspiel Sy = wi — s1 = wy — 59 gibt
die Differenz dieser beiden Grofien an. Fiir das Flankenspiel gilt nach [21] iiblicher-
weise: Sy = 55. Ebenso erhélt man das Kopfspiel Sy = hy — fr = %. Das Kopfspiel
gibt den Abstand des Kopfkreises vom Fuflkreis des Gegenrades an und wird auf der
Verbindungsgerade Fy; Pyo gemessen. Fiir die Zahnstéarke s, die Liickenweite w und die
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Teilung 7 gilt:

T—Sf
ST T
w — T—|—Sf

2

Damit erhalten wir bei dem {iiblicherweise verwendeten Flankenspiel Sy = 55 zwischen
s und 7 bzw. zwischen w und 7 das folgenden Resultat:

197

= — 3.11

° 40 (3-11)
217

- = 3.12

w 0 (3.12)

Das Kopfspiel wird benutzt, um den Ubergang zwischen Zahnfuf und FuBkreis ab-

zurunden und dadurch eine bessere Festigkeit zu gewéhrleisten. Diese Abrundung kann
nicht willkiirlich gew&hlt werden. Es ist hier zu beriicksichtigen, auf welchem Bogen
von ¢ bzw. ¢y tatsédchlich der Eingriff erfolgt. Greift etwa vom Zahnkopf auf ¢; der
Bogen P;5K; und kommt vom Zahnfufl auf ¢y der Bogen Pj5 K5 zum Eingriff, so kann
die Abrundung auf ¢y in Ky beginnen. Jedoch muss die Bahnkurve von K bei der
Relativbewegung des Abwélzens von p; auf ps beriicksichtigt werden. K7 beschreibt
bei dieser Relativbewegung bei einer Auflenverzahnung etwa eine geschlungene Epi-
trochoide. Diese liefert die Grenze fiir die Abrundung. Analog ist die Grenze der Ab-
rundung des anderen Rades zu ermitteln.
Damit Zahnréder richtig funktionieren, ist es essentiell, dass zu jedem Zeitpunkt beide
Zahnrader in mindestens einem Punkt in Eingriff stehen (vgl. Ebenes Verzahnungs-
gesetz [3.1)). Deshalb darf die Anzahl der Ziahne der beiden Réder eine gewisse Min-
destgrenze nicht unterschreiten. Seien etwa auf ¢; Bogen E(Q); und entsprechend auf ¢y
Bogen EQs konstruiert und sei P{, jener Punkt, in dem die Normale auf ¢; in ()7 den
Kreis p; schneidet (analog fiir P}, ¢o, Q2 und ps), dann nennen wir die gleich langen
Kreisbogen P, Py bzw. P/, Py auf p; bzw. py Walzkreisbogen . Um zu gewahrleis-
ten, dass zu jedem Zeitpunkt mindestens ein Eingriffspunkt vorliegt, muss gelten, dass
[ > 7. Wenn man [ = €7 setzt, so muss € > 1 sein, damit obige Bedingung erfiillt ist.
Nebenbei diirfen Zéhne, die nicht in Eingriff stehen, einander nicht storen, da sonst
ein richtiges Funktionieren der Zahnrader nicht moglich ist.

3.4 Evolventenverzahnung

Obwohl es unter Beriicksichtigung des Ebenen Verzahnungsgesetzes grundsétzlich
moglich ist, ein beliebiges Zahnprofil ¢; vorzugeben und dazu das passende Gegenprofil
¢o zu konstruieren (vgl. Kapitel , werden in der Praxis doch vor allem Verzahnun-
gen verwendet, die gewissen Anforderungen geniigen. Zudem treten bei der beliebigen
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Abbildung 3.6: Wilzzylinder, Grundzylinder und Eingriffsfiiche; durch das Rollen der
Ebene auf dem jeweiligen Grundzylinder erhélt man fiir eine Kur-
ve k (schwarz eingezeichnet) passende Zahnflanken. Die Wélzzylinder
beriihren sich langs der rot eingezeichneten Momentandrehachse ais.
Auch die Erzeugenden, in denen die Eingriffsfliche die Grundzylinder
beriihrt, sind dargestellt.

Vorgabe von ¢; mitunter geometrisch komplizierte Gegenzahnprofile auf, was entspre-
chende Verzahnungen aufgrund hoher Kosten in der Herstellung und eventuell ungiins-
tiger Abniitzungs- und Festigkeitseigenschaften fiir die Praxis uninteressant macht.
Die heutzutage géingigste Verzahnung ist die von Leonhard Euler (1765) beschriebene
Evolventenverzahnung [4], 5], [17].

In Kapitel [2| wurde beschrieben, wie eine Evolvente als Bahnkurve eines Punktes
entsteht, wenn eine Gerade auf einem Kreis rollt. Wir werden diese Kenntnis in die-
sem Kapitel nutzen, wollen uns aber zunéchst zum besseren Verstdndnis auch mit der
rdumlichen Situation auseinandersetzen. Nachdem im Fall von Stirnrddern Walzzylin-
der II; und Il als Polflachen auftreten, betrachten wir anstatt einer Gerade, die auf
einem Kreis rollt, zunéchst das zugehorige raumliche Analogon, also eine Ebene ¢, die
auf einem Drehzylinder II rollt; die Ebene ist hierbei das bewegte System 3J; im Raum
und beriihrt IT lings der Erzeugenden a, wiahrend der Drehzylinder das ruhende Sys-
tem X darstellt. Ein Punkt P € ¢, der dieser Bewegung unterworfen wird, beschreibt
dabei als Bahnkurve bp eine Kreisevolvente; sie schneidet alle Tangentialebenen des
Drehzylinders II orthogonal. Wird eine beliebige Kurve k € ¢ der obigen Bewegung
unterworfen, so beschreibt die Kurve k im Allgemeinen eine Mongesche Flichd’l ®;
mit der Gratlinie g (siehe Abbildung[3.6/und [2], S. 316). Der Normalvektor der Fliche
®, liegt in der Ebene €. Wenn wir unsere Kurve k spezieller als Gerade wihlen, so
erhalten wir durch das Aufwickeln der Geraden auf dem Drehzylinder als Gratlinie

5Mongesche Flichen werden gerade von ebenen Kurven iiberstrichen, wenn die Trigerebene der
Kurve auf einer abwickelbaren Fliche rollt [2]
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Abbildung 3.7: Die Eingriffsebene ¢ rollt auf den Grundzylindern I'y und I's, da die
Geschwindigkeitsvektoren v, o1 und v, g2 ibereinstimmen.

eine Schraublinie g auf II. Die von k erzeugte Fléache ®; ist dann die Tangentenfliche
der Schraublinie g, also eine Schraubtorse. Wihlt man die Kurve £ noch spezieller als
Gerade, die parallel zur Erzeugenden a von II (und damit parallel zu allen Erzeugen-
den von II) liegt, so ist die Gratlinie g eine Erzeugende von II, wihrend die von k
erzeugte Flache @, eine Zylinderfliche ist.

Wir verwenden dieses Prinzip, um die Evolventenverzahnung zu realisieren: Es sei-
en Y; und s, wie in Abbildung dargestellt, zwei bewegte Systeme, représentiert
durch die Walzzylinder IT; und Il,, die sich um die Achsen ag; und age drehen. ¥y sei
ein ruhendes System, ndmlich das Gestell, in dem die Achsen ag; und age von II; und
[T angebracht sind. Zusétzlich sei 33 ein weiteres bewegtes System, namlich jenes, das
durch die Fingriffsebene € reprasentiert wird. Die Eingriffsebene € geht durch die Mo-
mentandrehachse a15 und ist das rdumliche Analogon zur Eingriffslinie im Stirnschnitt;
¢ bestimmt die Form der Zahnflanken. Ferner sei 7 die gemeinsame Tangentialebene
an II; und I, in a9, die mit € den festen Winkel « einschliefft. Man nennt o Ein-
griffswinkel. Zudem betrachten wir den zu Iy bzw. II, koaxialen Drehzylinder I'y bzw.
Iy, der € als Tangentialebene besitzt. I'y und I'y heiflen Grundzylinder. Den Radius 7}
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von I'; erhalt man durch:
ri=ry-|cosql (3.13)

Analog erhalten wir den Radius r; von I'y:
Ty =Ty |cosql (3.14)

Das erste Rad drehe sich gegeniiber ¥y mit der Winkelgeschwindigkeit wg;, wéh-
rend das zweite Rad mit der Winkelgeschwindigkeit wgo um die Achse agy rotiere. Die
Eingriffsebene ¢ beriihrt die beiden Grundzylinder jeweils nach einer Erzeugenden. In
jedem Stirnschnitt erhélt man somit einen Beriihrpunkt 7T auf I'y bzw. einen Beriihr-
punkt 7, auf I's. Nun ist zu zeigen, dass die Ebene ¢ derart bewegt werden kann,
dass die Relativbewegung Y3/ bzw. ¥3/3, das Rollen von ¢ auf I'y bzw. auf I'y
ist. Wir betrachten zu diesem Zweck den Geschwindigkeitsvektor v, g1 des Beriihr-
punktes 77 auf I'; bei der Bewegung ¥, /%, und den Geschwindigkeitsvektor vr, o2 des
Beriihrpunktes 75 auf I's bei der Bewegung ¥, /%: Der Geschwindigkeitsvektor v, o1
steht orthogonal auf jene Ebene, welche durch die Achse ag; und den Beriihrpunkt
Ty aufgespannt wird, wéhrend vy, o1 orthogonal auf jene Ebene, die durch die Achse
ape und den Beriihrpunkt 75 aufgespannt wird, steht. Nachdem diese beiden Ebenen
parallel sind - sie stehen orthogonal auf die Eingriffsebene ¢ - haben die Geschwindig-
keitsvektoren vy, o1 und vr, g2 dieselbe Richtung (vgl. Abbildung . Fiir die Léngen
der Geschwindigkeitsvektoren v, g1 und v, oo gilt:

vl = |IrT - worll = 7] - lwor] = r1 - | cosal - |wor| =

= ry-|cosal - |wo| =715 - lwoa| = |73 - woall = [[Vry,02ll

Damit stimmen die Geschwindigkeitsvektoren vz, o1 und vr, g2 iiberein. Die Eingrift-
sebene ¢ kann somit derart in sich selbst verschoben werden, dass die Relativbewegung
Y3/%1 bzw. X3/3 das Rollen von ¢ auf dem Grundzylinder I'; bzw. I'y ist. Léisst man
¢ samt einer darin liegenden Kurve k einmal auf I'y und einmal auf I's rollen, so
sind die von k beschriebenen Fliachen passende Zahnflanken (siehe [21]). Die Kurve k
wird dabei iiblicherweise nicht beliebig, sondern als Gerade gewéhlt. Liegt k£ parallel
zur Momentandrehachse a5, so erhélt man als Zahnflanken Zylinderflachen mit einer
Kreisevolvente als Leitkurve, andernfalls treten Schraubtorsen auf; Schraubtorsen be-
sitzen Kreisevolventen als Normalschnitte [5 21]. Man spricht bei der ersten von einer
Geradverzahnung und bei der zweiten von einer Schrdgverzahnung. Denkbar wéren
aber auch Verzahnungen, deren Zahnprofile man mittels einer anderen Kurve k er-
hélt. Betrachtet man die Situation in einem Stirnschnitt, so gibt man eine durch den
Wilzpunkt Pjs gehende Gerade als Eingriffslinie ¢y vor. Die gemeinsame Wilztangen-
te an die Wilzkreise im Wilzpunkt wird von ¢g unter dem festen Eingriffswinkel o
geschnitten. Wir betrachten die zu den Wilzkreisen p; bzw. ps konzentrischen Kreise
g1 bzw. g ein, welche ¢( als gemeinsame Tangente besitzen und Grundkreise genannt
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Abbildung 3.8: Kreisevolventen der Grundkreise ¢g; und g» als passende Zahnprofile ¢;
und cs.

werden und lassen die Gerade ¢y auf g; bzw. gy rollen. Ein Punkt, der dieser Bewe-
gung unterworfen wird, beschreibt als Bahnkurve eine Kreisevolvente ¢; bzw. CQH Die
zu den Grundkreisen g; bzw. go gehorenden Kreisevolventen ¢; bzw. ¢y sind passen-
de Zahnprofile. Umgekehrt schneiden alle Normalebenen der zu € bzw. ¢y gehorenden
Zahnprofile ¢; bzw. ¢y die Walzzylinder II; bzw. I, ldngs Erzeugenden und schlieflen
mit den dortigen Tangentialebenen stets den festen Winkel « ein, da die Erzeugenden
gerade durch Rotation aus der gemeinsamen Erzeugenden a5 der beiden Wilzzylin-
der hervorgehen. Somit hiillen die Normalebenen von ¢; bzw. ¢, genau die zwei zu 11
bzw. Il; koaxialen Drehzylinder I'; bzw. I'y ein, die € als gemeinsame Tangentialebene
besitzen.

Die Vorteile der Evolventenverzahnung liegen vor allem darin, dass sich die Richtung
des Zahndrucks nicht &ndert, aber auch in der einfachen und genauen Herstellung. Set-
zen wir aulerdem o € (0, %) voraus, so kénnen die Betréige in den Gleichungen W
und weggelassen werden. Die Grundkreise geben auch an, welche Punkte von ¢
als Eingriffspunkte relevant sind. Es sind dies solche, die zwischen den Beriihrpunkten

5Um anzugeben, dass ¢; und ¢, Evolventen eines Kreises sind, wire der Name Kreisevolventenver-
zahnung aussagekraftiger.
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von ¢y mit g; und g, liegen. Bei Verwendung von Punkten auf ¢y auflerhalb dieser Stre-
cke wiirden nédmlich Spitzen auf ¢; bzw. ¢y auftreten. Jedoch liegen die tatséchlichen
Eingriffspunkte, wie in Kapitel angegeben, innerhalb der beiden Kopfkreise k; und
ko. Als Eingriffspunkte treten also jene Punkte auf ¢y auf, die innerhalb der beiden
Schnittpunkte K; und Ks von ¢y mit k; und ko liegen. Wiederum miissen fiir die in
der Praxis angewandte Abrundung der Zahnfiifle die Bahnen von K; und K5 bei der
Relativbewegung von p; gegeniiber p, beriicksichtigt werden. Ublicherweise wird nach
[5] ein Eingriffswinkel von o = 20° gewahlt.

Nun konnen wir auf Kapitel zuriickgreifen, um die Zahnprofile zu parametrisie-
ren. Damit lassen sich dann in einem geeigneten CAD-Programm - etwa in PTC-Creo
- Zahnradgetriebe modellieren. Wir verwenden insbesondere Gleichung [2.19] wobei zu
beriicksichtigen ist, dass unsere Evolvente, die als Zahnprofil ¢; verwendet wird, zum
Grundkreis ¢g; gehort und damit den Radius r] besitzt. Analog gehort die Evolvente,
welche das Profil ¢, darstellt, zum Grundkreis g, mit dem Radius r3. Die evolven-
tenformigen Zahnprofile ¢; und ¢y lassen sich dann mit Gleichung wie folgt in
Abhéngigkeit von ¢t parametrisieren:

Cl(t) _ TT . (cost + tsmt) (3.15>

sint — tcost

. f[cost+tsint
cx(t) =73 (sint — tcos t) (3.16)

Nachdem wir die Zahnprofile im CAD Programm entsprechend drehen kénnen, spielt
es keine Rolle, in welchem Punkt von g; die Evolvente, welches das Profil ¢, liefert, be-
ginnt. Selbiges gilt fiir g» und co. Wie in Kapitel 3.3]erlautert, werden die Zahnprofile ¢
und ¢y von den jeweiligen Kopf- und Fulkreisen begrenzt. Zudem werden die Zahnpro-
file den Liickenweiten entsprechend an Geraden durch die Mittelpunkte der Walzkreise
p1 und py gespiegelt und der Teilung entsprechend regelméfiig angeordnet. Schliellich
verwendet man die evolventenférmigen Zahnprofile, um sie entlang der Wilzzylinder-
achsen zu extrudieren. So erhélt man eine Evolventenverzahnung mit Geradflanken
- die Zahnflanken sind, wie bereits erwihnt, Zylinderflichen. Die Abbildungen
und zeigen ein derart in PTC-Creo erzeugtes geradverzahntes Evolventengetrie-
be. Schragverzahnungen werden im folgenden Kapitel genauer thematisiert. Der
grofe Vorteil der Schrigverzahnung liegt in der besseren Laufruhe.

Was passiert, wenn einer der Wilzkreise - etwa ps - in eine Gerade ausartet? Dann
erhélt man fiir ¢, gerade Zahnprofile, da deren Normalen die Teilgerade p, unter dem
festen Eingriffswinkel a schneiden und daher parallel sein miissen. Insbesondere ist ¢y
orthogonal zur Eingriffslinie ¢.

Evolventenzahnréder stellen nach [5] die einzigen Zahnriader dar, die eine geringfiigige
Anderung des Achsabstandes erlauben, sodass das Ubersetzungsverhiltnis dennoch
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Abbildung 3.9: Zusammenpassende Evolventenzahnrider mit Geradflanken
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Abbildung 3.10: Das Getriebe aus Abbildung FuB-, Grund-, Teil- und Kopfkreis
sind eingezeichnet.
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dasselbe bleibt. Bei einer Verschiebung der Walzkreismittelpunkte Fy; und Py, &dn-
dern sich damit auch die Mittelpunkte der Grundkreise g; und g,. Eine gemeinsame
Tangente an die verschobenen Grundkreise gj und g; stellt die neue Eingriffslinie dar.
Letztere schneidet die Verbindungsstrecke der Mittelpunkte im Punkt Py, welcher
den neuen Wilzpunkt darstellt, durch den die neuen Wélzkreise pj, p5 bestimmt sind.
Das Verhiltnis der Radien der beiden Wélzkreise bleibt dabei unverdndert und ist
gleich dem Radienverhéltnis der Grundkreise. Es &ndert sich zwar der Eingriffswin-
kel v, jedoch nicht das Ubersetzungsverhiltnis. Dies ist eine in der Praxis niitzliche
Eigenschaft, als dadurch auch geringe Fehler, die bei der Montage solcher Zahnré-
der auftreten konnen, keine Auswirkung haben. Nachteile der Evolventenverzahnung
entstehen vor allem bei geringer Zéhnezahl. Unter anderem ergibt sich daraus ein zu
geringer Uberdeckungsgrad.

3.5 Schrigverzahnung

Wie zu Beginn des Kapitels bereits thematisiert, konnen Evolventenzahnrider mit
Gerad- oder Schragflanken angefertigt werden. Die Lage der Geraden k, die beim
Rollen der Eingriffsfliche ¢ auf dem Grundzylinder die Zahnprofile liefert, ist aus-
schlaggebend dafiir, ob Gerad- oder Schriagflanken entstehen. Bei Geradflanken liegt
k parallel zu den Wélzzylinderachsen, wihrend sie bei Schrigflanken allgemeine Lage
besitzt und als Zahnflanken Schraubtorsen auftreten (vgl. Abbildung. Der Verlauf
der Zahnflanken einer Schrégverzahnung ist durch den Schrdgungswinkel 8 bestimmt.
Dies ist jener Winkel, den die Gerade k, welche den Verlauf der Zahnflanken vorgibt,
mit der Grundfliche des Wilzzylinders einschliefft. Daneben kann der Zahnflanken-
verlauf auch mit dem Steigungswinkel v angegeben werden, wobei die Winkel 5 und
v wie folgt zusammenhéngen (sieche Abbildung bzw. [17], S. 717):

B+~ =90

Je nachdem ob eine Links- oder eine Rechtsschraubung vorliegt, unterscheidet man
zwischen linkssteigenden und rechtssteigenden Flanken. Nach [9] ist nach vereinbar-
ter Vorzeichenkonvention bei rechtssteigenden Flanken 5 > 0 und bei linkssteigenden
Flanken § < 0. Ferner gilt, dass bei einem schrigverzahnten Auflenradpaar ein Rad
rechtssteigende und das Gegenrad linkssteigende Flanken besitzt. Bei einer Innenver-
zahnung haben beide Réder dieselbe Flankenrichtung [17].

Im Gegensatz zur Geradverzahnung erfolgen Eingriff und Austritt bei der Schrigver-
zahnung nicht gleichzeitig entlang der gesamten Zahnbreite sondern allméhlich {iber
mehrere Zahnpaare verteilt. Es sind somit mehr Zdhne gleichzeitig in Eingriff, was
bessere Laufruhe und groflere Belastbarkeit ermoglicht [9) [17]. Nachteile der Schrég-
verzahnung sind unter Belastung auftretende Axialkrifte, welche Lager und Wellen der
Réader zusétzlich belasten konnen. Es kénnen als Gegenmafinahmen Doppelschriguer-
zahnungen oder Pfeilverzahnungen verwendet werden, die in [I7] thematisiert werden.
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Abbildung 3.11: Der Schriagungswinkel S und der Steigungswinkel ~ bei einer
Schrigverzahnung.

Bei Schrigverzahnungen verwendet man - besonders in der Herstellung - nicht nur
einen Stirnschnitt, der vor allem iiber die Eingriffsverhéltnisse Auskunft gibt, sondern
auch einen Normalschnitt. Letzteren erhilt man, indem man das schriagverzahnte Rad
mit einer Ebene orthogonal zu den Schraublinien am Grundzylinder schneidet. Man
kann iiber den Schragungswinkel 5 von einem Stirnschnitt in den entsprechenden Nor-
malschnitt umrechnen. Dabei enthalten Stirn- und entsprechender Normalschnitt den-
selben Punkt auf der Radachse. Bei einer Evolventenverzahnung mit schrégen Flanken
liegt zwar in jedem Stirnschnitt eine Evolvente als Zahnprofil vor, im Normalschnitt
erscheint das Zahnprofil jedoch nicht als Evolvente.

3.6 Zykloidenverzahnung

In der Feinmechanik (beispielsweise im Uhrenbau) wird vor allem auf die Zykloiden-
verzahnung zuriickgegriffen, die auf Ph. de La Hird"] (1694) zuriickgeht [5, 9, [15]. Die
Konstruktion erfolgt nach der folgenden von Ch. E. L. Camus| (1733) beschriebenen
Methode (siehe auch [21] und [15]):
Konstruktion nach Camus:
Léasst man eine allgemeine Hilfskurve h auf den Wilzkreisen p; und py abrollen, oh-
ne zu gleiten, dann sind die Bahnkurven ¢; und ¢y eines mit der Hilfskurve h starr
verbundenen Punktes P passende Zahnprofile.

Dies erkennt man wie folgt (vgl. Abbildung - hier wurde die Hilfskurve h wie

in der folgenden Erlauterung als Kreis gewéhlt): Wie in den vorigen Kapiteln beno-

"Philippe de La Hire (1640 - 1718) war ein franzosicher Mathematiker.
8Charles Etienne Louis Camus (1699 - 1768) war ein franzdsischer Mathematiker und Physiker, der
sich vor allem mit Problemen der Mechanik beschiftigte.
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Abbildung 3.12: Evolventenzahnradgetriebe mit Schréagflanken
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Abbildung 3.13: Konstruktion nach Camus; hier sind die Hilfskurven h und h Kreise
mit gleich grofien Radien.
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tigt man auch bei der Zykloidenverzahnung ein Gestell, welches das Rastsystem X
repréasentiert, sowie die Walzkreise p; und po, welche die bewegten Systeme >; und
Yo darstellen. Nun bendétigt man jedoch zusétzlich ein weiteres bewegtes System >3,
némlich eine Hilfskurve h, die auf den beiden Wélzkreisen p; und p, rollt. Wir wéihlen
die Hilfskurve h beispielsweise als Kreis, der die Wilzkreise p; und p, im Wiélzpunkt
Pis berﬁhrtﬂ und auf p; bzw. py abrollt. Ein Punkt P, der diesen beiden Abrollbewe-
gungen unterworfen wird und o. B. d. A. in der Anfangslage mit dem Wélzpunkt Py
zusammenfalle, beschreibt, wie aus Kapitel bekannt ist, einerseits als Bahnkurve
relativ zu 3; eine Hypozykloide ¢; und andererseits als Bahnkurve relativ zu X5 eine
Epizykloide cy. Diese Bahnkurven ¢; und ¢y sind passende Zahnprofile: Der Kreis h
kommt nach einer gewissen Zeit durch das Abrollen auf p; im Punkt P/, und durch
das Abrollen auf ps im Punkt PJ, zu liegen. Errichtet man aus P], die Normale n; auf
c1, so erhélt man einen Punkt (), auf ¢;. Ebenso erhilt man einen Punkt ) auf cs,
wenn man aus Py, das Lot ny auf ¢, féllt. Gelangen Pj, und P/, zum Wélzpunkt Pjo,
so treffen sich ()7 und )5 im Eingriffspunkt ¢) € h und die Normalen n; und ny fallen
mit der Geraden n durch Pjs und @ zusammen; n ist die gemeinsame Normale auf ¢;
und c,. Damit ist das ebene Verzahnungsgesetz erfiillt.
Durch das Abrollen von h auf p; erhélt man einerseits die Fuflanken der Zdhne des
ersten Rades, andererseits erhélt man durch das Abrollen von h auf p, die Kopfflan-
ken der Zihne des zweiten Rades. Lisst man eine zusitzliche Hilfskurve h, welche die
gemeinsame Wilztangente im Wilzpunkt von der anderen Seite beriihrt, ebenfalls auf
p1 und p, abrollen, so erhélt man auch die Kopfflanken der Zahne des erstes Rades
und die Fulflanken der Zdhne des zweiten Rades. Die Radien der Rollkreise kénnen,
miissen aber nicht gleich grofl sein. Die Eingriffslinie enthélt jene Punkte, die auf je
einem Bogen von h und A innerhalb der beiden Kopfkreise k; und ks liegen. Ublicher-
weise wird die Zykloidenverzahnung durch das Rollen von Hilfskreisen auf p; bzw. py
realisiert, es wiaren aber auch andere Hilfskurven denkbar.
Wir verwenden Kapitel um die Zahnprofile ¢; und ¢y einer Zykloidenverzahnung
als parametrische Kurven angeben und sie mit einem geeigneten CAD-Programm mo-
dellieren zu kénnen. Die Kopfllanke des Zahnprofils ¢; erhalten wir durch das Rollen
eines Kreises h mit Radius 7 auf p;. Wir verwenden Gleichung und kénnen damit
die Kopfflanke von ¢y, eine Epizykloide, angeben:
cost cos((147+) - 1)
(r+7s) (sint) TR <sin((1 + :—ib) : t))

h

Die FuBflanke von ¢; ist eine durch das Rollen des Kreises h mit Radius 7, auf p;
erzeugte Hypozykloide:

o (3 (7

9Der Kreis h besitzt in P damit als Tangente die gemeinsame Walztangente von p; und ps.
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Analog erhalten wir die Kopf- und Fufiflanke, welche das Zahnprofil ¢, bilden. Die
KopfHlanke von ¢, ist eine durch das Rollen von h auf py erzeugte Epizykloide:
cost) cos((1+ 12)-t)
(r2+mn) - <sint> T (sin((l + %) - 1)

Durch das Rollen von h auf p, erhilt man die Fuflanke von ¢,; es handelt sich dabei
um eine Hypozykloide:

cost cos((1 — :_i) ?)
(ro —77) - (Sint) TR <— sin((1 —72) - t))

3

Setzt man jeweils die Kopf- und Fufiflanke entsprechend zusammen, so kann man
durch obige Parametrisierungen die Zahnprofile ¢; und ¢ in einem geeigneten CAD-
Programm erzeugen. Wie im Fall von Evolventenzahnrddern werden die Zahnprofile
c1 und ¢y von den jeweiligen Kopf- und Fuflkreisen begrenzt und die Zahnprofile den
Liickenweiten entsprechend an Geraden durch Fy; und Py, gespiegelt. Dann werden
die Zahnprofile unter Beriicksichtigung der Teilung regelméflig entlang der Walzkreise
angeordnet. In Abbildung sind zusammenpassende Zykloidenzahnrader abgebil-
det, die mit PTC-Creo erzeugt wurden.

Ein grofiler Nachteil der Zykloidenverzahnung ist nach [21] deren schwierige Herstel-

lung sowie die im Hinblick auf die Festigkeit ungiinstige Form der Zahne. Andererseits
ergibt genau diese Form der Zdhne eine gute Beriithrung im Eingriffspunkt, was zu
geringerem Verschleif fiihrt.
Ist der Hilfskreis h genau halb so grofl wie der Wilzkreis p;, so ist die Relativbewe-
gung >3/ eine Ellipsenbewegung: Ein Kreis h C X3 rollt in einem doppelt so groen
Kreis p; C ¥; (siehe Kapitel . In diesem Fall ist das Zahnprofil - als Bahnkurve
des auf h liegenden Punktes P - Teil einer durch Fy; gehenden Geraden. Diese Art der
Zykloidenverzahnung ist aufgrund der geraden Zahnflanken in ihrer Herstellung billig;
es liegt die in Kapitel thematisierte Geradflankenverzahnung vor, die sich somit
offenbar mit der Konstruktion nach Camus realisieren lésst.

3.7 Triebstockverzahnung

Einen Spezialfall der Zykloidenverzahnung erhélt man, falls der Durchmesser des Roll-
kreises h gleich dem Durchmesser eines Wilzkreises gewéhlt wird; man erhalt so die
Triebstockverzahnung (siehe [14], S. 392 und [I7], S. 685). Die Zahnprofile entstehen
wie bei der Zykloidenverzahnung durch das Abrollen von h auf den Wilzkreisen. Dabei
geht das Fuflprofil eines Rades in einen Punkt iiber, welcher in der Praxis durch einen
Bolzen, den Triebstock, ersetzt wird, der im Stirnschnitt als Kreis erscheint.



68

3.7 Triebstockverzahnung

Abbildung 3.14: Zykloidenzahnradgetriebe mit Geradflanken
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Abbildung 3.15: Ein Kreis als Zahnprofil ¢, bei der Triebstockverzahnung. Das Gegen-
profil ¢; besteht aus einem Teil der Parallelkurve einer Epitrochoide
und aus einem Kreisbogen. (Die Abmessungen sind zur Verdeutli-
chung iiberméBig gewéhlt.)

Um die Zahnprofile der in der Praxis verwendeten Triebstockverzahnung zu finden, gibt
man als Zahnprofil, etwa ¢y, einen Kreis, dessen Mittelpunkt M auf dem Waélzkreis
py liegt, vor. Das zu ¢y gehdrende Gegenprofil ist dann Parallelkurve der Bahnkurve
m von M, die man bei der durch das Rollen von p, auf p; erzeugten Planetenbewe-
gung Y, /% erhilt. Die Bahnkurve m ist bei dieser Planetenbewegung nach Kapitel
eine gespitzte Epitrochoide (AuBenverzahnung) oder eine gespitzte Hypotrochoide
(Innenverzahnung).

Grundsétzlich wére das richtige Gegenprofil ¢; eine um den Radius r des Kreises
¢o verschobene Parallelkurve zu m, allerdings ist dieses Profil nach [5] nicht génzlich
verwendbar, wie Abbildung zeigt: Betrachtet man die Evolute e von m, so sieht
man, dass ¢; jene Evolute innerhalb von ¢y schneidet, da die Strecke vom Wélzpunkt
bis zum Schnittpunkt von ¢; mit der Evolute e kiirzer ist als die auf e gemessene
Bogenlénge von Pj5 zum Schnittpunkt. Damit kann die Parallelkurve nur bis zu den
Schnittpunkten A und B der Parallelkurve ¢; mit ¢y verlaufen und muss anschlieSend
zwischen den Schnittpunkten A und B mit dem auf ¢y liegenden Kreisbogen ergénzt
werden. Bei groem Radius des Walzkreises ist das Eindringen des Halbkreises in das
Zahnprofil ¢, kaum merkbar und spielt aufgrund der Tatsache, dass die Triebstockver-
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zahnung vor allem fiir groBe Ubersetzungen angewandt wird, in der Praxis keine Rolle.
Die Eingriffslinie ¢y erhélt man auch hier, indem aus dem Wélzpunkt die Normale auf
alle Lagen von ¢y gefillt wird. Da ¢y ein Kreis ist, geht die Normale stets durch den
Mittelpunkt M von cy. Die Eingriffslinie ¢q der Triebstockverzahnung ist eine Pascal-
Schnecke (siehe [21], S. 210).

Um ein Triebstockgetriebe mit einem CAD-Programm erzeugen zu kénnen, benttigen
wir auch hier zumindest die Parametrisierung des Zahnprofils c¢;. Wir konstruieren
deshalb im CAD-Programm einen Kreis ¢; mit Radius 7 als Zahnprofil des einen Ra-
des.

Handelt es sich um eine Auflenverzahnung, ist das Gegenprofil zu ¢y eine Parallel-
kurve einer Epizykloide. Wir kénnen im CAD-Programm eine Epizykloide als parame-
trische Kurve angeben und deren Parallelkurve etwa mit dem Befehl offset errichten.
Nachdem wir im CAD-Programm Objekte auch beliebig drehen und verschieben kon-
nen, ist es nicht von Bedeutung, in welchem Punkt auf p; die Epizykloide, deren
Parallelkurve das Gegenprofil von ¢, ist, beginnt. Daher kénnen wir jene Epizykloide
mit Gleichung als parametrische Kurve angeben:

B cost cos((1+11) - t)
ci(t) = (r+72)- (sint) e (sin((l +10) 1)
Liegt hingegen eine Innenverzahnung vor, so ist das zu ¢y gehorige Gegenprofil eine

Parallelkurve einer Hypozykloide. Letztere lasst sich durch die folgende Parametrisie-
rung darstellen:

cilt) = (r =72 (2?5 f) T (—C Ziﬁ&f_@j -t 1>>

T2

Abbildung zeigt eine mit PTC-Creo erzeugte Triebstock-Auflenverzahnung.

3.8 Geradflankenverzahnung

Nun verwenden wir die Konstruktion nach Camus, um einen weiteren Spezialfall der
Zykloidenverzahnung zu erhalten [I3]: Wir betrachten, wie in Abbildung darge-
stellt, eine durch p; und ps festgelegte Auflenverzahnung mit einem innerhalb von p;
liegenden Hilfskreis h, dessen Durchmesser halb so grofl wie jener von p; ist. Dann las-
sen wir h auf p; rollen, wobei h die Wilzkreise in der Anfangslage im Wélzpunkt Pjo
berithrt. Wird ein Punkt P, der in der Anfangslage mit dem Wilzpunkt Py zusam-
menfalle und starr mit A verbunden ist, dieser Bewegung unterworfen, so beschreibt P
nach Kapitel als Bahnkurve einen Durchmesser d; von p;. (Die Hypozykloide artet
in diesem Fall in eine Gerade aus.) Gibt man diesen Durchmesser als Zahnprofil vor,
so erhélt man das dazu passende Gegenprofil ds, indem man h auch auf p, rollen lésst.
Dabei beschreibt der mitgenommene Punkt P eine Epizykloide. Gibt man stattdessen
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Abbildung 3.16: Eine Triebstockverzahnung
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Abbildung 3.17: Das Gegenprofil ¢, einer geraden Zahnflanke ¢; ist Parallelkurve einer
Epizykloide. Die Eingriffslinie ¢y ist eine Pascal-Schnecke, die man als
FuBpunktkurve des Kreises k erhélt.

eine zu einem Durchmesser d; von p; parallele Gerade als Zahnprofil ¢; vor, so ist das
Gegenprofil ¢y eine Parallelkurve jener Epizykloide ds, die d; als Gegenprofil besitzt.
Das Profil ¢, setzt auf der gemeinsamen Evolute e von ds und cs auf. Der Abstand von
¢y und dy ist gleich dem Abstand von d; und ¢;. Das gerade Profil ¢; (Fuiflanke des
ersten Rades) gelangt dann mit der entsprechenden Kopfflanke des Gegenrades (Epi-
zykloiden oder Parallelkurven solcher) in Eingriff [13]. Im Fall einer Innenverzahnung
ist das Gegenprofil c; eine Hypozykloide oder eine Parallelkurve einer solchen.

Nachteile der Geradflankenverzahnung sind nach [17] geringe Tragfihigkeit und un-
giinstige Abnutzungsverhéltnisse. Jedoch ist diese Verzahnung in ihrer Herstellung
aufgrund der geraden Zahnflanken billig.

Die Eingriffslinie ¢y der Geradflankenverzahnung erhélt man, indem man aus dem
Wailzpunkt Pps Senkrechte auf die bei der Drehung um P, auftretenden, verschiedenen
Lagen von ¢, fallt. Die Gerade ¢; hiillt bei ihrer Drehung um P; als Kurve einen Kreis
k ein. Errichtet man aus einem festen Punkt P, die Senkrechten auf alle Tangenten
tr einer Kurve - in unserem Fall auf den bei der Drehung von ¢; um Py eingehiillten
Kreis k - so erhdlt man nach [21] im Ort der Fupunkte F' € ¢ die Fufpunktkurve
von k. Damit ist die Eingriffslinie ¢y Fulpunktkurve des Kreises k£ und somit nach [21]
eine Pascal-Schnecke mit Doppelpunkt Pjs.

In Abbildung wurden die Kopf- und Fufikreise der zusammenarbeitenden Zahn-
riader wie in Kapitel gewihlt. Fiir eine detaillierte Diskussion zum groftméoglichen
Radius des Kopfkreises jenes Rades, dessen Zahnprofile von den Parallelkurven der
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Abbildung 3.18: Eine Geradflankenverzahnung.
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Epizykloiden gebildet werden, wird auf [21], S. 208, verwiesen. Jedenfalls ist bei der
Wahl des Kopfkreises darauf zu achten, dass sich nicht in Eingriff stehende Zahnflan-
ken nicht gegenseitig storen und dadurch beschadigen.

Fiir das Erzeugen des Gegenrades zu einem Zahnrad mit Geradflanken in einem
CAD-Programm, benétigen wir eine geeignete Parametrisierung des Zahnprofils cs.
Das Profil ¢; der Geradflanken lésst sich leicht im CAD-Programm als Gerade bzw.
Strecke visualisieren. Das Gegenprofil zu c¢; ist, wie oben beschrieben, im Fall einer
AuBlenverzahnung eine Parallelkurve einer Epizykloide, die durch das Rollen eines Hilf-
kreises h mit Radius r = %' auf p, erzeugt wird. Wir verwenden Gleichung und
konnen die Epizykloide, deren Parallelkurve das Profil ¢, ist, durch die folgende Para-
metrisierung angeben:

T2\ .
ea(t) = (ra +1) - (Ei’jf) . (‘S?fs((g N _)> | f))) (3.17)

Auch hier kénnen wir im CAD-Programm mit dem Befehl offset die gesuchte Par-
allelkurve der durch obige Parametrisierung erhaltenen Epizykloide einfiigen. Ebenso
lasst sich die durch die Parametrisierung gegebene Kurve beliebig drehen und
verschieben. Abbildung [3.18| zeigt eine Geradflanken-Auflenverzahnung. Analog lassen
sich auch Geradflanken-Innenverzahnungen realisieren, indem das Zahnprofil ¢, - eine
Hypozykloide - durch ihre Parametrisierung im CAD-Programm visualisiert wird.

3.9 Allgemeine Stirnradverzahnung

In diesem Kapitel wird kein konstantes Ubersetzungsverhiltnis gefordert, weshalb die
Polkurven p; und py der Bewegung ¥5/%; im Allgemeinen keine Kreise mehr sind.
Stattdessen mogen nun p; und py andere Kurven sein, die einander in einem Punkt,
dem Wilzpunkt Py, beriihren. Die gemeinsame Tangente in Pjo heifle Wilztangente
t. Die Relativpolkurven p; und p, werden in diesem Fall Wilzkurven genannt. Wie
im Fall mit konstantem Ubersetzungsverhiltnis lassen sich auch beim Vorliegen von
beliebigen Wilzkurven passende Zahnprofile ¢; und ¢ mit der Konstruktion nach Reu-
leaux ermitteln. Nach Vorgabe von ¢; findet man wiederum c, als Hiillkurve von ¢;
bei der Relativbewegung Y5 /3 der beiden Zahnrader. Zunéchst konstruiert man den
Eingriffspunkt F, indem aus dem Wiélzpunkt Pj5 die Normale auf c¢; errichtet und
mit ¢; geschnitten wird. Nun betrachtet man einen Punkt ) auf ¢; und errichtet in
()1 die Normale auf ¢;, welche man mit p; schneidet. Die Normale schneidet p; im
Punkt Pj, unter dem Winkel a. Durch Abwicklung des Bogens Pj3P], von p; nach
Py Pl auf py erhélt man den Punkt P, der P/, entspricht. Aus Py, wird die Strecke
P[,Q; unter dem Winkel « abgetragen, um den Punkt @)y zu erhalten, der mit @
im Eingriffspunkt ) zusammenfillt. Letzteren erhélt man durch Abtragen der Strecke
P[,0Q); im Wélzpunkt P unter dem Winkel o gegen t.
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Es ist zu beriicksichtigen, dass bei allgemeinen Wélzkurven die Z#dhne eines Rades
nicht mehr untereinander kongruent sind, wodurch mehrere Eingriffslinien auftreten,
namlich zu jedem Zahnflankenpaar eine.

Auch im Falle allgemeiner Stirnradverzahnungen bietet die Konstruktion nach Ca-
mus eine Moglichkeit zum Anfertigen passender Zahnprofile. Sei h eine Hilfskurve,
welche die Wilzkurven im Walzpunkt Py, beriihrt und auf p; und psy rollt. Ein mit A
fest befestigter Punkt wird bei dieser Bewegung mitgenommen und beschreibe beim
Rollen auf p; die Bahnkurve ¢;, beim Rollen auf p, die Bahnkurve ¢,. Die Bahnkurven
¢ und ¢o sind dann zusammenpassende Zahnprofile: Sei E' der Eingriffspunkt von ¢,
und ¢, in Ausgangslage und seien P/, € py, P/y € po und Pl, € h Punkte, deren Bo-
genlingen Py, P/, Pio Py, Pio Pl dieselben sind. Rollt A auf p; bis zum Punkt Py, so
kommen P}, und P}, zur Deckung. E geht {iber in den Punkt E; auf ¢;. Ebenso kommt
P, mit Pl zur Deckung, wenn h auf py bis Pj, rollt. E geht dadurch in den Punkt
Ey auf ¢y iiber. Betrachtet man die Normale n” von h im Punkt Pf, so erhilt man
E}, indem man den zwischen der Strecke Pl E und n eingeschlossenen Winkel nach
der Normalen n’ in P{, auf p; iibertrigt und unter Beriicksichtigung dieses Winkels
die Strecke P}L,E von P}, aus abtrigt. Analog erhilt man den Punkt E,. Im Punkt
Py sind die Normalen auf p;, ps und h dieselben und fallen mit n (ist orthogonal auf
t), zusammen. Damit fallen auch die Strecken P},F;, PjyE, und P}, E, die mit n den
Winkel « einschliefen, hier zusammen und liefern den Eingriffspunkt Q).

Wie bei der Zykloidenverzahnung mit vorgegebenen Wilzkreisen ist es auch im Falle
allgemeiner Wilzkurven moglich, die Hilfskurve h als Kreis zu wéhlen. Man kann fer-
ner fordern, dass der Eingriffswinkel o konstant sein soll. Alle Geraden, die p; unter
dem festen Winkel a schneiden, hiillen eine Kurve g; ein. Diese Kurve ist eine Fvo-
lutoide von py [18]; wir nennen g; Grundkurve. Analog existiert eine Grundkurve go
als Evolutoide von pz.m Die gesuchten Zahnprofile ¢; und ¢, sind dann Evolventen
der Grundkurven. Aufgrund der Forderung nach einem festen Eingriffswinkel sind die
Profile verschiedener Ziahne desselben Rades Parallelkurven. Beispielsweise konnen el-
liptische Evolventenriider hergestellt werden[]

Zwischen ¢g; und ¢ kann man sich ein Band gespannt vorstellen. Bei der Bewegung
von Yy gegeniiber Y; wird das Band von ¢, abgewickelt und auf g; aufgewickelt. Da-
durch wird X von X; angetrieben. Eine weitere Beobachtung: Zwei Parallelkurven cj,
¢l von ¢y, cg, die einander beriihren, sind ebenfalls passende Zahnprofile. Legt man ein
Stahlband ldngs p; und verbindet man mit diesem Band die Strecken P,,E, P[,F; und
weitere entsprechende Punkte auf p; und ¢;, so kann man dieses Stahlband langs ¢
biegen und erhilt so die Strecken P, F, P[, F5 und so weiter. In derselben Weise lésst
sich das Stahlband in eine andere Lage ps biegen, wobei ps auch gerade sein kann.

10W. Wunderlich verwendete diesen Begriff in Anlehnung an die bei o = 5 auftretenden Evoluten.

W, Wunderlich untersuchte 1955 die bei einer solchen Verzahnung auftretenden Grundkurven,
welche die Evolutoiden der Wilzellipsen sind (siehe [19]).
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Die Strecken P E, P/, Eq, etc. gehen dabei in die Strecken P2 F, P{§FEs, etc. iiber. Im
Fall, dass das Stahlband gerade gebogen wird, erhélt man eine Zahnstange.



4 Grundlagen der sphéirischen
Kinematik

Wurden in Kapitel 2] Grundlagen der ebenen Kinematischen Geometrie thematisiert, so
sollen hier einige Grundlagen der sphérischen Kinematik ertrtert werden. Es wird auch
in diesem Kapitel, dhnlich wie in Kapitel [2] groBteils auf die Beweise verzichtet; fiir
eine umfangreichere Behandlung dieses Themengebiets verweisen wir auf die Literatur,
etwa [6].

4.1 Einparametrige sphirische Bewegungsvorginge

Definition 4.1 (Einparametriger sphérischer Bewegungsvorgang). Fin einparametri-
ger spharischer Bewegungsvorgang oder sphdarischer Zwanglauf ist eine einparametrige
Menge von Drehungen um Achsen durch einen festen Punkt O.

Bei einem sphérischen Zwanglauf haben wir wie im ebenen Fall zwei Systeme: Ein
bewegtes System ¥ (Gangsystem) und ein ruhendes System Y, (Rastsystem). Den
Bewegungsvorgang, welchen ¥; gegeniiber 3, vollfiihrt, notieren wir durch ¥;/%.

Bemerkung 4.1. Bei sphdrischen Zwangldufen bewegen sich alle Punkte auf konzen-
trischen Kugeln um den festen Punkt O.

Analytische Beschreibung eines einparametrigen sphérischen Bewegungs-
vorgangs:
Wir beginnen diesen Abschnitt mit der Definition orthogonaler Matrizen.

Definition 4.2. Fine nxn-Matriz A heift orthogonal genau dann, wenn A-A" = I,
Hierbei bezeichnet I,, die n x n-Einheitsmatrix.
Satz 4.3. Fir die Determinante einer orthogonalen Matriz A gilt:
det(A) = +1
Beweis.

1 =det(I,) = det(A-A") = (det(A)) - (det(A")) = (det(A))?
= det(A) = £1

7
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Definition 4.4. FEine orthogonale Matrix A heifit eigentlich orthogonal, wenn gilt
det(A) = +1. Andernfalls heifit A uneigentlich orthogonal.

Wir wihlen nun ein kartesisches Rechtskoordinatensystem Sy = {O, eg,, €oy, €9.} in
Yo bzw. S = {0, e1,, €1y, €.} in X1, Dann lésst sich ein einparametriger sphérischer
Bewegungsvorgang wie folgt analytisch beschreiben (abhéngig von dem Parameter ¢):

Xp = A(t) - X1 (41)
bzw.
To T
v | =Al)- |0 (4.2)
20 21

Dabei ist A eine eigentlich orthogonale 3 x 3-Matrix.

Wie in Kapitel liegt auch hier mit Gleichung eine Parametrisierung der
Bahnkurve by eines Punktes X vor, die X bei jenem sphérischen Zwanglauf, dem er
unterworfen wird, beschreibt.

Geschwindigkeiten:
Wir betrachten einen Punkt X ... x; € ¥; und ermitteln dessen vektorielle Geschwin-
digkeit vy in ¥y, die wir durch Ableiten von Gleichung [4.1] erhalten:

Vx :XO :A'Xl (43)
Mit Gleichung und da A eigentlich orthogonal ist, erhalten wir auch
vy =AAT -xy = W x (4.4)

Hierbei nennt man W Winkelgeschwindigkeitsmatrix.

Da A eigentlich orthogonal ist, gilt AAT = I, weshalb AAT + AAT = O ist. Wir
erkennen, dass W schiefsymmetrisch ist:

W=AAT = —AA' = —(AAT) = W' (4.5)

W besitzt als schiefsymmetrische Matrix die folgende Gestalt:

0 —w, wy
W= | w, 0 —w,
—Wy Wy 0
Wy
Damit ldsst sich vy auch mit dem Kreuzprodukt vy = w X xo mit w = [ w,
Wy

berechnen.
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Dieses Kreuzprodukt und damit die Geschwindigkeit vx ist Null, wenn die Vektoren
w und x; parallel zueinander sind. Das sphérische Gegenstiick zum Momentanpol der
Ebene ist damit eine durch den festen Punkt O gehende Achse a mit Richtungsvektor
w; wir nennen sie Momentandrehachse. In jeder beliebigen Lage kann damit die Bewe-
gung von »; als momentane Drehung um die Momentandrehachse aufgefasst werden.
Die zugehorige Winkelgeschwindigkeit w erhélt man als Betrag des Vektors w:

w = |w]|

Aus vy = w X xq folgt zudem, dass der Geschwindigkeitsvektor vx eines Punktes

X normal zur Richtung w ist. Die Geschwindigkeit vy ist proportional zum Abstand
dist(X,a).

In ¥y bzw. ¥, besitzt die Momentandrehachse die folgende Parametrisierung:

a=s5-w,scR (4.6)

a=s-A-w,seR (4.7)

Polkegel:
Die Momentandrehachsen erfiillen fiir laufendes ¢ nach [6] je einen Kegel 1y bzw. Iy
mit Scheitel O in ¥y bzw. ¥;. Dieser heifit Rastpolkegel bzw. Gangpolkegel. Mit den
Gleichungen und [4.7] liegen Parametrisierungen von I, und II; vor:

pPo(s,t) = s-w(t) (4.8)
pi(s,t) = AT(t) - py(s,t) = s- AT - w(t) (4.9)

Es ldasst sich zeigen, dass die Momentandrehachse in der sphérischen Kinematik die
Rolle des Momentanpols in der Ebene iibernimmt [0, [5]:

Satz 4.5. Jeder sphdrische Zwanglauf 3, /% lisst sich durch das Abrollen des Gang-
polkegels 11; auf dem Rastpolkegel 11y erzeugen. Ferner beriihren sich 11 und Iy zu
jedem Zeitpunkt ldngs der Momentandrehachse.

Kugelschnitt:

Nachdem sich nach Bemerkung bei einer sphérischen Bewegung alle Punkte auf
konzentrischen Kugeln mit Mittelpunkt O bewegen, kann man eine sphérische Bewe-
gung auch auf der Einheitskugel K mit Mittelpunkt O n&her untersuchen, wobei diese
Kugel dann als Rastkugel ¥y bzw. Gangkugel >; aufzufassen ist. Schneidet man die
Momentandrehachse mit K so erhélt man zwei diametral gegeniiberliegende Punkte.
Man wéhlt einen dieser beiden Punkte und bezeichnet ihn als sphdrischen Rastpol Ay
bzw. als sphdirischen Gangpol A;. Bei der Bewegung Y1 /% beschreibt Ay in ¥ die
Rastpolkurve, wahrend A; in ¥; die Gangpolkurve bildet. Verbindet man alle Punkte
der Rastpol- bzw. der Gangpolkurve durch Geraden mit O, so erhélt man den Rastpol-
bzw. Gangpolkegel. Umgekehrt erhélt man die Gangpol- bzw. Rastpolkurve durch das
Schneiden des durch Gleichung bzw. [4.9] gegebenen Rastpol- bzw. Gangpolkegels
mit der Einheitskugel K.
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4.2 Zusammensetzung von sphirischen
Bewegungsvorgiangen

Wir verwenden nun dhnlich wie in Kapitel 2.§ drei Systeme X, ¥; und ¥,. Die Be-
wegungen Y /Y, 3o /%1 und X5 /%, lassen sich wie folgt beschreiben:

21/20 .. X9 = A01 X1

22/21 e X = A12 * X9

22/20 .. X9 = A02 + X9

wobei Ag; = Api(t), Aia = Aga(t) und Agy = Aga(t) eigentlich orthogonale 3 x 3-
Matrizen sind, die von dem Parameter ¢ abhéngen. Auflerdem gilt Ags = Agy - Aqs.

Geschwindigkeiten:
Wir betrachten einen Punkt X ... x; € ¥; und ermitteln dessen vektorielle Geschwin-
digkeit vy 1 bei der Bewegung ¥, /%, bzgl. ¥o:

. . . T
VX,Ol = Xg — A01 X1 = A01A01 +Xp = W01 *Xog = Wp1 X Xp (410)

Hierbei ist wg; der zur Winkelgeschwindigkeitsmatrix Wy; gehorende Winkelgeschwin-
digkeitsvektor.

Nun betrachten wir einen Punkt X ... xo € %3 und ermitteln dessen vektorielle
Geschwindigkeit v ;, bei der Bewegung Y,/ bzgl. 3;. Wir verwenden bei der Be-
zeichnung des Geschwindigkeitsvektors v ;5 den Zusatz *, um anzugeben, dass diese
vektorielle Geschwindigkeit auf das System >:; bezogen ist, widhrend die vektorielle
Geschwindigkeit vx g; zum System X gehort.

Vi§(712 = 5(1 = A12 cXg = AlgAirQ X1 = WIQ X1 = WTQ X Xq (411)
Der Vektor wi, bezeichnet hier analog zu Gleichung den zur Matrix W7, geho-

renden Winkelgeschwindigkeitsvektor, allerdings nun auf das System X; bezogen.

Nun koénnen wir die zu ¥; gehorende vektorielle Geschwindigkeit v}, nach ¥, zu-
riickrechnen:

.
X1 = AOl * Xp
* o AT .
Vxi2 — 01 " VX,12
T ' TAT
Ay -vxiz = ApALA) X

Der Vektor vix 12 bezeichnet dabei die Geschwindigkeit von X bzgl. Y. Insgesamt
erhalten wir mit W12 = A01A12A]—2Agll

Vx 12 = W12 *Xp = W12 X X (412)
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Der Vektor wis bezeichnet wieder den zur Matrix Wiy gehérenden Winkelgeschwin-
digkeitsvektor.

Wir kénnen nun noch die Geschwindigkeit vx g2 eines Punktes X ... x € 33 bei der
Bewegung Y5 /% bzgl. ¥y ermitteln:

Vx,02 = Ap2 - X2 = AozAgz * X0
Mittels A02 = A01A12 berechnen wir AQQAJZZ

ApAj, = (A01A12 +AgAp) - A1T2Agl =
= A01A12A1—2A8—1 + A01A12A;|—2Agl =
= ApAj, +FAuALALAY =Wy + W

Hier wird verwendet, dass die Matrix A5 orthogonal ist, weshalb A12A1T2 =I5 ist.
Wir setzen W := Wy + Wiy und erhalten fiir v o2 insgesamt:

vx02 = Wo2 - X (4.13)

Man erhélt somit Wy, als Summe von Wy, und Wis:

Wp = Wo+ Wy (4.14)
4.15)

bzw.
W2 = Wor + Wio (4.16)

Wir konnen die Winkelgeschwindigkeitsvektoren wg;, wis und wgy wie folgt ange-
ben:

Wo1 = Wo1 * €p1
Wo1 = W12 - €12

Wo1 = Wo2 - €02

Dabei sind ep;, e;o und ey, Einheitsvektoren mit denselben Richtungen wie die
entsprechenden Winkelgeschwindigkeitsvektoren und wgy, wip und wpe die zugehori-
gen momentanen Winkelgeschwindigkeiten. Unter Verwendung des Sinussatzes fiir die
Winkel Z(wq, wia) und Z(woz, wiz) und unter Beriicksichtigung von Gleichung
erhalten wir:

Wwo1 Wo2

sin (£ (wog, W12)) ~ sin (£(wor, Wi2))

Wir fassen dieses Ergebnis im sphérischen Analogon zum Dreipolsatz von Kennedy-
Aronhold (Satz [2.7)) zusammen (siche Abbildung [4.1] bzw. [6], S. 374):
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\ /a2

Wi2

Abbildung 4.1: Das sphérische Analogon zum Satz von Kennedy-Aronhold

Satz 4.6 (Satz von Kennedy Aronhold sphérisch). Es seien 31/%, 39/%1 und /%
drei sphdarische Bewegungsvorgdnge, agi, aio und age die zugehdrigen Momentandreh-
achsen und woy bzw. wis bzw. woo die entsprechenden Winkelgeschwindigkeitsvektoren.
Weiters seien wpy, wia und wos die momentanen Winkelgeschwindigkeiten der Bewe-
gungen X1 /Xy bzw. o /3 bzw. 3o/Yg. Dann liegen agy, ais und age zu jedem Zeitpunkt
in einer Ebene durch O, dem festen Punkt der sphdrischen Bewegqung. Zudem gilt:

sin (£ (w1, Wi2)) _ W
sin (£(wo2, Wi2))  wor




5 Verzahnung von Kegelridern

Gegenstand dieses Kapitels ist die Verzahnung von Kegelrddern. Anders als bei den
Stirnréddern schneiden sich die Achsen von Kegelrddern in einem Punkt O unter dem
sogenannten Achsenwinkel 6. Der Winkel ¢ wird iiblicherweise mit § = 5 gewihlt;
grundsétzlich sind fiir 6 aber Werte aus (0, 7) moglich [1I, 4] [7, [13] [17].

Fiir eine Kegelradverzahnung benotigt man zwei bewegte Systeme 3; und Yo, die sich
um die Achsen ag; und age drehen, welche ihrerseits wiederum im festen System ¥,
angebracht sind. Die Achsen schneiden sich im Fixpunkt O. Wir setzen wie bei den
Stirnrddern auch hier ein konstantes Ubersetzungsverhéltnis v = % voraus und kon-
nen die Ergebnisse aus Kapitel 4| verwenden, woraus wir schlieen, dass die Polkegel
der Relativbewegungen 3,/¥;, wie in Abbildung dargestellt, zwei Drehkegel II;
und II; mit den Achsen ag; bzw. age sind. Die Spitzen dieser beiden Drehkegel, die
in Anlehnung an die bei den Stirnrddern auftretenden Teilkreise auch Wilzkegel oder
Teilkegel genannt werden, liegen im gemeinsamen Punkt O. Die Momentandrehachse
a2 der Bewegung .5 /3; liegt nach Satz koplanar mit agy, age und O. Nach Satz
rollen die Wilzkegel II; und II, aufeinander ab und beriihren sich bei dieser Abroll-
bewegung lings der Momentandrehachse a1o. Die halben Offnungswinkel der beiden
Wilzkegel werden mit y; bzw. 5 bezeichnet. Je nach Wahl von wy; und wqs gilt:

|71 £ 72| =0 (5.1)

5.1 Das sphérische Verzahnungsgesetz

Wie im Fall von Stirnrddern, werden auch bei Kegelridern verschiedene materiell aus-
gebildete Zahnflanken verwendet, um Kréfte von einem Rad auf das andere iibertragen
zu konnen. Man gibt eine Zahnprofilfliche auf dem ersten Kegelrad vor, welches dann
beim Abwiélzen von I1; auf I, das zugehorige Gegenprofil einhiillt. Um eine konstante
Ubertragung der Winkelgeschwindigkeit wg;, mit der ¥ rotiert, nach X5 zu erreichen,
muss analog zum ebenen Verzahungsgesetz auch im Fall von Kegelrddern, also in der
sphérischen Situation, eine Bedingung - ndmlich das sphdrische Verzahnungsgesetz -
erfiillt sein.

In Kapitel wurde der Begriff Kugelschnitt erldutert, wobei es sich um das sphé-
rische Pendant zum Stirnschnitt bei Stirnrddern handelt. Wir kénnen das Abwilzen
der Wilzkegel II; und II; in einzelnen, voneinander unabhéngigen Sphéren betrach-
ten, genau wie wir das Abwilzen der Zylinder eines Stirnradgetriebes in verschiedenen

83
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Abbildung 5.1: Die bei einer Kegelradverzahnung auftretenden Wélzkegel

Abbildung 5.2: Das sphérische Verzahnungsgesetz
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Stirnschnitten untersuchen konnen. Die Momentandrehachse wird als Wélzachse aqo
bezeichnet. Jener Punkt der Wilzachse, in dem sich die beiden sich abwiélzenden Krei-
se eines Kugelschnittes beriihren, wird Wilzpunkt Pyo genannt.

Gibt man nun in einem Kugelschnitt ein Zahnprofil ¢; vor, so hiillt dieses beim Ab-
wilzen von II; auf I, das Gegenprofil ¢, ein. Um eine konstante Ubersetzung zu ge-
wéhrleisten, muss im Fall von Kegelverzahnungen in jedem Kugelschnitt das folgende,
in Abbildung [5.2] illustrierte, sphdrische Verzahnungsgesetz gelten:

Satz 5.1 (Sphérisches Verzahnungsgesetz). Es sei k eine Kugel mit Mitte in O, wel-
che einen Kugelschnitt festlegt. In diesem Kugelschnitt seien ¢; € X1 und ca € o
zwei Zahnprofile einer Kegelradverzahnung, wobei ¢y bei der Bewegung von Y1/, das
Profil ¢ einhiillt. Weiters sei E der Berihrpunkt von ¢y und co zu einem bestimmten
Zeitpunkt und 7 sei die Tangentialebene an die Kugel k im Punkt E; g sei die dar-

in liegende gemeinsame Tangente an ¢y und co. Dann enthdlt die Normalebene auf g
durch E die Wialzachse aqs.

Die Gesamtheit jener Kurven im festen System 3, in denen zwei zueinander pas-
sende Zahnprofilflichen zum Eingriff kommen, nennt man Fingriffsfidche.

Im Folgenden werden wir die Bewegungen 3 /%, 35/%y und 35 /%; analytisch be-
schreiben: Wir betrachten die Drehung ¥ /%y um die Achse ag; sowie die Drehung
Y9/30 um die Achse age. Die Winkelgeschwindigkeiten der Rotationen /¥y bzw.
Yo /%0 seien wgy bzw. woe. Wir wihlen als Drehwinkel die zu den Winkelgeschwindig-
keiten wp; und wpe gehdrigen Winkel ¢g1 = wpit bzw. ©p2 = weet. Die Momentandreh-
achse ag; sei 0. B. d. A. die z-Achse von ¥y. Wir konnen damit die Drehung ¥ /%,
wie folgt beschreiben:

cos o1 —singg 0
21/20 ... Xg = | sin $o1 COS Yo1 0] -x1 (52)
0 0 1

Die hier auftretende Drehmatrix bezeichnen wir mit R, (¢¢1). Der zugehorige Winkel-
geschwindigkeitsvektor wy; ldsst sich mit der zur Bewegung /3, gehtrenden Win-
kelgeschwindigkeit wg; wie folgt angeben:

0
wor = wor - 0
1
Nun betrachten wir die Rotation /% um die Achse agy. Die Achse ag liege o. B.
0
d. A. in der yz-Ebene von ¥; sie besitzt damit den Richtungsvektor | —sind |. Der
cosd
Geschwindigkeitsvektor wyy lautet demnach:
0
Wopo = Wo2 - —sind

cos o
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Die Rotation 5 /% ldsst sich folgendermafien angeben:

1 0 0 COS o2 —sinpe 0
¥90/30 .. Xo= |0 cosd —sind |- |singp cosgpr 0] x (5.3)
0 sind cosd 0 0 1

Die in dieser Gleichung auftretenden Drehmatrizen bezeichnen wir mit R, (0) bzw.
Rz(SOOQ)-

Mit Hilfe der Gleichungen und ldsst sich die Relativbewegung Y5/%; be-

schreiben:

Y9/%1 . x1 =R (¢01) - Re(6) - Ra(p02) - X2 (5.4)

Den Winkelgeschwindigkeitsvektor wiy der Bewegung ¥5/3; bzgl. ¥ erhélt man
durch:

0 0 0
Wi2 = Wp2 — W1 = Wp2 - —sind — Wo1 - 0 = —Wo2 sin (55)
cos 0 1 Wp2 * COS 0 — Wo1

Man gibt nun etwa o. B. d. A. wy; grofler Null vor und muss dann unterscheiden, ob
woz grofer oder kleiner Null ist. So treten wie in Kapitel [3] verschiedene Fille auf, deren
detaillierte Diskussion hier nicht durchgefiihrt wird. Es stellt sich heraus, dass auch bei
Kegelradern Aufien- und Innenverzahnungen maoglich sind, je nachdem wie wp; und wqs
gewihlt werden. In der weiteren Arbeit werden wir uns auf Auenverzahnungen be-
schrinken, wodurch der Winkel 0, unter dem sich die Achsen der Walzkegel schneiden,
die Summe der beiden halben Offnungswinkel der Wiilzkegel ist. Wir kénnen deshalb
in Gleichung die Betragsstriche vernachlassigen:

M+ =20

5.2 Kenngroflen bei der Kegelradverzahnung

Auch bei Kegelrddern werden verschiedene Kenngréfien benotigt. Wiahrend bei den
Stirnriddern sidmtliche Uberlegungen zu den relevanten KenngréBen in einem Stirn-
schnitt stattfanden, so betrachten wir nun analog dazu einen Kugelschnitt, um fiir die
Kegelrdder notwendige verzahnungstechnische Grofien ausarbeiten zu konnen.

Es sei der Achsenwinkel §, sowie die Anzahl z; und z, der Zéhne auf den beiden zu-
sammenarbeitenden Zahnriadern vorgeben. Dann lassen sich daraus die zugehorigen
halben Offnungswinkel v, und ~, der Wiilzkegel IT; und I, berechnen. Die Einheits-
kugel k legt einen Kugelschnitt fest; die Kugel x schneidet IT; nach einem Kreis k; mit
Radius sin+y; und Il nach dem Kreis by mit Radius sin~;. Im Kugelschnitt gilt fiir
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die Radien sin~; und sin~, und fiir die Anzahl z; und 2, der Zahne wie im Fall von
Stirnrddern die folgende Bedingung:

siny; - 2o = sinys -2
Ssinyczg = sin(d—m) -2
& sinyg - 29 = (sindcosy; —cosdsinyg) - 2;
siny; z1 - sind
CoSy1  Zo 42 -cosd

Dies liefert den gesuchten halben Offnungswinkel v; von I;:

~1 = arctan (&) (5.6)

29+ 21 - COSO
Damit kennen wir auch den halben Offnungswinkel ~, von II,:

Yo=0—m (5.7)

Eine Kugel kr mit Mittelpunkt O und Radius R legt einen weiteren Kugelschnitt
fest. Der Wilzkegel I1; bzw. Il; schneidet ki nach einem Kreis p; bzw. ps mit Radius
r1 bzw. r9. Wir nennen p; und py Wilzkreise. Fiir r1 bzw. ry gilt:

rr = R-siny
ry = R-siny,
Fiir die Offnungswinkel v, und v, der Wiilzkegel und fiir die Winkelgeschwindigkei-
ten wo; und woe gilt damit [4, [17]:
lwor| -1 = |woal - 72
& |wor] - sinyy = |woel - sinys
Auf den Wailzkreisen p; und po lésst sich die Teilung ¢ als Kreisbogen wie im Fall
von Stirnrddern angeben:
B 27’17T 27’27T

t = = 5.8
-, - (5.8)

Der im Zentrum O gemessene, zur Teilung ¢ gehorige Zentriwinkel 7 am ersten Rad
bzw. 75 am Gegenrad lésst sich wie folgt berechnen:

t t
n=—- T2 = —
r1 T2
Wir wiéhlen als Flankenpiel Sy = % und koénnen mit Hilfe der Teilung ¢ die Zahn-

stirke s bzw. die Liickenweite w angeben, wobei beide Werte als Kreishdgen auf den
Wilzkreisen p; bzw. py gemessen werden:

49t o1t

- w = —

100’ 100
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Der in O gemessene, zur Zahnstéirke s gehorige Zentriwinkel o; des ersten Rades
lésst sich ebenso berechnen:

B 180s
o 100-m7 10077z 502

180-49t  180-49-2rim  180-49

01
Analog dazu erhalten wir den in O gemessenen, zur Zahnstéirke s gehorigen Zentri-
winkel oy des Gegenrades:

180 - 49
09 =
50 - Z9

Wir geben auch den Modulwinkel x4 an, den wir wie folgt berechnen:

siny;  sinvys  2zgsiny; + 21 Sinys
M = —|— =
<1 22 2122

Mit Hilfe des Modulwinkels kénnen wir die halben Offnungswinkel g, bzw. v, der
Kopfkegel sowie die halben Offnungswinkel vz, bzw. vg, der Fulkegel angeben:

Tk, = Mt H

11
TR = ’Yl—l—o'ﬂ
Tk, = Y2t H

11
VB = 72—1—0'H

Kopf- und Fufikegel beider Réader schneiden kg nach den Kopfkreisen k; und ks bzw.
nach den Fulkreisen f; und f5. Die durch das Zahnprofil ¢; gegebene Zahnflanke des
ersten Rades verlduft vom Grund- bis zum Kopfkegel. Zwischen Grund- und Fuflkegel
wird das Zahnprofil etwa durch ein Stiick eines Grofikreises von kg ergidnzt. Anschlie-
Bend wird die Flanke an einer Ebene durch die Radachse unter Beriicksichtigung der
Zahnstérke gespiegelt. Die Zahnflanke des Gegenrades wird analog dazu realisiert. Die
Abbildung zeigt ein Kegelrad.

5.3 Evolventenverzahnung von Kegelriddern

Wir erinnern uns an das Entstehen von Evolventenzahnriddern im Fall von Stirnré-
dern. Diese erhilt man, indem eine Ebene ¢ als Eingriffsfliche vorgegeben wird, die
man auf dem jeweiligen Grundzylinder rollen ldsst. Eine Kurve k in ¢, die ebenfalls
dieser Bewegung unterworfen wird, iiberstreicht dann die auftretende Zahnflanke. Be-
trachtet man nur einen Punkt der Kurve k, so beschreibt dieser als Bahnkurve eine
Kreisevolvente. Wir wollen nun diese Uberlegung verwenden, um konische Evolventen-
zahnrédder anzufertigen und betrachten deshalb jene Situation, in der eine Ebene ¢ auf
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Abbildung 5.3: Die Eingriffsebene ¢ rollt auf den Grundkegeln I'y und I'y, da die Ge-
schwindigkeitsvektoren vp, g1 und vy, g2 zur selben Drehung gehoren.

einem Drehkegel II rollt. Die Ebene ist hierbei das bewegte System ¥; und beriihrt 11
léngs einer Erzeugenden a, wihrend der Drehkegel 11 das Rastsystem Y représentiert.
Ein Punkt P € ¢, der dieser Bewegung unterworfen wird, besitzt als Bahn eine Kurve
bp, die auf einer Kugel liegt, deren Mittelpunkt die Spitze des Drehkegels II ist, da
der Abstand von P zur Kegelspitze konstant bleibt. Die Kurve bp ist eine sphdarische
Kreisevolvente - wir werden dies spéter ausfiithrlicher thematisieren; allein aufgrund
der Analogie zwischen der Erzeugung der ebenen Kreisevolvente und der Erzeugung
der hier auftretenden Kurve scheint aber der Name gerechtfertigt. Eine Kurve k € ¢
iiberstreicht bei dieser Bewegung eine Mongesche Fldiche ®; mit einer Gratlinie g auf
I1, die entsteht, indem die Kurve k auf IT aufgewickelt wird. Lésst man die Ebene ¢
samt einer darin liegenden Kurve k auf II rollen und betrachtet man die so entstehende
Fldache & zu einem Zeitpunkt ¢, so gilt: der Normalvektor jeden Punktes von & zum
Zeitpunkt ¢ liegt in ¢.

Wir nutzen die von P beschriebene Bahnkurve bp bzw. die von k erzeugte Fléche
zur Fertigung von konischen Evolventenzahnridern: Es seien Y; und 5, wie in Abbil-
dung [5.3] dargestellt, zwei bewegte Systeme, reprisentiert durch die Wilzkegel IT; und
I15, die sich um die Achsen ag; und age drehen. Die Achsen ag; und ago schneiden sich
im Fixpunkt O. ¥, sei ein ruhendes System, namlich das Gestell, in dem die Achsen
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ao1 und age von Iy und Il angebracht sind. Zusatzlich sei Y3 ein weiteres bewegtes
System, ndmlich jenes, das durch die Eingriffsebene ¢, welche die Momentandrehachse
a12 beinhaltet, reprisentiert wird. Ferner sei 7 die gemeinsame Tangentialebene in aqo
an II; und II,. Der feste Winkel, den € mit 7 einschliefit, heifit auch hier Eingriffswinkel
a. Zudem betrachten wir die zu II; bzw. II; koaxialen Drehkegel I'y bzw. 'y, die € als
gemeinsame Tangentialebene besitzen. I'y und I'y; heiflen Grundkegel. Der Grundke-
gel I'y wird von jenen Ebenen eingehiillt, die durch die Drehung der Tangentialebenen
von IT; um die jeweilige Erzeugende von II; um den festen Eingriffswinkel o entstehen.
Analoges gilt fiir den Grundkegel T's. Es sei 71 der halbe Offnungswinkel des Wélzke-
gels IT;. Wir suchen nun nach Vorgabe des Eingriffswinkels o den in Abbildung
cingezeichneten halben Offnungswinkel 4 des zugehérigen Grundkegels I';. O. B. d. A.
wahlen wir unser Koordinatensystem derart, dass die Drehachse ag; mit der z-Achse
zusammenfalle. Der Koordinatenursprung befinde sich in O. Es sei e eine Erzeugende
von [I;, deren Tangentialebene 7y, zweitprojizierend ist. Eine Tangentialebene 7, des
Grundkegels I'y erhalten wir, indem wir 7q7, um die Achse e um den Winkel o drehen.
Diese Drehung lasst sich wie folgt beschreiben:

x* 1 0 0 cosae —sina 0 1 0 0 x
y"] =0 cosy; siny; |- |sina cosa O] -0 cosyy —sinyy ||y
z* 0 —siny; cosm 0 0 1 0 siny; cosm z

Ausmultiplizieren liefert:

T cos « —cosy; sin sin 7y; sin « T
yt | = €os 7y Sin « cos? 1 cos o + sin® v sinwy cosyy - (1 — cos ) Y
z* —siny;sina siny;cosy; - (1 —cosa)  sin?; cos a + cos®y; z
0
Die Erzeugende e besitzt den Richtungsvektor | sin~y; |. Der Normalvektor n auf
cosS Y1
0
die Tangentialebene 77y, ist deshalb n = | —cosy;
sin 7y;

Wir unterwerfen n obiger Drehung, um den Normalvektor n* der Ebene 7, zu
erhalten. Dies liefert fiir n*:

sin o
n* = | —cosy cosa (5.9)
sin 7y; cos «

In Abbildung wurde auf die Indizes verzichtet, da sich die Rechnung fiir beide Grundkegel
analog durchfiihren lésst.
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Den gesuchten halben Offnungswinkel 47 des Grundkegels I'; erhilt man wie folgt:

0
cos(g — ) = <n*, 0 > = sin~y; cos «
1

Damit erhalten wir fiir den Winkel ~7:
sin(vy]) = cos asiny; (5.10)

Analog lisst sich die Rechnung fiir den halben Offnungswinkel v des Grundkegels
I's durchfiihren; es gilt also:

sin(~;) = cos asiny, (5.11)

Dabei ist v, der halbe Offnungswinkel des Wilzkegels IT,.

Im vorigen Kapitel wurden die Walzkreise p; bzw. py definiert, die als Schnitt einer
Kugel kg (Mittelpunkt O, Radius R) mit dem Wiélzkegel IT; bzw. I1; entstehen. Analog
liefert der Schnitt von kg mit dem Grundkegel I'y bzw. 'y einen Kreis g; bzw. go mit
dem Radius r] bzw. r;. Wir nennen g; und g, Grundkreise. Fiir die Radien ] und 73
gilt:

* _ : *
r; = R-sinvy

* : *
ry = IR-sinv,

Das erste Rad drehe sich gegeniiber Yy mit der Winkelgeschwindigkeit wp; um die
Achse ag;, wihrend das zweite Rad mit der Winkelgeschwindigkeit wpe um die Achse
age rotiere. Die Eingriffsebene ¢ beriihrt die beiden Grundkegel jeweils nach einer
Erzeugenden. In einem beliebigen Kugelschnitt (Kugel x, Radius R) erhélt man somit
einen Beriihrpunkt 77 auf I'; bzw. einen Berithrpunkt T, auf T's. Wie in Kapitel [3.4]ist
nun zu zeigen, dass die Ebene € derart bewegt werden kann, dass die Relativbewegung
Y3/31 bzw. 33/, das Rollen von ¢ auf I'y bzw. auf I'y ist. Wir betrachten zu diesem
Zweck wieder den Geschwindigkeitsvektor v, g1 des Beriihrpunktes 77 auf I'y bei der
Bewegung X;/% und den Geschwindigkeitsvektor vr, oo des Beriihrpunktes 75 auf
I'y bei der Bewegung ¥,/¥, und miissen zeigen, dass vr o1 und vg, g2 zur selben
Drehung um eine Achse ag3 gehoren: O. B. d. A. wéhlen wir auch fiir diese Rechnung
das Koordinatensystem derart, dass der Ursprung im Fixpunkt O liege, die Achse ag;
mit der z-Achse zusammenfalle und der Berithrpunkt 77 in der yz-Ebene liege. Dann
erhélt man fiir den Geschwindigkeitsvektor v o1:

0 0 —wo1 - R -sinnf
V1,00 = Wo1 X (ﬁl = 0 X R -sin "}/T = 0 (512)
wo1 R - cosyy 0
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Abbildung 5.4: Entstehung konischer Evolventenzahnridder; die Momentandrehachse
(rot) die Eingriffsfliche und die Kurve k (schwarz) sind abgebildet.
Zudem sind auch jene Erzeugenden dargestellt, in denen die Eingriffs-
fliche die Grundkegel beriihrt.
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Dass die Geschwindigkeitsvektoren v, o1 und vp, g2 zur selben Drehung gehdren,
sieht man wie folgt: Die beiden Geschwindigkeitsvektoren liegen in der Eingriffsebene ¢,
wobei v, o1 orthogonal auf OT; und v, o1 orthogonal auf OT5 stehen (vgl. Abbildung
[.3). Damit ist der Abstand von O fiir beide Geschwindigkeitsvektoren derselbe. Fiir
die Langen der Geschwindigkeitsvektoren v, o1 und v, g2 gilt:

vyl = |woi| - R+ [sinvf| = |woi| - R~ |cosal - |siny| =

= |woz|- R-[cosal-|sinys| = |wee| - R-|sinvy;| = ||V 0l

Damit gehoren die Geschwindigkeitsvektoren vy, o3 und vy, o2 zur selben Drehung
um die Achse ag3 3 O, die auf € orthogonal steht. Die Relativbewegung Y3/3; bzw.
Y.3/% ist somit das Rollen von e auf dem Grundkegel I'y bzw. I'y. Lisst man e, wie
in Abbildung dargestellt, samt einer darin liegenden Kurve k einmal auf I'; und
einmal auf I'y rollen, so sind die von k beschriebenen Flachen passende Zahnflanken
[1§]. Die Kurve k wird dabei iiblicherweise nicht beliebig, sondern als Gerade gewéhlt.
Auch diese Arbeit beschrénkt sich auf diesen Fall, wie in den folgenden Kapiteln noch
ausfithrlicher thematisiert wird. Nachdem wir von einer konischen Evolventenverzah-
nung sprechen, bleibt zu zeigen, dass die oben beschriebene Bahnkurve bp tatséchlich
eine sphérische Kreisevolvente im Sinne der folgenden Definition ist:

Definition 5.2. Fine sphdrische Kreisevolvente c ist Orthogonaltrajektorie der Tan-
gentialebenen eines Drehkegels T'.

Dies sieht man wie folgt: Alle Normalebenen der zu e gehérenden Zahnprofile ¢,
bzw. ¢y schneiden die Walzkegel 1I; bzw. I, ldngs Erzeugenden und schliefen mit
den dortigen Tangentialebenen stets den festen Winkel « ein, da die Erzeugenden
mittels Drehung aus der gemeinsamen Erzeugenden a;o von II; und I, hervorgehen.
Die Normalebenen von ¢; bzw. ¢ hiillen die zwei zu I1; bzw. 11, koaxialen Grundkegel
I’y bzw. I's ein, die ihrerseits € als gemeinsame Tangentialebene besitzen. Die Kurve
¢y ist also Orthogonaltrajektorie der Tangentialebenen von I'y. Man erhélt, wie bereits
oben erldutert, alle Kurven dieser Art, indem man eine fest gewéhlte Tangentialebene
von I'; - etwa ¢ - auf I'; abrollen lidsst und einen Punkt C; € e dabei mitnimmt.
Die Bahnkurve ¢; von C] bei diesem Abwilzvorgang ist dann Orthogonaltrajektorie
der Tangentialebenen von I'y (siehe auch [9]). Da der Abstand zwischen C} und dem
Scheitel O von I'y konstant bleibt, liegt ¢; auf einer Kugel mit Mittelpunkt O und
Radius r = dist(O, C1).

Anmerkung 5.3. Es sei ¢ eine sphdrische Kreisevolvente mit der Trdigerkugel k und
dem Ausgangskegel I'. Dann gilt: Die Kurve ¢ schneidet alle Grofkreise, die sich als
Schnitt der Tangentialebenen von I' mit k ergeben, orthogonal. Somit ist ¢ ist die
Orthogonaltrajektorie aller Grofikreise, die einen gegebenen Kugelkreis ¢* berihren.

Des Weiteren benétigen wir eine Parametrisierung des Zahnprofils einer konischen
Evolventenverzahnung, also einer sphérischen Kreisevolvente. Eine Parametrisierung
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Abbildung 5.5: Zusammenhang zwischen Wélzkegel und Grundkegel.
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einer sphérischen Kreisevolvente auf der Einheitskugel wird in der folgenden Rechnung
hergeleitet.

Es sei k die Einheitskugel mit Mitte in O und c¢* sei jener Kugelkreis, der als Schnitt von
[y mit & entsteht (siehe auch Abbildung ; dort ist ¢* projizierend). Wir suchen jene
Kurve ¢, die nach Definition [5.2] Orthogonaltrajektorie aller Grofikreise von & ist, die
¢* beriithren. Nach [9] erhélt man sphérische Kreisevolventen durch das Abwélzen einer
Ebene auf dem Grundkegel I'y. Die Normalebenen der gesuchten Kurve c hiillen den
Grundkegel I'y ein. Der durch I'; festgelegte Kugelkreis ¢* lidsst sich folgendermaflen
als parametrische Kurve angeben:

sin yj cos s

c*(s) = | sinyjsins (5.13)
cos i
d *
Wir berechnen auch ¢*'(s) = Cd<3)
s
—sin s
C*/(S) = Sinf)/i< . CcOS § (514>
0
e ()
d *// —
und c¢*’(s) =
—COS S
c*’(s) =sinyy - | —sins (5.15)
0
—sins
Wir setzen e(s) := | coss |. Die folgenden Eigenschaften lassen sich sofort nach-

rechnen:

(c*(s),e(s)) = 0
I

c(s) =1
() = siny
(c*(s),e™(s)) = —sin’~]

(c(s),c™(s)) = O
I ()l = siny

Ein Grofikreis [, der ¢* beriihrt, besitzt die folgende Parametrisierung:

Sin u

l(u) = cosu - c*(s) + -c*(s) (5.16)

sin vy
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Damit erhalten wir als Ansatz fiir die Parametrisierung der sphérischen Kreisevol-
vente c:

sinfuls)) () (5.17)

sin vy

c(s) = cos(u(s)) - c*(s) +

de(s)

S

Dabei muss u = u(s) derart bestimmt werden, dass c'(s) = stets orthogonal auf
dl

den Tangentenvektor (v) = —sinu-c*+d- C,OSZ

du sin 7}

-c* von 1(u) steht. Es muss also

gelten:

<dc(8)’ dl(u>> _0 (5.18)

Wir berechnen ¢'(s):

c(s) = —u -c'sinu+c”cosu
1

sin vy

~(u - e cosu+ ¢ sinw)
Wir setzen in Gleichung [5.18| ein und erhalten die folgende Bedingung;:

——— - (siny] +u') + —— —
sin y; sin 5 sin v}

*/ :
c* cosu sinu cosu
/ . / . /
<—u -cfsinu + —— ¢ —c*sinu + -c*>:0

Unter Verwendung der oben notierten Eigenschaften fiir ¢*, ¢* und ¢*” erhélt man
folgendes Resultat:

u' sin® u + cos® u - (sinyf + ') 4 sinyj - sin®u

S +sinqy) =

=u=cy—S-siny (5.19)
Dabei ist ¢y eine Integrationskonstante.
Die Parameterdarstellung einer sphérischen Kreisevolvente ¢ auf der Einheitskugel

lautet also fiir ¢y = O:

c(s) = cos(s - sinvy) - c*(s) — sin(s - sinvy) - e(s) (5.20)
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Abbildung 5.6: Ein evolventenverzahntes Kegelrad mit Geradflanken.

5.4 Evolventenverzahnte Kegelridder mit
Geradflanken

In Kapitel [5.3] wurde beschrieben, wie sich die konische Evolventenverzahnung reali-
sieren lasst: Eine als Eingriffsfliche vorgegebene Ebene ¢ rollt samt einer darin liegen-
den Kurve k£ auf den Grundkegeln I'; und I'y, wobei die Kurve k£ zusammenpassende
Zahnflanken ®; und ®, iiberstreicht. Wird die Kurve k£ nicht beliebig, sondern als
Gerade gewihlt, welche die gemeinsame Waélzkegelspitze O enthélt, so sind die ent-
stehenden Zahnflanken ®; und ®, Kegelflichen. Man spricht in diesem Fall von einer
Geradverzahnung bzw. von einem evolventenverzahnten Kegelrad mit Geradflanken.
Die Gratlinie g; bzw. gy der Zahnflanke ®; bzw. &, ist eine Erzeugende des Grund-
kegels I'y bzw. I's. Um ein evolventenverzahntes Kegelrad mit Geradflanken in einem
CAD-Programm herzustellen, fiigen wir eine Kugel kr mit Mittelpunkt O und Radius
R ein. Diese Kugel legt einen Kugelschnitt fest, in dem wir einen Grofiteil unserer
Konstruktionen realisieren werden. Wir konnen eine durch den Winkel { und den
Radius R gegebene sphérische Kreisevolvente c; nach wie folgt als parametrische
Kurve eingeben:

¢1 ... ¢1(s) = R-(cos(s-sinvy) - c*(s) —sin(s - sinvy) - e(s))

Diese sphiérische Kreisevolvente ¢ liegt auf k. Wir verwenden sie als Zahnprofil des
ersten Kegelrades; die Zahnflanke ist dann eine Kegelfliche mit der Profilkurve ¢; und
dem Zentrum O. Der Wiilzkegel I1; schneidet kg nach dem Walzkreis p;, wiahrend der
Grundkegel I'; die Kugel kg nach dem Grundkreis g; schneidet. Unter Verwendung
der Kenngroflen aus Kapitel ldsst sich die Zahnflanke eines evolventenverzahnten
Kegelrades mit Geradflanken modellieren: Die durch das Zahnprofil ¢; gegebene Zahn-
flanke des ersten Rades verlauft vom Grund- bis zum Kopfkegel. Zwischen Grund- und
Fulkegel wird das Zahnprofil durch ein Stiick eines Grofikreises von kg erginzt. Die
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Abbildung 5.7: Ein evolventenverzahntes Kegelradgetriebe mit Geradflanken; die
Zahnflanken beider Réader sind Kegelflichen mit sphérischen Kreise-
volventen als Profilkurven.

Zahnflanke wird dann als Kegelfliche mit dem Zentrum O, deren Profilkurve aus ¢;
und dem erwédhnten Grofikreisbogen besteht, realisiert. Anschlieend wird die Flanke
an einer Ebene durch die Radachse unter Beriicksichtigung der Zahnstérke gespiegelt.
Durch das Trimmen an Kopf- und Fulkegel bzw. an Kugeln mit entsprechendem Ra-
dius und Mitte in O erhélt man eine aus verschiedenen Stiicken zusammengesetzte,
geschlossene Fléche, die sich im CAD-Programm als Volumenobjekt auffassen lasst. So
erhéilt man einen Zahn des Kegelrades. Regelméfliges Anordnen dieses Zahnes entlang
des Fulkegels unter Beriicksichtigung der Zahnezahl liefert schliefflich ein evolventen-
verzahntes Kegelrad mit Geradflanken. Die Zahnflanken bzw. Z&éhne des Gegenrades
erhélt man analog. Abbildung zeigt ein evolventenverzahntes Kegelrad mit Gerad-
flanken, das in PTC-Creo, wie oben beschrieben, angefertigt wurde. In Abbildung[5.7]
wird das Kegelrad aus Abbildung mit seinem Gegenrad verzahnt.

5.5 Evolventenverzahnte Kegelrider mit
Schrigflanken

Auch in diesem Kapitel verwenden wir die in Kapitel beschriebene Methode, um
nun evolventenverzahnte Kegelrdder mit Schrdgflanken zu erzeugen. Wir beschréanken
uns nun auf jenen Fall, bei dem die in der Eingriffsebene ¢ liegende Eingriffskurve
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Abbildung 5.8: Eine geoditische Linie auf einem Drehkegel

k, welche beim Rollen auf den Grundkegeln I'; und I'y passende Zahnprofile ®; und
®, iiberstreicht, eine nicht durch O gehende Gerade ist. Die Gratlinie g; bzw. gy der
Zahnflanke ®; bzw. ®, ist eine Geodétische des Grundkegels I'y bzw. I's, da man
durch das Aufwickeln einer Geraden auf einem Drehkegel gerade eine Drehkegelgeo-
datische erhélt [1§]. In Abbildung ist eine derartige Drehkegelgeodétische, die den
Verlauf der Zahnflanke am Grundkegel bestimmt, dargestellt. Umgekehrt erhélt man
die Zahnflanke als Tangentenfliche der Drehkegelgeodétischen am Grundkegel. Um
die Drehkegelgeodétische als parametrische Kurve anzugeben, parametrisieren wir zu-
néchst den Grundkegel I' mit dem halben Offnungswinkel v* wie folgt (vgl. Abbildung

p.9):

siny* - cosu
I ... s(u,v)=v-|siny*-sinu | =1v-c*(u)
cos "

mit r = v - siny*.
Dann wickeln wir den Mantel des Drehkegels ab und erhalten fiir die Verebnungﬂ
r-u=v-9 = 5:u:u-sin’y*
v
Die Verebnung des Drehkegelmantels ldsst sich deshalb folgendermaflen parametri-
sieren:

sin(u - sin v*)

s¥(u,v) = v - (COS(U ' SiM*)) (5.21)

2Als Verebnung wird eine langentreue Abbildung der Ausgangsfliche in eine Ebene bezeichnet.
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Verebnung @]

>

v

vy

Abbildung 5.9: Parametrisierung eines Drehkegels und einer Drehkegelgeodétischen
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Eine langentreue Abbildung der Drehkegelfliche I' in die Ebene ¢ ist also durch die
folgende Abbildung A festgelegt:

AT —e, v-c(u)—ov- (CQSW . S}n”y*))
sin(u - siny*)

Nun wéhlen wir eine Gerade g in der Verebnung der Drehkegelfliche. O. B. d. A.
wihlen wir ¢ in der Verebnung so, dass sie im konstanten Abstand d parallel zur y -
Achse liegt:

g ..cv=d (5.22)
Wir setzen Gleichung in die Verebnung [5.21] ein und erhalten:

d = wv-cos(u-siny*) (5.23)
d

S = — 5.24
’ cos(u - sin y*) (5:24)

Damit erhalten wir eine Parametrisierung einer Drehkegelgeodétischen g:

d
=——.¢c" 5.25
0 B0 = ) (5.25)
bzw.
Wir ermitteln nun die Tangentenfliche ® ... x(u,v) der in Gleichung |[5.25 parame-
trisierten Drehkegelgeodétischen:
d *
x(uw,0) = cos(u - siny*) e (w)

d-sin«y* - sin(w - sin y* d - siny*
_|_ v - 7 ( ’y ) c*(u)_{_—ﬁye(u)
cos?(u - sin y*) cos(u - sin y*)

mit
—sinu

e(u) = [ cosu
0.

c*(u) und e(u) sind also wie in Kapitel5.3| gewéhlt; es gelten mithin fiir ¢*(u) und
e(u) die dort notierten Eigenschaften.

Nachfolgend wollen wir zeigen, dass die Schnittkurve der Tangentenfliche ® von g
mit einer Kugel mit Mitte in O eine spharische Kreisevolvente ist. Dazu parametrisie-
ren wir zunéchst die Tangentenfliche ® wie folgt um:

d

W (14 v-siny* tan(u - siny*)) - c¢*(u) (5.26)

x(u,v) =

+v-siny” - e(u))
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Wir betrachten eine Kugel x mit Mittelpunkt O und Radius r, gegeben durch die
Gleichung (x,x) — % = 0, und ermitteln den Schnitt von ® mit k:

d2

cos?(u - sin y*) (L4 v-siny” - tan(u - siny"))* +v* - sin®y*) — 1% = 0

Fiir v erhalten wir:

—d? - sin~y* - cos(u - siny*) sin(u - siny*) £ d - siny* - cos?(u - siny*) - V/r2 — d?

V12 = ;
d? - sin? y*

Die Losungen sind nur dann reell, wenn |r| > |d|.

Einsetzen von v in Gleichung liefert die gesuchte Schnittkurve von ¢ und &:

y(u) = (d-cos(u-siny*) = sin(u - sin v )vVr2 — d2) - ¢*(u)
+ (—d-sin(u - siny*) & cos(u - siny*) - M> e(w)
Nun setzen wir
b:=siny’, a = cosy"
d VT E

— 1= CO0S 0, —— = —sino
r r

und wir erhalten fiir die Parametrisierung y(u) der Schnittkurve von ® und x:
y(u) =r-(cos(bu + o) - c*(u) — sin(bu + o) - e(u))

Wir setzen b- s := bu + 0 < u = s F 7 und parametrisieren nach s um:

b.Cos(s:F%) —Sin(S:F%)
y(s) =1 | cos(bs)- [ b-sin(sF <) | —sin(bs) | cos(sF %) (5.27)
a 0

Mit den Additionstheoremen fiir Sinus und Kosinus erhalten wir:

b (cos % cos s £ sin % sin s) Cos % sin s &+ sin % Cos S
y(s) =1 | cos(bs) | b(FsinZcoss+cosZsins) | —sin(bs) | Fsin Zsins + cos Lsin s
b 0

g : g
oS 7 +sin 5

©y(s)=r-|Fsing cosg

0
z 0] (cos(bs) - ¢*(s) — sin(bs) - e(s)) (5.28)
0 0 1
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Mit ¢ := F7 ist r = ﬁ = ﬁ; wir kénnen die Schnittkurve von ¢ und

folgendermaflen parametrisieren:

d CQSt —sint 0 .
y(s) = cos(01) : 813115 coost (1) - (cos(bs) - c*(s) — sin(bs) - e(s)) (5.29)

Damit ist die Schnittkurve von ® und x eine sphérische Kreisevolvente, die durch
Drehstreckung aus der sphérischen Kreisevolvente aus hervorgeht. Die Drehstre-
ckung ist festgelegt durch den Drehwinkel ¢ und den Streckfaktor ﬁ. Die so er-
haltene sphérische Kreisevolvente gehort zum Schnittkreis des Grundkegels I' mit der
Kugel «. Wir nutzen dies, um schriagverzahnte konische Evolventenzahnréder mit ei-
nem CAD-Programm - etwa mit PTC-Creo - herzustellen. Dazu benétigen wir die
Parametrisierung der Drehkegelgeoditischen, die den Verlauf der Zahnflanke am je-
weiligen Grundkegel angibt, und die Parametrisierung der zur Zahnflanke gehorigen, in
einem Kugelschnitt auftretenden sphérischen Kreisevolvente. Grundsétzlich wére die
richtige Zahnflanke die Tangentenfliche der Drehkegelgeodétischen (welche in Rich-
tung des FuBkreises noch fortgesetzt werden miisste), jedoch scheint in PTC-Creo
zum jetzigen Zeitpunkt nur eine ndherungsweise Fertigung von Schrigflanken um-
setzbar, da das Verwenden der exakten Tangentenfliche der Drehkegelgeodétischen
bisher nicht méglich zu sein scheint. Jedoch erlaubt PTC-Creo eine ndherungsweise
Fertigung evolventenverzahnter Kegelrdder mit Schriagflanken: Mit Hilfe der Parame-
trisierung lassen sich verschiedene, zur Tangentenfliche gehorige sphérische Krei-
sevolventen einfiigen, die allesamt durch Drehstreckung (Drehwinkel ¢, Streckfaktor
ﬁ) auseinander hervorgehen. Nachdem die Zahnflanke nicht am Grundkegel endet,
werden die zur Tangentenfliche gehorigen sphérischen Kreisevolventen bis zum Fuf3-
kegel durch GroBkreishogen fortgesetzt ff| Durch diese sphérischen Kreisevolventen und
den fortsetzenden Groflkreisbogen kann man schliefllich ndherungsweise eine Fliche
legen, welche die gewiinschte Zahnflanke approximiert. Da ein Zahn eine linke und ei-
ne rechte Flanke besitzt, werden die sphérischen Kreisevolventen und die zugehorigen
GroBkreisbogen anschlieffend noch an einer Ebene durch die Radachse gespiegelt, wo-
bei die Zahnstérke zu beriicksichtigen ist. Durch das Trimmen an Kopf- und Fuflkegel
bzw. an Kugeln mit entsprechendem Radius und Mitte in O erhélt man eine aus ver-
schiedenen Stiicken zusammengesetzte, geschlossene Approximationsfliche, die sich im
CAD-Programm als Volumenobjekt auffassen lidsst. So erhélt man (ndherungsweise)
einen Zahn des Kegelrades. Regelméffiges Anordnen dieses Zahnes entlang des Fuflke-
gels unter Beriicksichtigung der Zahnezahl liefert schliellich ein evolventenverzahntes
Kegelrad mit Schréagflanken. Die Zahnflanken bzw. Zéhne des Gegenrades erhélt man
analog. Das beste Ergebnis wurde erzielt, indem eine Approximationsfliche durch fiinf
sphéarische Kreisevolventen und deren fortsetzende Grofikreisbogen gelegt wurde. Das

3Hierbei miissen die sphirischen Kreisevolventen und die Grofikreisebégen, mit denen sie fortgesetzt
werden, auf der selben Kugel liegen.
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Abbildung 5.10: Ein Kegelrad mit Schragflanken.

Abbildung 5.11: Ein schragverzahntes konisches Evolventengetriebe.

so entstandene evolventenverzahnte Kegelradgetriebe mit Schragflanken ist in Abbil-
dung [5.11] zu sehen. Das groere der beiden Kegelrider ist separat auch in Abbildung

dargestellt.
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