TU

Grazm

Bettina Korb, BSc

Der Satz von Alexandrov

im Minkowski-Raum

DIPLOMARBEIT

zur Erlangung des akademischen Grades
Magistra der Naturwissenschaften

Lehramtsstudium Unterrichtsfach Darstellende Geometrie, Unterrichtsfach Mathematik

eingereicht an der

Technischen Universitat Graz

Betreuer

Johannes Wallner, Univ.-Prof. Mag.rer.nat. Dipl.-Ing. Dr.techn.
Institut fiir Geometrie

Graz, Juni 2020






EIDESSTATTLICHE ERKLARUNG

Ich erkldre an Eides statt, dass ich die vorliegende Arbeit selbststiandig verfasst, andere
als die angegebenen Quellen/Hilfsmittel nicht benutzt und die den benutzten Quellen
wortlich und inhaltlich entnommenen Stellen als solche kenntlich gemacht habe. Das
in TUGRAZonline hochgeladene Textdokument ist mit der vorliegenden Diplomarbeit

identisch.

Datum, Unterschrift






Abstract

The Alexandrov Theorem in Minkowski spacetime

Alexandrov’s Theorem characterizes bijective mappings preserving quadratic distance zero as affine
Lorentz transformations. The theorem can both be applied in solving geometric problems as well

as in the special theory of relativity.

The first part of the thesis describes the required basics of linear algebra, whereas the second
part focuses on the proof of Alexandrov’s Theorem (for pseudo-euclidean scalar product). It also
includes a chapter about Lorentz transformations and the cyclographic model of Laguerre geometry.

Lorentz and Laguerre transformations are shown to be consequences of Alexandrov’s Theorem.

The third and last part depicts the applications of Alexandrov’s theorem and how to solve Apol-
lonius’ problem (finding all tangent circles to three given circles) can be solved with cyclographic
projection and Laguerre reflection. Finally, the special theory of relativity can be illustrated geo-

metrically in diagrams developed by Minkowski.

Kurzfassung

Der Satz von Alexandrov im Minkowski-Raum

Der Satz von Alexandrov charakterisiert Null-Isometrien als affine Lorentztransformationen und
hat Anwendungen sowohl in der Geometrie als auch in der speziellen Relativitdtstheorie. Dazu
werden im ersten Teil der Diplomarbeit die benétigten Grundlagen aus der linearen Algebra be-
schrieben.

Im zweiten Teil wird der Satz von Alexandrov fiir das pseudoeuklidische Skalarprodukt bewiesen.
Weiters werden Lorentztransformationen und das zyklographische Modell der Laguerre-Geometrie
nédher beschrieben. Die Lorentz- und Laguerretransformationen werden auf den Satz von Alexan-
drov zuriickgefiihrt.

Im dritten Teil wird zuerst das Problem des Apollonios, zu drei gegebenen Kreisen alle beriihrenden
Kreise zu finden, mit Hilfe der zyklographischen Projektion und Laguerrespiegelung geldst. An-
schliefend werden Beispiele aus der speziellen Relativitdtstheorie mittels Minkowski-Diagrammen

dargestellt.
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Teil I.

Grundlagen



Im ersten Teil der Diplomarbeit werden Grundlagen aus der linearen Algebra behandelt.

In Kapitel 1 werden Bilinearformen erklart, die dazu verwendete Literatur findet man in [1, S.
288 — 293]. Im Anschluss werden Quadratische Formen @ und deren Polarform definiert. Wichtige
Begriffe stellen in diesem Zusammenhang die Orthogonalitdt, das orthogonale Komplement, der
Kern der quadratischen Form @ und der quadratische Abstand dar. Die zugehorigen Informationen
wurden [2] entnommen. Es wird aulerdem das pseudoeuklidische Skalarprodukt definiert und das

orthogonale Komplement beziiglich diesem im R? anschaulich erklért.

In Kapitel 2 wird dargelegt, dass fiir die gesamte Arbeit nun das pseudoeuklidische Skalarprodukt
als quadratische Form zugrunde gelegt wird. Es werden der Minkowski-Raum und isotrope Geraden
sowie verschiedene Typen von Ebenen definiert. Diese Begriffe ziehen sich (mit unterschiedlichen
Bezeichnungen) durch die gesamte Diplomarbeit. Sie wurden [2] entnommen und graphisch fiir den

R3 veranschaulicht.

Alle Abbildungen dieser Arbeit wurden selbst erstellt. Dazu wurden GeoGebra 5.0 beziechungsweise

Inkscape 0.91 verwendet.



1. Quadratische Formen

Definition 1.1
Eine Abbildung
s:VxV >R
(v, w) = s(v,w)

heifit Bilinearform, wenn V vy, v, w1, wy € V und X € R gilt:

(1) s(vy +vo,wr) = s(vy,wr) + s(vg, wr)

(ii) s(v1, w1 + wa) = s(vy,wy) + s(vy, ws)

(iii) s(A-wvp,w1) = A - s(vy,wy)

(iv) s(vi, A wy) = A+ s(vg,w)

Die Bilinearform s ist also linear und homogen in beiden Argumenten.

Definition 1.2

Eine Bilinearform s, fiir die s(v, w) = s(w, v) gilt, heifit symmetrisch.

Fiir eine symmetrische Bilinearform s gilt:

s(v4w,v+w)=s(v+w,v)+ s(v+w,w)
= s(v,v) + s(v,w) + s(v,w) + s(w, w)

=2 s(v,w) = s(v+w,v+w) — s(v,v) — s(w,w)

Bilinearformen kénnen durch Matrizen beschrieben werden. Ist E = {e1,...,e,} eine Basis von V|

dann ist die darstellende Matrix der Bilinearform s beziiglich der Basis E gegeben durch

Mg(s) = (3(€i, ej))ij

M ist eine n x n-Matrix.

2 und y seien die Koordinatendarstellungen von v und w beziiglich der Basis E. Mit M bezeichne



man die darstellende Matrix der Bilinearform s beziiglich der Basis E. Dann gilt:

s(er,er) -+ s(er,en) Y1

s(v,w) =" My = (z1,...,2n) - : : i ]er

5(en761) 3(671,’677,) Yn
Umgekehrt gilt: Aus jeder n x n - Matrix M erhilt man eine Bilinearform sys(z,y) = 27 My.

Definition 1.3

Die Abbildung @ : V' — R heifit quadratische Form, falls gilt:
Q(ta) =t?-Qa) VteRVaeV

Die Abbildung o ist eine Bilinearform:

o:VxV =R
(0,6) = 5 - (Qa+b) = Q) - Q1)

aeb:= o(a,b) heift Polarform von Q.

Fiir eine quadratische Form ) und deren Polarform o gelten folgende Eigenschaften:
(i) Q(0) =Q(0-0)=0%-Q0) =0
(ii) aeb=bea Va,beV weil Qla+b) =Q(0b+a)

(it}) aea=1-(Qa+a)—Qa) - Q1)) = 4 -Q(2)— Q) = 1 -4-Q(@)~Q(a) = Qa) VaeV

Definition 1.4
Es seien a,b € V.M C V und U C V ein Unterraum.

(i) Vektoren a und b sind orthogonal zueinander, wenn deren Polarform 0 ergibt: a L b <
aeb=0

(ii) Mt :={a €V |alm Vmée M} istdas orthogonale Komplement von M.

(iii) VL sei das Radikal von o. Ein Radikal einer quadratischen Menge ist die Menge der
Punkte dieser Menge, in denen der Tangentialraum aus allen Punkten des Gesamtraums
besteht.

(iv) Die Polarform o heit nicht ausgeartet < V+ = {0}

(v) Ein Vektor a € V heif}t isotrop < aea=0<a L a

Jedes orthogonale Komplement M~ ist ein Unterraum, da es die Losungsmenge des linearen Glei-

chungssystems a e x =0 Va € M ist.



Definition 1.5
Fiir a € V gilt beziiglich der Quadratischen Form Q:
(i) a € V heiit singulir < Q(a) = 0.

(ii) Es gilt ker(Q) := {a € V | Q(a) = 0}. Der Kern von @ ist im Allgemeinen kein

Unterraum.

(iii) Ein Unterraum U C V heifit singuldr genau dann, wenn Q}U =0

Es sei nun V ein affiner Raum iiber dem Koérper K = R und @ eine quadratische Form.

Definition 1.6

Q(a —b) € R ist der quadratische Abstand von a,b € V.

Dieser Abstand ist offensichtlich invariant gegeniiber Translationen:
Q(la+c)—(b+¢c)=Q(a—b) Va,bceV.
Auflerdem gilt
Qla-b)=Q(b—a) VabeV,
denn
Qa—b)=Q((-1)-(b—a)) =(-1)*- Qb —a).

Im weiteren Verlauf der Arbeit werden das Standardskalarprodukt (z, y) und das pseudoeuklidische

Skalarprodukt = e y verwendet:

n
i=1

n—1
Toy=> @y —wn-yp =2 My mit M = diag(1,...,1,-1)
=1

Mit dem pseudoeuklidischen Skalarprodukt erhélt auch der Orthogonalitidtsbegriff eine neue An-

schauung. Das orthogonale Komplement a' eines Vektors 0 # a = (aj,a2)” € R? erhilt man

1 0 T
(a1,a2) - : =ay-r1—az-r2=0
0 -1 To

1) Im Fall a € ker(Q) muss a? — a3 = 0 gelten. Fiir a = (a;,a;)7 erhilt man fiir at die erste

mit

Mediane zo = 1, fiir a = (aq, —al)T erhilt man fiir a* die zweite Mediane x5 = —x7.



2) Im Fall a ¢ ker(Q) und az # 0 erhilt man zo = £ -z fiir das orthogonale Komplement. Dies
entspricht der linearen Hiille der euklidischen Spiegelung von a an der ersten bzw. zweiten
Mediane.

3) Im Fall a ¢ ker(Q) und as = 0 ergibt sich fiir das orthogonale Komplement z; = 0, also die
zo-Achse.

In Abbildung 1.1 wird das orthogonale Komplement von a beziiglich des pseudoeuklidischen Ska-
larproduktes im R? dargestellt. Hierbei ist b der euklidisch an der x;-Achse gespiegelte Vektor
a und gleichzeitig euklidischer Normalvektor von at. Die Skalierung der Achsen erfolgt in der

Darstellung dquidistant.

T2

il

D)

Abb. 1.1.: Orthogonales Komplement von a beziiglich des pseudoeuklidischen Skalarproduktes
im R?. Oben: a € ker(Q), unten: a ¢ ker(Q)



2. Der Minkowski-Raum

Das pseudoeuklidische Skalarprodukt besitzt die Darstellungsmatrix M = diag(1,...,1,—1). Fir

die restliche vorliegende Arbeit wird die quadratische Form

Q:V-oRa—ai+aos+---+a2 | —a22

gewahlt. Diese quadratische Form kann dargestellt werden durch
Q)=2a"-M-x

Damit existieren vom Nullvektor verschiedene singulire Vektoren, also ker(Q) # {0}.

Definition 2.1

Der Minkowski-Raum ist ein vierdimensionaler reeller Vektorraum R* versehen mit dem pseu-
doeuklidischen Skalarprodukt.

Definition 2.2

Seien a,b € V,a # b. Die Gerade a V b heifit isotrop genau dann, wenn Q(a — b) = 0.

In Abbildung 2.1 sind die isotropen Geraden beziiglich dieser quadratischen Form fiir den Fall
V = R3 dargestellt. Es handelt sich dabei um jene Geraden, die mit der z1z2-Ebene einen Winkel

von 45° einschlielen. Sie bilden den Mantel eines Kegels mit der Gleichung

o3+ a5 — a3 =0.

Definition 2.3
Es sei ¢ C V eine affine Ebene (¢ = s + U) der Dimension 2.

(i) Die Ebene ¢ heifit Galilei-Ebene, falls in € genau 1 Parallelbiischel von isotropen Geraden

existiert.

(ii) Die Ebene e heifit Minkowski-Ebene, falls in & genau 2 Parallelbiischel von isotropen

Geraden existieren.

(iii) Die Ebene ¢ heiit euklidische Ebene, falls in € keine isotropen Geraden existieren.

Diese Ebenen sind in den Abbildungen 2.2 und 2.3 fiir den R? dargestellt.



Abb. 2.1.: Isotrope Geraden im R? beziiglich des pseudoeuklidischen Skalarprodukts

Fir a € V' \ {0} ist das orthogonale Komplement
at ={zx eV |2TMa=0}

die Gleichung einer Hyperebene im R™. Im Fall des R? ist dies fiir den Vektor a = (a1, az, a3)” die
Gleichung der Ebene

ai1-x1+as-r9 —as-x3 =0.

Diese Ebene hat den euklidischen Normalvektor (ay, az, —az)”, den man durch euklidisches Spie-

geln des Vektors a an der zjzo-Ebene erhélt.

Ist a € ker(Q), so ist a € at, denn a* = {z € V | z e a = 0}. Das orthogonale Komplement a*

entspricht einer Galilei-Ebene. Diese ist tangential an den Kegel.

Vektoren fiur die Q(a) > 0 gilt, werden auch ,flache Vektoren“ genannt. Diese Vektoren liegen
auBlerhalb des Kegels. Das orthogonale Komplement von flachen Vektoren ist eine Minkowski-
Ebene. Vektoren fiir die Q(a) < 0 gilt, sind sogenannte ,steile Vektoren“ innerhalb des Kegels . Thr
orthogonales Komplement sind euklidische Ebenen. Euklidische Ebenen beinhalten ausschliellich
flache Vektoren, Galilei-Ebenen enthalten neben flachen auch isotrope Vektoren und Minkowski-

Ebenen beinhalten alle drei Arten von Vektoren.



—

Abb. 2.2.: Galilei-Ebene: Diese ist tangential an den Kegel und gleichzeitig orthogonales Kom-
plement ihrer Beriihrerzeugenden a

Abb. 2.3.: Minkowski-Ebene (links) und euklidische Ebene (rechts)






Teil 1.

Der Satz von Alexandrov



Der zweite Teil stellt den Hauptteil der Diplomarbeit dar. Der fiir die Arbeit namensgebende Satz
von Alexandrov wird bewiesen und Lorentz- sowie Laguerretransformationen auf diesen zuriickge-
flihrt:

In Kapitel 3 wird der Satz von Alexandrov unter Verwendung von [2] und [3] fur das pseudoeukli-
dische Skalarprodukt bewiesen. Die urspriingliche Aussage von Aleksandr Danilovich Alexandrov
(1912 - 1999) wurde 1950 in [4] verdffentlicht, worin er schon darauf hinweist, dass in diesem Satz

keine Stetigkeitsvoraussetzungen getroffen werden. In [5] unterstreicht er dies abermals.

Kapitel 4 wurde unter Zuhilfenahme von [6, S. 217 — 226] ausgearbeitet. Es werden Lorentztrans-
formationen definiert und es wird gezeigt, dass diese von der Form f(z) = L - + a sind. Es wird
fir L € R3*3 und fiir L € R*** eine geometrische Moglichkeit gezeigt, alle Lorentzmatrizen L
dieser Dimensionen zu ermitteln. Am Ende dieses Kapitels wird (auch vorbereitend auf Kapitel 7)
definiert, wann ein Punkt y durch einen Punkt = kausal beeinflussbar ist. Bijektive Abbildungen
werden damit als Kausalautomorphismus oder als Zeitumkehr beschrieben. Lorentztransformatio-

nen werden hinsichtlich dieser Begriffe charakterisiert.

Auch fiir Kapitel 5 wird [6, S. 157 — 189] verwendet. Hier werden die Seiten von Hyperkugeln
und Hyperebenen definiert und damit die wichtigen Begriffe Speer und Zykel eingefiihrt. Es wird
definiert, wann ein Speer und ein Zykel einander berithren und damit — die Anschauung, dass ein
Zykel als eine Menge von Speeren aufgefasst werden kann zugrundelegend — Laguerretransforma-
tionen definiert.

Die zyklographische Projektion 7 wird definiert, sowie Zykel- und Speerkoordinaten eingefiihrt. Es
wird gezeigt, wie mit diesen Koordinaten eine Berithrung von Speer und Zykel festgestellt werden
kann. Es werden weiters 45°-Hyperebenen definiert und das zyklographische Modell der Laguerre-
Geometrie angegeben. Anschlieend wird definiert, wann zwei Zykel einander berithren und in
einem Satz festgehalten, wie mit der sogenannten ,Potenz zweier Zykel*“ festgestellt werden kann,
wie viele Speere zwei gegebene Zykel beriihren.

Mit dem Fundamentalsatz der Laguerre-Geometrie werden alle Laguerretransformationen angege-
ben; dieser wird auf den Satz von Alexandrov zuriickgefithrt. Am Ende dieses Kapitels wird die

Laguerrespiegelung als ein Beispiel fiir eine Laguerretransformation eingefiihrt.



3. Der Satz von Alexandrov - Ein einfacher Beweis

Das Ziel dieses Kapitels ist der Beweis des Satzes von Alexandrov (Satz 3.2).

Satz 3.1

Ist g: V — V linear und es gilt Va € V

a € ker(Q) = g(a) € ker(Q)
a ¢ ker(Q) = g(a) ¢ ker(Q)

so existiert ein A € R\ {0} mit Q(g(a)) =X-Q(a) Ya e V.

FEine lineare Abbildung g, die den Kern des pseudoeuklidischen Skalarprodukts invariant lésst,
lasst notwendigerweise auch das pseudoeuklidische Skalarprodukt selbst bis auf einen Faktor

A invariant.

Beweis

Q(9(a)) = (Ga)T - M - (Ga) =a” -G - M -G -a mit g : a = G - a. Die Matrix GTMG =: (gi;)
ist eine symmetrische Matrix: (GTMG)T = GTMT(GT)T = GTMG.

Ziel ist es nun die Koeffizienten g;; zu bestimmen: Es sei a € ker(Q), also der Abstand zweier
Punkte x,y mit a = 2 — y gleich Null: Q(z —y) = 0 & (z — y)T M (2 — y) = 0. Ausgerechnet
ergibt dies

(z1—y1)> + -+ (@1 — Yn-1)” — (@0 —yn)* = 0.
Die im Folgenden definierten Vektoren p; sind im Kern von @ enthalten. Esseii € {1,...,n—1}:
pi=eite,  p; =€ —en,
wobei mit e; die kanonischen Basisvektoren bezeichnet werden.

Qg(r)) — Q9P ) =4+ gin =0= gin =0



GTMG@G hat nun die Form

)\ gi12 gl,n—l O
g12 A 923 e g2,n—1 0
: 923 . ; :
In—2,n—1
Jin—1 92n—1 -+ Gn-2,n-1 A 0
0 0 e e 0 -2
Die iibrigen % unbekannten Koeffizienten der Matrix G M G kénnen mit den folgenden

(";1) Vektoren des Kerns von () bestimmt werden.
Qij =€i+€j+\/§-en,
wobei 4,5 € {1,...,n— 1} und 7 < j.

Qg(gij)) = (e + e +V2e,)T -GTMG - (e; + ¢j + V2e,) mit N:=GT'MG
=el'Ne; + e?Nej +2el'Ne, +2¢] Nej + 2v2e] Ne,, + 2\/§e§rNen
=A +A —2-A +2-g; +2V2-9m +2V2-g5n =0
 gij + V2 gin+V2-gjn =0=g;; =0
Die Matrix GT MG hat nun unter der Voraussetzung, dass nur Vektoren aus dem Kern von

@ durch die Abbildung g auf Vektoren aus dem Kern von ) abgebildet werden, die Gestalt
diag(A, ..., A, —=A)=X-M.

Es sei nun a ¢ ker(Q), also Q(a) = a® Ma # 0. Mit der eben konstruierten Matrix GT MG gilt:

Qg9(a))=a” -GTMG -a=a" MM -a=X\-aTM-a= X Q(a) #0,

sofern A\ # 0.

Definition 3.1
[V =V heiBt Null-Tsometrie falls Q(a —b) =0 < Q(f(a) — f(b)) = 0.

Punkte @ und b, deren quadratischer Abstand Null ist, gehen also bei einer Null-Isometrie in
Punkte f(a), f(b) iiber, deren quadratischer Abstand ebenfalls wieder Null ist.



Satz 3.2: Der Satz von Alexandrov (1950)

Ist 3 < dim(V) < cound f : V — V eine bijektive Null-Isometrie. Dann ist g(a) := f(a)—f(0)
linear und es existiert ein A € R\ {0} mit Q(g(a)) =X-Q(a) Va € V.

Der Beweis wird in mehreren Schritten gefiihrt.
a) Fiir a,b € ker(Q) \ {0} gilt: at = b+ < [a] = [0].

Beweis
at = {x | 2T Ma = 0} ist eine Hyperebene.
,= “: Die Hyperebenen a* und b sind gleich, wenn die Gleichungen der Ebenen Vielfache

voneinander sind: 7 Ma = X - 2T Mb fiir ein A € R\ {0}. Also ist @ = X - b,was
gleichbedeutend mit [a] = [b] ist.

»<= “ Es gelte a = X\ - b fiir ein A € R\ {0}.
0=0Q(a) =Q(\-b) =X-Q(b) =\ -b"Mb
Dies fithrt zu

at={zcVi]iaer=0}={zcV]|a"Mz=0}={zcV| X\ b Mz =0}
#0
={zcV|b"Mz=0} =b"

b) Es gibt beziiglich der gewédhlten quadratischen Form keinen Unterraum U mit dim(U) > 2
und U C ker(Q).

Beweis

Der Kern von @ ist der Kegel 2% + 23 + 23 = x7. Schneidet man diesen Kegel mit der
Ebene z4 = 1 erhilt man z? + 23 + 23 = 1, was der Gleichung einer Kugel entspricht.
Diese Kugel ist Basisquadrik des Kegels in dieser Ebene; verbunden mit der Spitze des

Kegels ergibt dies den Kegel selbst.

Die Unterrdume maximaler Dimension, die in der Kugel liegen, sind Punkte. Verbindet

man diese mit der Spitze des Kegels, erhdlt man Unterrdume des Kerns mit Dimension 1.

¢) Isotrope Geraden sind die maximale Menge aus Punkten, von denen der Q-Abstand 0 ist.

Beweis

Gegeben seien drei paarweise verschiedene, nichtkollineare Punkte a, b, ¢, deren Q-Abstand
jeweils Null ist: Q(a —b) = Q(b—¢) = Q(a — ¢) = 0. Zwischen diesen drei Punkten kann
man drei Verbindungsgeraden g1, g2, g3 erstellen, die dementsprechend isotrope Geraden
sind. Dies ist in Abbildung 3.1 veranschaulicht.



Abb. 3.1.: Veranschaulichung des Beweisschrittes ¢)

Diese drei Punkte spannen keine Ebene auf, denn in einer Minkowski-Ebene gibt es zwei
Parallelbiischel von isotropen Geraden. Damit wére eine Verbindungsgerade keine isotrope
Gerade. Ebenso ist es nicht moglich, dass die Ebene eine Galilei-Ebene (eine Schar von

isotropen Geraden) oder eine euklidische Ebene ist (keine isotrope Geraden).

Also sind diese drei Punkte kollinear und liegen auf einer isotropen Gerade.

d) Sind a,b € V verschieden und ist Q(a — b) = 0, so gilt:

flavb) = f(a) Vv f(b)
fHavb)=fHa) v fH(b)

Beweis

Aus Q(a —b) = 0 folgt mit den Voraussetzungen, dass f eine bijektive Null-Isometrie und
a # b ist, dass die Geraden g = a Vb und f(a) V f(b) isotrop sind. Weiters kann man nun

diese Geraden als die folgenden Punktmengen betrachten:

aVb={z|Q(zx—a)=0AQ(xz—b) =0}
Fla)v i) ={y|Qy— fla)) =0AQ(y — /(b)) =0}

Mit € a V b beliebig gilt nun aber auch, dass f(z) — f(a) = 0 und f(z) — f(b) =0, also
f(x) € f(a)V f(b) und somit f(aVb)= f(a)V f(b).

Seien nun a = f(z) und b = f(y). Mit der Bijektivitidt von f folgt unmittelbar

fHavb)=fH(f@) Vi) =" (flzvy) =aVy=f"a)V Q)

e) Ist g=a+ A-cmit A € R eine isotrope Gerade und x € V'\ (a + A - ¢), so gilt:

1) coe(z—a)#0=>3yca+A cmit Qy—z)=0
2) cl(z—a)und Q(x—a) #0=Pyc€a+ A -cmit Q(y —x) =0

ecl(r—a)und Qzr—a)=0=Vyca+A-cist Qly—x)=0



Beweis

zu 1)

zu 2)

Es ist nun ce (z—a) = k mit k € R\{0}. Angenommen es gibt nun einen gewiinschten
Punkt y:y =a+ Xy -c

OzQ(y—x)zQ(a—l—)\y-c—x):Q((a—x)+/\y-c)
=2-(a—z)e (N, )+ Qa—2z)+ QN - 0)
(

=2-(a—z)e (N, ) +Qa—z) + A7 Q(c)
7
=2\, (a—z)oc+Q(a—x)
="k
_ Qla—2)
M= T

Es wurde genau ein Wert fiir A gefunden, also gibt es genau einen Punkt y mit den

gewiinschten Eigenschaften.

Anschaulich erklart bedeutet dies, dass unter der Annahme, dass x und g eine Tangen-
tialebene an den Lichtkegel aufspannen, a + A - ¢ die isotrope Gerade ist; alle anderen
isotropen Geraden sind parallel dazu. Ist nun  — a isotrop, gilt auch x —a 1L z — a.
Gleichzeitig ist  —a = A-c im Fall, dass x in einer Tangentialebene liegt. A\-c L. z—a
steht aber im Widerspruch zur Voraussetzung in diesem Fall. Es handelt sich nun also
um keine Tangentialebene, sondern um eine Minkowski-Ebene, in der es eine zweite
Schar von Nullgeraden gibt. Es existiert nun genau eine isotrope Gerade durch x, die
die Gerade g in y schneidet, weil z V y }f g. Es existiert also genau ein Punkt y mit

Q(r —y) =0.

Annahme: 3y €a+R-c: y=a+ X -c

0=Qy—z)=Qa+A-c—z)=Qa—z+A-c)

= (a—1z)e(Ac) = Qa —2) — Q(\c)
=A-(a—x)e(c)—Qa—z) — A Q(c)
—_— —

=0 =0

Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung Q(a — x) # 0, somit existiert kein y.

Anschaulich erklart bedeutet ¢ |  — a automatisch, dass = in einer Tangentialebene
liegt. Eine Tangentialebene ist im Minkowski-Raum eine Hyperebene mit der Glei-
chung 71-X = 7i- P, also 7i-(X — P) = 0. Dies ist gleichbedeutend mit ce(z—a) = 0. Die-
se Ebene hat also den euklidischen Normalvektor (cy, ¢, c3, —c4)?. Da Q(x —a) # 0
spannen = und a + [c] eine Ebene auf. Diese Ebene muss eine Galilei-Ebene sein mit
der Nullgerade a+[c].  Vy kann nicht isotrop sein, sonst wire es keine Galilei-Ebene,

also existiert kein Punkt y mit Q(y — z) = 0.



f(d)

isotrope Geraden

flavz)

Abb. 3.2.: Veranschaulichung des Beweisschrittes f)

zu 3) Sei y € a + [c] beliebig.

Qly—2)=QatA-c—2)=Q((a—z)+ A ¢)
—(a—2)eX-c—Qa—1) -~ Q-0
=A(a—x)ec—Qa—x)-)N-Q(c)=0VIeR

—_— Y— ~—~

=0 =0 =0
Dies gilt also fiir alle y € a + [¢].

Damit alle Voraussetzungen in diesem Fall erfillt sind, muss = auf a + [¢] liegen.

Damit gilt diese Aussage fiir alle y.

Insgesamt erhélt man also: Durch einen Punkt x aulerhalb einer isotropen Geraden gehen
im ersten Fall genau eine isotrope Gerade, im zweiten Fall keine und im dritten Fall
gibt es unendlich viele, denn z ist schon auf der isotropen Geraden. Die Frage, ob eine
Verbindungsgerade von x zu einem Punkt y der isotropen Gerade zu ebendieser normal

ist oder nicht ist charakterisiert durch die Anzahl von isotropen Geraden.
f) Fir a,d € V mit d — a € ker(Q) \ {0} und z € V'\ (a V d) gilt:

(z—a L d—a) & (f(z) = fla) L f(d)— f(a)

Beweis

Dies ist in Abbildung 3.2 dargestellt: d — a € ker(Q) \ {0} = d—a # 0 = d # a.
Aus (d) folgt, dass jede isotrope Gerade wieder in eine isotrope Gerade {ibergeht; also ist
flavd) = f(a)V f(d) isotrop. Nun wendet man (d) und (e) an auf alle isotropen Geraden
durch z, die a V d schneiden. Da diese FEigenschaften unter der Abbildung f invariant sind,
bleibt auch die Orthogonalitdt bzw. Nichtorthogonalitéit zwischen einer isotropen Gerade

und einer anderen Gerade erhalten.



g) Fiir a,d € V gilt: Ist a V d isotrope Gerade, so ist

fla+(d=a)t) = fla) + (f(d) - fla))*

Beweis

Die Gerade g = aVd sei isotrop, dann ist a+(d—a)* die , Tangentialebene® (Galilei-Ebene)
an die Kegelerzeugende ¢ . Einerseits ist schon bekannt, dass f(a VvV d) = f(a) V f(d), also

[fla—d)] = [fl@) = F@)] & (fla—a)" = (/@) - S(@)"
Andererseits sei nun x € a + (a — d)*, also z — a € (d — a)*. Dies ist dquivalent zu
s—ald-—al f(@) = f(a) L f(a) — f(d). Dies wiederum bedeutet, dass f(z) — f(a) €
(f(a) = £(d)", also f(x) € f(a) + (f(a) ~ ()"

h) Die Abbildung f bildet parallele isotrope Geraden auf parallele isotrope Geraden ab.

Beweis

Die Geraden a; V d; und as V dy seien parallel. Dann sind auch ihre Normalebenen
a1+ (d1 — al)J‘ bzw. as + (da — az)J‘
parallel, also gleich oder disjunkt. Mit Beweisschritt g) folgt nun, dass auch
f(a) + (F(dr) = (@) und flaz) + (f(d2) ~ f(az)) "
parallel sind. Somit ist auch (f(dy) — f(al))J' = (f(d2) — f(ag))J', woraus
[f(d1) = f(a1)] = [f(d2) — f(az)]

mit a) folgt. Also werden parallele isotrope Geraden auf ebensolche abgebildet.

i) Die Abbildung f bildet Minkowski-Ebenen je auf ebensolche Ebenen ab.

Beweis

Eine Minkowski-Ebene enthélt zwei Parallelbiischel von isotropen Geraden, kann also auf-
gefasst werden als Vereinigung von parallelen isotropen Geraden, welche durch die Punkte
einer dazu nicht parallelen isotropen Gerade gehen. Bereits gezeigt wurde, dass isotrope
Geraden auf isotrope Geraden abgebildet werden. Auflerdem bleibt die Parallelitdt erhal-
ten. Deshalb ist das Bild einer Minkowski-Ebene wieder eine Minkowski-Ebene.



j) Ist a + X - ¢ Gerade mit ¢ ¢ ker(Q), dann folgt f(a+ A - ¢) ist Gerade.

Beweis

Nach Voraussetzung ist die Gerade keine isotrope Gerade und der Richtungsvektor auch
nicht der Nullvektor. So eine Gerade ist Schnitt zweier Minkowski-Ebenen. Wegen i) liegt
nun f(a + X - ¢) einerseits im Bild der einen Minkowski-Ebene und andererseits auch im
Bild der anderen Minkowski-Ebene. Somit liegt das Bild der Gerade im Durchschnitt der

beiden Bild-Ebenen und ist somit eine Gerade.

k) Die Abbildung f bildet Galilei-Ebenen auf Galilei-Ebenen ab.

Beweis

Auch jede Galilei-Ebene enthélt Geraden wie unter j) beschrieben. Galilei-Ebenen beinhal-
ten auch eine Schar von zueinander parallelen isotropen Geraden, die mit h) auf ebensolche

abgebildet werden: das Bild einer Galilei-Ebene kann keine euklidische Ebene sein.

1) Die Abbildung f bildet Geraden auf Geraden ab.

Beweis

Fiir nicht isotrope Geraden wurde dies in j) gezeigt, fir isotrope Geraden schon in c).

m) Die Abbildung g := f — f(0) ist linear und erfiillt die Voraussetzungen des Satzes 3.1.

Beweis

g(a) == f(a) — f(0) = g(0) = f(0) — f(0) = 0 und da Geraden auf Geraden abgebildet
werden folgt mit dem Hauptsatz der affinen Geometrie, dass f eine Affinitét ist. Somit ist
g linear. Damit kann Satz 3.1 angewendet werden, woraus die Behauptung des Satzes von

Alexandrov folgt.

Definition 3.2
Es sei g : V — V eine lineare Abbildung mit g(x) = A - .
(i) Die Abbildung f(x) = A -z + a heifit Affinitét.

(ii) Die Affinitit heifft Q-Ahnlichkeit, wenn Q(g(x)) = X - Q(z).



4. |orentztransformationen

Essei Vder R",n € Nyn>1und z,y € R", z = (21,...,2,)",y = (y1,-..,yn) 7.

Definition 4.1

(i) Der quadratische Abstand Q(x —y) = (x1 —11)? + -+ + (Tn-1 — Yn—-1)%> — (Tn — Yn)?
heifit auch Lorentz-Minkowski-Abstand von z und y.

(ii) Die Abbildung f : R™ — R™ heifit Lorentztransformation genau dann, wenn

Jede Lorentztransformation hat die Gestalt

flx)=L-z+a (4.1)

wobei fir a € R™ und die ,,Lorentzmatrix* L € R™*™

ai i - lin

mit M = diag(1,---,1,—1) gelten soll:

L' M-L=M (4.2)

Es ist dann nédmlich mit den Gleichungen (4.1) und (4.2):

Q(f(z) = f(y)) =Q(Le+a— Ly —a) = (Le — Ly)" - M - (Lz — Ly)
= (Lx—y)" M- (L —y))
=(@-y)"-L"-M-L-(z-y)
=(@-—y)"- M- (z—y)
=Qz—y)

Eine Lorentztransformation ist eine Affinitét, sogar eine Q—Ahnlichkeit mit A = 1.

Die Lorentzmatrix L ist invertierbar:



Aus LTML = M folgt det(LT ML) = det(M) = —1. Die linke Seite der letzten Gleichung lisst
sich weiter zerlegen: det(L™) - det(M) - det(L) = (det(L))2 - (—=1) = —1. Also folgt daraus, dass
(det(L))2 =1 und damit die Determinante der Lorentzmatrix +1 und somit ungleich Null ist.

Daraus folgt nun weiters, dass auch

(1) LT eine Lorentzmatrix ist,

(2) L™! eine Lorentzmatrix ist,

(3) das Produkt L; - Ly zweier Lorentzmatrizen L1, Lo eine Lorentzmatrix ist.
Dies sieht man so:

(1) Da L invertierbar ist, folgt aus Gleichung (4.2) durch Umformung
L"=ML'M™' =ML 'M
Betrachtet man nun das Produkt (LT)TMLT, so erkennt man:
LHT M- L"=L-M- L' =L-M-(M-L™* - M)=LL'M=M
@) (LHTML' = (L~)TM-MLTM = (L"YTLTM = (L - L~Y)'M = M
(3) Fiir Ly und Lo gilt: LT - M - Ly = M und LT - M - Ly = M. Betrachte nun

(L1 - L)t M- (Ly - Lo) =LY - LTML, Ly =LY M -Ly=M
N—_——

M
Ist L Lorentzmatrix, so gilt fiir L~
1 0 i1 lor - 1 0
lig lo2 oo n2
L '=ML"M = '
1 : L 1
0 -1 lin lon - lpn 0 -1
l11 lig oo p-1n —ln1
b= lopn—1 - lp—in—1 —lnn—1
_ll,n _l2,n e _lnfl,n ln,n
Fiir die Lorentzmatrix L folgt aus L” ML = M sofort I3, +---+12_,, — 12, = —1, also

n—1
B,=1+> 17,>1
i=1
Man kann also behaupten:

lnn| 2 1



Die zur Lorentz-Minkowski-Metrik gehdrenden Orthogonalitidtsrelationen erhdlt man durch Be-
rechnung von LT ML = M:

. 1 i=j<n-—1
Zlk,i'lk,j_ln,i'ln,j = —1 ’L:j:n
k=1

0 i)

Definition 4.2

Die Gruppe von Abbildungen der Form f(z) = Lz + a mit LML = M ist die Gruppe der

Lorentztransformationen.

Dass es sich bei diesen Abbildungen um eine Gruppe handelt, wurde schon gezeigt: Ist L eine
Lorentzmatrix, so auch L~!. Das inverse Element ist also gefunden, da die Einheitsmatrix das
neutrale Element ist. Aulerdem ist die Matrixmultiplikation assoziativ und das Produkt von Lor-

entzmatrizen ergibt wieder eine Lorentzmatrix.

Die interessante Frage ist nun, wie man alle n x n-Lorentzmatrizen L finden kann. Dazu wird nun
eine geometrische Losung fiir den Fall n = 3 und den in der speziellen Relativitidtstheorie wichtigen
Fall n = 4 genauer erldutert. Die algebraische Losung wiirde darauf beruhen, das Gleichungssystem

LTML = M zu lésen, was zu n? Gleichungen fiihrt.

Im Fall n = 3 betrachtet man den R? und insbesondere den Einheitskreis k mit z2 + y? = 1.
Im projektiven Abschluss des R?, dem R?, hat dieser die Gleichung z? + 23 = 23, da dem Punkt
(z,y) € R? der Punkt (z1,z2,23) € R® entspricht, wenn i—; = z und % = y gilt. Fir z3 = 0

spricht man von einem Fernpunkt.

Man wéhlt nun einen Punkt A auflerhalb von & und einen Punkt B, ebenfalls aulerhalb von &k auf
der Polaren 7(A). Der Schnittpunkt der beiden Polaren w(A) und 7(B) sei nun der Punkt C, der
innerhalb von k liegt (siche auch Abbildung 4.1).

Abb. 4.1.: Veranschaulichung der Punkte A, B und C' um Lorentzmatrizen zu bestimmen. Rechts:
A ist ein Fernpunkt.



Es gilt also:

ayx1 + aswe = azrs w(A)
A= (al, a2, &3) =
at +a3 > a3 A auBerhalb k

a1by + asbs = aszby B € 7T(A)

B = (bh b, b3) = bixy + baxo = byxs 7T(B)

b3 + b3 > b3 B auflerhalb k&
aicy + azca = ages C € w(A)

C= (017 C2, CS) = q bicy + boco = b3es Ce ’/T(B)

A +c3 < C innerhalb &

Da im projektiven Raum die Koordinaten bis auf einen gemeinsamen Faktor A > 0 bestimmt sind,

kann man 0.B.d.A. annehmen, dass fiir die Punkte A, B auflerhalb und C innerhalb von k gilt:

a%—&—a%zag—i—l
b 4+02 =02 +1

2, 2 _ .2
ci+cy=c3—1

Sei nun
a1 b1 C1
P = a9 bg Co
as by c3
Berechnet man
ay az ag 1 0 0 aq b1 C1
PTMP = b1 bg b3 <10 1 0 | ag bg C2
C1 Co C3 0 0 -1 as b3 C3
a% + a% — a% a1by + asby — asbs ajcy + ascs — asces
= | a1b; + asby — asbs b% + b% — b% bici + bacy — bses |,
aici + asCa — ascs blcl + b2C2 — b363 C% + C% — Cg

so erkennt man anhand der obigen Gleichungen, dass
10
PTMP=(0 1 0 |=M
0 0

P also eine Lorentzmatrix ist.

Analog kann man nun fiir n = 4 vorgehen: Man wahlt einen Punkt A in homogenen Koordinaten,
der auBerhalb der Einheitskugel 2% + x3 + 23 = 23 liegt, einen Punkt B auf der Polare 7(A), der
ebenso auflerhalb der Einheitskugel liegt. Der Punkt C' wird so gewahlt, dass er auf dem Schnitt
der Polaren von A und B liegt, aber auch auerhalb der Kugel.

Die Polaren 7(A), 7(B) und 7(C') schneiden einander nun genau in einem Punkt D: das homogene



Gleichungssystem

T1 0
ay a2 as ag

i) 0
bi bz by by =

T3 0
€1 C2 C3 (4

Ty 0

hat unendlich viele (einparametrige) Losungen, die Vielfache voneinander sind. Da mit homogenen

Koordinaten gearbeitet wird, ergibt das also genau einen Punkt D, der innerhalb der Kugel liegt.

11 + A% + A3T3 = A4T4 7T(A)
A= (a1,az,a3,a4) =

ai+a3+a3=al+1 A auflerhalb k

a1by + asby + asbs = asby B € 7T(A)
B = (b17b2;b35b4) = blml +b2$2+b3$3 :b4x4 7T(B)
b2 + b2 +03 =07+ 1 B auflerhalb k

aic1 + azsce + azcs = ageqy  C € w(A)
bici + bacs + byez = byc Cen(B
C = (e, carc5.04) = 11 + baca + bscs 4C4 (B)
c1x1 + cowe + czxz = cyxy  7(C)

A+B+ci=c2+1 C auBerhalb k

aidy + asds + azds = aqdy D € w(A)
bidi + bads + byds = bads D € 7(B)
c1dy + codo + c3ds = cydy D € 7(C)
A3 +d3+di=d3 -1 D innerhalb k

D — (d13d27d37d4) =

Mit diesen Gleichungen kann man nun analog dem Fall n = 3 nachrechnen, dass

al b1 C1 d1
az by ca d
az bz c3 d3

ag by cy dy
eine Lorentzmatrix ist.

Im Folgenden gelte fiir den R™ : n > 2.

Definition 4.3

Fiir z,y € R™ gilt: ,x ist kleiner oder gleich y* bzw. .y ist kausal durch x beeinflussbar®, also

2 <y genau dann wenn Q(z —y) < 0 und z,, < ys,.

Satz 4.1

Fiir alle a,b € R™, n > 2 gilt: (R™, +, <) ist eine geordnete abelsche Gruppe.



Beweis

Es wird gezeigt, dass

(i) Reflexivitit: a < a,

(ii) Identitdtsgesetz: a <bund b <a = a =1,
(iii) Transitivitit: a <bund b<c=a <c¢ und

(iv) Monotonie der Addition: a <b=a+c<b+c gelten.
zu (i) Z?:_ll(ai —a;)? —(a, —a,)?=0<0und a, < a,

au (i) S0 (@i —bi)2 = (an—b,)? = S0 (i —ai)® — (an —bn)? < 0 weil (a—b)? = a®—2ab+b? =
b2 —2ab + a? = (b — a)?, auBerdem a,, < b,, und b,, < a,,.

zu (iii) Es gelte

n—1

Z(ai - b2)2 - (an - bn)2 S 0 A Qg S bn
i=1

n—1

Z(bz - ci)2 - (bn - Cn)2 S O A bn S Cn

i=1

Daraus folgt sofort a,, < ¢,,. Aus diesen beiden Gleichungen folgt auch weiters

n—1
Z(ai - bz)2 < ‘an - bn| =by, —an
1=1
n—1
Z(bz - Ci)2 S ‘bn - Cnl = Cnp — bn
1=1

Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt nun im R"~! (man entferne einfach die
n-te Koordinate)

(a—c,a—c)=((a=b)+(b—c),(a=b)+(b-0c) < (Ja=b]+]|b—c|)?
Via—ca—c) <l|la+b|+b—c|

n—1

Z(ai_ci)QSbn_an+cn_bnzcn_an

zu (iv) Einerseits ist a,, < b, < apn + ¢ < by, + ¢, AuBerdem ist

n—1 n—1

Z ((ai +ci) — (bi + Ci))2 — ((an + ¢n) — (by + cn))2 = Z(ai —b;)* = (an — bp)* < 0.

i=1 i=1



ka<kb k>0
Fir a,b e R", k e R gilt: a < b= , wie man leicht erkennt:
kb<ka k<O

n—1

Q(ka — kb) = > (ka; — kb;)* — (ka, — kb,)* =

n—1
=k (az bz) - (an bn)2 = k? Q(a — b) <0

kan, <kb, k>0
kb, <ka, k<0

Definition 4.4

Eine bijektive Abbildung f : R™ — R™ heif3t
(i) Kausalautomorphismus, wenn a < b < f(a) < f(b)
(ii) Zeitumkehr, wenn a < b < f(b) < f(a).

Eine Lorentztransformation, die zugleich Kausalautomorphismus ist, wird auch ,,orthochrone

Lorentztransformation“ oder ,Lorentztransformation ohne Zeitumkehr* genannt.

Ohne Beweis folgt nun:

Satz 4.2

Es sei (l;;) eine Lorentzmatrix. Lorentztransformationen kénnen folgendermafien charakteri-

siert werden:

(1) Eine Lorentztransformation ist entweder orthochron oder eine Zeitumkehr.
(2) Eine Lorentztransformation ist Kausalautomorphismus genau dann, wenn l,,,, > 1

(3) Eine Lorentztransformation ist eine Zeitumkehr genau dann, wenn l,, < —1

Zusammenfassung

In der Physik werden vielfach lineare Abbildungen verwendet, um zwischen Bezugssyste-
men zu wechseln: Galileitransformationen in der klassischen Physik, Lorentztransforma-

tionen in der speziellen Relativitdtstheorie.

Mit dem Satz von Alexandrov (Satz 3.2) zeigt sich aber, dass es ausreicht vorauszusetzen,
dass bei einer Abbildung f Punkte mit Lorentz-Minkowski-Abstand Null wieder in eben-

solche iibergehen und man damit eine Lorentztransformation (bis auf einen Streckfaktor)

erhalt. Man muss also keine Linearitdt voraussetzen.




5. Laguerre-Geometrie

In diesem Abschnitt geht es um den R™, n > 2 versehen mit dem euklidischen Skalarprodukt und
dem euklidischen Abstand d(z,y) = ||z — y|| = /{(z —y,z — y) fiir x,y € R™. Die n-dimensionale
Laguerre-Geometrie A™ arbeitet mit den Begriffen Speer und Zykel, die im Folgenden definiert

werden.

Definition 5.1
Es seien m € R® und R > r > 0.
(i) K(m,r) :={z € R" | d(z,m) = r} heifit Hyperkugel mit Mittelpunkt m und Radius 7.
(i) K= (m,r) :={x € R" | d(x,m) < r} ist die innere Seite der Hyperkugel K (m,r).
(iii) K+ (m,r):={z € R" | d(z,m) > r} ist die &ulere Seite der Hyperkugel K (m, ).
Es seien a € R™ und a € R.
(iv) H(a,a) :={x € R" | (a,z) = a} ist eine Hyperebene.
(v) Hf(a,a) :={z € R" | (a,z) > a} ist die eine Seite der Hyperebene,

(vi) H (a,a) :={z € R" | (a,z) < o} ist die andere Seite der Hyperebene.

Die Definition der Hyperkugel (veranschaulicht in Abbildung 5.1) entspricht der Kreis- bzw. Ku-
gelgleichung aus der Schule, die der Hyperebene (veranschaulicht in Abbildung 5.2) entspricht der
wohlbekannten ,Normalvektorform* 7 - & = 7 - p’aus der Schul-Vektorrechnung, dementsprechend
ist a ein Normalvektor der Hyperebene: Seien x,y € H(a,a), d.h. {a,z) = a und (a,y) = «:

(a,z —y) = {a,z) — (a,y) =0, also a L x —y.

K~ (m,r)

K(m,r)

Abb. 5.1.: Eine Hyperkugel im R? und die dufiere bzw. innere Seite davon

Desweiteren gibt es fiir jeden Punkt p einen Projektionspunkt ¢ € H(a, «) von p lings a.



H(a,a) H"(a,q) H (a,a)

Abb. 5.2.: Eine Hyperebene im R? und die eine bzw. andere Seite davon

Es gilt also: p = ¢ + A - a. Seien nun a und « beliebig, aber fest gewahlt.

{p,a) —

P=a+Ap)-a= (pa) = {g.0) + Ap) - {o,0) & Alp) = =7

Nun ist erkennbar, dass H* (a, «) die Menge aller Punkte p ist, fir die A(p) > 0 ist, H™ (a, a) ist
die Menge aller Punkte p, fiir die A(p) < 0 ist.
Fiir den euklidischen Abstand von p zu ¢ gilt:
dp,a)* = —qp—a)={a+Ap)-a—q,q¢+Ap)-a—q)
= (A(p) - a,A(p) - @) = A(p)* - (a, )
also d(p, q) = |\(p)| - V/(a, a).

Ist a ein Einheitsvektor, so ist d(p, ¢) = |A\(p)| = (p,a) — a. Setzt man nun

, so ist in diesem Fall d,(p, q) = (p,a) — a.

) +dlp,qg) pe H"(a,0)
b = { ~d(p,q) peH (a.q)

Definition 5.2

(i) Das geordnete Paar S = (H,T) heifit Speer, wenn H eine Hyperebene des R™ und T

eine Seite dieser Hyperebene ist.

(ii) Das geordnete Paar z = (K, T) ist ein (Laguerre-) Zykel von A™, wenn K eine Hyper-
kugel und T eine Seite der Hyperkugel ist.

Definition 5.3
Ein Speer S beriihrt einen Zykel z genau dann, wenn
(i) der Punkt z € R™ auf der Tragerhyperebene H von S liegt.

(ii) fir den Zykel z = (K,Tx) und den Speer S = (H,Ty) gilt, dass H die Tangentialhy-
perebene von K ist und Tx C Ty oder Ty C Tk.

In Abbildung 5.3 sind zwei Félle dargestellt, in denen ein Speer und ein Zykel einander beriihren.



Ty C Tg T C Ty

Abb. 5.3.: Berithrung von Speer und Zykel

Man kann einen Zykel als eine Menge von Speeren auffassen (siehe Abbildung 5.4), und auch

umgekehrt einen Speer als eine Menge von Zykeln:

z={S| S beriithrt z} bzw. S ={z |z beriithrt S}

7

Abb. 5.4.: Zykel z als Menge von Speeren dargestellt
Definition 5.4
Es sei Z™ die Menge der Zykel von A™. Eine Laguerretransformation [ ist eine Bijektion
1:Z" = 2",

die Speere auf Speere abbildet.

Nachdem Zykel als Menge von Speeren aufgefasst werden kénnen bedeutet dies, dass Beriih-

rung von Speer S und Zykel z unter der Abbildung [ invariant ist.



5.1. Zyklographisches Modell

Definition 5.5

Die zyklographische Projektion m von A™ ist eine Bijektion:

7w 2" — RV
(2155 2n,0)T fir 2 = (21,...,2,)7 €R®
2= q (my,...,mp,+r)0 fir z = (K(m,r), KT (m,7))

(ma,...,mp,—r)T fiir 2= (K(m,r), K~ (m,7))

Betrachtet man die zyklographische Projektion 7 : Z? — R? und verbindet die dem Zykel z zu-
grunde liegende Hyperkugel mit dem Punkt 7(z), so erhédlt man einen Kegel, dessen Erzeugenden

einen Winkel von 45° mit der x;xs-Ebene einschliefen, wie in Abbildung 5.5 ersichtlich ist.

Definition 5.6

(i) Man nennt m(2) = (21,...,2n+1)? bzw. (20,21, -+, 2ns1)? mit 2o = 1 Zykelkoordinaten

von z.

(ii) Die Speerkoordinaten fiir den Speer S = (H(a, ), H"(a,)) werden angegeben mit

(—Oé, A1y ..., Qn, HQH)T

(iii) Die Speerkoordinaten fiir den Speer S = (H/(a,), H (a,)) werden angegeben mit

(-Oé, A1y ...,0n, _HaH)T

Die Speerkoordinaten sind homogene Koordinaten.

Xy

.
2 T (2,)

Abb. 5.5.: Zyklographische Projektion dreier Zykel z1, 29, 23



Satz 5.1

Es seien S ein Speer und z ein Zykel. Diese beriihren einander genau dann, wenn das eukli-

dische Skalarprodukt der Zykel- und Speerkoordinaten 0 ergibt:

n+1
S beriihrt z < (s,2) =0 < ZszzZ =0
i=0
Beweis
Der Speer wird durch die homogenen Speerkoordinaten (sg, $1, ..., Spt+1) = (=@, a1, ..., an, £||al|)
reprisentiert, wenn (a,z) = « die zugrundeliegende Hyperebene ist. Der Zykel wird durch

die Zykelkoordinaten (1, z1,...,z,+1) dargestellt, wobei m = (z1,...,2,) der Mittelpunkt und
Zn+41 = 7 ist.

Fall 1: Der Zykel z ist ein Punkt, also z,41 = 0.
n+1

Sberﬁhrtz<:>z€S<:>so+slzl+-~-+snzn:()<:>Zsl--zi:O
i=0

Fall 2: Es sei 2,11 > 0, also z = (K(m,r), KT (m,r)).
OB.dA.ist s,0.1=1=|lal]| =1= S = (H(a,—5s0), H" (a, —50))-

»,=" Berithren nun Speer und Zykel einander, so muss der Mittelpunkt des Zykels in
H~(a,—s0) liegen. Somit gilt nun weiters fiir den Bertihrpunkt n zwischen Speer und
Zykel:

do(m,n) = —r = —d(m,n) = —|{a,m) — a| = —|{a,m) + so| = {(a,m) + s

o 1
und somit ist Z;:o s; -2 = 0.

L, Aus Z?jol s; - z; = 0 folgt nun:

sot+{a,m)y+r= —r +r=0=me H (a,—s0) = Ty C Tk = S beriihrt z
=84 (m,n)
Fall 3: Es sei zp,41 < 0, also z = (K(m,r), K~ (m,r)). O.B.d.A sei s,,11 = 1.

»= Wenn Speer und Zykel einander beriihren, liegt in diesem Fall m in H*(a, —sg). Also
ist 6(m,n) = r, was in diesem Fall —z,; entspricht. Somit ist Z?:Jrol 8; -2z =0.

»<= Aus Z?:Ol s; -z = 0 folgt r = (a,m) + sop = d4(m, n). Dies wiederum bedeutet, dass

S und z einander bertihren.



dass die Menge der Zykel z = (1, 2y, ..

Definition 5.7

Gegeben seien zwei Hyperebenen H(a,a) und H (b, ) des R*+1.

(i) Der Winkel zwischen diesen beiden Hyperebenen ist der kleinste nichtnegative Winkel

o, fiir den gilt:

@b
05(0) = 1ol

(ii) Eine 45°-Hyperebene H (a, o) schlieBt mit der Ebene z,11 = 0 einen Winkel von 45° ein.

Satz 5.2
Die Hyperebene

n+1
ap + Zai-aji =0
i=1

ist die Gleichung einer 45°-Hyperebene, genau dann wenn
n
2 2
Apy1 = Z a;
i=1

Beweis

Fir die Ebene 2,41 = 0 ist der Normalvektor der Hyperebene gegeben durch (0, ...

O e 0D ]
V2 fal Jal

& flal? =2-a2,,

n
2_ 2
At E a; = Upy1
i=1

cos(45°) =

,0, 1)

Anders ausgedriickt: Ist a der Normalvektor der Hyperebene H, so ist diese Hyperebene genau
dann eine 45°-Hyperebene, wenn Q(a) = 0. Aus Satz 5.1 und Satz 5.2 kann nun gefolgert werden,

-y Zn+1)T die einen gegebenen Speer S beriihren durch

die Hyperebene so + Z?:Jrll s; - z; = 0 gegeben ist, was wegen s,4+1 = |la|| einer 45°-Hyperebene

Hyperebene liegt.

B Die Punkte des R™*! sind die Zykel von A™.

m Die 45°-Hyperebenen des R**! sind die Speere von A™.

entspricht. Insbesondere bedeutet dies, dass wenn der Speer S den Zykel z beriihrt, z in der 45°-

Zusammengefasst kann das ,,zyklographische Modell* der Laguerre-Geometrie A™ beschrieben wer-
den durch:



Definition 5.8

(i) Fiir zwei Zykel ,y von A™ mit 2 = (1, 21,...,7ne1)7, v = (Ly1, -+, Yns1)? heifit
Q(z — y) auch Potenz der Zykel.

(ii) Zwei Zykel von A™ beriihren einander genau dann, wenn sie identisch sind (x = y) oder

wenn es genau einen Speer S gibt, der  und y beriihrt.

Die Bertihrung zweier Zykel ist in Abbildung 5.6 dargestellt.

Satz 5.3
Fiir die Potenz zweier gegebener Zykel x,y von A™ gilt:

(1) Die Potenz der beiden Zykel ist nicht negativ genau dann, wenn es einen Speer gibt,
der beide Zykel beriihrt.

(2) Die Potenz der beiden Zykel ist Null genau dann, wenn es genau einen Speer gibt, der
beide Zykel beriihrt.

(3) Die Potenz der beiden Zykel ist negativ genau dann, wenn es keinen Speer gibt, der
beide Zykel beriihrt.

Beweis

(1) ,=* Es sei Q(z —y) > 0. Unter der Annahme, dass x; = y; Vi € {1,...,n} folgt daraus:
Qx —y) = —(Tpi1 — Yns1)? > 0, also (Tpi1 — Yns1)? < 0 und dementsprechend
Tpt1 = Ynt1- Es ist unter dieser Annahme also x = y.
Seinun a:= (z1—y1,...,Tn—yn)T # (0,...,0)T. Sei b € R™ so gewiihlt, dass ||b|| = 1
und (a,b) = 0 gilt. Weiters definiert man eine Linearkombination s = (sy,...,s,)7

von a und b und ein sq:

5= ! (||a|| V@ —y) b= (Tpgt1 — Ynt1) - a) (5.1)

(a,a)

n
Sp = — Z 8i T — Tyt (5.2)
i=1
Es gilt nun mit r := xp 41 — Ynt1:

(5.5) = sz - (loll- V@G =3)-b=r-aflall - VQE=9) b1 -a)

= g (lall? - QG —y) - (0.8) 2 lal - VQTr ) -7 {a.b) 417 - (a.0))
—~— ~—~—

(a,a)?

=1 =0

_ il — Yng1)? IR 1
_ Q= y) + (@nir — )’ _ 72 (wi—y)" = o llal® =1

(a,a) (a,a) 2

Weiters kann man unter Beachtung von (a,b) = 0 berechnen:

. (xn-‘rl - yn+1) ' <CL, a’> = _(xn+1 - yn-i-l)'



Somit beriihrt der Speer S = (sg, S1, ..., Sn, 1) sowohl den Zykel z als auch y:

n+1 n
S beriihrt z < Z S;-x; = So+ Z Si Ti + Sn+1Tn+1
i=0 i=1
= stiozifxn+1+Zsi~xi+l~xn+1:()
i=1 i=1
,<*“ Nach Voraussetzung existiert ein Speer S mit (sg,s1,...,5,,1)7, der sowohl den

Zykel x als auch y beriihrt:

S beriihrt x <sp + Z Si Ti+ Tpt1 =0 (5.3)
i=1
S bertihrt y <s¢ + Z Si Yi +Ynt1 =0 (5.4)
i=1
S
i=1

Subtraktion der ersten beiden Zeilen und anschlieflendes Quadrieren ergibt mit Cauchy-

Schwarz:

n

(Tn+1 = Ynt1)” = (Zé’z (s — yi))2 < Zsf : Z(ﬂﬁi —y;)? (5.5)

i=1
=1

Somit erhalt man

n

Qw—y) =Y (2 —4:)° = (Tns1 —yn1)* > Z(%‘ —yi)® - Z(fﬂi ~y:)° =0

i=1

(2) ,=* Aus Q(z—y) = 0 folgt mit dem 1. Fall, dass ein Speer S = (sq, $1, - - -, Sn, 1) existiert,
der z und y beriihrt. Daraus folgt nun Y7, (z;—y;)* = (¥n+1—Yn+1)>. Dies bedeutet,
dass in (5.5) Gleichheit herrscht, also s := (s1,...,5,)T und (z1 —y1,..., 2 — yn)T
linear abhéingig sind: (21 —y1,...,Tn—yn) =X-s Sz =y; +X-s; Vi€ {1,...,n}.

Einsetzen in Gleichung (5.3) ergibt:

So-i-Zsi-()\si—l—yi)—l—an =0

i=1
N NCE)
so—l—)\-Zsi—l—Zsi-yi—i—an—O{:)
i=1 i=1
——

=1
S0+ A+ (_y7L+1 - 50) +2p11=0%& A= Yn+1 — Tn41
Damit ist der Speer S eindeutig bestimmt.

,<=“ Fir z =y ist Q(x —y) = 0 offensichtlich. Sei nun x # y: Es existiert genau ein Speer,

der sowohl z als auch y bertihrt. Ersetzt man nun in (5.1) b durch —b, so muss es sich



also noch immer um denselben Speer handeln. Gleichung (5.1) umgeformt ergibt nun

(@,a) - s +a-(Tnt2 = yny1) = b [lafl - VQ(z —y) und

(a,a) - s+ a-(Tny2 = yny1) = =b-[lall - VQ(z —y)
Also muss Q(z —y) = 0 gelten.

(3) Dieser Fall begriindet sich leicht mit Fall 1: (A < B) < (-A < —B).

zwei einander berithrende Zykel die Zykel beriihren einander nicht

Abb. 5.6.: Links: einander berithrende Zykel mit genau einem gemeinsamen, beriihrenden Speer.
Rechts: Die zugrunde liegenden Kreise beriihren einander, die Zykel aber nicht.

Beriihren zwei Zykel x und y einander, so ist dies dquivalent dazu, dass auch ihre Bilder unter
einer Laguerretransformation f einander beriihren. Denn nach Definition 5.8 gibt es dann genau
einen Speer S der beide Zykel beriihrt und wegen Definition 5.4 bleibt die Beriihrrelation unter

einer Laguerretransformation erhalten.

5.2. Fundamentalsatz der Laguerre-Geometrie

Der Fundamentalsatz der Laguerre-Geometrie, der alle Laguerretransformationen von A™ angibt,
kann auf den Satz von Alexandrov zuriickgefiihrt werden.
Satz 5.4: Der Fundamentalsatz der Laguerre-Geometrie

Es seien a € R**!, L € RHDx(+1) L c R, 0.B.d.A gelte k > 0, und die Abbildung f habe

die Form
flx)=k-L-z+a

Die Abbildung f ist eine Laguerretransformation von A™ in den Zykelkoordinaten x =
(1,21,...,2,41)7 genau dann, wenn LY ML = M mit M = diag(1,...,1,—1).

Beweis

Fiir den R™ bzw. A"~ ! mit n > 3 gilt:



Unter einer Laguerretransformation f bleibt die Beriihrung zweier Zykel erhalten. Dies ist mit
Satz 5.3 gleichwertig damit, dass die Potenz der Zykel und die Potenz der Bildzykel jeweils Null

ist. Somit ist f mit Definition 3.1 eine Null-Isometrie.

Es sind die Voraussetzungen fiir den Satz von Alexandrov erfiillt und es gilt: g(z) = f(z) — f(0)
ist linear und IA € R\ {0} : Q(9(z)) = A~ Q(=).

Die Abbildung f ist eine Affinitit und nun auch eine Q-Ahnlichkeit. Es ist nun mit g(z) = A-x
und mit A =%k - L:

AT Mz =X-Q(z) = Q(g9(z)) = (Az)T - M - (Ax) =27 - ATMA -z

Es muss also A = k2 und M = LT ML gelten.

Es sei nun & > 0 und LY ML = M. Beriihren zwei Zykel x und y einander, so gilt Q(z —y) = 0.
Berechnung von Q(f(z) — f(y)) liefert:

Q(kLx — kLy) = (kLx — kLy)" M (kLxz — kLy)
=k (z—y)"L"ML(z - y)
=k (z—y) M@ —y) =0

Somit bertihren einander auch die Zykel f(z) und f(y) und f ist Laguerretransformation.

Satz 5.5

Fiir die Laguerretransformation f und alle Zykel x,y gilt:

Qz—y) =k -Q(f(x) — f(y))

Beweis

Nach dem was bisher gezeigt wurde gilt, dass nur einander beriihrende Zykel auf einander
beriihrende Zykel abgebildet werden. Somit ist Satz 3.1 anwendbar und daraus folgt unmittelbar
die Behauptung mit \ = k2.

Definition 5.9

Eine Laguerrespiegelung [ an der Hyperebene H mit H := {x € R"*! | u e z = ug}, wobei
up € R beliebig aber fest und u € R"™! mit Q(u) # 0 sind, ist im zyklographischen Modell
definiert durch

Uy — U

l(z)=xz+2 U

ueu



Die Spiegelung [ ist eine Involution:

lol=idsl(x)=y AN l(y)==:
ueu
uewu

Uy —uex
—gpqp. 0 TUT
ueu

Uy — U
ueu

Uy — UL
ue U

Uy —UST
ueu

=X

u—+2-

u—+2-

u—+2-

up —u e (x4 2. ST L qy)
“u
ueUu
Up —uex — 2. LT .y ey
‘u
ueu

Ug—Uuexr—2-uy+2-uex
U

ueu

—Ugt+uex

ueu

Der quadratische Abstand zwischen zwei Punkten p und ¢ und den Bildpunkten {(p) und I(q) bleibt

bei einer Laguerrespiegelung erhalten: Q(p — ¢) = Q(L(p) — (q)):

Kw44M):p+2~ﬂi¥g£.uqug.ﬂi¥gﬂ,
=p—q+2~w.u
=p—q—2~u2§izxu
Qaw)iuﬂ):(p7q72'23%5;Q"0'(p*q*2'g%%i¥Q*Q
=P-qel-9
=Q(—q)

Die Laguerrespiegelung ist also eine Laguerretransformation der Form f(xz) = L -z + a.



Teil 111.

Anwendungen



Im dritten und letzten Teil der Diplomarbeit geht es nun darum darzulegen, wo man die bisher

gewonnenen Erkenntnisse anwenden kann.

Kapitel 6 widmet sich einer geometrischen Anwendung: der Losung des Apollonischen Kreispro-
blems (vgl. [7, S. 154] oder [8, S. 48]). In der Diplomarbeit werden allerdings zwei génzlich andere
Methoden als in dieser Literatur angegeben vorgestellt. Zuerst wird eine algebraische Losung er-
klart, die man sehr einfach mit Schulwissen herleiten und auch nachvollziehen kann. Die zweite
Methode (nach [9, S. 204]) verwendet die in Kapitel 5 vorgestellte Laguerre-Geometrie, genauer
gesagt die zyklographische Projektion und die Laguerrespiegelung. Die Vorgehensweise wird von

vielen Abbildungen begleitet.

Zwei der Dateien, die im Rahmen der Ausarbeitung des Kapitels zur Losung des Apollonischen
Kreisproblems erstellt wurden, wurden unter www.geogebra.org als Aktivitit angelegt und sind

unter den folgenden Links zu finden:

Die unter https://www.geogebra.org/m/upkgf79d zu findende Datei wurde mit der algebraischen

Losung erstellt.

In der unter https://www.geogebra.org/m/qnqzwnpv zu findenden Datei wurde das Problem

laguerregeometrisch gelost.

Kapitel 7 beschéftigt sich mit der speziellen Relativitatstheorie, genauer gesagt mit der Veranschau-
lichung ebendieser in Minkowski-Diagrammen. Eine Einfiihrung in die spezielle Relativitatstheorie
erhalt man in [10]. Die Theorie selbst wird nur kurz gestreift. Der Fokus liegt auf der Darstellung
von Weltlinien und dem relativistischen Effekt ,Zeitdilatation® im Minkowski-Diagramm. Dazu
wurden einerseits fiir das Unterkapitel 7.1 wieder [6, S. 222 — 231], aber auch die Originalarbeiten
von Einstein (in [11]) und Minkowski (in [12]) verwendet, andererseits wurden fiir Unterkapitel 7.2
[13, S. 523 — 539], [14, S. 5 — 35, 103 — 113] und [15, S. 867 — 875] verwendet.


www.geogebra.org
https://www.geogebra.org/m/upkgf79d
https://www.geogebra.org/m/qnqzwnpv

6. Das Apollonische Kreisproblem

Eine Aufgabenstellung von Apollonius von Perga (ungefihr 200 v.Chr.) lautet: Finde einen Kreis,

der drei gegebene Kreise beriihrt.

Fiir dieses Problem gibt es unmdogliche Situationen (z.B. die Kreise sind konzentrisch mit paarweise
verschiedenen Radien), aber auch spezielle Situationen (die Mittelpunkte der gegebenen Kreise sind
kollinear und alle drei Radien sind gleich grof). Im Allgemeinen gibt es jedoch 8 Losungen, die in
Abbildung 6.1 dargestellt sind:

B der Losungskreis beriihrt die gegebenen Kreise von aufien
B der Losungskreis beriihrt die gegebenen Kreise von innen

B der Losungskreis beriihrt zwei der gegebenen Kreise von auflen und den dritten von innen
(drei Moglichkeiten)

B der Losungskreis beriihrt zwei der gegebenen Kreise von auflen und den dritten von innen
(drei Moglichkeiten)

In der erwahnten Abbildung sind die gegebenen Kreise durchgezogen samt ihrer Mittelpunkte
dargestellt. Die Losungskreise, die strichpunktiert dargestellt sind, sind jene Losungskreise, die die
gegebenen Kreise nur von auflen bzw. nur von innen beriihren. Punktiert dargestellt sind jene drei
Moglichkeiten von Losungskreisen, die zwei der gegebenen Kreise von auflen und einen von innen
berithren. Strichliert dargestellt sind jene drei Moglichkeiten, die zwei der gegebenen Kreise von

innen und einen von auflen beriihren.

Klassisch formuliert ist das Apollonische Kreisproblem mit Lineal und Zirkel zu 16sen, in der Lite-
ratur findet man unzéhlige Losungsmoglichkeiten, etwa durch Inversion. In dieser Arbeit werden

ein algebraisches Losungsverfahren und eine laguerregeometrische Methode vorgestellt.

6.1. Algebraische Losung

Aus der Schulmathematik ist die Gleichung eines Kreises mit dem Mittelpunkt M (mq,ms) und

dem Radius r bekannt:

(x1 —m1)? + (x2 — mo)? = rZ
Hier sind mit (z1,x2) alle Punkte gemeint, die von M den Abstand r haben, die also auf der
Kreislinie liegen. Nun tiberlegt man sich Bedingungen die fiir den Mittelpunkt M (x,y) eines
Losungskreises gelten miissen — abhéngig davon, ob zwei Kreise einander von auflen oder von
innen beriithren. In Abbildung 6.2 sind die beiden Félle dargestellt:



Abb. 6.1.: Das Apollonische Kreisproblem mit 8 Losungen.

B Beriithren einander ein gegebener Kreis und der Losungskreis von auflen, so ist der Abstand
des Mittelpunktes M; des gegebenen Kreises k;,i € {1,2,3}, vom Mittelpunkt des Losungs-
kreises M genau die Summe der Radien des gegebenen Kreises und des Losungskreises. Es

ergibt sich also der Satz des Pythagoras zu

(x—mi)* + (y —mi2)® = (rp + 1)

B Beriihren einander nun ein gegebener Kreis und der Losungskreis von innen, so entspricht die
Differenz der Radien dem Abstand der Mittelpunkte. Hierbei ist es egal ob der Losungskreis
oder der gegebene Kreis der innere Kreis ist, denn im Satz des Pythagoras

(x—mi)* + (y —mi2)® = (rp —ry)?

wird das Quadrat der Abstdnde und somit auch das Quadrat der Differenz der Radien ver-

wendet.

Je nach Beriihrungsfall erhalt man nun das folgende Gleichungssystem in den Unbekannten z, y, 7,



(. —min)® + (y — mi2)® = (rp +1:)° (—mi1)*+ (y —mi2)® = (rp —ry)?

Abb. 6.2.: Zwei einander von auflen (links) bzw. zwei einander von innen (rechts) beriithrende
Kreise

wobei fur ¢ € {1,2,3} gilt:
(x — m1,1)2 +(y— m1,2)2 =(rp+ 61 '7“1)2

(x —mao1)? + (y — ma2)? = (rp + 6g - 72)?

(1‘ - m3,1)2 + (y — m372)2 = (T’L + 03 -’1“3)2

. +1 Beriihrung von auflen
mit §; =
—1 Berithrung von innen

6.2. Loésung mittels Laguerrespiegelung

Das Apollonische Kreisproblem ist fiir Kreise definiert und kann bis zu 8 Losungskreise besitzen.
Weist man den drei gegebenen Kreisen nun eine Orientierung zu, kann es bis zu 16 orientierte
Losungskreise geben, da jeder unorientierte Kreis auf zwei Arten orientiert werden kann. Eine

Ubersicht iiber die Orientierungsmoglichkeiten liefert Tabelle 6.1.

A:

Abb. 6.3.: Drei in der xy-Ebene gegebene, unorientierte Kreise



Orientierung
B |+ |+ ||+ —=|—-]+]|-
ko | + |+ |+ || —|+]|—-|-
ks |+ | — |+ |+ |+ | -] —-]—

Tab. 6.1.: Orientierungsmoglichkeiten der gegebenen Kreise

Gegeben seien nun also drei Kreise im R? (Abbildung 6.3), denen eine Orientierung zugewiesen

wird und die durch die zyklographische Projektion 7 in Punkte des R3 abgebildet werden:

kv (My(maa,ma2),m1) = Pi(mai,ma 2, £r1)
kz(MQ(m2,1,m2,2), T2) = P2(m2,1,m2,2, :|:7“2)

ks(Ms(ms,1,ms,2),13) — Ps(mg 1, ms32,+r3)

Dabei ist das Vorzeichen der z-Koordinate von P;, i € {1,2,3}, abhéngig von der zuvor zugeteilten
Orientierung. Diese drei Punkte spannen im Allgemeinen eine Ebene e auf mit euklidischem Nor-
malvektor n bzw. pseudoeuklidischem Normalvektor u; = M - n. Dargestellt ist dies in Abbildung
6.4, wobei die Ansicht so gedreht wurde, dass die Ebene e projizierend erscheint. Diese Ebene kann
flach, isotrop oder steil sein. Der im Folgenden beschriebene Losungsweg kann nur im Fall einer

flachen Ebene e durchgefithrt werden.

4

z

Abb. 6.4.: oben: Zyklographische Projektion 7 mit 2 verschiedenen Orientierungen von Kreis k3;
unten: Ebene e, die von den Punkten P;, P, und P3 aufgespannt wird.

Der gesuchte Losungszykel beriihrt jeden der gegebenen Zykel, was wiederum bedeutet, dass es

zwischen dem Losungszykel und jedem einzelnen gegebenen Zykel genau einen gemeinsamen Speer



gibt. Dieser entspricht einer 45°-Hyperebene, in der jeweils der Punkt P; enthalten ist. Da Zykel als
Speermenge aufgefasst werden kénnen, hiillen diese drei Hyperebenen den gesuchten Losungszykel

ein.

Mit einer Laguerrespiegelung | an der Winkelsymmetralebene w zwischen der Ebene e und der
xy-Ebene werden die Punkte P; auf Punkte @; in die xy-Ebene abgebildet, i € {1,2, 3}. Die Ebene

w erhalt man durch

=Uu

IS
!
=
SIS
~
S
b

wobei A ein Schnittpunkt der Schnittgerade von e mit der zy-Ebene ist und u die Summe des
pseudoeuklidischen Normalvektors u; der Ebene e und des Normalvektors us der zy-Ebene ist.

Dabei ist zu beachten, dass us dieselbe quadratische Lénge aufweisen muss wie uy, beispielsweise

<

()

I
= o O

Da [ eine Laguerretransformation ist, bleibt die Beriihrung der Zykel erhalten. Man kann nun also
in der zy-Ebene das Problem 1ésen: Die Punkte Q; liegen auf einem Kreis k, im R?, dem gesuchten

Losungszykel. 7(k,) hat zwei Losungen, da der Kreis k, zwei Orientierungen aufweisen kann.

Das Zuriickspiegeln von 7 (k,), I(m(kq)) ergibt zwei Punkte im R3, die die Spitzen von Kegeln sind,
deren Basiskreise 71 (l(w(kq))> in der xy-Ebene liegen. Die Basiskreise sind zwei der gesuchten
Losungskreise. Die iibrigen Losungskreise erhélt man durch Variation der Orientierung der drei
gegebenen Kreise. Somit kénnen sich 16 orientierte Losungen, also 8 verschiedene, nicht orientierte
Losungskreise ergeben. Das Vorgehen ist in den Abbildungen 6.5 und 6.6 dargestellt.
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Abb. 6.5.: oben links: Spiegelung der Punkte F; an der Ebene w, oben rechts: Kreis k, durch die
Punkte Q;, unten links: m(k,) = T;, unten rechts: I(m(kq)) = S;
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Abb. 6.6.: oben links: 77! <l (W(kq))) = N;, oben rechts: P; liegen auf dem Mantel der Losungs-

kegel, unten: Losungskreise



7. Spezielle Relativitatstheorie

7.1. Grundlagen

Im Jahr 1905 verdffentlichte Albert Einstein ,,Zur Elektrodynamik bewegter Korper (vgl. [11]),
worin er die Relativitdtstheorie (spiter dann spezielle Relativitdtstheorie genannt) vorstellt und
eine neue Vorstellung von ,,Zeit* einfithrt. Einem ruhenden Punkt kann man kartesische Koordi-
naten zuweisen, Bewegungen eines Punktes werden dargestellt durch zeitabhidngige Koordinaten-
funktionen. Doch hierbei miisse man sich, laut Einstein, erst einmal fragen, was denn mit ,,Zeit®
iiberhaupt gemeint sei. Eigentlich meint man damit immer , gleichzeitige Ereignisse“. ,Ein Zug
kommt um 7 Uhr an“ bedeutet ,,Der kleine Zeiger der Uhr zeigt auf 7 und die Ankunft des Zuges

sind gleichzeitige Ereignisse“, so Einstein.

,Zeit“ wird nach Einstein nun so definiert: Im Punkt A des Raumes gibt es eine Uhr, mit der ein
sich in A befindender Beobachter die Ereignisse in der unmittelbaren Umgebung von A zeitlich
werten kann, ebenso gibt es dies fiir den im Raum befindlichen Punkt B fiir einen Beobachter dort;
man kann also eine A-Zeit und eine B-Zeit ermitteln. Die ,,Zeit*, die das Licht benétigt um von A

nach B zu gelangen entspricht der ,,Zeit“, die das Licht bendtigt um von B nach A zu gelangen.

Dem Begriff der Gleichzeitigkeit darf man jedoch keine absolute Bedeutung beimessen: Zwei Er-
eignisse, die von einem Koordinatensystem aus gesehen gleichzeitig stattfinden, finden von einem

relativ dazu bewegten Koordinatensystem aus gesehen nicht mehr gleichzeitig statt .
Fiir seine weiteren relativistischen Uberlegungen formuliert Einstein nun zwei Postulate:
B In allen Inertialsystemen gelten dieselben physikalischen Gesetze.

B Jeder Lichtstrahl bewegt sich im ,ruhenden“ Koordinatensystem mit der Geschwindigkeit
¢ unabhéingig davon, ob der Lichtstrahl von einem ruhenden oder einem bewegten Korper

emittiert wird.

Im Jahr 1908 hielt Hermann Minkowski einen Vortrag iiber ,Raum und Zeit“ (vgl. [12]). Einen
Raumpunkt (z,y,2) zu einem Zeitpunkt ¢ nennt Minkowski einen ,Weltpunkt® (z,y, z,t). Die

»Weltlinie* ist der zeitliche Verlauf dieses Raumpunktes. Es gilt nun:

B Die Weltlinie eines gleichférmig bewegten Punktes ist eine (zur Zeitachse) geneigte Gerade.
Nach Wahl eines Koordinatensystems gibt es einen zufillig ausgewédhlten ruhenden Punkt,

dessen Weltlinie eine zur Zeitachse parallele Gerade ist.
B Die Weltlinie eines ungleichférmig bewegten Punktes ist eine gekriimmte Weltlinie.

Minkowski macht einen beliebigen Weltpunkt O zum Raum-Zeit-Nullpunkt und sieht ihn als Spitze
des Kegels 22 + y2 + 22 — (ct)? = 0 an. Dieser Kegel besteht aus zwei Teilen:



B Der Vorkegel von O, mit den Werten ¢ < 0, besteht aus allen Weltpunkten, die ,,Licht nach

O senden*.

B Der Nachkegel von O, mit den Werten ¢ > 0, besteht aus allen Weltpunkten, die ,,Licht von

O empfangen*.
Minkowski unterscheidet verschiedene Arten von Vektoren (vgl. Seite 8):
B Zeitartige Vektoren sind die steilen Vektoren: Q(a) < 0.
B Raumartige Vektoren sind die flachen Vektoren: Q(a) > 0.
m Lichtartige Vektoren sind die isotropen Vektoren: Q(a) = 0.

Diese Begriffe sind in Abbildung 7.1 veranschaulicht.

zeitartiger

Vektor

_-¥] raumartiger
-
[~ Vektor

Abb. 7.1.: Neu eingefithrte Begriffe von Minkowski

Die Zeitachse (bzw. Weltlinie) kann zu jedem zeitartigen Vektor parallel verlaufen.

Minkowski definiert fiir zeitartige Vektoren die Eigenzeit 7, die entlang einer Weltlinie C'(¢) gemes-

T = /tz \/ —C(t) @ C(t)dt

Im Fall einer geradlinigen Weltlinie zwischen zwei Punkten P; und P» wird dies zu

sen wird:

T=-Q(P—P)

Somit erkennt man nun einerseits, dass nur steile Geraden (vgl. Seite 8) als Weltlinien in Frage
kommen. Andererseits sieht man auch, dass es Ereignisse gibt, zwischen denen keine Eigenzeit
vergeht: fiir zwei Ereignisse P; und P, mit Q(Py — P;) = 0 interpretiert man die geradlinige

Lebenslinie zwischen diesen Ereignissen als jene von Photonen.

Zusammengefasst kann nun, mit der Terminologie von Kapitel 4 fiir den Minkowski-Raum gesagt

werden:



Definition 7.1

Es sei a € R%.
(i) K(a):={r € R* | Q(z — a) = 0} ist der Lichtkegel mit Spitze a.
(i) Z(a):={z € R* | a < x} ist die Zukunft von a.

(ili) V(a) := {z € R* | z < a} ist die Vergangenheit von a.

Abbildung 7.2 veranschaulicht diese Definition.

Definition 7.2
(i) Eine Gerade g wird Lichtgerade genannt, wenn sie vollstdndig auf einem Lichtkegel liegt.
(ii) Eine Gerade g heifit zeitartig, wenn sie Punkte a,b enthéilt mit @ < b und a # b.
(iii) Eine Gerade g heifit raumartig, wenn sie nicht Lichtgerade oder zeitartig ist.

(iv) Eine Hyperebene wird Lichthyperebene genannt, wenn sie eine Tangentialhyperebene

an einen Lichtkegel ist.

Ty

Abb. 7.2.: Zukunft und Vergangenheit von a

Satz 7.1

Die Gerade X = p + A - g mit einem vom Nullvektor verschiedenen Richtungsvektor g ist

genau dann Lichtgerade des Lichtkegels K(a), wenn Q(¢g) =0und IpeR:p—a=pu-g.



Beweis

»=" Es gelte X C K(a) und z € X.

0=Qz—a)=Q(p+A-g—a)=Q(\-g+(p—a))
=(Agt@-a) - M-(\-g+(p—a)
=X g"Mg+2)-g"M@p—a)+(p—a)'Mp—a) YVIER

Also gilt dies auch fiir A € {0,1,2}:

A=0: 0=(p—a)"M(p—a)

A=1: 0=¢"Mg+2-¢"M(p—a)=g"Mg=—-2-g"M(p—a)

A=2: 0=4-¢"Mg+4-¢"M(p—a)=g"Mg=—-g"M(p—a)
=¢"'Mg=g"M(p—a)=0

Mit g4 # 0 folgt nun weiters:

a4 — P4
0=Q(pp+——-9g—a)
iz
i ay —p 2 ag —p 2
4 — D4 4 — D4
:Z(pi_ai“v‘i'gi) — (pa+ - g1 — ag)
— 94
i=1
> a4 —p 2
4 —Pa
= (pi—ait - 9:)
i=1 94
au —
g+ TP 0 fiwie {1,2,3)
94
aqg —p
=>ai—pi=u'!]i
94
u —
=a—-p=U-g mitpzzlip4
94

o= Esist X =a+ A-g mit Q(g9) =0 fir z € X:
0=Qx—a)=Q\-9) =X -Q(g)=X*-0=0 YAER

Also liegen alle Punkte von X auf dem Lichtkegel K (a).

Wie eingangs in diesem Kapitel erwédhnt geht es in der speziellen Relativitdtstheorie um relativ
zueinander bewegte Inertialsysteme, also im Wesentlichen Koordinatensysteme. Somit ist ein Ko-
ordinatensystem immer mit einem Beobachter verkniipft; ein rechtwinkeliges Koordinatensystem
wird vom ruhenden Beobachter mit der Weltlinie C(t) = (0,0,0,t)T definiert. Der Wechsel von
einem Beobachter zu einem anderen, also der Wechsel von einem Koordinatensystem in ein ande-
res entspricht daher einer Koordinatentransformation. Bei dieser Transformation soll die Eigenzeit
eines Teilchens léngs seiner Weltlinie erhalten bleiben. Auflerdem muss die Konstanz der Lichtge-

schwindigkeit, die Einstein voraussetzt, ebenfalls erhalten bleiben.



Zusammenfassung

Aus dem Satz von Alexandrov (Satz 3.2) folgt nun, dass die gesuchten Koordinatentrans-
formationen genau die Lorentztransformationen sind: Ereignisse, die durch die Lebenslinie
eines Photons verbunden sind, miissen dies auch nach der Transformation sein. Die gesuch-
te Transformation muss also eine Null-Isometrie sein. Somit kann der Satz von Alexandrov
angewendet werden, aus dem direkt folgt, dass es sich nur um die Lorentztransformationen

handeln kann.

Die Gruppe der Lorentztransformationen erhélt den Lorentz-Minkowski-Abstand (bzw.
quadratischen Abstand) zweier Punkte und somit auch die Eigenzeit. Die orthochronen
Lorentztransformationen erhalten zusitzlich die Kausalitdt (vgl. Definition 4.3 und Defi-
nition 4.4).

7.2. Relativistische Effekte im Minkowski-Diagramm

Die relativistische Zeitdilatation kann mit Hilfe eines Minkowski-Diagramms dargestellt und erklért
werden (Abbildung 7.3). Hierbei bezeichnet ¢ die Zeitachse eines ausgewiesenen Ruhebeobachters
P, t' und t” seien die Lebenslinien zweier relativ dazu gleichférmig bewegter Teilchen P’ und P”.
Die Zeitachsen werden durch Hyperbeln der Form 22 — (ct)? = —k? mit k € N skaliert (unter
Beachtung von ¢ = 1). Teilchen P’ sendet nun, aus seiner Sicht mit einer Eigenzeit von At = 1,
zwei Lichtsignale zu P”. Der zeitliche Unterschied der beiden Ereignisse gemessen in der Eigenzeit
von P’ ist, wie im Diagramm ersichtlich (roter Vektor auf ¢”-Achse), groer als 1. Auch umgekehrt
gilt nun: Sendet P” zwei Lichtsignale mit At” = 1 zu P’, so ist die dort gemessene Eigenzeit der

Empfangsereignisse grofer als 1 (roter Vektor auf ¢'-Achse).

Der Lichtsignalempfanger misst eine groflere Eigenzeit zwischen den Empfangsereignissen als der
Lichtsignalsender gemessen hat, unabhéngig davon, ob P’ oder P” Sender bzw. Empfanger ist. Die
vergroerte Eigenzeit ist in beiden Féallen (verglichen von P’ zu P” und von P” zu P’) gleich: Der
Wechsel von einem Koordinatensystem in ein zweites, dazu relativ bewegtes Koordinatensystem
ist eine Lorentztransformation, deren Invarianz der Eigenzeit klar ist wegen der Invarianz des
pseudoeuklidischen Skalarprodukts bei einer solchen Transformation. Dass es sich tatsdchlich um
eine Lorentztransformation handelt, sieht man so: Es gibt eine Laguerre-Spiegelung (vgl. Definition
5.9), die die beiden Lebenslinien vertauscht. Wegen Satz 5.5 und dem letzten Satz auf Seite 38
ist die Spiegelung eine Lorentztransformation. Mit Definition 4.1(ii) folgt auch, dass lichtartige

Geraden in ebensolche iibergefiithrt werden.

In [16] wird auf Seite 140 folgende Aufgabe gestellt:

Der néchste Fixstern ist Alpha-Centauri am stidlichen Sternenhimmel. Seine Entfernung betrigt
4,5 Lichtjahre.

a) Wie lange briuchte ein Raumschiff, um zum Stern und wieder zur Erde zu gelangen, wenn

seine Geschwindigkeit v = 0,5 - ¢ betragt?

b) Wie lange wiirde der Flug fiir die Astronauten an Bord des Raumschiffs dauern?




Abb. 7.3.: Zeitdilatation im Minkowski-Diagramm

Das Beispiel wird nun mit Hilfe eines Minkowski-Diagramms gelost, das so skaliert ist, dass ¢ = 1
gilt. In einem ersten Schritt wird der relativistische Faktor + aus einem Minkowski-Diagramm
abgeleitet; der Vorgang wird in Abbildung 7.4 illustriert:

& -
Ey=(0,0)

Abb. 7.4.: Ermittlung des y-Faktors
O sei ein Teilchen in Ruhe, P sei ein Teilchen, das sich entlang der Lebenslinie C(s) = (v-s,0,0,s)”
bewegt. Hierbei ist, wie sich spéter herausstellen wird, v die Geschwindigkeit des Teilchens gegen-

iiber dem Ruheteilchen O. Da diese Bewegung nur in der xt-Ebene stattfindet, kénnen zur Veran-



schaulichung die beiden Ortsrichtungen y und z vernachlissigt werden. Es gilt also C(s) = (v-s, s)7.
Der Richtungsvektor dieser geradlinigen Bewegung wird nun so normiert, dass die Gerade C' in

Abhéngigkeit von der Zeit t betrachtet werden kann und C(1) einer Eigenzeit von 1 entspricht:

Cs)=s-(v,)T = Cit)=t-

Das Ereignis E; hat vom Ereignis Ey = (0,0) den Lorentz-Minkowski-Abstand T'. Das Teilchen P
bewegt sich nun von Ey nach Ej, dreht um und bewegt sich wieder zum Teilchen O zuriick. Die

Ankunft dort entspricht dem Ereignis Fs. Es gilt fiir die Koordinaten der Ereignisse:

E1:(T~v-ﬁ7T-ﬁ)

EQ:(O, 2~T~\/1%7v2)

Die Eigenzeit, die fiir Teilchen P zwischen den Ereignissen Fy und E; vergangen ist, betragt nun

7p = 2T. Die fiir das Ruheteilchen O vergangene Eigenzeit ist

om0 () e

Fir 0 < v < 1ist v/1 —v2 < 1 und demnach \/% > 2T'. Der Faktor, mit dem die Zeit fir den

bewegten Beobachter P langsamer vergeht, ist also v/1 — v2.

Die Geschwindigkeit v eines Teilchens wird durch die Grenzgeschwindigkeit ¢ eingeschrankt und
es gilt daher 0 < v < ¢, was dquivalent ist zu 0 < 2 < 1. Unter der Annahme, dass v in der obigen
Betrachtung die Geschwindigkeit des Teilchens ist wenn die Lichtgeschwindigkeit auf 1 gesetzt

wird, kann man v durch £ ersetzen und man erhélt den Faktor der relativistischen Zeitdilatation:

1- (%)2 bzw. 7—1_1(1})2

Nun kann die eigentliche Fragestellung (Abbildung 7.5) gelost werden.

Die Erde kann in dieser Aufgabenstellung als Ruhebeobachter mit der Weltlinie Cy(¢) = (0,¢)” an-
gesetzt werden. Das Raumschiff bewegt sich entlang der Lebenslinie C () mit der Geschwindigkeit
v = 0,5 (die Skalierung ist also so gewéhlt, dass ¢ = 1). Dass es sich beim Faktor v tatsichlich um
die Geschwindigkeit handelt ist weiterhin noch nicht erwiesen und wird weiter unten begriindet.
Das Ereignis Fq = (T v- \/11702 , T \/1171)2) stellt die Ankunft des Raumschiffs auf Alpha Centauri
dar. Ein Beobachter auf diesem Stern hat die Weltlinie Cy(t) = (a,t)T. Das Ereignis E; ist auch

ein Punkt auf Cy(t), also kann man schreiben:

T L v “ = T mmv=e = 1=2.V/1-¢
- - . — — . —
Vvi—-2v2 \1 t 1 v




Da limo V1 —v% = 1, ist die Eigenzeit T fiir sehr kleine Geschwindigkeiten eines Raumschiffes
v—r
T = ¢. In diesem Fall kann man die Entfernung von Alpha Centauri zur Erde als a annehmen.

Nun kann fiir das Raumschiff mit v = 0,5 berechnet werden:

T - . h,of)zzi.?:a.\@

v 0,5 0,5

Erde Raumschiff Licht
A
Co(t) Ci(t)
E,
Co(t)
Ey 4 .

Abb. 7.5.: Minkowski-Diagramm zur Aufgabenstellung auf Seite 52

Das Raumschiff misst bis zur Riickkehr eine Eigenzeit von 2T = 2a - /3. Die Erde misst bis zur
Riickkehr des Raumschiffs (vgl. Gleichung (7.1)) eine Eigenzeit von

2T 4T 4
— = — =—.a-V/3=4a
V1-0,52 V3 V3
Die auf der Erde gemessene Eigenzeit entspricht genau dem Resultat, das man in der klassischen
Physik erwartet. Aus s = v -t folgt t = £ = % = 4a. Mit a = 4,5 erhdlt man: Von der Erde aus
gesehen bendtigt das Raumschiff 18 Jahre bis zur Riickkehr. Fiir einen Astronauten dauert es rund

15,6 Jahre.

Riickwirkend betrachtet kann man die Annahme, dass v der Geschwindigkeit des Teilchens ent-
spricht, bestédtigen: Die fiir einen Beobachter auf der Erde bis zur Riickkehr des Raumschiffs ver-

gangene Zeit ist indirekt proportional zu v, also entspricht v einer Geschwindigkeit.

B Fiir das Raumschiff strebt die vergangene Eigenzeit im Grenzwert v — 1 gegen 0. Damit
ist die Einheit, mit der v gemessen wird, bestimmt: Einheiten sind so gewéhlt, dass die
Lichtgeschwindigkeit ¢ den Wert 1 besitzt.

W Fiir das Raumschiff strebt die vergangene Eigenzeit bis zur Ankunft auf Alpha Centauri
im Grenzwert v — 0 gegen . Damit stelt sich im Nachhinein a als sinnvolles Maf fiir die

Entfernung zwischen der Erde und Alpha Centauri heraus.
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