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Kurzfassung

Ziel meiner Diplomarbeit ist es, ein Modell zu entwickeln, das zur Be-
rechnung transienter Vorgéange von Rotoren verwendet werden kann. Es
soll der gyroskopische Einfluss der Rotoren berticksichtigt werden und,
bei Vorhandensein, Nichtlinearitaten abgebildet werden. Des Weiteren
soll der stationare Zustand bei konstanter Drehzahl eines Rotors eine
schnelle Moglichkeit der Berechnung geben, um einen Uberblick iiber
das Verhalten des jeweiligen Rotors zu bekommen.

Um die Berechnungszeit zu verkiirzen, muss eine Freiheitsgradreduktion
stattfinden. Dazu soll eine modale Reduktion und eine Mischung aus der
statischen und modalen Kondensation implementiert werden und diese
beiden mit der unreduzierten Berechnung verglichen werden.

Abstract

The goal of this thesis is to develop a computational model for transient
processes of rotors. The gyroscopic effect should be considered and the
possibility of non linear behaviour should be implemented.

Also, calculating the steady-state dynamics of a rotor at constant speed
should give a quick overview of the rotor’s dynamic behaviour.

In order to perform the calculations efficiently, a reduction of the number
of degrees of freedom is provided. Two reduction techniques are used: the
modal reduction and the component mode synthesis. These techniques
are compared with the unreduced calculation.
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1 Einleitung

Unter Schwingungen wird meist die wiederholende Bewegung eines Bau-
teils, bei dem eine Zustandsgrofle kontinuierlich groffer und kleiner wird,
verstanden. Diese Zustandsgrofle konnte der Weg oder der Winkel sein.
Bauteile haben gewisse Systemparameter: die Masse als Tragheit, Fe-
dern als Riickstellkraft und Démpfer als Dampferkraft. Somit ist schnell
klar, dass Schwingungen in nahezu jedem Gebiet der Technik, speziell im
Maschinenbau, auftreten und die sichere Auslegung von schwingenden
Bauteilen daher von grofier Bedeutung ist. Schwingungen sind meistens
unerwiinscht, da sie die Lebensdauer des Bauteils verkiirzen und oft zu
lauten, unangenehmen Vibrationen fiihren.

Der Zwang zu leichter Bauweise macht es oft schwer Schwingungen zu
verhindern. Dies fithrt wiederum zu weichen, schwingungsempfindlichen
Konzepten. Zusatzlich sind die Anregungen betriebsbedingt oft nicht ver-
meidbar.

Gerade deswegen wird wiahrend der Konstruktion der Schwingungsana-
lyse durch Berechnungen und Simulationen entsprechend Zeit gewidmet,
um ein Bauteilversagen zu verhindern.

Durch Schwingungsanalysen kénnen auch jegliche Arten von Geréusch-
und Larmemissionen entsprechend analysiert werden, deren Ursache die
Schwingung des Bauteils ist. Die Kenntnis iiber das exakte Schwingungs-
verhalten der Bauteile ist also eine sehr wichtige Information, die sich
mittels Rechenmodelle schon im Vorhinein erkennen lasst. [1]



1 FEinleitung

1.1 Aufgabenstellung

Die Firma ELIN Motoren GmbH mit Sitz in Weiz hat bereits ein Finite
Elemente Programm mit dem Rechenprogramm MATLABR®) entwickelt.
Dieses wird im Konstruktionsprozess fiir die Auslegung der konstruierten
elektrischen Maschinen eingebunden. Es werden die Rotoren der elektri-
schen Maschinen untersucht, um die Eigenfrequenzen mittels Modalana-
lyse zu ermitteln, sowie die Bestimmung der kritischen Drehzahlen in
einem Campbelldiagramm. Somit kann schon im Vorhinein sichergestellt
werden, dass die Betriebsdrehzahl des Rotors nicht zu nahe an den Ei-
genfrequenzen liegt. Auch die Beriicksichtigung von hydrodynamischen
Gleitlagern ist gewéhrleistet. Es wurde ein Prgramm entwickelt, dass ei-
ne vorgegebene Geometrie einliest, diese in einzelne Elemente unterteilt
und deren lokale Systemmatrizen ermittelt um folglich die Gesamtsy-
stemmatrizen zu bekommen. Ausgehend von diesem werden Modalana-
lysen und kritische Drehzahlbestimmung in einem Campbelldiagramm
durchgefiihrt.

Nun wird dieses Programm weiterentwickelt. Es soll die Unwuchtanre-
gung des Rotors bei konstanter Drehzahl iiber der Zeit (stationér), sowie
sich &ndernder Drehzahl iiber der Zeit (transient) berticksichtigt werden.
Somit werden detailliertere Aussagen bei der Auslegung moglich, speziell
beim Hochlauf auf Betriebsdrehzahl und des Auslaufs auf Stillstand.

Bei einer detaillierten Abbildung des Rotors ist der transiente Hochlauf
sehr zeitaufwendig. Damit dies in einer verniinftigen Zeit gelingt, soll
mit Hilfe von einer Freiheitsgradreduktion die Berechnung beschleunigt
werden.

Ausgehend von diesen Methoden soll die Einbindung von nichtlinearen
Lagermodellen moglich sein.
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1.2 Stand der Technik

Das Ubertragungsmatrizenverfahren von Prohl [3] war lange Zeit das
meistgeniitzte Losungsverfahren fiir die Euler-Bernoulli- oder Timoshen-
ko Balkenformulierung fiir Rotoren [4, 5|. Die Finite Elemente Metho-
de gibt es nun seit 1970 und wird seither fiir immer unterschiedlichere
Probleme in der Strukturmechanik verwendet, dazu gehort auch die Ro-
tordynamik. Bathe [6] hat grundlegende Beitrage in der Finite Elemente
Methode fiir Strukturen gemacht. Speziellen Fokus auf die Rotordyna-
mik haben sich u.a. Gasch [7] und Genta [8] gelegt. Auch Friswell [9]
hat sich sehr umfangreich mit den einzelnen Effekten der Rotordynamik
beschéftigt.

Fiir die Freiheitsgradreduktion liefert Gasch in [10] einen guten Uberblick
und zeigt auch anhand einfachen Beispielen wie die einzelnen Methoden
funktionieren.

Als Einstieg in die Thematik der Schwingungslehre seien die Autoren
Jager [1] und Kramer [11] erwahnt.

1.3 Gliederung

Die vorliegende Arbeit ist in sieben Unterkapitel eingeteilt.

Nach der Einfithrung, wird in Kapitel 2 Theoretische Grundlagen die
relevanten Grundlagen fiir die Aufgabenstellung erklart. Dazu gehoren
eine Einfithrung in die Schwingungen von Rotoren, die Erstellung der
Bewegungsgleichung mit der Finite Elemente Methode als Timoshenko
Balken modelliert und die Losung der Bewegungsgleichung.

Kapitel 3 befasst sich mit den Berechnungsmethoden und gliedert sich
in die Abschnitte Quasi-stationdren Berechnung und Transiente Berech-
nung. Wie bei Problemstellungen im stationdaren Bereich mit konstanter
Drehzahl unter Unwuchtanregung vorgegangen wird, wird im Kapitel
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3.1 beschrieben. Im Kapitel 3.2 wird die Thematik der transienten Be-
rechnung angefiihrt. Eine solche ist notwendig, wenn eine nichtlineare
Lagerung vorliegt.

Das Kapitel 4 Freiheitsgradreduktion zeigt, wie sich durch Minimierung
der Freiheitsgrade eine reduzierte Bewegungsgleichung ergibt und somit
Rechenzeit eingespart wird.

Die Moglichkeiten des entwickelten Programms wird im Kapitel 5 Aufbau
und Bedienung des Programms erlautert und anhand einzelner Plots auf-
gezeigt. AbschlieSlend wird der Vergleich der drei transienten Berechnun-
gen (Gesamtmodell, modal reduziert, gemischt reduziert) aufgezeigt.



2 Theoretische Grundlagen

In diesem Kapitel soll ein Uberblick iiber die Theorien gegeben wer-
den, mit denen sich die vorliegende Arbeit beschéaftigt. Der erste Teil ist
allgemeine Schwingungen gewidmet. Dazu wird, ausgegangen vom ein-
fachsten Modell, dem Einmassenschwinger, bis zu Kérpern mit mehreren
Freiheitsgraden vorangegangen.

Der zweite Teil beschaftigt sich mit der Strukturdynamik. Hier wird be-
schrieben, wie zuerst aus dem geometrischen Modell mit Hilfe der Finite
Elemente Methode ein diskretes System wird und anschlieBend die Be-
wegungsgleichung fiir das gesamte System aufgestellt wird.

Die Losung dieser Bewegungsgleichung wird im Anschluss beschrieben.

2.1 Schwinger mit einem Freiheitsgrad

Allgemein hat ein Modell mit o Massen 6 o Koordinaten, in diesen es sich
bewegen kann. Dabei handelt es sich um die drei Verschiebungsrichtun-
gen und die drei Drehrichtungen. Diese werden Freiheitsgrade genannt.

Fiir ein besseres Verstandnis wird zuerst das einfachste Modell gezeigt:
ein Schwinger mit einem Freiheitsgrad.

Der Schwinger besteht aus den Elementen Feder mit der Federsteifig-
keit k, Dampfer mit der Dampfungskonstante d und die Masse m. Um
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linear zu bleiben, wird davon ausgegangen, dass die Feder- bzw. Damp-
fungskraft von der Verschiebung bzw. Verschiebungsgeschwindigkeit ab-
héngen. Zusétzlich wirkt eine zeitabhéngige externe Anregung F'(t) am
Schwinger. In Abbildung 2.1 ist ein solches Modell ersichtlich.

TF(t)

A

Abbildung 2.1: Einmassenschwinger

Aus dem Kriftegleichgewicht ergibt sich
mi = F(t) —mg — di — kx (2.1)

Bei der statischen Gleichgewichtslage x = x4, © = 0, & = 0 und ohne
externe Kraft ergibt sich Gleichung 2.1 zu

kxs = —mg (2.2)
Mit der Transformation

r = T+ x4

i = I (2.3)

T = X



2.1 Schwinger mit einem Freiheitsgrad

wird der Freiheitsgrad x in die statische Verschiebung z; und die Aus-
lenkung um die statische Ruhelage = aufgeteilt. Die Gleichung 2.1 wird
zu

mz + dz + kz = F(t) (2.4)

und sagt aus, dass die Masse jetzt nur mehr um die statische Ruhelage
schwingt.

2.1.1 Eigenschwingung ohne Dampfung

Bei der freien ungedampften Schwingung wird die Bewegungsgleichung
2.4 zu
mz + kz =0 (2.5)

Diese Gleichung lésst sich mit der homogenen Losung vollstandig 16sen,
da keine Anregung stattfindet. Fiir solche Schwingungsgleichungen ist die
allgemeine Losung

T = Acos(wgt) + Bsin(wy t) (2.6)
eine Harmonische mit der Eigenkreisfrequenz

k
=/ — 2.7
ik m 2.7)

und den Konstanten A und B, die durch die Anfangsbedingungen

z(t=0) =z

it = 0) = i (28)

bestimmt werden. Abbildung 2.2 zeigt eine Losung der freien ungedampf-
ten Schwingung.
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Abbildung 2.2: Zeitlicher Verlauf der Verschiebung

2.1.2 Eigenschwingung mit Dampfung

Die Bewegungsgleichung der Eigenschwingung mit Dampfung ist
mzx + dz + kz = 0.
Fiir diese Gleichung wird der Exponentialansatz
z(t) = CeM
eingesetzt und 2.9 lautet bei z # 0
mA® +d\ + k = 0.
Dann werden die Eigenwerte A; 5 zu

)\1’2 =—-0=+ \/52 —w,%

mit der Abklingkonstante
0=—

2m

(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)
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und der Eigenkreisfrequenz

Wg — \/Z (2.14)

Es muss unterschieden werden zwischen § < wj, was eine schwache
Déampfung genannt wird, oder § > wy mit dem Namen starke Damp-
fung.

Schwache Dampfung

Bei schwacher Dampfung wird 2.12 zu

)\1,2 =9 ij\/w,% —02=—-¢ j:jwd, (215)

wobei die gedampfte Eigenkreisfrequenz

wg = \Jwi — 02 (2.16)

ist. Die Schwingungsgleichung ergibt fiir solche Félle
r=e (01 cos(wgt) + Cy sin(wdt)). (2.17)

Der Unterschied zwischen dieser Losung und der Losung vom ungedampf-
ten Fall 2.6 zeigt, dass der Faktor e~° und die Eigenfrequenz mit Damp-
fung auftritt. Der Faktor e~ sagt aus, dass die Schwingung mit der Zeit
abklingt. Die Konstanten C; und Cy werden aus den Anfangsbedingun-
gen ermittelt.

In Abbildung 2.3 ist ein Beispiel einer solchen Schwingung dargestellt. Die
Einhiillende der Amplituden Ce% wird als Abklingkurve bezeichnet.



2 Theoretische Grundlagen

1.5 : : :

Abbildung 2.3: Schwach geddmpfte Schwingung

Starke Dampfung

Bei starker Dédmpfung ist die Abklingkonstante grofier als die Eigenkreis-
frequenz § > wy. Daraus folgt, dass die Eigenwerte \; und A\, negativ und
reell werden und die allgemeine Losung mit den Werten 2.12 ergibt

T = Cle’\lt + OQBAQt, )\1, )\2 <0 (218)

10
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0.8

Abbildung 2.4: Stark gedampfte Schwingung

Aperiodischer Grenzfall

Wenn die Eigenkreisfrequenz wy gleich der Abklingkonstante § ist, wird
vom aperiodischen Grenzfall gesprochen. Die Eigenwerte A ergeben sich

aus 2.12 zu
)\1 = )\2 =—0= —Wk- (219)

Die Losung dazu ist
T = e (C) + Cot) (2.20)

11
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2.1.3 Angeregte Schwingung

Es gibt mehrere Arten von Anregungen, die ein Bauteil in Schwingung
versetzt. Der einfachste Fall ist die Anregung durch eine externe Kraft
F(t), wie in Abbildung 2.1 ersichtlich ist. Die externe Kraft ldsst sich
unter der Annahme einer harmonischen Anregung mit der Kreisfrequenz
der Anregung 2 und der Amplitude F' darstellen, so dass sich Gleichung
2.4 zu

mi + dz + kz = F cos(t) (2.21)

ergibt. Die homogene Losung dieser Gleichung ist im vorherigen Kapitel
beschrieben worden und klingt nach der Zeit aufgrund der Démpfung ab
- diese beschreibt den Einschwingvorgang unter dem Namen Transiente.
Deswegen wird die homogene Losung oft vernachléssigt. Fiir die parti-
kuldre Losung wird ein Ansatz fiir die rechte Seite gefunden. Diese sagt
aus, wie sich der Schwinger aufgrund der Anregung verhélt. Die exter-
ne Kraft kann als komplexe Funktion erweitert werden, wenn nur der
Realteil beriicksichtigt wird und ergibt so

F(t) = Fcos(Qt) = FR(e?™). (2.22)

Dies ist aufgrund des Superpositionsprinzips der linearen Differential-
gleichungen erlaubt, da von der speziellen Losung nur der reelle Anteil
der Kraft berticksichtigt wird. Somit verschwindet der imaginére Anteil
wieder. Fiir den Ansatz wird mit komplexen Grofien gearbeitet, wobei

T =R(s(1)) (2.23)
gilt. [12] Somit ist der komplexe Ansatz fir die Schwingungsantwort
s(t) = 7 el (#=0)
5(t) = 75 (=0 (2.24)
i(t) = — 202e/(0

mit dem Phasenwinkel ¢ und der reellen Amplitude Z. Eingesetzt in die
Ausgangsgleichung 2.21 folgt daraus

[—QPm + jQd + k| e ¢ = F. (2.25)

12
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Die Amplitude Z ergibt sich als Betrag des Terms zu

1
J(=2m + )2 + (402

A

F (2.26)

T =

und lasst sich mit der Winkelkreisfrequenz wy, und dem Dampfungsgrad

= QL = % ausdriicken zu
mwo wo
1 a
Q)2 Q)2
- @)+ (o2)
Der Term |
V= - - (2.28)
VA= 12 + (20p)
mit dem Frequenzverhaltnis
Q
= 2.29
n= (2.29)

wird VergroBerungsfunktion genannt, da er je nach Dampfungsgrad die
Schwingung verstéirkt oder abschwécht. Fiir den Phasenwinkel folgt

¢ = arctan (1219’1122) : (2.30)

Die Vergrolerungsfunktion iiber dem Frequenzverhaltnis p mit Variation
der Dampfung o zeigt Abbildung 2.5.

Bei keiner Dampfung wird die Amplitude unendlich grof und bei starker
Dampfung ist die Resonanz nicht ersichtlich.

13
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Abbildung 2.5: Vergroferungsfunktion

2.2 Schwinger mit mehreren Freiheitsgraden

Das Model mit nur einem Freiheitsgrad ist fiir das Verstédndnis sehr hilf-
reich, aber in der Realitat oft nicht anwendbar. Es werden hier Model-
le verwendet mit viel mehr Freiheitsgraden. Massen sind gekoppelt mit
Federn oder Dampfer und die Anzahl der Freiheitsgrade b resultiert aus
den Massenpunkten im Raum und den Bindungen zwischen den einzelnen
Knoten. Jede Masse m kann in drei Verschiebungs- und drei Drehrichtun-
gen bewegt werden, was somit 6m ergibt. Davon miissen die Bindungen
s abgezogen werden um auf die Gesamtfreiheitsgradzahl b zu schlielen -

14
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als Formel ausgedriickt:
b=6-m—s. (2.31)

Fiir die mathematische Betrachtung hilft die Matrizen- und Vektoren-
schreibweise. Der Vektor

x=[r, - x)" (2.32)

fasst alle Freiheitsgradkoordinaten zusammen. Die Massen-, Dampfungs-
und Steifigkeitseintrége sind somit Matrizen, da sie die Eintrage zu jeden
Freiheitsgrad speichern. Die Bewegungsgleichung lautet somit

Mx+Dx+Kx=f (2.33)

mit der Massenmatrix M, der Dampfungsmatrix D, der Steifigkeitsma-
trix K und dem externen Kraftvektor f.

2.3 Rotordynamik

Bei Rotoren tritt aufgrund der Durchbiegung eine zusétzliche Rotation
um eine Achse quer zur Mittelachse auf. Daraus ergibt sich ein weiteres
Moment, das sogenannte Kreiselmoment oder gyroskopisches Moment.
Dies tritt aber nur ein, wenn die Drehfreiheitsgrade beriicksichtigt wer-
den. Die Masse stellt sich also im ausgelenkten Zustand schrég. Dies ist im
ersten Unterpunkt Rotormodell mit Punktmasse nicht der Fall. Im zwei-
ten Unterpunkt Rotormodell mit vier Freiheitsgraden wird es allerdings
berticksichtigt und die Bewegungsgleichung fiir Rotoren definiert.

2.3.1 Rotormodell mit Punktmasse

Rotoren mit Punktmassen liefern oft zuverlédssige Ergebnisse wenn Mo-
mentenwirkungen von Massen klein sind. Das mathematische Modell oh-
ne Dampfung wird hier hergeleitet. Fiir die Kraft F(¢) sind in [7] die

15
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unterschiedlichen Anregungensarten naher erlautert. Graphisch ist dies
in Abbildung 2.6 dargestellt.

Abbildung 2.6: Rotor mit Unwucht als Punktmasse

Ya
Y~P|---mmmmmmmm e r
€A
Ot
L z
) Hitel Tp ”

Abbildung 2.7: Querschnitt des Rotors

Die Position und die Geschwindigkeit des Punktes P setzt sich zusam-
men aus der Verschiebung des geometrischen Mittelpunktes C' und dem
Unwuchtanteil

_ e ()] _ [relt) +ecos(@)
el = L/pu)] ) [yc@) ; esi“@”] (234)
0] _ [iet |
(t

| = et o)

16
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Die kinetische Energie T und die potenzielle Energie L sind

1 . )
T = im(ﬁv +9p)
: (2.35)

Mit Lagrange 2. Art kann die Bewegungsgleichung bestimmt werden

d<8(T— L)> B oT - L)
dt 04 dq;
wobei sich die generalisierte Koordinate ¢; aus den Koordinaten xz¢o und

yc zusammensetzt. Mit den Bedingungen aus Gleichung 2.35, ergibt Glei-
chung 2.36

=0, (2.36)

mc + ke = mer (:.os(Qt) (2.37)
mijc + kyc = meQd” sin(Qt).

Die Losung dieser Gleichung setzt sich aus der harmonischen und der
partikularen Losung zusammen. Die harmonische Losung ist schon in 2.6
angegeben. Fir die partikuldre Losung wird der Ansatz

Tp(t) = Zcos(Q)

yp(t) = gcos(Qt +m/2) (2.38)
in Gleichung 2.37 eingesetzt und ergibt
R (2.39)

— ) + Wi = e?

Die Antwortamplitude ergibt sich zu

. ° p

mit der Eigenkreisfrequenz

17
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Die homogene Losung muss fiir die allgemeine Losung auch berticksich-
tigt werden, da sie aber bei realen Schwingungen wegen der Dampfung
abklingt, ist die partikuldre Losung von viel groflerem Interesse. Sie bildet
den stationdren Schwingungszustand ab und z,(t) und y,(t) wird allein
als erzwungene Schwingung bezeichnet. [1]

Die Losung aus der Gleichung 2.41 hat die gleiche Frequenz wie die erre-
gende Kraft. Die Amplitude ist proportional zur Erregerkraft. Im Nenner
stehen die Quadrate der Eigenkreisfrequenz wy und der Erregerkreisfre-
quenz ). Wenn sich diese stark voneinander unterscheiden, so ist die
Amplitude der erzwungen Schwingung sehr klein. Unterscheiden sich die
beiden Werte jedoch nur wenig, werden die Amplituden schnell sehr grof.
Wenn die Erregerkreisfrequenz ) gleich der Eigenkreisfrequenz wy ist,
wird die Amplitude Z unendlich grof8. Dieser Zustand wird Resonanz
genannt. Um die Resonanz ist ein sehr kritischer Bereich fiir den Be-
triebszustand von Maschinen, da sehr schnell Schaden passieren kénnen.
Dieser Bereich sollte deswegen unbedingt vermieden werden.

Abbildung 2.8 zeigt ein solches Verhalten. Bei der Resonanz Q = wy
ist die Amplitude unendlich gro. Der Bereich vor der Resonanz wird
unterkritisch und der dariiber dberkritisch genannt. Die Resonanz kann
bei ausreichend schneller Beschleunigung durchfahren werden. Es gibt
deswegen auch eine Unterteilung zwischen unterkritischen Léufer - jene
Laufer, die unterhalb der kritischen Drehzahl betrieben werden - und
tiberkritische Laufer, welche oberhalb der kritischen Drehzahl laufen.

Da sich der Verlauf der Kurve im tiberkritischen Bereich dem Wert der
Exzentrizitat e néhert, wird von der Selbstzentrierung der Rotoren ge-
sprochen.
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Abbildung 2.8: Verhalten bei Unwuchtanregung

2.3.2 Rotor mit vier Freiheitsgraden

Bei groflen Scheiben am Rotor kann es sein, dass sich die Scheiben wéh-
rend der Rotation schréigstellen und somit ein zusatzliches Moment ein-
bringen. Die Drehfreiheitsgrade konnen dann nicht mehr vernachlassigt

werden. Abbildung 2.9 bildet dies ab.
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Die Bewegungsgleichung fiir ein solches Modell ist

m 0 0 07/[u 0 0 0 0 U
0 J, 0 0] |¢ 0 0 0 =QJ,| |¢
000 m ofl6|T]o 0o o o |[o]T"
0 0 0 J. v 0 QJ, 0 0 (0
]{511 ]{512 0 0 u me COS(Qt + B)
e k?gl k?gg 0 0 2 Q2 (Ja — Jp)Oé SiH(Qt + ’}/)
0 0 ki =kl |v| mesin(Qt + )
0 0 —ka kel ¥ (Jo + Jp)acos(Qt + )
(2.42)
oder zusammengefasst
Mi+Gu+Ku=f (2.43)

Der Kraftevektor ergibt sich aus dem Umstand, dass aufgrund der Schei-
benexzentrizitdt und des schriagen Sitzes der Scheibe der Wellenschwer-
punkt und der Wellendurchstopunkt nicht mehr ident sind. Es kommt
folglich zu einer Unwuchtskraft und einem Moment. Diese beiden sind
gegeneinander phasenverschoben. Der Einfachheit halber wird hier nur
ein Term berechnet, da die kritischen Drehzahlen tibereinstimmen und
beide mit der gleichen Erregerfrequenz 2 auftreten.|[7]

Wenn die Verschiebungs- und Verdrehungsanteile zu komplexen Zahlen

Abbildung 2.9: Ausgebogener Laufer mit Schrégstellung der Scheibe
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2.4 Balkentheorie

zusammengefasst werden, halbiert sich das Gleichungssystem. Dazu wer-

den die Ansatze
e =u-+jv

. 2.44
Pr=9+jv (2:44)
in die Gleichung 2.43 eingesetzt und ergeben
m 0 Tk + 0 0 ’l”k + kll —jk’lg TL _
0 Jo| |Gk 0 —7QJ,| | Jjki2 koo | |k (2.45)

o2 meelP ot
=0 [(Ja — Jp)aeﬂl c

Wie bereits oben erwahnt, wird nun die Schragstellung der Scheibe un-
berticksichtigt mit o = 0, wodurch sich folgender Storterm ergibt

Bl
£=0° [meoe ] eI (2.46)

Somit kann mittels dem Ansatz fiir die rechte Seite gelten

[Tﬂ _ [7:’@] I (Q+8) (2.47)

Pe Pe

und zu der Losung fithren

—m$? + ki —jk1o 7 2 |1
) = Q 2.4
Jki2 (Jp = Jo)¥ + koo | | e e o (248)

2.4 Balkentheorie

Es gibt zwei verschiedene Anséitze die Spannungen eines eindimensiona-
les Bauteil mathematisch zu beschreiben. Der grundlegende Unterschied
zwischen den Ansatzen ist das Weglassen oder die Beriicksichtigung der
Schubspannung.
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2 Theoretische Grundlagen

2.4.1 Theorie nach Euler-Bernoulli

In dieser Theorie wird angenommen, dass die Schubspannungen gering
sind und somit vernachlassigt werden konnen. Der Querschnitt verformt
sich nicht unter Belastung, bleibt eben und steht immer noch senkrecht
auf die neutrale Faser des Balkens wie in Abbildung 2.10 ersichtlich ist.
Der Punkt P ist nur um den Winkel

dv dw
=——=— 2.49
i (2.49)
vom Ausgangszustand verschoben. Der Verschiebungsvektor u ist somit
u 0
u(z,y,z;t) = |v| = | v(zt) |. (2.50)
wl  [yo(z,1)

Mit der Differentialoperatormatrix Qp wird von der Verschiebung u auf
die Verzerrung

(€20 | 5 00 [0 ]
IR S IR
e=| | =Du=|y5 5 % v(z,t) | = Yo (2.51)
S e o ewn) [a]
Yyz 0 3 @ 5T o
d
_’}/ZCL” _& O %_ L O J
geschlossen. Somit sind bis auf den Eintrag
d¢ /
L, =Y = 2.52
€2 =Yg =YP (2.52)
alle Verzerrungen 0, da
v ov  Ov
L= — e 2.53
Ty 0z 0z 0Oy ( )
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2.4 Balkentheorie

ist. Mit dem Werkstoffgesetz folgt
T2z = Egzz = Ey¢/ (254)
Daraus ergibt sich die virtuelle Arbeit der inneren Energie
! !
Wit = — / seTrdV = — / / 58 Ey?d/dAdz = — / 58 EL¢'dz
1% 0J4a 0

(2.55)
mit dem Flichentrigheitsmoment I, = [, y>dA.

2V

Abbildung 2.10: Euler-Bernoulli Modell

2.4.2 Theorie nach Timoshenko
Bei dieser These wird die Schubspannung nicht vernachlassigt. Es wird

zur Biegung vom Euler-Bernoulli Balken die reine Schubspannung hin-
zugezéahlt. Der Querschnitt liegt nicht mehr senkrecht auf der neutralen
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2 Theoretische Grundlagen

Faser, bleibt aber noch eben und unverformt. Der Verdrehwinkel ¢ be-
schreibt dies. Abbildung 2.11 zeigt den unverformten und verformten
Zustand.

M—
3
=

N
S~—
o_
N/

¢(2,1)

Abbildung 2.11: Timoshenko Modell

u 0 ou 0
u(z,y,z;t) = {v] = {v(z,t) } du(x,y,z) = {51}] = { dv(z,t) ]
w yp(z,1) ow ydp(z,t)
(2.56)

Der Verzerrungstensor £ hat somit zwei Verschiebungseintriage, die un-
gleich null sind und betragen

e | yy! 0| | ydy!
= ['Vyj - L’/JFS"} = [‘Mj N [5(U'+90) ‘ (2:57)
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2.5 Strukturdynamik

Mit dem Werkstoffgesetz ergibt sich der Spannungstensor

= )-8 el 259

Somit folgt fiir die virtuelle Arbeit der inneren Krafte

Wit = — /V oV = — /0 l /A Yo' 6(v' + )] lg g] lv,yf@] dAdz

I I 1
- —/ d¢'El¢'dz —/ (V' + 9)GA—(V' + p)dz
0 0 X
N —

Biegeanteil Schubanteil

(2.59)
mit y fiir den Schubkorrekturfaktor und den Integralen I, = [, y?dA
, A = [,dA tber die Querschnittsfliche des Balkens. Der Anteil des
Schubanteils ist klar ersichtlich.

2.5 Strukturdynamik

Um eine Berechnung eines Rotors durchzufithren, sind mathematische
Modelle erforderlich, die Materialdaten und Geometrie genau beriick-
sichtigen. Aus der Geometrie des Rotors werden Parameter ausgelesen
wie zum Beispiel Durchmesser, Lange und Materialdaten. Dann wird ein
Rechenmodell aufgestellt und dies mit unterschiedlichen Losungsalgorith-
men gelost. Die genannten Aufgaben lassen sich unterteilen in:

o Aufstellen der Bewegungsgleichungen
e Losen der Bewegungsgleichungen

Zum Aufstellen der Bewegungsgleichungen wird heutzutage die Methode
der finiten Elemente verwendet, dies wird im Abschnitt 2.5.1 nédher erlau-
tert. Das Losen der Bewegungsgleichungen wird mit numerischen Solvern
gehandhabt. Dazu gehoren zum Beispiel das Newton-Raphson Verfahren

25



2 Theoretische Grundlagen

oder das Runge-Kutta Verfahren. Der Rechenaufwand ist je nach Anzahl
der Freiheitsgrade enorm. Deswegen gibt es Methoden um diese Freiheits-
grade zu verringern, die im Kapitel 4 Freiheitsgradreduktion beschrieben
sind. [11]

2.5.1 Aufstellen der Bewegungsgleichungen

Die fritheren Verfahren, wie das Verfahren der Ubertragungsmatrizen
oder das Ritz’sche Verfahren mit globalen Ansatzfunktionen sind in ihrer
Einsetzbarkeit beschrinkt, da sie jegliche Zeitabhangigkeit eliminieren.
Die Methode der finiten Elemente beriicksichtigt diese jedoch und kann
somit auch nicht periodische Anregungen in die Berechnung einbinden.
Es konnen beliebige Tragwerkstypen (Rahmentragwerke oder Flachen-
tragwerke) sowie dreidimensionale Kontinua berechnet werden. Mit ihr
konnen lineare sowie nichtlineare Probleme in verschiedenen Bereichen
der Technik, zum Beispiel Mechanik, Festigkeitslehre und Stromungsleh-
re, gehandhabt werden.[10]

Das Verfahren hat das Ziel die Verschiebungen eines Korpers zu berech-
nen und beruht auf der Idee den Korper in P - einzelne Strukturelemente
zu zerlegen, wobei o eine finite (endliche) Zahl ist. Das Element p hat
das zugehorige Volumen V® und die Oberfliche S®, wobei 1 < p < o
gilt. Zu jedem Element werden zugehorige Knotenpunkte an der Ober-
flache, in speziellen Fallen auch im Inneren des Elements, zugeordnet.
Dann werden die Elementmatrizen gebildet, die den globalen Freiheits-
graden der Gesamtstruktur entsprechen und durch Aufsummierung der
Elementmatrizen wird die Gesamtmatrix gebildet. An den Knoten sind
Verschiebungen in beliebige Richtungen zuléssig. Diese Knotenverschie-
bungen

=[u v w uz ve -+ up Up wp]T (2.60)

l=>

aller P Knotenpunkte der finiten Elemente stellen die Freiheitsgrade dar
und sind die gesuchten Losungsvariablen des diskretisierten Systems. Die
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2.5 Strukturdynamik

Elemente sind untereinander iiber die gemeinsamen Knotenpunkte ver-
bunden und Informationen beziiglich der inneren und aufleren Kréfte
werden nur noch dort weitergegeben.

Die Information innerhalb eines Elements tiber das Verschiebungsfeld
u(z,y, z;t) mit den lokalen Koordinaten z,y und z wird fiir das Element
p durch eine Interpolationsmatrix E(p) und den Verschiebungen i der
einzelnen Knoten angenahert.

u® (x,y,z;t) = E(”) (x,y, 2)la(t) (2.61)

E(”) ist die Interpolationsmatrix fiir die Verschiebungen, der hochge-
stellte Index (p) bedeutet "fir das p-te Elementiind G(t) sind die Kno-
tenpunktverschiebungen fiir die jeweiligen definierten globalen Verschie-
bungskoordinaten - hier sind es u,v und w. Das heifit der Vektor @i hat
eine Dimension von 3o. [6]

Die Ansatzfunktionen sind fiir plausible Ergebnisse bestimmten Forde-
rungen unterworfen:

e Zur Annéherung der Verschiebung sind nur stetige Funktionen sinn-
voll.

e Starrkorperverschiebungen sollen reproduzierbar sein.

e Elemente diirfen sich nicht iiberlappen oder klaffen. Sie miissen
kompatibel sein.

e Die FErfassung von konstanten Verzerrungszustanden soll gegeben
sein.

Zur Erfillung dieser Forderungen werden meist Polynome als Ansatz-
funktion verwendet. [8] Der simpelste Fall ist die Anndherung als lineare
Funktion .

Somit ist das kontinuumsmechanische, kontinuierliche Problem mit un-
endlich vielen Freiheitsgraden (gesamtes Verschiebungsfeld u) durch ein
diskretes System mit endlich vielen Freiheitsgraden (Knotenpunktver-
schiebungen 1) angenéhert worden. Ein Beispiel zu einer beliebigen Funk-
tion ist in 2.12 abgebildet.
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Zl Z2 o« o o Zb

Abbildung 2.12: Kontinuierliches und diskretisiertes System

Das Prinzip der virtuellen Verschiebungen oder virtuellen Arbeit sagt
aus, dass ein Korper nur dann im Gleichgewicht ist, wenn bei einer vir-
tuellen Verschiebung du aus der aktuellen Lage heraus, die Summe der
virtuellen Arbeit der inneren Kréfte 0W;,,;, der virtuellen Arbeit der aufle-
ren Krafte 0W,,; und der virtuellen Arbeit der Tragheitskrafte dW,ertia
gleich null ist.

6Wint + 6Wewt + 5V[/ine'rtia =0 (262)
Diese Terme sind wie folgt definiert:
Wie =~ [ 0"V
v L
Wew = [ ou"t"av + [ su”£5as (2.63)
1% = s =

5I/Vinertia :/ 5ng(—Q) dV
Vv

Mit Hilfe der Spannungen 7 und den Verzerrungen ¢, angeschrieben als
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Tensoren zweiter Stufe

du
Tyy Eyy oy
r=|" e= |5 2 (2.64)
T = [ = u v .
Ty Exy Jy + oz
Tz Erx 671;1 + (91,:
und mit dem Werkstoffgesetz 7 = C e mi
1 —v v v 0 0 0 1
v 1—v v 0 0 0
E v v 1—-v 0 0 0
g = 1—2v
(14+v)(1—2v) 0 0 0 5 0 0
0 0 0 0 =2 0
L0 0 0 0 0 =
ergibt sich daraus fiir die innere virtuellen Arbeit
Wi == [ dzzav == [ 6T Czav
1% v = (2.65)

Unter Verwendung der Differentialoperatormatrix Qp wird ein Zusam-

menhang zwischen der lokalen Elementverschiebung u® und der Verzer-
rung £ im Element p deklariert.

Plo oo o oFlo

e® =D u?(z,y,2:t) D = (2.66)

ool o

gl ofls © o
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Fiir das unendliche lokale Verschiebungsfeld u® wird die endliche lokale
Knotenpunktverschiebung al) eingesetzt. Somit wird die Verzerrung mit
den Knotenpunktverschiebungen verbunden. Die Multiplikation von der
Differentialoperatormatrix Qp und der Interpolationsmatrix H wird mit
der B Matrix abgekiirzt.

§(p) - D g(10) _ Qp E(p)(J:»yvz) g( ) — E( )g( ) (2.67)

Diese Annahme gilt auch fiir die virtuellen Verschiebungen du und Ver-
zerrungen 0g

du=H"(z,y,2)08 b =BP(z,y,2)00 (2.68)

Eingesetzt in die Gleichung der virtuellen Arbeit und aufsummiert fiir
jedes Element p ergibt:

5Wmt——/ 5806dV——5ﬁTZ ()7 Tg(p)B(p)dv(p)g
(p) P

@ (2.69)

1= It

Wi = —60" K

|=>

mit der globalen Steifigkeitsmatrix K als Summe der Elementsteifigkeits-
matrizen E(p)

5We:ct :/ 5QT£B dV—I—/(;gTiS dS(P) —
v - S =

5ﬁTZ " HPT £V qv®) 4 (H”)TdeS = (2.70)
pi Sp) =™ )

v (p) £5 (p)

Wy = 60" £
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2.5 Strukturdynamik

mit f fir auBere Krifte, die die verteilten Volumskréfte £2® und Ober-
flichenkrifte £5® beinhaltet.

5Winertia — / 5QT P (—g) dV — ...
14

ST /V HOT ,HO) qv® g
(p) (p)

(2.71)

M@

M

(SWinertia = _5QTME

mit globaler Massenmatrix M, die sich als Summe der Elementmassen-

matrizen M(p) ergibt.
Die Gleichungen 2.69, 2.70 und 2.71 in das Prinzip der virtuellen Arbeit
2.62 eingesetzt, ergibt

ou” (Mii+Ki) =ou'f (2.72)
Durch die virtuelle Verschiebung kann gekiirzt werden und es folgt:
Mé+Ka="f (2.73)

Die Steifigkeit und Massenmatrix zeigen bei geeigneter Knotennumme-
rierung eine ausgepragte Bandstruktur auf, was die Berechnung beschleu-
nigt, da der numerische Aufwand gering gehalten wird.

Mit beriicksichtigter Dampfung ergibt sich die Gleichung 2.73 zu

Ma+Da+Kia=f. (2.74)

2.5.2 Timoshenko Elemente fiir Rotordynamik
Die Bewegungsgleichung 2.74 ist fiir allgemeine Kérper bestimmt. Bei

der Rotation von Kérpern um eine Achse miissen zuséatzliche dynamische
Eigenschaften beriicksichtigt werden. Die Drehung 2t hat einen grofien
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Einfluss, was zu sogenannten Kreiseleffekten fithrt und mit der gyrosko-
pischen Matrix beriicksichtigt wird. Somit lautet die Bewegungsgleichung

Mii+(QG+D)a+Kia=f. (2.75)

Rotierende Korper werden als eindimensionale Balken modelliert. Dazu
gehoren die zwei vorgestellten Gruppen:

e Fuler-Bernoulli Balkenelemente
e Timoshenko Balkenelemente

Da die Information iiber die Schubdeformation im Falle der Rotordy-
namik nicht zu vernachléssigen ist, werden Timoshenko Balkenelemente
verwendet.

Das Timoshenko Element hat zwei Knoten an den Enden und sechs
Freiheitsgrade pro Knoten (sieche Abbildung 2.13). Es besteht aus ei-
nem rotationssymmetrischen homogenen Balken mit ungekoppelten Zug-
, Torsions- und Biegeeigenschaften. Die sechs Freiheitsgrade setzen sich
zusammen aus drei Verschiebungen und drei Rotationen. Der Vektor von
der Knotenverschiebung - der generalisierten Koordinaten des Elements
- ist

Abbildung 2.13: Freiheitsgraddefinition eines Timoshenko Elements

ﬂ: [u7v7w7907,¢777]T' (276)
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Da sich die einzelnen Beanspruchungsarten (Zug, Torsion und Biegung)
komplett entkoppeln lassen, kann der Vektor @i auch zerlegt werden in
diese Beanspruchungsarten.
= [wy, wy]" I

, OB, = [u1, o1, U2, P2
T
ur = [771’772]

) ﬁiv = [Ulﬂ/)l,UQ,%]T-

>‘;>

’ (2.77)

In der vorliegenden Arbeit ist nur die Biegung von Relevanz.

Ansatzfunktion Um die Schubdeformation zu beriicksichtigen, aber
trotzdem nicht zu tiberschatzen, muss eine gute Ansatzfunktion gefunden
werden. Dazu werden die Ansatzfunktionen

L+ 2(1-¢) =3¢ +2¢° L+301-0-20+¢

Nu = 40 , Nia=1¢ o 15@( p
P +3C—2(¢ o310 —C+
— + —()—40+
Noyy = 6¢(——~ Nyy =
21 6€l(1+(1))’ 22 1+ 5
¢(—1 O¢ — 2¢ + 3¢2
Nog = — Noy =
» =00 gy “ 1+®
(2.78)
mit ¢ = w/l als dimensionslose Koordinate,
12E1,x
pum 2-
GAl? (2.79)

und y als Schubkorrekturfaktor gewéhlt. [8] Wenn der Balken unendlich
diinn ist, ist ® gleich null und die Ansatzfunktionen entsprechen denen
des Euler-Bernoulli Balkens. Als rotationssymmetrischer Balken ist das
axiale Fliachentragheitsmoment I, = I, der Schubkorrekturfaktor y und
® in u- und v-Richtung gleich und es lasst sich mit entsprechender Vor-
zeichenregelung die gleiche Interpolationsmatrix H fiir die Verschiebung
in g, und Gp, finden.
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Uy
u Ni1 Niz Nz Nu Y1
= . 2.80
LO] le Nao Naz Ny Uz ( )
H P2
U1
v| _ [N Niz Nig Nug| =t (2.81)
¥ Nai Nag Naz Ny U2 '
H _¢2
Die potenzielle Energie
1 dp\*  (dp\® 1GA , ,
dL = =-FI — — d P dz. 2.82
2 Yy (dZ) +(d2> Z+2 X (7uw+7vw) z ( )

setzt sich aus den Teilen Biegung und Schub zusammen mit den Schub-
verformungen 7,,, und 7,,. Diese hangen mit den Verschiebungen wie
folgt zusammen

du dv
uw — — T rw — - . 283
¥ i ¥ Y= (2.83)

Die Gleichungen 2.80 und 2.81 in die Gleichung 2.83 eingesetzt und eine
Integration iiber die Elementlange [ ergibt

1 1
L= tp Kig, + ;g Kig, (2.84)
mit der symmetrischen Steifigkeitsmatrix
12 61 —121 6l
Ely (44 @) —61 (2— )
K=o . 2.85
=T B+ o) 12 6l (2.85)
symm. (4 + D)2

Die kinetische Energie dT' fiir den Balken lautet

dT = ; [PA@? +0%) + I, (& + ¥%) + J, (Q* +2000) | (2.86)
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Bei einem axialsymmetrischer Querschnitt haben das polare Massentrag-
heitsmoment .J, und das axiale Massentragheitsmoment J, den Zusam-
menhang von J, = 2J,. Die Ansatzfunktionen 2.80 und 2.81 in die Glei-
chung 2.86 eingesetzt, integriert iiber die Elementlange [ ergibt

T 2 .7 2 .7 2

M0 B M SR MR ) )
208 M8,

Die Matrizen M, und M, sind die Massenmatrizen verkntipft mit der
translatorischer Tragheit und der Rotationstrégheit

mi lm2 ms —lm4
pAl l2m5 Zm4 —l2m6
M. — 2.88
=T 42001 + @) my  —lmy ( )
symm. >ms
mry lmg —mry lmg
p]y l2m9 —lmg —l2m10
M,=—+~——— 2.89
=k 300(1 + )2 my —lmg ( )
symm. >my

WO

my = 156 + 2940 + 14082, my = 22 + 38.50 + 17.552,
my = 54+ 126® + 7092,  my = 13+ 31.50 + 17.502,

ms =4+ 7P + 3.502, me =3+ 7P + 3.502,
my; = 36, mg = 3 — 159,
mg:4+5@+10(132, m10:1+5q>—5@2.

Die Massenmatrix M und gyroskopische Matrix G ergibt sich damit

M = MT + MR G = QMR (2-90)

Die Systemmatrizen sind in [8] hergeleitet.
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2.5.3 Losen der Bewegungsgleichungen

Der néachste Schritt ist, die Bewegungsgleichung, vorerst ohne Dampfung
(sieche Gleichung 2.73), zu lésen, um die Verschiebungen einzelner Kno-
ten zu bestimmen. Die Bewegungsgleichung ist eine Differentialgleichung
zweiter Ordnung. Diese kann tibergefiihrt werden in eine Differentialglei-
chung erster Ordnung, wenn der Ansatzvektor z mit den generalisierten
Koordinaten #i als Verschiebung und ﬁ als Geschwindigkeit in den Kno-
ten in die Ausgangsgleichung 2.73 eingesetzt wird. Der Ansatzvektor

i
7z = g (2.91)
und dessen Ableitung o
a
2=z (2.92)
eingesetzt in die Bewegungsgleichung 2. Ordnung ergibt
0 I 0
A b

was einer Differentialgleichung erster Ordnung entspricht. Mit den ein-
gefiihrten Abkiirzungen erfolgt eine iibersichtlichere Darstellung der Dif-
ferentialgleichung

z=A-z+b (2.94)

Diese Gleichung kann mittels eines numerischen Verfahrens, zum Bei-

spiel dem Runge-Kutta Verfahren, gelost werden. Nédheres dazu wird im
néachsten Abschnitt erlautert.
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Runge-Kutta

Die Gleichung 2.94 wird mittels Runge-Kutta Verfahren zu jedem Zeit-
schritt gelost. Als Beispiel soll das Anfangswertproblem

y=f(ty), y0) =w, 0<t<T<oo (2.95)

angefithrt werden. Als Losung dieser Gleichung wird eine differenzierba-
re Funktion iiber dem Intervall [0, T") verstanden, deren Ableitung diese
Gleichung erfillt.
Im Vergleich zu anderen Einschrittverfahren, wie dem Euler-Verfahren,
ist das Runge-Kutta Verfahren genauer, da der lokale Fehler geringer ist.
Beim Euler-Verfahren wird die Tangentensteigung nur an den Randpunk-
ten zwischen zwei Schritten auf der Losungsfunktion approximiert. Das
Runge-Kutta Verfahren nimmt mehrere Stufen 7; zwischen den Rand-
punkten um die Steigung an mehreren Punkten zu ermitteln. Der Ansatz
vom momentanen Funktionswert y; fiir den néchsten Funktionswert y;
ist .

Yit1 :yi+hzbj f(ti +cjh,ny), ij =1 (2.96)

Jj=1 Jj=1

Die Idee ist, dass wenn die Schrittweite h ausreichend gering ist, der neue
Funktionswert y; ;1 sich vom vorherigen y; nicht signifikant unterscheiden
wird und deswegen iiber die Annaherung von der Steigung f(t; +c;h, n;)
und der Schrittweite A sich der neue Punkt ¥, mit den Parameter c;, b,
und s berechnen lasst. Der Wert ¢; ist der j.te Knoten des Verfahrens.
Dieser ist beim Wert 1 genau der nachste Iterationspunkt. Bei einem
Wert unter 1 wird ein Hilfspunkt zwischen den zwei Iterationsschritten
verwendet und bei 0 wird die Funktion am momentanen Punkt ¢ ermit-
telt. Die Variable b; ist die Gewichtung und s ist die Stufenanzahl. Die
Summe der Gewichtung b; muss wieder eins sein. Die Stufen 7; kénnen
iiber die Anndherung

t¢+0jh . t¢+C]'h
nj &~ y(titeh) = y(ti)+/t. jdt = y(t¢)+/t} f(t () de (2.97)
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2 Theoretische Grundlagen

und tber den Einsatz der Quadraturformel

Al =X by gle) ~ [ ola)ds (2.98)

sich zu folgendem ergeben:

nj =y +hY_ auf(ti+ch,m)
=1

S
> =
=1

(2.99)
jzlv ;S

Die Koeffizienten aj;, b;, ¢; kénnen in einem quadratischen Tableau zu-
sammengefasst werden, die nach Butcher [13] benannt sind.

C1 |11 Qiz2 - Qis

Cy | Q21 Q22 -+ QA2

cl A s
) = (2.100)

Cg Ag1 Qg2 - QAgg

bl b2 . bs

Auch andere Verfahren lassen sich damit abbilden. Zum Beispiel wenn

s=1,c; =0,n =y ergibt dies das

explizite Euler-Verfahren:

010
1

Eingesetzt in die Gleichung 2.96 gibt die Formel fiir den néchsten Itera-

tionsschritt g;, 1 vor.

Yie1 = Yi +

h f(ti; i) (2.101)

Fiir den impliziten Euler wird s = 1, ¢; = 1,71 = y141 und damit das

Tableau
1
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2.5 Strukturdynamik

Diese verkniipft mit der Gleichung 2.96 zeigt den Berechnungsschritt fiir
die Naherung.

Yir1 = Yi + b f(tiv1, Yir1) (2.102)

Fir das klassische Runge-Kutta Verfahren nach Kutta (1901) als ex-
plizites Verfahren mit der Simpson-Formel wird der mittlere Knoten c
verdoppelt bei gleichzeitiger Halbierung des dazugehorigen Gewichts b.
Daraus folgen vier Stufen.

0
1/2|1/2
12| 0 1/2

10 0 1
1/6 1/3 1/3 1/6

Die Definition fiir den nachsten Schritt y;,; erfolgt durch Einsetzen der
Tableau in die Gleichung 2.96.

h .
yi+1Zyi+6(k1+2k2+2k3+k’4), t=0,1--- (2.103)

mit den Steigungen ky, ks, k3, ky
kl - f(tzvuz)a L
ko= f(ti +h/2,y: + = k1),
ks = f(ti+h/27yi+§k2)a
ks = f(ti + h,y; + hk3)

(2.104)

Graphisch dargestellt zeigt dies Abbildung 2.14.

e Mit einem halben (expliziten) Euler Schritt ist die im Punkt (1)
markierte Steigung ky = f(t; + h/2,1,) errechnet.

e Ein weiterer halber Euler Schritt mit dieser Steigung ko fiihrt auf
die markierte Steigung (2) ks = f(t; + h/2,7s3).
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2 Theoretische Grundlagen

ti h t2'_|_1

\4

Abbildung 2.14: Runge-Kutta Verfahren

e Ein ganzer Euler Schritt mit Steigung k3 definiert ky = f(t;+h, n4).

e Abschlielende Mittelung von ky = f(t;,y;), ke, k3 und ky ergibt die
Steigung der strichlierten Linie zu ;1.

Als Anmerkung sei noch erwiahnt, dass ein Mehrschrittverfahren ein Ver-
fahren ist, dass statt nur dem vorherigen Wert auch éltere Naherungen
Yi—1, Yi—2 etc. zur Berechnung von y;,1 verwendet werden. [14]
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3 Berechnungsmethoden

In diesem Kapitel werden folgende beide Losungsarten beschrieben: die
quasi-stationare Losung und die transiente Berechnung. Ihr grundlegen-
der Unterschied ist, dass bei der quasi-stationaren Losung analytisch vor-
gegangen und bei der transienten Berechnung ein numerisches Verfahren
eingesetzt wird.

Wiéhrend der quasi-stationdren Berechnung werden dynamische Einfliis-
se und Berechnungsergebnisse vom vorderen Zeitschritt vernachléssigt.
Somit liefert diese schnellere, wenn auch realitdtsfernere Ergebnisse, die
oft ausreichend sind. Fiir nichtlineare Félle ist sie allerdings ungeeignet.
Es werden nur die erzwungenen, eingeschwungenen Schwingungszustande
berechnet. Auch die Berechnung mit zwei unterschiedlichen Anregungs-
frequenzen ist nicht moglich.

Fiir die transiente Berechnung wird die Losung vom vorderen Zeitschritt
berticksichtigt und als Ausgangsbasis fiir den néchsten Zeitschritt heran-
gezogen. Dadurch kann der Einschwingvorgang genauer untersucht wer-
den. Auch eventuelle Nichtlinearitaten sind mit dieser Methode integrier-
bar. Aulerdem wird hier auch der Einfluss durch unterschiedliche externe
Kraftanbringung berticksichtigt.
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3 Berechnungsmethoden

3.1 Quasi-stationare Berechnung

Die Ausgangsgleichung ist in Gleichung 2.74 schon angefithrt und wird
hier noch einmal wiederholt:

Mi+Dib+K

[=h

|=>

Der ungedampfte Fall ist gegeben wenn D = 0. Wenn die externe Kraft
als eine harmonische Anregung

f =1£a cos Ot (3.1)

angreift, kann diese als rotierender Zeiger mit Betrag der Amplitude fo
und der Phasenlage j§2 abgebildet werden. Dies ergibt

f =R (fac’™). (3.2)

Die Losung dieser inhomogenen Differentialgleichung besteht aus homo-
genen und partikuldren Teilen, wobei der partikulare Anteil den erwéhn-
ten eingeschwungenen Zustand darstellt und deshalb wichtiger ist. Fiir
diesen kann der Ansatz fiir die Verschiebung

=R (us ) (3.3)

gefunden werden. Die Differentialgleichung 3.1 ergibt nach Einsetzen des
Ansatzes 3.3 und dessen Ableitungen und der Anregung 3.2

—*M+ jOD + K] us = fa. (3.4)
Daraus ergibt sich fiir die gesuchte Amplitude

up = H(Q) a (3.5)

mit der Frequenzgangmatrix H(j(2) dargestellt

H(j0) = [-°M+joD + K| . (3.6)
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3.1 Quasi-stationdre Berechnung

Die Frequenzgangmatrix H(j(2) stellt die Verkniipfung mit der harmo-
nischen Krafterregung (Eingangsgrofe) und mit der Systemantwort der
Verschiebung (Ausgangsgrofie) her. [1]

Bei Rotoren wird zusatzlich die gyroskopische Matrix G beriicksichtigt.
Deswegen folgt aus Gleichung 3.4

[—O°M + G + jOD + K| us = fa (3.7)
und fiir den Losungsvektor

up = [~2M + G + jOD + K| fa. (3.8)

Diese Gleichung zeigt den eingeschwungen Zustand des Rotors bei einer
konstanten Drehzahl. Wenn die Berechnung tiber mehrere Drehzahlen
durchgefiithrt wird, ergibt dies ein Verhalten des Rotors im ausgewéahl-
ten Drehzahlbereich. Somit kann ein Hochlauf mit linearer Lagerung gut
dargestellt werden. [9]

Rotor unter Unwucht

Bei Unwucht wird der Kraftvektor fo zu der definierten Grofle
fao =meQ? (3.9)
wo die Exzentrizitat e aus der gewiinschten Wuchtgiite

™ 30-G
B O —
G=c¢ e 3O:>e —

(3.10)
berechnet werden kann und der Massenvektor m die jeweilige Element-
masse eingetragen hat.

In Abbildung 3.1 ist vom Balken (siehe 5.3) bei Unwuchtanregung die
Verschiebung im linken Lager iiber der Frequenz dargestellt. Bei niedri-
ger Frequenz ist eine Proportionalitdt zwischen Wellendurchbiegung und
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3 Berechnungsmethoden

der Unwucht ersichtlich. Die kritische Frequenz bei 17 Hertz ist klar er-
kennbar, dort wiirde die Wellenauslenkung unendlich grofl werden. Wenn
der kritische Bereich schnell durchfahren wird, werden wieder geringere
Wellenauslenkungen erreicht wahrend sich bei sehr hohen Drehzahlen die
Wellenauslenkung u 4 asymptotisch dem Wert der Exzentrizitéit e nahern.
Dies bedeutet, dass der Schwerpunkt auf der Drehachse liegt und sich die
Welle selbst zentriert hat.

Da es sich bei der Berechnung um eine isotropische Lagerung haltet,
betragt die Verschiebung in u- und v-Richtung den gleichen Wert.

1

—u

-V
—. 08F
:
—
o0
2 06f
z
g
=
g 047
.‘é
o0
]
= o2}

O 1 1 1
0 10 20 30 40 50

f [Hz]

Abbildung 3.1: Hochlauf eines Rotors
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3.2 Transiente Berechnung

Fiir die transiente Berechnung wird unterschieden zwischen linear elas-
tischen Lagern und anisotropen, drehzahlabhéngigen Lagern. Bei den
linear elastischen Lagern ist die Gleichung 3.11 Ausgangsbasis.

Mi(t) + ()G +D) &(1) + Ka(r) = £ (3.11)

M, G, D, K ... konstant

Die Massen- , Dampfungs- und Steifigkeitsmatrix sowie die gyroskopische
Matrix sind konstant und &ndern sich wahrend der Berechnung nicht.

Fiir die Berechnung mittels nichtlinearer Lager werden die Steifigkeits-
und die Dampfungswerte in jedem Berechnungsschritt neu ermittelt und
in die Matrizen iibernommen.

M () + ()G +D(t)) &(t) + K() a(t) = £ (3.12)
M, G ... konstant
D(t), K(t) ... zeitabhingig

Die Dampfung- und Steifigkeitsmatrix sind in diesem Fall nicht konstant,
da sie von der Zeit bzw. Drehzahl abhangen.

Der Kraftvektor ist in beiden Fallen

02 cos Ot + Qsin Ot

“102sin Ot + Qcos Ot (3.13)

f=m

mit den Anteilen der Unwucht in u- und v-Richtung [9].
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3 Berechnungsmethoden

Losen der Bewegungsgleichung

Die Gleichungen 3.11 und 3.12 sind beide Differentialgleichung zweiter
Ordnung. Um eine schnelle Berechnungszeit zu erreichen und die Fehler-
toleranz gering zu halten, wird die Differentialgleichung zweiter Ordnung
in eine Differentialgleichung erster Ordnung iibergefithrt. Dazu wird der
globale Vektor z mit den generalisierten Koordinaten, der Verschiebung
@ und dessen Ableitung der Geschwindigkeit @i aufgestellt.

z = B] z = Ej (3.14)
2=Az+A,z0(t)+b (3.15)

0o 0 ],
~-M 'K _1\/[1[)] A1 [0 _MlG] b=f  (3.16)

Nun, da die Differentialgleichung zweiter Ordnung in eine Differentialglei-
chung erster Ordnung umgewandelt wurde, kann diese mittels Integration
gelost werden. Die Losungsvariable z setzt sich aus der oberen Hélfte, mit
den Verschiebungen der Freiheitsgrade, und der unteren Halfte, mit den
Geschwindigkeiten der einzelnen Knoten, zusammen.

Die Matrix A beschreibt das System in Abhéngigkeit von der Steifigkeit
und Dampfung, die Matrix A; gibt das System in Abhéangigkeit von
der gyroskopischen Matrix und deren Drehzahlabhingigkeit an und der
Vektor b beriicksichtigt die externe Kréfte, die auf das System wirken.

Der Losungsvektor z gibt die Verschiebung und die Geschwindigkeit in
den Knoten aus. Wenn die Verschiebung in einem Punkt tiber den Hoch-
lauf geplottet wird, ergibt dies eine Abbildung wie in 3.2. Hier wird die
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3.2 'Transiente Berechnung

Verschiebung des Balkens in seinem ersten Lager in u-Richtung gezeigt,
wobei der Balken von null auf fiinf Hertz beschleunigt wird und anschlie-
Bend ein Einschwingen von zwei Sekunden stattfindet.

0.015 e
E 0.01 n ﬂ ﬁ W
]

A 0.005

E

= 0

S

=

£ -0.005

g

|

=001 UH UUU

-0.015 —

0 2 4 6

Time [s]

Abbildung 3.2: Hochlauf des Balken von 0 auf 5 Hertz mit anschlielen-
dem Halten
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4 Freiheitsgradreduktion

Passende Finite Elemente Modelle sind notwendig um das Verhalten von
Rotoren zu simulieren. Die Simulationszeit fiir solche Modelle kann sehr
lang sein. Mit zunehmender Rechenleistung besteht die Moglichkeit die
Simulation von rotierenden Maschinen mit geringeren Elementléngen,
folglich feinere Netze, durchzufithren. Somit steigt die Anzahl der Frei-
heitsgrade mit nahezu gleicher Berechnungszeit wie zuvor. Nichtsdesto-
trotz ist die Berechnungszeit wichtig, wenn es zu umfangreichen Parame-
terstudien kommt. Eine gezielte Uberlegung iiber die Anzahl von Frei-
heitsgraden ist fiir die Berechnung des Models notwendig.

Daher bietet es sich an die Zahl der Freiheitsgrade schon von Beginn an
zu beschranken [11]. Eine Verringerung der Freiheitsgrade im Nachhin-
ein wird Reduktion bzw. Kondensation von Freiheitsgraden genannt [10].
Dazu gibt es Methoden zur Freiheitsgradreduktion fiir ein gegebenes dy-
namisches Finite Elemente Model unter Beibehaltung der dynamischen
Eigenschaften des Systems, was folglich zu einer geringeren Berechnungs-
zeit fithrt. Die Herleitungen fir die folgenden Verfahren erfolgt aus [10].

Als Anhaltspunkt dient die Steifigkeitsmatrix des Gesamtmodells mit
allen Freiheitsgraden eines Balkens, welche in Abbildung 4.1 ersichtlich
ist. Die Bandstruktur der Matrix ist klar erkennbar, was eine Folge der
guten Nummerierung der Knoten ist.

Aufgrund einer kurzen Elementliange wird das Netz sehr fein und die
Anzahl der Knoten betragt sehr schnell eine grofle Zahl. Diese, mit den
zugehorigen Freiheitsgraden in Translation und Rotation, ergibt eine ho-
he Anzahl von Freiheitsgraden weswegen auch eine hohe Berechnungszeit
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4 Freiheitsgradreduktion

benotigt wird. Um diese zu minimieren, werden die Freiheitsgrade redu-
ziert und folglich auch die Rechenzeit. Die dazu verwendeten Methoden
sind:

e Statische Kondensation
e Modale Reduktion
e Component Mode Synthesis

Belegung der Steifigkeitsmatrix

0 T T

LR ] »;500 E
oo o00
000 00
Mt 30T
10 F oo _ooe i
000 o0
oo oo
000 00
15+ Mt 30T e
Mt 30T
oo oo00
20 | H 30T ]
25 F .
30 “”::E:oo 1
o0 000
000 o0

35 Vaze.ss :

000 o0

Mt 30T
40 00 eee 00 1
o0 000
a5 3 H
0 10 20 30 40
Freiheitsgrade

Abbildung 4.1: Ausgangssteifigkeitsmatrix
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4.1 Prinzip der Reduktion

4.1 Prinzip der Reduktion

Das Prinzip ist unabhéangig von der Wahl des Reduktionsverfahren. Des-
wegen wird es vorab beschrieben und anschliefend fiir die einzelnen Ver-
fahren in den Unterpunkten erginzt. Es wird von der Bewegungsglei-
chung 2.74 ausgegangen, die hier noch einmal angefiihrt ist

Mi+Di+Kia=f (4.1)

Die Massen-, Dampfungs- und Steifigkeitsmatrix haben eine Dimension
von b x b, wobei b die Anzahl der Freiheitsgraden entspricht.
Es wird als nachstes eine Transformationsmatrix T erstellt, die es ermog-
licht die b Freiheitsgrade des Vektors @ durch eine geringere Anzahl ¢ im
Vektor q auszudriicken.

4=Tq (4.2)

wobei T eine b x ¢ Dimension besitzt.
Die Transformationsmatrix ist zeitunabhéngig, sodass gilt

i=T.-q #4=T-q 4=T-§ (4.3)

Werden diese Bedingungen in die Ausgangsgleichung 4.1 eingesetzt, von
links mit der transponierten Transformationsmatrix lT multipliziert, er-
gibt sich folgendes reduzierte Bewegungsgleichungssystem:

T'MT§+T'DTG+T ' KTq=T"f (4.4)
oder vereinfacht ausgedriickt

M;eq g + Dreda g + Kred q= fred (45)

Diese Gleichung ist somit auf ¢ Freiheitsgrade reduziert, visuell veran-
schaulicht im Falkner Schema in Abbildung 4.2.

Die transponierte Transformationsmatrix ET erklart sich aus dem Prin-
zip der virtuellen Arbeit. Wenn in Gleichung 2.72 mit Beriicksichtigung
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Abbildung 4.2: Reduktion der Matrizen

der Dampfung die Bedingung fiir die wirklichen Verschiebungen i = T-q
und
sa=T-éq ol = 5gT -7 (4.6)

fir die virtuellen Verschiebungen eingesetzt wird, ergibt sich folgender

Ausdruck:

bq" (I'MT§+TI"DTq+T"KTq)=dq" IT'E (4.7)

welche mit 4.4 ident ist, wenn mit dq gekiirzt wird. Die Funktionswei-
se der Kondensation findet nur mit der Transformationsmatrix T statt.
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4.2 Statische Kondensation

Wenn ¢ = b ist, findet keine Reduktion statt, sondern nur eine Um-
sortierung der Freiheitsgrade. Sollen nur ¢ Freiheitsgrade beriicksichtigt
werden, miissen die Informationen von der b x b Ausgangsmatrix erhalten
bleiben. Somit ist die richtige Besetzung der T - Matrix ausschlaggebend
fiir eine Verringerung der Freiheitsgrade, ohne die wichtigen ersten Ei-
genformen und Eigenfrequenzen des Systems zu vernachlassigen.

4.2 Statische Kondensation

Um eine Steifigkeitsmatrix zu reduzieren, wird nach Hauptfreiheitsgraden
h und Nebenfreiheitsgraden n sortiert, sodass sich folgende Gleichung
ergibt:

Mnn Mnh h + nn Dnh % + Knn nh b . ffn
Miun Mun| |lin Din Dhn| [Un Kin Kinn| |un fn

)
~

(4.8)
Abbildung 4.3 zeigt die Sortierung der Steifigkeitsmatrix. Die Verkniip-
fungen zwischen den Haupt- und Nebenfreiheitsgraden ist in den Neben-
matrizen K, und Ky, an den Eintridgen in grau links unten und rechts
oben abgebildet. Im Eck rechts unten diagonal besetzt sitzt die Matrix
Kin mit den Hauptfreiheitsgraden.

Annahmen Um die Reduzierung durchfithren zu kénnen, werden zwei
Annahmen laut [11] getroffen:

e Es greifen nur an den Hauptfreiheitsgraden externe Krifte an =
f,=0

e An den Nebenfreiheitsgraden sind Massen- und Dampfungsanteil
sehr gering (geringe Drehtrégheit) und deswegen vernachlassigbar
klein.

93



4 Freiheitsgradreduktion

0 .. T T T I..
*%e oo -
000 14
g -
°00 00
oo o000
000 o0
10+ *% e’ 00 i
oo o000
000 00
o0 000
15 $i8,2s -
o0 o0
v oo .oo ::
e 20 + o0 o0 .
© o0 o0
eb *%e oo oo
Z 000 oo
T 27 H T 1
= 000 00
5 o0 000
= 30+ soess . 1
o0 000
e00 00
oo 000
351 90T H 1
o000 o0
8, 3
40 le00® oo *®
11 14
2222 2t
45 ¢ 444 -
0000 o0
. o000 °
0 10 20 30 40
Freiheitsgrade

Abbildung 4.3: Umordnung der Matrizen

Diese Annahmen in 4.8 eingesetzt, ergibt:

Q g h + Q Q b + Knn Knh
0 M| |iip 0 Dyn| [0 Kin Kin| |un
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4.3 Modale Kondensation

Somit lasst sich aus der 1. Zeile der Zusammenhang zwischen Vektor uy,
und uy bestimmen:
u, = K, Ky up (4.10)

Als Transformationsschritt ergibt sich

~

g:

[

q mit I q=Up

E
= [—KlK h] und q=u (4.11)

Durch Einsetzen von 4.11 in die Ausgangslgeichung 4.8 und von links mit
der transponierten Transformationsmatrix T multipliziert, ergibt

T'MT§+T'DTq+T'KTq=T"f (4.12)

oder vereinfacht ausgedriickt

Mred g + Dred g + Kl‘ed q= fl'ed- (413)

Dies stellt zwar nur noch eine Annaherung dar, aber bei treffender Wahl
von Haupt- und Nebenfreiheitsgraden eine dementsprechend gute.

Dazu muss gesagt werden, dass bei falscher Selektion von Haupt- und Ne-
benfreiheitsgraden das Ergebnis sehr weit abweichen kann. Zum Beispiel
diirfen bei der Berechnung eines eingespannten Balkens die Drehfreiheits-
grade nicht vernachlassigt werden.

4.3 Modale Kondensation

Die modale Kondensation hat eine andere Herangehensweise als die sta-
tische Kondensation. Es wird wieder von der Gleichung 2.74 ausgegan-
gen, die Dampfungsmatrix D und die externen Kréfte f werden zunachst
ignoriert, sodass sich folgende Gleichung ergibt:

Mt+Ka=0 (4.14)
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4 Freiheitsgradreduktion

Diese beiden Matrizen sind symmetrisch. Es ist ein konservatives Hilfs-
system gebildet worden. Die Eigenfrequenzen und Eigenvektoren ¢ zu
diesem System lassen sich leicht bestimmen. So werden die Eigenvekto-
ren ¢ in der Modalmatrix ¢ (Dimension b x b) spaltenweise angeordnet.

d=lo, e, (4.15)

Fir die Ausgangsgleichung 2.74 werden nur die langwelligen niedrigen
Eigenformen 1 bis ¢ << b als Ansatzvektoren verwendet. Daraus ergibt
sich die Transformation

u=4¢gq (4.16)

mit der Matrix T = ¢* als die verkiirzte Modalmatrix des konservativen
Systems mit den Eigenvektoren von 1 bis ¢ deklariert. Die Gleichung
4.16 wird in das Ausgangsgleichungssystem eingesetzt und von links mit
der transponierten Transformationsmatrix ET multipliziert. Somit ergibt
sich

T"MT§+T DTG+ T KTq=T"f (4.17)

oder wieder vereinfacht ausgedriickt

M;ed g + Dred g + Kred q = ILred (418)

Abbildung 4.4 zeigt die Reduktion der Steifigkeitsmatrix fiir den Balken.
Es findet eine Reduktion auf die ersten 12 Eigenformen statt.

Von den anfénglichen 240 Freiheitsgraden hat eine Reduktion auf 12
stattgefunden. Die Massenmatrix und Steifigkeitsmatrix sind rein dia-
gonal besetzt, da die Eigenvektoren orthogonal sind.

Mgeni = 7 Mg (4.19)

kgeni = 1 K (4.20)
Die Anzahl von Eigenformen sollte so gewéhlt werden, dass im ent-

sprechenden Drehzahlbereich die dominanten Eigenwerte abgebildet wer-
den.
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4.3 Modale Kondensation
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Abbildung 4.4: Modale Reduktion der Massenmatrix

o7



4 Freiheitsgradreduktion

4.4 Component Mode Synthesis

Die Component Mode Synthesis ist eine Kombination zwischen der sta-
tischen und der modalen Kondensation. Sie hat den Vorteil, dass wich-
tige physikalische Freiheitsgrade, die Hauptfreiheitsgrade im statischen
System, im reduzierten System beibehalten werden und die Anzahl der
Freiheitsgrade dhnlich gering ist wie bei der modalen Kondensation. Die
Methode wird hauptséachlich verwendet, um die Rechenzeit zu verkiir-
zen.

Diese Methode ist notwendig, wenn Parameterdanderungen im System
auftreten und somit viele Simulationen durchgefithrt werden. Bei dreh-
zahlabhdngigen Lagerwerten miisste die Gleichung bei der modalen Kon-
densation bei jedem Zeitschritt neu reduziert werden. Bei der gemischten
Kondensation konnen die Lager als Hauptfreiheitsgrade deklariert wer-
den und es miissen nur Teile der Gleichung neu berechnet werden. [10]

Es findet zuerst eine statische Kondensation statt und anschlieend wird
eine modale Reduktion vollzogen.

Statische Kondensation Der erste Schritt ist die Umordnung in Haupt-
und Nebenfreiheitsgraden. Ausgangsbasis ist wieder die Gleichung 4.1.
Die Umtransformierung in Hauptfreiheitsgraden h und Nebenfreiheits-
graden n ergibt die Gleichung;:

i oo i< (70 Gl [0 ) i)

4o nn Knh b o fnin
Kin Khin Up N fhih

(4.21)

0
E
9

~

Die Hauptfreiheitsgrade werden an dem unteren Ende des Verschiebungs-
vektors 1 angeordnet. Die Besetztheit ist in Abbildung 4.3 ersichtlich. Die
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4.4 Component Mode Synthesis

Hauptfreiheitsgrade sind im rechten unteren Quadranten angeordnet und
konnen zum Beispiel die Freiheitsgrade der Lager sein. Die Massenmatrix
ist gleich wie die Steifigkeitsmatrix. Die Dampfungsmatrix ist bis auf die
Hauptfreiheitsgradeintrage komplett leer.

Ansatzvektoren aus der modalen Kondensation Die Hauptfreiheits-
grade uy werden gedanklich auf null gesetzt und die gyroskopische Matrix
unberticksichtigt, so dass die Gleichung 4.21 in ein konservatives Hilfs-
system umgewandelt wird.

Mpp in + Knnun =0 bzw.  fu,. (4.22)

Die Eigenvektoren ¢; konnen berechnet werden. Die niedrigen langwel-
ligen Eigenformen werden wieder in der verkiirzten Modalmatrix ¢* fiir
die Eintrage der Transformationsmatrix T verwendet. o

Uy =9 qn (4.23)

Ansatzvektoren aus der statischen Kondensation Durch die modale
Kondensation werden nur die Freiheitsgrade verkniipft, die im Hilfssys-
tem vorhanden sind. Die Verkniipfung der Hauptfreiheitsgrade und den
Nebenfreiheitsgrade wird iiber die statische Kondensation durchgefiihrt.
Dazu wird die obere Zeile der Steifigkeitsmatrix aus Gleichung 4.21

Knnh + Knh% =0 (424)

verwendet und aufgelost auf die Nebenfreiheitsgraden

ul‘l — _Knn_l Knh% (425)

um einen statischen Zusammenhang zwischen den Haupt- und Nebenfrei-
heitsgraden zu bekommen. Die Transformationsmatrix T wird mit diesen
Ansatz erganzt

—KnnElKnh ] ( U ) (4.26)
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4 Freiheitsgradreduktion

oder in Kurzschreibweise dargestellt

g:

-

a (4.27)

Das gesamte System ist nun tiber diese Ansatzfunktionen berticksichtigt
und abgebildet.

Abbildung 4.5 zeigt die Transformationsmatrix. Es sind die Eigenformen
der modalen Reduktion und die Ansatzfunktionen der statischen Kon-
densation klar ersichtlich.
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Abbildung 4.5: Transformationsmatrix der CMS Reduktion
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4.4 Component Mode Synthesis

Das reduzierte Bewegungsgleichungssystem
Wird der Ansatz 4.27 in die Bewegungsgleichung 4.21 eingesetzt und
von links mit der transponierten Transformationsmatrix ET multipliziert
ergibt dies das reduzierte Gleichungssystem:
T'MT§+T'DTG+T'KTq=T"F

e . - 4.28
M;eq q + Dred q + Kred q = Ired ( )

Als Beispiel fiir die Berechnung der reduzierten Steifigkeitsmatrix K eq
wird die Formel

T'KT (4.29)

mit dem Falkner Schema dargestellt. Zuerst wird KT berechnet und das
Ergebnis mit ET multipliziert:

[ ¢ Ko Kun
0 E
Knn Kun Kun¢® ~Kun Kl Kon + Kan |
[ Khn Q ] B Khnj — K Kot Ky + KppE
o 0 0 K 0 0 :
[ (—K;u} Knh)T E ] T |0 K KKK
(4.30)
Somit ergibt sich fiir die Eintrage
Kl 0
o [ L) »

mit K¢ als rein diagonal besetzte Matrix der beriicksichtigten moda-

len Freiheitsgrade. Da die Ansatzvektoren aus der Steifigkeitsmatrix K
ermittelt worden sind, sind die Eintréage in der Nebendiagonale leer. Die
reduzierte Matrix fiir die Hauptfreiheitsgrade

Kiod = Kin — Kin Kop Kun (4.32)
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4 Freiheitsgradreduktion

setzt sich zusammen aus dem Eintrag Ky, des Ausgangsgleichungssys-
tem 4.21, die die Eintrdge der Hauptfreiheitsgraden enthalt und von den
Beitragen —Kp, K Kap.

Die Dampfungsmatrix des reduzierten Systems ist nur im Quadrant, der
zu den beibehaltenen Hauptfreiheitsgraden gehort, besetzt.

Dfﬁld = Dun (4.33)

Die Berechnung der Massenmatrix ist ident und es folgt die reduzierte

Massenmatrix Mred pfred
Myeqa = [Mred Mred] (4.34)
mit den Eintrigen:
&fﬁi = [mgen,i]
M5! =¢*" [Mnn Pstat + Mnh]
Mred (Mred) (4.35)

Mred _gbstat [Mnn ¢stat + 1\/Inh] + Mhn ¢stat + Mhn

Die Matrix M*® hat nur in der Diagonale Eintriige, da nur die generali-

sierten Massen des Hilfssystem 1tibrig bleiben. Die anderen Submatrizen
werden mit den Massenmatrizen des Ausgangssystems mit den modalen
und statischen Ansatzvektoren gewichtet.
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4.5 Vergleich der Reduktionsverfahren

4.5 Vergleich der Reduktionsverfahren

Die Reduktionsverfahren statische Reduktion, modale Reduktion und
component mode synthesis haben zum Schluss dieselbe Gleichung (siehe
4.13, 4.18 und 4.28), dennoch unterscheidet sich die Transformationsma-
trix T. Bei der statischen Reduktion setzt sich diese aus der Steifigkeits-
matrix der Nebenfreiheitsgrade zusammen. Bei der modalen Reduktion
werden die Eigenvektoren mit der Transformationsmatrix T berticksich-
tigt. Die Component Mode Synthesis ist eine Kombination der statischen
und modalen Kondensation. Somit setzt sich die Transformationsmatrix
T aus den Eintragen der Steifigkeitsmatrix und den Eigenvektoren zu-
samien.

Als Beispiel fiir die Anwendung dieser drei Verfahren wird auf das Kapitel
5.3 referenziert.
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5 Aufbau und Bedienung des
Programms

Die vorgestellten Berechnungen aus den vorherigen Kapiteln wurden mit
der Software MATLAB® durchgefithrt. Zur Vereinfachung der Bedie-
nung des Programms gibt es eine Konfigurationsdatei fiir jeden einzelnen
zu berechnenden Rotor. Der Programmaufbau, der Programmablauf und
die graphische Auswertung sollen in diesem Kapitel mit Beispielen naher
erldutert werden.

Die Berechnung erfolgt immer nach vier Punkten, diese sind auch bei
anderen kommerziellen Finite Elemente Programmen auffindbar.

e Input: Das Programm liest die Konfigurationsdatei und speichert
die entsprechenden Parameter. Die Input-Daten werden gesichert.

e Preprocessing: Die Input-Daten werden gelesen und zu den ent-
sprechend gesetzten Parametern die geeigneten Daten erzeugt. Hier
sind es die Systemdaten.

e Solution: Es wird der entsprechende Solveralgorithmus aufgerufen,
um das System zu losen. Die Losung wird gespeichert.

e Postprocessing: Die berechneten Losungsdaten werden analysiert
und graphisch ausgewertet, um den Rotor untersuchen zu kénnen.

Abbildung 5.1 zeigt einen normalen Programmablauf der Finite Elemen-
te Methode. Die Geometrie, die Topologie der Knotenpunkte, die phy-
sikalischen Daten wie etwa Masse und Steifigkeit, sowie externe Kréfte
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5 Aufbau und Bedienung des Programms

werden tiber die Konfigurationsdatei in Matlab geladen, beziehungswei-
se errechnet. Es werden die Elementmatrizen und die Systemmatrizen
im Preprocessing erstellt und im Solver der Losungsvektor ermittelt. Im
Postprocessing findet die Ausgabe statt.

Modellbildung FE - Programm
Geometrie > Input
Topologie Preprocessing
Physikalische Daten Solver
Externe Kraft Postprocessing
Y
Losung

Abbildung 5.1: Programmablauf

5.1 Matlab Programm

Die Konfigurationsdatei wird in Matlab eingelesen und die Eingabepara-
meter werden gespeichert. Anschliefend wird die Geometrie des Rotors
mit der definierten Elementldnge in einzelne Elemente zerlegt und die
Berechnung der lokalen Massen-, Dampfungs- und Steifigkeitsmatrix, so-
wie der gyroskopischen Elementmatrix durchgefithrt. Die externe Kraft
wird an den ausgewéhlten Knoten aufgetragen und aus den Elementma-
trizen werden die globalen Systemmatrizen zusammengestellt. Im An-

66



5.1 Matlab Programm

schluss wird die definierte Berechnung mit den gesetzten Parametern
gestartet. Die Berechnungen fiir die Eigenfrequenzen und des Campbell-
diagramm sind bereits implementiert und werden hier nicht noch einmal
angefiihrt.

5.1.1 Quasi-stationdre Ermittlung

Abbildung 5.2 zeigt den Ablauf der quasi-stationdren Berechnung. Es
wird zunéachst die Rotordrehzahl als Vektor erstellt und die lokalen und
globalen Systemmatrizen berechnet. Je nach Lagerart werden die Lager-
koeffizienten in die Steifigkeits- und Dampfungsmatrix an unterschiedli-
chen Stellen eingebaut und folglich die Gesamtsystemmatrix zusammen-
gestellt. Anschliefend folgt die Aufstellung der Bewegungsgleichung und
die Losung nach Kapitel 3.1.

5.1.2 Transiente Ermittlung

In der transienten Methode ist neben der Berechnung des Gesamtmo-
dells auch die Freiheitsgradreduktion implementiert. Die Gesamtmodell-
berechnung greift auf die im Preprocessing aufgestellten Systemmatrizen
und die vordefinierte Rotordrehzahl zuriick. Anschliefend werden die La-
ger entsprechend ihrer Knoten in den Matrizen eingebaut, was zur Ge-
samtsystemmatrix fithrt. Die Bewegungsgleichung wird nach Kapitel 3.2
aufgestellt und mittels Integration gelost, wodurch sich der Losungsvek-
tor ergibt.

Fir die Freiheitsgradreduktion wird die Methode erweitert. Bis zur Ge-
samtsystemmatrix unterscheidet sie sich nicht von dem Ausgangsmodell.
Die globalen Systemmatrizen werden in Haupt- und Nebenfreiheitsgrade
sortiert, die Transformationsmatrix (modale Reduktion oder gemischte
Reduktion) wird berechnet und die reduzierte Bewegungsgleichung nach
Kapitel 4 aufgestellt.
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5 Aufbau und Bedienung des Programms

Rotordrehzahl Systemmatrizen

M,G.D,K,F

A 4

\ 4

Lager einbauen

A 4

4

Gesamtsystemmatrix

\ 4
Bewegungsgleichung
aufstellen

Y

A 4

Losungsvektoren

quasistationére Berechnung

Abbildung 5.2: Ablauf der quasi-stationdren Berechnung

5.2 Anwendung

Das Programm mit den einzelnen Berechnungs- und Ausgabemdglichkei-
ten wird mittels zwei unterschiedlicher Beispiele gezeigt. Diese sind:

e Berechnung eines rotierenden Balkens

e Berechnung eines Rotors
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5.2 Anwendung

Die Geometrien des Balkens und des Rotors sind als Schema in Abbil-
dung 5.3 und 5.4 dargestellt. Beide Bauteile sind homogene, symmetri-
sche Korper mit je zwei Lagern. Die Unwuchtsmasse wird beim Balken
in der Mitte angebracht, beim Rotor sind mehrere Ausgleichsmassen an-
gebracht.

0,8m

Abbildung 5.3: Geometrie des Balkens

Abbildung 5.4: Geometrie des Rotors
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5 Aufbau und Bedienung des Programms

5.2.1 Quasi-stationdre Losung

Es werden im folgenden die Ergebnisse fiir die quasi-stationdre Metho-
de dargestellt. Dazu werden fiir den Balken und den Rotor isotrope
Steifigkeits- und Dampfungskoeffizienten fiir die Lager verwendet.

Balken

An einem ausgewahlten Knoten wird der Losungsvektor iiber die Simula-
tionszeit aufgetragen. Der Losungsvektor hat die Verscheibung, die Ver-
drehung, die Geschwindigkeit und die Winkelgeschwindigkeit von allen
Knoten als Eintrage gespeichert. Abbildung 5.5 zeigt die Verschiebung
vom Balken am ersten Lager. Die erste Eigenfrequenz ist hier klar er-
sichtlich.
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Abbildung 5.5: Quasi-stationidre Antwort am ersten Lager des Balkens
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5.2 Anwendung

Mittels Orbitplot wird der Losungsvektor in den zwei verfiigbaren Ver-
schiebungsrichtungen u und v aufgetragen. Bei einer linearen oszillato-
rischen Bewegung nimmt die Form eine Ellipse an, hier ist es ein Kreis,
da isotrope Lager verwendet werden. Abbildung 5.6 zeigt den Orbit am
ersten Lager.

Displacement [v/v,,4:]

1 0.5 0 0.5 1
Displacement [w/tq;]

Abbildung 5.6: Orbitdarstellung des Balkens

Rotor

In Abbildung 5.7 ist die Verschiebung des ersten Lagerknotens des Rotors
dargestellt. Bei 33 und 34 Hertz befinden sich die ersten zwei Eigenfre-
quenzen. Da es sich auch hier um eine isotrope Lagerung handelt, ist
die Verschiebung in beide Richtungen gleich grofi und der Orbit (siehe
Abbildung 5.8) zeigt ebenfalls einen Kreis.
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5 Aufbau und Bedienung des Programms
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Abbildung 5.7: Quasi-stationarer Antwortsvektor des Rotors

Displacement at bearing [v/v,.]

Displacement at bearing [u/t,q.]

Abbildung 5.8: Quasi-stationdrer Orbit des Rotors



5.2 Anwendung

5.2.2 Transiente Losung

Fiir die transiente Berechnung wird neben der Berechnung mit isotro-
pen Lagern fiir den Balken und den Rotor auch eine Berechnung fiir den
Rotor mit anisotropen Lagern durchgefithrt. Die anistropen Lagerdaten
werden aus Abbildung 5.9 mit der Drehzahl interpoliert. Das heifit, dass
zur jeweiligen Drehzahl die dazugehorenden Steifigkeits - und Damp-
fungswerte in die Matrizen tbertragen werden. Die Ergebnisse werden
hier erlautert.

Bearing film stiffness coefficient
3

Bearing film damping coefficient
o
ot

0 é&gé ANANANAN 0 P A HO AL E

.Y P
0 1000 2000 3000 0 1000 2000 3000
Rotational speed [rpm)] Rotational speed [rpm]

Abbildung 5.9: Steifigkeits- und Dampfungswerte des hydrodynamischen
Gleitlagers vom Rotor
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5 Aufbau und Bedienung des Programms

Balken

Abbildung 5.10 zeigt den Hochlauf des Balkens. Die Verschiebung am
ersten Lager ist hier iiber der Zeit aufgetragen. Auf der zweiten Ordina-
te ist die Frequenz des Hochlaufs abgebildet und stellt als Lineare den
Hochlauf von 0 auf 35 Hertz dar. Die erste Eigenfrequenz ist bei 17 Hertz
prasent.
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Abbildung 5.10: Transiente Antwort am ersten Lager des Balkens

Der Orbit und die Frequenzganganalyse werden in Abbildung 5.11 und
5.12 dargestellt. Die Verschiebungen in die zwei Richtungen u und v
zeigen einen Kreis, was auf die isotrope Lagerung riickzufiihren ist. Die
FFT-Analyse (siche Abbildung 5.12) zeigt ein dhnliches Bild wie 5.5 und
lasst somit auf eine korrekte Berechnung schlieffen.
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5.2 Anwendung

Displacement [v/vy,4.]

| 0.5 0 05 -1
Displacement [u/tq.]

Abbildung 5.11: Transienter Orbit am ersten Lager des Balkens
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Abbildung 5.12: Frequenzgang am ersten Lager des Balkens
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5 Aufbau und Bedienung des Programms

Isotrop gelagerter Rotor

Bei isotropen Lagerkoeffizienten wird der Rotor vom Stillstand auf 40
Hertz hochgefahren. AnschlieBend wird diese Frequenz fir zwei Sekun-
den gehalten. Dies zeigt Abbildung 5.13. Bei der Durchfahrt durch die
Eigenfrequenz ist die Resonanz klar ersichtlich. Die Verschiebung in v ist
ident. Der Orbit ist ein Kreis.
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Abbildung 5.13: Verschiebungsantwort am isotropen Lager des Rotors
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5.2 Anwendung

Anisotrop gelagerter Rotor

In der Berechnung mit anisotropen Lagerkoeffizienten wird der Rotor
ebenfalls vom Stillstand auf 40 Hertz hochgefahren. Der Orbit (siehe
Abbildung 5.14) zeigt ein nichtlineares Verhalten, da eine Ellipse nicht
zu erkennen ist. Abbildung 5.15 und 5.16 stellen dies dar. Im Vergleich
zur isotropen Berechnung liegen hier unterschiedliche Verschiebungen in
u- und v-Richtung vor.

0.5

-0.5

Displacement at bearing [v/v,.]

1 0.5 0 -0.5 -1
Displacement at bearing [u/t,q:]

Abbildung 5.14: Orbitdarstellung
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Abbildung 5.15: Verschiebung u am ersten anisotropen Lager des Rotors
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Abbildung 5.16: Verschiebung v am ersten anisotropen Lager des Rotors
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5.2 Anwendung

Zusatzlich ist fur den anisotropen gelagerten Rotor das Spektrogramm
und die Ordnungsanalyse dargestellt. Diese werden hier vorerst naher
beschrieben und dann abgebildet.

Der Losungsvektor kann nicht nur im Zeitbereich, sondern auch im Fre-
quenzbereich dargestellt werden. Dies ist in Abbildung 5.17 ersichtlich.
Die Amplitude im Zeitbereich kann projiziert als Zeiger auf die Imagi-
narachse im Frequenzbereich abgebildet werden.

1r 1r
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Abbildung 5.17: Sinussignal im Frequenz- und Zeitbereich

Die Umrechnung zwischen den zwei Bereichen findet mit der short ti-
me Fourier transform statt. Der zeitabhéangige Losungsvektor wird als
Summe oder als ein Integral von komplexen Exponentialfunktionen ver-
schiedener Frequenzen zerlegt und weist somit ein charakteristisches
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5 Aufbau und Bedienung des Programms

Frequenzspektrum auf. [15] Es gilt

us(f) = Fla@)] = JIZat) e 7> tdt

mit Fla(t)] Fourier-Transformation von G(t) (5.1)
hu(t) Signal im Zeitbereich
us(f) komplexes Signal im Frequenzbereich.
Spectrogram
500
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=
— 300
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R
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Abbildung 5.18: Spektrogramm fiir den Rotor

Dieses gewichtet die ermittelten Exponentialfunktionen zu den jeweili-
gen Frequenzen und ergibt als Summe wieder das Gesamtsignal. Das
Spektrogramm fiir den Rotor mit anisotropen Lagern ist in Abbildung
5.18 dargestellt. Hier sind die Frequenzbereiche ersichtlich, die eine hohe
Leistungsdichte aufweisen. Die erwdhnte Gewichtung ist als Grauskala
hinterlegt (niedrig: dunkle Farbe; hoch: helle Farbe). Die erste Ordnung
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5.2 Anwendung

als weiBe Lineare ist klar ersichtlich. Es sind Uberlagerung von hoheren
Ordnungen erkennbar mit einen geringeren Einfluss als die erste Ord-
nung. Horizontale Linien sind Linien konstanter Frequenz und steigende
Kurven sind Linien konstanter Ordnung.

Bei der Ordnungsanalyse wird auf der y-Achse anstelle der Frequenz die
Drehfrequenz und deren Vielfaches aufgetragen - Ordnungen genannt.
Diese geben an, wie oft pro Umdrehung eine Anrgeung stattfindet. Auf
der x-Achse ist die Drehzahl abgebildet. Abbildung 5.19 zeigt ein sol-
ches von dem Rotor mit anisotropen Lagern. Horizontale Linien sind
hier Linien konstanter Ordnung und abfallende Kurven Linien konstan-
ter Frequenz. Es ist die Gewichtung in Abhéngigkeit von der Ordnung
und der Drehzahl aufgetragen.

Order Spectrogram

Order Number

0 5 10 15 20 25 30 35
Time [s]

Abbildung 5.19: Ordnungsanalyse
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5 Aufbau und Bedienung des Programms

5.3 Validierung

In diesem Kapitel werden die unterschiedlichen Losungsmethoden gegen-
iibergestellt, um eine Validierung der einzelnen Berechnungsmethoden
des Programms zu machen. Es wird die Amplitude des Losungsvektors
bei einer ausgewahlten Frequenz festgelegt und diese mit den anderen
Methoden verglichen. Weiters werden die Vektoren voneinander abgezo-
gen, um die relative Abweichung zu ermitteln.

Die vorgestellten Losungsmethoden werden an dem rotierenden Balken
mit einer kleinen Unwuchtmasse in der Mitte angewandt und die Lo6-
sungsvektoren untereinander verglichen. Die Geometrie des Balkens ist
in Abbildung 5.3 dargestellt.

Die vier vorgestellten Losungsmethoden sind:
e Quasi-stationare Berechnung
e Gesamtmodellberechnung
e Modale Reduktion
e Gemischte Kondensation

Als erstes wird mit ANSY S® die quasi-stationire Berechnung validiert
und anschlieend diese mit den transienten Methoden gegeniibergestellt.
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5.3 Validierung

5.3.1 Vergleich mit Ansys

Die quasi-stationdre Berechnung kann sehr schnell mit Ansys validiert
werden und der Vergleich liefert plausible Ergebnisse wie in 5.20 ersicht-
lich ist. Abgesehen von einer kleinen Differenz im Bereich der Resonanz,
welche auf eine numerische Abweichung riickzufiithren ist, stimmen die
zwei Kurven komplett iiberein.
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Abbildung 5.20: Vergleich mit Ansys
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5 Aufbau und Bedienung des Programms

5.3.2 Quasi-stationdre Losung

Zunachst wird die Losung von der quasi-stationdren Berechnung gezeigt.
Dazu ist der Hochlauf des Balkens von null auf fiinf Hertz dargestellt.
Bei fiinf Hertz betragt die Amplitude 0.01087 mm.
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Abbildung 5.21: Quasi-stationare Losung des Balkens

Tabelle 5.1: Ergebnis der quasi-stationdaren Berechnung
\ 5 Hz \ u \ v \
| Stationéire Losung | 0,01087 | 0,01087 |
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5.3 Validierung

5.3.3 Vergleich Gesamtberechnung und modale
Reduktion

Es werden die Berechnungen des Ausgangsmodells und der modalen Kon-
densation miteinander verglichen. Aus Abbildung 5.22 ist ersichtlich, dass
die Kurven iibereinander liegen und somit die Losungen aus den Berech-
nungen gleich sind. Wenn die beiden Losungsvektoren bei jedem Zeit-
schritt abgezogen werden, ergibt dies Abbildung 5.23. Der mittlere Fehler
iiber die gesamte Zeit ist nahezu null.
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Abbildung 5.22: Berechnung Gesamtmodells und modale Reduktion
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5 Aufbau und Bedienung des Programms

Die Berechnungszeit fiir die Vollmatrix ist 22 Minuten, fiir die modale
Reduktion 30 Sekunden. Aufschliisse iiber die Ergebnisse des Losungs-

vektors gibt folgende Tabelle:

Tabelle 5.2: Ergebnisse der einzelnen Berechnungen

| 5 Hz | u | v
Stationare Losung | 0,01087 | 0,01087
Vollmatrix 0,01084 | 0,01084
modale Reduktion | 0,01085 | 0,01085
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Abbildung 5.23: Abweichung der beiden Berechnungen
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5.3 Validierung

5.3.4 Vergleich unreduzierte Berechnung und
gemischte Reduktion

Bei diesen Vergleich wird die Berechnung des Gesamtmodells der Be-
rechnung der gemischten Kondensation gegeniibergestellt. Auch hier ist
ersichtlich, dass die Amplituden und die Phase ident sind, wie Abbil-
dung 5.24 zeigt. Eine genauere Betrachtung der Amplitude zeigt Abbil-
dung 5.25 (markierter Kreis in Abbildung 5.24). Die Differenz der beiden
Losungsvektoren stellt Abbildung 5.26 dar.

0.015

N\

0.01 + ”

]
=}
e}
ot
T
I —

-0.005

i

full matrix

— — CMS reduced

Response at bearing 1 in u [mm]

-0.015

2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5
Time [s]

Abbildung 5.24: Berechnung Gesamtmodell und CMS Berechnung
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5 Aufbau und Bedienung des Programms

Die Berechnungszeit fiir die Vollmatrix betrdgt 22 Minuten, fiir die ge-
mischte Reduktion 28 Sekunden. Der Losungsvektor ist in der folgenden
Tabelle aufgelistet:

Tabelle 5.3: Ergebnisse der einzelnen Berechnungen

| 5 Hz | u | v ]
Stationare Losung 0,01087 | 0,01087
Vollmatrix 0,01084 | 0,01084

gemischte Reduktion | 0,01082 | 0,01082
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Abbildung 5.25: Ausschnitt der Gegeniiberstellung
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5.3 Validierung
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Abbildung 5.26: Abweichung der beiden Berechnungen
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6 Zusammenfassung und
Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurden nach der Einleitung in Kapitel 1 die
notwendigen theoretischen Grundlagen in Kapitel 2 hergeleitet und zu-
sammengefasst. Nach Beriicksichtigung verschiedenster Effekte am ein-
fachsten schwingungsfihigen System, dem Einmassenschwinger, wurden
spezielle Effekte fiir Rotoren erklart. Anschliefend wurden verschiede-
ne Balkentheorien beschrieben und das Aufstellen und Losen der Bewe-
gungsgleichung von Rotoren hergeleitet.

In Kapitel 3 wurden die zwei unterschiedlichen Berechnungsmethoden
vorgestellt und die jeweilige mathematische Herleitung, sowie deren Ein-
satzbereich erklart.

Zur Beschleunigung der Berechnung wurde eine Reduktion der Freiheits-
grade eingefiihrt, welche in Kapitel 4 beschrieben wurde. Ausgehend vom
Reduktionsprinzip, wurden statische, modale und gemischte Reduktion
mathematisch definiert und deren Vor- und Nachteile erlautert.

Die Implementierung und Validierung des Programms wurde in Kapitel
5 vorgestellt. Aulerdem sind darin die Méglichkeiten der Analyse des Lo-
sungsvektors mit dem vorhandenen Programm angefiihrt. Im Abschnitt
Validierung wurde weiters die Berechnung mit ANSY S® verglichen, was
nahezu idente Ergebnisse liefert.

Mittels des Vergleichs mit ANSY S® wurde iiberpriift, ob das entwickelte
Programm das gewahlte Modell richtig beschreibt und berechnet. Es ist
aber noch sicherzustellen, ob der gewahlte Modellierungsgrad ausreichend
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6 Zusammenfassung und Ausblick

ist und ob die Ergebnisse aus der Simulation in ausreichendem Mafle der
Realitét entsprechen. Dazu ist ein Vergleich mit experimentell ermittelten
Daten unabdingbar.

Aufgrund der getroffenen Vereinfachungen wéhrend der Modellierung tre-
ten Abweichungen im Vergleich zur Realitdt auf. Diese konnten mittels
eines detaillierteren komplexeren Modells minimiert werden. Im Folgen-
den sind einige Verbesserungsvorschlage angefiihrt:

92

e Wie in Kapitel 2 gezeigt, ist das Schwingungsverhalten mafigeblich

von der Démpfung des Systems abhéngig. Mit Hilfe von systema-
tische Messreihen an realen Maschinen und vergleichende Berech-
nungen konnten die GréBenordnung und die dominanten Ubertra-
gungsglieder identifiziert werden.

Es gibt des weiteren noch keine Moglichkeit beliebige Krifte an
bestimmten Knoten angreifen zu lassen. Dies wére eine Zusatz-
funktion, um zum Beispiel den magnetischen Zug in den Hochlauf
einzubinden. Dazu ware die Berechnung des resultierenden Kraft-
vektors notwendig und es miisste eine Funktion geschrieben werden,
die die Krafte mit deren Betrag und Winkel an bestimmten Knoten
definiert.

Ein sinnvolle Erganzung fir die Validierung wére eine Einbindung
der Messdaten. So konnte ein automatisches Ubereinanderlegen der
Mess- und Simulationsergebnisse hilfreiche Informationen geben.

Eine Erweiterung der Berechnung um die resultierende Lagerkrafte
zu bestimmen.
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