ERSTER ABSCHNITT.
FESTIGKEIT DER MATERIALIEN.

Vorbemerkungen.

In diesem Buche sind die nachstehenden Ausdriicke in dem
Sinne der hier hinzugefiigten Erklirungen gebraucht.

Tlichendruck, Druck auf die Flicheneinheit.

Spannung, gewohnlich nur bei Anwendungen der Festig-
keitslehre gebraucht, die auf die Flicheneinheit zuriickgefithrte
Anspannung der Molekularfasern; allgemein: Kraft pro Flighen-
einheit. :

Tragmodul*), die Spannung, welche der Elasticititsgrenze
entspricht. Der Zug- und der Druckfestigkeit entsprechen ein
Zug- und ein Drucktragmodul

Bruchcoéfficient oder Bruchmodul, die Spannung, welche
den Bruch einer Molekularfaser herbeifiihrt.

Elasticititsmodul (das Maass der elastischen Nachgiebig-
keit eines Materials), die Spannung, bei welcher ein prismatischer,
in seiner Lingenrichtung beanspruchter Korper um seine ganze
Linge ausgedehnt oder zusammengepresst wird (eine solche Form-
dnderung als moglich vorausgesetzt.)

Theoretische Tragkraft heisst die Kraft, welche in einem
von ihr irgendwie (auf Zug, Druck, Drehung, Biegung etc.) bean-
spruchten Korper in der stirkst gespannten Faser eine Spannung
gleich dem Tragmodul hervorruft, also die Festigkeit des Korpers
bis zur Elasticititsgrenze in Anspruch nimmt.

“*) In der ,Constructionslehre fir den Maschinenbau“: Coéf-
ficient der stabilen Festigkeit genannt.
Reuleaux, der Constructeur. T
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Praktische Tragkraft oder Tragkraft schlechthin wird
dieselbe Kraft genannt, wenn sie jene Spannung nur bis zu einer
beabsichtigten und fiir zulissig erachteten Héhe unterhalb der
Elasticititsgrenze treibt. (,Tragkraft® der Eisenbahnwagen.)

Tragsicherheit, das Verhiltniss zwischen der theoretischen
Tragkraft und der Belastung des Korpers, oder was dasselbe ist,
zwischen dem betreffenden Tragmodul und der stiirksten eintre-
tenden Spannung.

Bruchkraft oder Bruchbelastung heisst die obige Kraft,
wenn sie in der stirkst gespannten Faser des Kérpers eine Span-
nung gleich dem Bruchmodul hervorruft; die Bruchkraft ist in
besonderen I'éllen die Kraft zum Zerreissen, Zerdriicken, Abschee-
ren, Abwinden, Abbrechen etc.

Bruchsicherheit, Sicherheit gegen den Bruch, das
Verhiltniss zwischen der Bruchkraft und der Belastung,

Beanspruchung, der umgekehrte Werth der Sicherheit.

Als allgemeine Regel fiir den Maschinenbau kann es gelten,
dass in der Regel eine zweifache Tragsicherheit den auf einen
Constructionstheil einwirkenden statischen Kriften gegeniiber pas-
send ist. Unter Umstinden muss indessen nach oben oder unten
von dem genannten Maasse abgewichen werden; nach oben darf
um so mehr abgewichen werden, je genauer die Aufsuchung der
statischen Kriifte stattgefunden hat. Nie soll man einen Ma-
schinentheil bei seinem Gebrauche iiber seine theoretische Trag-
kraft hinaus belasten; dagegen sind bei einzelnen Materialien,
namentlich z. B. beim Schmiedeisen, solche Probebelastungen,
welche den Korper bloss iiber eine seiner Elasticititsgrenzen hin-
aus beanspruchen, ohne sich der Bruchkraft zu schr zu nihern,
allem Anschein nach nicht schidlich. (Siehe §. 2.)

Fillt die Belastung eines Korpers zwischen die theoretische
Tragkraft und die Bruchkraft, so ruft sie bleibende Forminde-
rungen in dem Korper hervor; erreicht sie die Bruchkraft, so wer-
den die stiirkst gespannten Fasern zerrissen oder zerdriickt. Die
Ermittelung der Bruchkraft und somit*die Benutzung der Bruch-
model beschrinkt sich vorzugsweise auf diejenigen Fille, wo der -
Bruch (das Zerreissen, Zerbrechen etc.) eines Korpers geradezu
bezweckt wird; fiir die Berechnung von bleibenden Constructionen
ist der Hauptwerth auf die Tragmodel zu legen.

Das in den Zahlenbeispielen gebrauchte Zeichen ¢ be-
deutet: ,sei“ oder ,abgerundet auf
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§ 2.

Festigkeits-Coéfficienten.

Die in nachstehenden Tabellen zusammengestellten Coéfficien-
ten sind Mittelwerthe aus zahlreichen, von vielen Experimenta-
toren an den verschiedensten Gattungen der aufgefithrten Mate-
rialien angestellten Versuchen; sie konnen deshalb unter Umstéin-
den von dem wahren bei einem zu brauchenden Material sich fin-
denden Werth abweichen, ohne deshalb ihren Werth als gute Mit-
telzahlen einzubiissen. Schiddliche Wirkungen jener allfalligen
Abweichungen vermeidet man durch Einsetzung von Spannungen,
welche geniigend unter den Tragmodeln bleiben. Die Buchstaben
sind in den Spalteniiberschriften ausreichend erklirt. Bei dem
,Holz* sind die Mittelwerthe fiir Eichen-, Buchen-, Tannen und
Eschenholz, als wenig von einander abweichend, zusammengefasst.

Man findet die Werthe der zweiten Tabelle aus denen der
ersten (wo die Zahlen abgerundet sind) durch Multiplication der-
selben mit 1368. Zur Umwandlung in Schweizermaass (Zoll=30
Millimeter, Pfund = 1/, Kilogramm) dient der Multiplicator 1800,
fiir englisches Maass (engl. Zoll und Pfund av. dup.) 1316, fiir
osterreichisches Maass (osterr. Zoll und Pfund) 1214.

Materialien, welche grosse Unterschiede zwischen den zusam-
mengehorigen Bruch- und Tragmodeln zeigen, besitzen in hohem
Grade die Eigenschaft der Zihigkeit. Die Versuche am Schmied-
eisen zeigen, dass eine nicht gar zu weit iiber die Elasticititsgrenze
hinaus getriebene Belastung, welche also eine bleibende Formin-
derung in dem belasteten Korper hervorruft, den Elasticititsmodul
nicht verdindert, den Tragmodul aber erhoht. So zeigt z. B. ein
Schmiedeisenstab, der mit 20* pro Quadratmillimeter ausgedehnt
wurde, in dem neuen Zustande bei Erneuerung der Belastung einen
Zugtragmodul von 20 statt von 15%t (Benutzung dieser Erschei-
nung beim Drahtziehen.) Die Zihigkeit ist eine sehr gute Eigen-
schaft fiir ein Constructionsmaterial; sie kann wenigstens anni-
hernd bemessen werden aus den Quotienten ]_1%’ % Geschwicht

i
wird sofort der obige iibertrieben belastete Eisenstab, wenn man
ihn nach dem Ausdehnen iiber die andere Elasticititsgrenze hin-
aus zusammenpresst; zu seinem anfinglichen Tragmodul kehrt
er nach jener ersten Streckung zuriick, wenn man ihn ausgliiht.
1*
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Festigkeitscoéfficienten fiir das metrische Maasssystem.

Millimeter und Kilogramm.

Elasti- Tragmodul Bruchmodul
: citats- :
Material. modul fir Zug | fir Druck | fiir Zug | fiir Druck
E i Ui K K
Schmiedeisen, fer
farges .. 20000 15 15 40 22
Eisendraht, £l de fer | 20000 30 — 70 —
Elsenblech fer en
tole laminé. . . 17000 — — 32 —
Gusseisen, fer fondu,
fonte: sl e o 10000 7,5 15 L1 63
Stahl, acier . . . .| 20000 25 — 80 £
Gussstahl, ungehir- :
tet,acier fondubrut [ 20000 30 o 80 2
Gussstahl, geh. u. an-
gelassen, acier f
trempé et recuit . | 30000 65 bis 150 — 100 =
Kupfer, gehimmert,
cuivre rouge battu | 11000 2,5 == 30 70
Kupferdraht, fil de
cuivre . . 13000 12 — 40 oy
Messing, laiton . e 6500 4,8 — 12 110
Messingdraht, fil de
laiton ...... 10000 13 — 50 e
Glockengut, bronze| 3200 2 (?) = 23 =
Blei, plomb . . . 500 1 — 153 5
Holz, bois de con-
SiruCtIon S e 1100 2 1,8 9 5
Hanfseil, neu, corde
en chanyxe ;o oo 250 (?) 5(?) = 12 =
Hanfsel Rl St £0(?) 1(?) — 5 i
Maschinenriemen-
| leder, gebraucht,
courroie en cuir . | 15 bis 20 1,6 = 2,9 =
Basalt, basalte . . . — — == — 9
Granit, granite. . . — — — e 8
Kalkstein, pierre a
chani s grie- — — — — s
Quarz, quartz . . . — — — — 19
Sandstein', gres dur — — — — 7
Ziegelstein, brique . — — — = 0,6
Mortel, mortier . . — s . — L4
Kalksteinmauerwerk,
mur en pierres a
PGB oo b on ole — — — — )
Sandsteinmauerwerk,
mur en gres dur . — — — — 1,5
Ziegelmauerwerk,
mur en briques . — — — — 0,4

Bei Rechnungen mit den Werthen dieser Tabelle sind die
Lingen in Millimetern, die Krifte in Kilogrammen einzusetzen.
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Festigkeitscoéfficienten fiir das preuss. Maasssystem.

Preuss. Zoll = /;, preuss. Fuss und Neupfund.

E'lsiti- Tragmodul Bruchmodul Specifisches
citats- - 0 5
Material. modul |fir Zug fitr Druck | fiir Zug | fiir Druck Gawiahl,
E I8 T K K, y
Schmiedeisen | 27360000 [20520 20520 | 54720 | 30096 | 7,60 — 7,80
Risendraht . | 27360000 [41040 — 95760 — 7,60 — 7,80
Eisenblech . | 23256000 = — 43776 — 7,60
Gusseisen . - | 13680000 | 10260 20520 | 15048 | 86148 | 7,00 — 7,50
Stahl . . . . | 27360000 |34200 —. |109440 — 7,60 — 7,80
Gussstahl,un-
gehiirtet . . | 27360000 |41040 —  |109440 = 7,50 — 17,80
Gussstahl,
geh. u. an-
gelassen . . | 41040000 88920 — 136800 —_ 7,83 — 7,92
Kapfer, ge-
) hammert. . | 15048000 | 3400 — 41000 | 95800 | 8,88— 9,00
Kupferdraht | 17784000 (16400 — 54720 — 8,78 — 8,95
Messing . . | 8892000 | 6566 — 16416 150480 | 8,40 — 8,71
Messingdraht | 13680000 {17784 — 63400 — 8,34 — 8,73
Glockengut . | 4377600 | 2736(?) — 31464 — 8,81
Blapci®s oo 634000 | 1368 — 1778 6840 [11,33 — 11,45
Holz . . . .| 1504800 |.2736 2462 | 12312 6840 | 0,59 — 0,82
Hanfseil, neu 342000 | 6840(? — 16416 — 0,14 — 0,21
% alt 68400 | 1368(? - 6840 — e
Maschinen-
riemen . . | 21000 bis | -
27300 2200 — 4000 — —
Basalt . . . = — — = 12312 | 2,36 — 2,72
Granie i . — — = = 10944 | 2,50 — 3,05
Kalkstein . . — — = — 6340 | 2,46 — 2,84
Quarz . . . = — — = 16416 | 2,30 — 2,70
Sandstein . . — — — — 9576 | 1,90 — 2,70
Ziegelstein . — — — — 881 | 1,40— 1,20
Mértel . .- = = — — = £
Kalkstein- :
mauerwerk — — = == 6840 | 1,47 — 1,70
Sandstein-
mauerwerk = = = — 2052 | 2,06 — 2,12
Ziegelmauer-
werlc &k - - — — 547 | 2,40 — 2,46

Bei Rechnungen mit den Werthen dieser Tabelle sind die
Liingen in preuss. Zoll, die Kriifte in preuss. Pfunden einzusetzen.
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Zug- und Druckfestigkeit.

Ein Stab ist auf Zugfestigkeit beansprucht, wenn die an-
greifende Kraft P ihn in seiner Léngenrichtung auszudehnen
sucht. Ist dagegen die Kraft gerade entgegengesetzt gerichtet,
so beansprucht sie den Korper auf Druckfestigkeit, vorausge-
setzt iibrigens, dass die Linge des Stabes gegen dessen Quer-
schnittmaasse nicht zu gross sei (vergl. §. 14).

Nennt man noch:

q die Grosse eines zu hetrachtenden Querschnittes des
Stabes,
S die in demselben durch die Kraft P hervorgerufene
Spannung,
so ist bei Vernachlissigung des Eigengewichtes des Stabes die
Tragkraft bei der Spannung &: 2
P:@q..........(l)'
Beispiel. Ein Dachstull ibe an seinem Fusse einen Horizontal-

schub von 10000 aus, welcher durch eine horizontale runde Querstange
aufgenommen werden soll.  Gestattet man in derselben die Spannung

© =5k, so ist zu setzen bei der Stangendicke d: € =5 %dQ:ZOOOO;

4
woraus d — \/; 2000 = 50,42, e~ 50mm,

Die Hauptforméinderungen, welche die Beanspruchung auf -
Zug- oder Druckfestigkeit in einem Kérper hervorruft, sind Ver-
lingerung oder Verkiirzung desselben., Ein prismatischer, durch
dis Kraft P anf Zug beanspruchter Kérper verlingert sich dadurch
um die Grosse 4, fiir welche bei der urspriinglichen Liinge I des
Stabes gilt:

i S ‘

T T e e e e
welche Formel so lange richtig bleibt, als & nicht grosser als der
Zugtragmodul T'ist. — Dieselbe Formel gilt fiir die Zusammen-
pressung des Stabes durch die Kraft P, wobei der Drucktrag-
modul 7} die Grenze der Giiltigkeit der Formel angiebt.

Beispiel. Die oben berechnete Querstange sed vor dem inseteen

35m lang; sie wird sich dann be; eintretender Belastung  werlingern

__35000.5 35

um.: oh = T 9,
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Formel (1) gilt, weil bei Zug- und Druckfestigkeit alle Quer-
schnittelemente gleichstark beansprucht werden, auch iiber die
Elasticitiitsgrenze hinaus, so dass man mittelst derselben die
Kraft finden kann, welche einen Korper zerreisst oder zerdriickt.
Man hat dafiir die betreffenden Bruchmodel einzusetzen.

Beispiel. Zum Zerreissen der oben berechneten Stange bedarf es

einer Zugkraft P = K . q oder, der Tabelle §. 2 gemdss, P = 40 . 502 %
— 78540%; zum Zerdricken eines niedrigen Stiickes derselben bedirfte es
einer Kraft P, = K, q = 32 . 500 3 = 43197k,

§. 4.

Korper von gleicher Zug- und Druckfestigkeit.

Korperformen von gleicher Festigkeit ergeben sich,- wenn
man in einem Korper die Querschnitte so wihlt, dass in allen die
Spannung & dieselbe Grisse erhilt, wodurch eine verhiltnissmis-
sig sehr giinstige Materialverwendung erzielt werden kann. Solche
Korperformen werden indessen selten mit Genauigkeit, sondern
gewohnlich nur niiherungsweise zur Ausfiihrung gebracht; sie die-
nen in vielen Fillen sogar nur als stilistische Grundformen, die
einer Construction nur den Ausdruck der gleichen Festigkeit zu
verleihen haben, ohne dass diese streng eingehalten wiirde. Dem
Constructeur sind sie aus beiden Griinden von Werth; ja es mochte
der Zahl nach die zweite Benutzungsart, die des stilistischen Vor-
bildes,* hiiufiger sein als die erstere. Sind dem Construirenden
die Festigkeitsformen recht geliufig geworden, und hat er sich frei
gemacht von dem Gedanken, dass die fir die Gleichhaltung der
Festigkeit erforderlichen Curven streng eingehalten werden miiss-
ten; so wird er bald dahin gelangen, stets ansprechende gefillige
Linien fiir schwer zu belastende Constructionstheile zu finden, in-
dem er die Grundform, welche der starre mathematische Ausdruck
liefert, mit kiinstlerischer Freiheit und Selbstéindigkeit in das Le-
ben iibertrigt.

Nachfolgend gegebene Formen gelten fiir Zug- wie fiir Druck-
festigkeit. Als Beispiele technischer Niitzlichkeit der beiden
ersten Formen konnen die Holzschrauben, die eingegossenen
Schraubenstifte, Siulchen etc., fir die der dritten Form die erst
neuerdings so gebauten steinernen Kamine mit leiser Einziehung
im Schafte dienen.



Korper von gleicher Zug- und Druckfestigkeit.

Form.

Gleichung.

Bemerkungen.

LS \ @
TR

P ist gleichformig auf
dier ganze Linge des
Stabes vertheilt. Die
Querschnitte des Stabes
sind kreisformig. Profil:
Parabel. Anniherungs-
form: Kegelstumpf mit

¥ d
dem Enddurchmesser =

P ist gleichféormig

abnehmend von oben

/4 P
die=s VA=l ‘
(-

|
|
|
\
|
T it i
ST ‘

p ¥
q = L‘,‘:L
ei== 27185 —Bdsi5¢|

der natiirlichen Loga-
rithmen.

P |
log. g — log. = |
o |
|

I : sl

+ 0,434 R

vertheilt.
kreisfor-

nach unten
Querschnitte:

mig. Kérperform: Nor- |

malkegel.

Der Kérper ist ausser
durch P durch sein
Eigengewicht belastet,
welches pro Cubikein-
heit — y gesetzt ist. Die
Querschnitte  wachsen
nach der Befestigungs-
stelle hin wie die Abscis-
sen einer Logistik.
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§. b.
‘Schub- oder Gleitungsfestigkeit.

Ein Kérper wird in einem Querschnitt auf Schub- oder Glei-
tungsfestigkeit, die auch Abscheerungsfestigkeit genannt wird,
beansprucht, wenn die angreifende Kraft P in der Ebene des
Querschnittes wirkt.

Ist wieder ¢ die Grosse des Querschnittes, und & die darin
cintretende Spannung, so hat man wie bei Zug- und Druckfestig-
keit fiir die Tragkraft:

A, (3)

Die Flasticititsgrenze wird erreicht, wenn & =1/; des klei-
neren der beiden Tragmodel des Materials wird, also beim
Schmiedeisen, wo T'—= T; = 15, bei & = 12, fiir Gusseisen, Wo
T— T und'—"75 bei & = 6. Es tritt namlich hier die Maxi-
malspannung nicht in der Ebene des Querschnittes, sondern ge-
neigt dazu ein, und hat die °/,fache Grdsse von &

Die Querverschiebung, welche die zwei Flichen des auf Glei-
tungsfestigkeit beanspruchten Querschnittes erleiden, ist innerhalb
der Elasticititsgrenze unmerklich klein.

Gleichung (3) gilt auch fiir solche Fille, wo die Trennung
der beanspruchten Flichen bezweckt wird, also fiir das Abschuei-
den, Ausstossen, Durchlochen (d. i. das Arbeiten mit denjenigen
Maschinen, welche man neuerdings hiiufig unter dem Namen D urch-
bruch-Maschinen zusammenfasst). Die Spannung &, bei welcher
der Bruch erfolgt, zeigt sich etwas weniges abweichend von dem
Bruchmodul fiir Zug (X). Die Abweichung erklirt sich daraus,
dass K und K; beim Abscheeren gleichzeitig zur Wirkung kommen
(s. iibrigens: v. Reiche, Ueber das Lochen der Metallplatten, Civ.
Ing. 1864, S.235). Fiir die Berechnung der Durchbruch-Maschinen
geniigt es, etwa 1,1 K als Bruch-Coéfficient einzufithren.

§. 6.
Biegungsfestigkeit.
Tragkraft und elastische Linie.

Ein stabformiger Korper, an welchem solche #ussere Krifte
sich das Gleichgewicht halten, welche senkrecht zur Stabachse ge-
richtet sind, ist auf Biegungsfestigkeit beansprucht. So lange
die Beanspruchung die Elasticitéitsgrenze nicht iiberschreitet, tritt
fiir jeden Normalquerschnitt des Stabes Gleichgewicht ein zwischen
dem Moment der dusseren Krifte einerseits, und den Momenten
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der in dem Querschnitt widerstehenden inneren Kriifte andererseits,

beide bezogen auf die neutrale Achse des Querschnittes. Diese

geht durch den Schwerpunkt des Querschnittes und steht senkrecht
auf der Biegungsebene. Sie theilt den Querschnitt in zwei Theile, von
denen in dem einen alle zur Stabachse parallelen Fasern propor-
tional ihrer Entfernung von der neutralen Achse auf Zug bean-
sprucht sind (Zugseite des Querschnittes), wihrend in dem an-
deren die Fasern auf Druck beansprucht werden (Druckseite
des Querschnittes), und zwar ebenfalls proportional ihrem Abstand
von der neutralen Achse. Gleichweit von der neutralen Achse
entfernte Fasern auf Zug- und Druckseite erleiden dabei gleiche
aber entgegengesetzt gerichtete Forménderungen. Die Biegungs-
festigkeit ist sonach eine Vereinigung von Zug- und Druckfestig-
keit, wobei beide in einer héheren Ordnung, ndmlich mit Achsen-
drehung, vorkommen.

Ist nun:

M das statische Moment der einen Querschnitt auf Biegung bean-
spruchenden Mittelkraft, bezogen auf die neutrale Achse des
Querschnittes, oder das sogenannte Kraftmoment,

o das Trigheitsmoment des Querschnittes zu seiner neutralen Achse,

@ der Abstand der stiirkst gespannten, d. h. der von der neutralen
Achse am weitesten entfernten Faser auf der Zug- oder der
Druckseite des Querschnittes,

@& die in dieser Faser eintretende Spannung,

50 ol e b
Das Produkt & % heisst das Spannungsmoment des un-

tersuchten Querschnittes, oder auch dessen Tragmoment fiir
die Spannung &. Ist der gebogene Stab prismatisch, die biegende
Mittelkraft P und ihr Hebelarm fiir irgend einen Querschnitt z,
s0 wird zuniichst M = Pz fiir jeden Querschnitt einen anderen
Werth baben. Derjenige Querschnitt, fir welchen Pz seinen
grossten Werth annimmt, heisst der gefihrliche Querschnitt,
und die biegende Kraft P, welche in ihm die Spannung & her-
vorruft, ist die Tragkraft des Stabes fiir die Spannung &, so
dass man fiir die Tragkraft hat:

W SJ

G G
wobei z,, denjenigen Werth von z bezeichnet, bei welchem (Pi)
ein Maximum ist.
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Die die Schwerpunkte der Stabquerschnitte verbindende Achse

des Stabes erfihrt bei der Biegung keine Lingeninderung; sie

wird nur gebogen, und zwar heisst die Curve, nach welcher sie

sich kriimmt, eine elastische Linie, fiir deren Gleichung der
allgemeine Ausdruck

de M
dx? = 'ﬁ' . . r? . . . . . (6)
gilt. Fir den Krimmungshalbmesser ¢ der Curve ist sodann:
JE i
9 — T . . . . . ‘) . . (7)

In der folgenden Tafel sind nun fiir eine Reihe von Angriff-
arten einer biegenden Kraft auf einen prismatischen Stab die
Werthe zusammengestellt fiir

das Kraftmoment M fiir den Punkt z,

die Tragkraft P nach Formel (5),

die Coordinaten =, y der elastischen Linie,

fiir den Werth f der Abscisse y am Angriffpunkt der Kraft

bei den Belastungsweisen Nro. I. bis VL,
und endlich fiir die stéirkste Einsenkung f bei den Fillen VII
bis XIIL

Bei séimmtlichen aufgefiihrten Fiillen ist das eigene Gewicht
des betrachteten Balkens vernachliissigt, was bei zahlreichen prak-
tischen Fillen, namentlich des Maschinenbaufaches, zulissig ist
(weniger beim Briickenbaufach). Die Fiille VIL bis X. konnen als
solche benutzt werden, bei denen das Stabgewicht beriicksichtigt
werden soll. In den Fillen XI. und XII. ist gezeigt, wie eine pas-
sende ungleichférmige Vertheilung der Last eines Balkens des-
sen Tragkraft wesentlich erhohen kann, indem bei der Belastungs-
weise nach XL und XII die Tragkraft 11/,mal so gross ausfillt,
als bei Nro. VIL und VIIL. Gleichzeitig liefern auch die Lastver-
theilungen in XI. und XIL noch obendrein kleinere Einsenkungen
als Nro. VIL und VIII. Diese Umstéinde sind fiir die Belastung
von Magazinen, Speichern etc. von wesentlichem, praktischem Werth.
Die Lastvertheilung in Nro. XIIL ist dagegen ungiinstig fiir die
Tragkraft; sie zieht dieselbe auf das 3/,fache des Falles Nro. VIIL
herab und macht auch die Einsenkung f griosser als dort.

Zu beachten ist, dass die Einsenkung f durchgehends mit der
dritten Potenz der Lingenabmessungen wiichst, und dass sie bei
verschiedener Auflagerungsart des Stabes sehr stark veriindert
auftritt.



Biegungsfestigkeit.
Angriffweise. Kraftmoment 21. Tragkraft.
ok e
M= Py 1 T
: Py bt Sl
M —2— =i _CL_Z
e r
Fir 40: M = —32
T S
> g o
Fir BC: M = I—”l%—l
T ]
|
5 |
Rt AU: M — i P
e P 1660
Fir BC: 4 574
2]
= pi(s —
Plx 1, . &J
MZT<T*Z) A




Elastische Linie. 13
Gleichung der elastischen Linie. Einsenkung f. Bemerkungen.
Freitrager.
P 1 3 P e
L e f= =55 Gefihrlicher Quer-
oI E [z 3 16] JB 3 schnitt bei B.
Frei aufliegender
Trager.
e 4 8 i P
L& o S f=JEm Gef. Querschnitt in
der Mitte.
B R T e s s P B Gef. Querschnittbei C.
y:JE___ln[g__ ___—] =IBE P} g
(s B | 4 Kraft X — P >
2 3 fma.z‘ bel A e R Z
ylziclcz[Qﬁ L a‘;] Vi-l-iﬁ X_—pS
JE 61 Geiec T aar = Salgi ” o e
PtTle
P B[z 5 o8 f= TJE 768 Halb eingespannter
Y =i QE[T— 3 F] Sl Trager.
: _P_ 23 lﬂ_i_éﬁz_,E‘E Fonae = 3—48JE Gef.Querschnittbei B.
e T M T SR R 1 Kraft X = % P.
bei @ =i T
P Bla? 4 af < P Eingespannter Triager.
T e = JE 192 Gef. Querschnitt bei
B und C
|
|
el = (e — V92 — a?) D Gef. Quersch. an ei-
: TE f= ner beliebigen Stelle
wobei ¢ = —— JE 8 1 zwischen A4 und B.

I Se
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. Biegungsfestigkeit.

Angriffweise. Kraftmoment M.

Tragkraft P.




Elastische Linie.

Gleichung der elastischen Linie. Einsenkung f. Bemerkungen.
e e
\ Ll
Freitrager.
, P e die s e
— ET[T_T 75_] = JE Gefahrlicher Quer-
& schnitt bei B.
3 | |
| } Frei aufliegender
b » B Sat ;. PR Trager.
& Tl | f=7E3m1 Gef. Querschnitt in
‘ der Mitte.
i |
| |
\ | @t Querschnitt bei C.
| Stirkste Senkung
Pl TR P bei 1 R
e B e D —_— r =—(1 3
JE48[1 & 14] /=719 ey
Kraft X — 8, P
Wendepunkt
beiz =8/ 1.
1 Gef. Quelschmttme
SRR T ! Wendepunkt
JENM|B 'BTHE f = 7E3 < V >
belx—-— ¢l
L. P Blas 1 & pae P B Freitrager.
& ol 5T = JE15 Gef. Querschnitt bei B.
- Bl 2t at 20 e BrgiE Gef. Querschnitt in
= JH 12487 BEN T E 5 B — JE320 der Mitte.
AR R = Gef. Querschnitt in
vl R U I =k der Mitte.
}
i
|
|
| 8
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i
Querschnitt-Tabelle.

Der Werth % in:}leichung (4) hingt bloss von Abmessun-

gen des Stabquerschnittes ab, und wird im Folgenden als Quer-
schnittmodul bezeichnet. Fir eine Reihe von Querschnittfor-
men sind in der folgenden Tabelle zusammengestellt die Werthe fiir:
das Trigheitsmoment J zur neutralen Achse (welche den Fi-
guren punlktirt eingezeichnet ist);
die grosste Faserentfernung @ auf Zug- und Druckseite, oder
fiir jede Seite einzeln (a’ und «”), wenn der Querschnitt
nicht zweiachsig symmetrisch ist;

den Querschnittmodul Z = —Z——, fiir welchen sich auch zwei

Werthe ergeben, wenn o < d”

und dem Fldcheninhalt F' des Querschnittes, welcher bei Ge-

wichtberechnungen dienlich ist.

Wo in der Spalte fiir a angegeben steht: ,durch Versuche
zu bestimmen¥, sind die Ausdriicke zu verwickelt, um noch prak-
tisch genannt werden zu konnen. Fiir diese Falle schneidet man
ein Modell des zu betrachtenden Querschnittes aus Carton aus
und sucht dessen Schwerpunkt durch Abwigen auf einer Schneide.

Hilfsatz zur Gewinnung der Trigheitsmomente.
Bezeichnet:
J das Triigheitsmoment einer Tliche zu einer durch ihrenSchwer--
punkt gehenden Achse,
F ihren Flicheninhalt, i
Jihr Trigheitsmoment zu einer zweiten Achse, welche zu jener

Schwerpunktachsé parallel ist,

¢ den Abstand der beiden Achsen, :
s0 ist: Jh—= TR s (6)
Beispiel. Das Tragheitsmoment eines Rechteckes (Nro. L) zu einer

. mit der Seite b susammenfallenden Achse ist somat:
bh3 h? bh?
ik = s e
g el 3
Das Trigheitsmoment eines Kreises (Nro. XX.) ou einer thn tange-

renden Achse 1st:
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Die Benutzung der Querschnitt-Tafel wird aus folgendem Bei-
spiel klar werden. .

Beispiel. Man sucht das Tragheitsmoment eines kreisformigen Quer-
schnittes von 104mm Durchmesser. Nach Nro. XX. der folgenden Tafel

ist dasselbe: J = 614 1044 e~ 5742500. In preuss. Zoll gemessen wirde
d = 4 sein, daher fir Rechnungen in preussischem Maasssystem zu neh-

. T
men ist: J = 6—444 = 42,56.

Durch passende Theilung und Verbindung der gegebenen Quer-
schnittfiguren lassen sich dieselben in andere verwandeln, fiir
welche dann die hier stehenden Formeln gelten. So ldsst sich aus
dem Querschnitt Nro. VIIL. der eines rechteckigen Rohres machen,
aus Nro. XL ein E-formiger u. s. w. Nicht unwichtig ist es ferner,
auf einzelne allgemeine Aufschliisse hinzudeuten, welche die Tafel
liefern kann. Vor allem zeigen die einzelnen Werthe den starken
Einfluss der Hohenabmessungen der Querschnitte, und zugleich den-
jenigen solcher Querschnitttheile, welche weit von der neutralen
Schicht entfernt liegen. Hiermit steht im Zusammenhang die eigen-
thiimliche Wirkung der Verstirkungsrippen, deren man sich
namentlich bei gusseisernen Theilen so vielfach bedient. Diese Rip-
pen wirken niimlich bei den auf Biegung beanspruchten Kérpern nicht
sowohl durch ihr eigenes Material, als dadurch, dass sie die neu-
tralenSchichten deriibrigen Theile giinstig verlegen, d.h.
sie weit von der Hauptmasse des Materials abriicken. Sie treten
also erst mittelbar in Thitigkeit, leisten aber dabei vortreffliche
Dienste, und miissen in dieser Hinsicht von dem Construirenden
stets wohl beachtet werden. Ein Beispiel wird das Ausgespro-
chene vollends deutlich machen. :

Es sei ein Querschnitt von der Form Nro. XV. gegeben, und
zwar mit den Verhéltnissen b — 86, h = 12b;, iy = 110, (siehe
Nro. I. §. 9). Diesen Schnitt denke man sich nun zerlegt in den
senkrechten und den horizontalen Theil, und beide einzeln ausge-
fithrt. Dann haben die beiden Theile die Querschnittmodel:

2 3 3
5 6'61 = 201/468 und S—f;L, zusammen also 21,5663  Derselbe
Querschnitt aber hat, als Ganzes aufgefasst (siche §. 9) den Mo-
dul Z = 34,8563, d. i. er bietet mehr als das 13/,fache an Festig-
keit, und zwar hat die senkrechte Rippe die Festigkeit der waage-
rechten Platte auf etwa das 10fache des Werthes gesteigert, den
sie im vereinzelten Zustande besitzen wiirde. Andere Querschnitt-

formen liefern oft noch giinstigere Erhchungen.
Reuleaux, der Constructeur. 2
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Nro. Querschnitt. Trigheitsmoment J.
|
‘ b hd
L T
b(hd — hy
L. Bl oz
12
\ Lyt Reiiety el D s E o e DO
\ 4
\‘ 100k =
|
‘ DR el SR e e e
\
b4
Ve ET)
V. ﬂ— bt = 0,5413 b*
16
e g SRR S S el s =S
VI. 5(»5 4
16 d
Sl s b e
=
VIL RS +521 2 ps — 0,638 b
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Abstand a. Querschnittmodul Z. Flicheninhalt F.
3 b 12
N 6 "
& b (8 — Ry
3 ip S bk — hy)
|
‘ aDE (i 4
i 5 6 b
|
\f
; b 143
= AR oy ¥ b2
V7, sy
Y 8/ 18 =
bl/i— — 0,866 /s 3—12/1 b2 — 2,508 b2
b 53 ., 3V3
16 b 5 b2
0,924 b 0,677 b3 2,828 b2

’

9%
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Biegungsfestigkeit.

Nro.

Querschnitt.

Trigheitsmoment dJ.

e
12

b (18 — hd)+ by (b2 —1h3)
12

bh3+ by b}
12

b 18— (b— by) B+ by B

12

b8 (hy— b) b4 (h—1,) BB

g 12

B24400 0 oo
36(b+by)
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Abstand a. Querschnittmodul Z. Flacheninhalt F.
h bhS — (b — by) by
S __—Gh)“— bh—(b—b)Mh
h b (b3 —h) + by (b — 1) :
o oY) b (b — hy) 4y (hy — o)
h b 13+ 0, by
o T oon bh+bhy
i bh3— (b—Dby) b+ by I
g 6h bh—(b— b)) latb hiy
h b3+ (hy — ) B 4 (R —1y) B ;
o 6h bl + (hy —b) by +(h—P)b
h b h2
a =— e d
3 12 M
wiid s, B 4
agit= 3 h ZH — =
v h |, whandw,
b1b, 3 12(0+20) 40,
2040, k b2 4bb +bE 2
- — - i e A
| By, o 12261 by)
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Biegungsfestigkeit.

Nro.

Querschnitt.

Tragheitsmoment J.

XV.

XX.

XVII.

X VIII.

Lo@s— )+ v+ an)

[6 @2 — 79401 (5 + 991+ 2 (03— 9]

w|=

Llb@i— 400+ — =19+ @ —g) |

IOl 18 - Do (18 2
i i e bl e R )
Lh=b g gy 0@ — 9+ (4 09
5 l4(/+9) ; /

0 (@3 — g9)]

SR 191 d4
o1 dt — 0,0491 a

T (@t — ) = 0,0491 (@ — )
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Abstand a. Querschnittmodul Z. Flicheninhalt F.
¥ J
bh*+b1h1(h—|—hz) = e s
Q[bh—b—bl)hl] ; by hy 0 hy
a'=—=h—a' Z”::%
Zl — i‘
Durch Versuche zu a' b —f)+b(f+9)
bestimmen. 7 40, (a" —9)
le s e
al/
g ¥l
Durch Versuche zu a' b(a—f)+
bestimmen. i by (f+g9—i—k)4-Dy(a""—9)
N —
P
Durch Versuch s %— +
urch Versuche zu )
bestimmen. T g1 + fJ(_
le 2 R it B
a“
J
: g ety
Durch Versuche zu a b (a! f)+ (f+9)
bestimmen. i
N = — -|—b3 ((L”——J)
i
d 4 b
Ll ST ULEErT)
2 32 @ 4 g
1 " d—d E
2 oy )
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W

Nro. | Querschnitt. Tragheitsmoment J.
e L2 s
XXII. (4 bh
L B
XXIIL. 0,110 74
| e
XXIV (Parabelabschnitt.) —1% hh3 = 0,0457 bh3
\
\
| 1
o = By vps—ay+ v (h—a)
i
AL [b (@ — £3) by (F3 — g3+ K3 —13) 4Dy (a"® —k3)]
XXV b 5
BLLABR T 3 4242
-+ o1 (d* + 16 d242)
AN
1
Ty [Z» a's 8) by (f3 — g8) + by (g3 — 22+ 18— m3)
XXVIL by (5 — 1)+ by (a2 — 19
+ 2@ =+ 8@+ @ — 1]
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Abstand a. Querschnittmodul Z. Fliacheninhalt F.
h 14 o bhm
o 33 0" e
a' = 0,5765 1 gt 01971 r2n
= 0,424.4 & Z4 = 0,26 13 2
3 0 O NN el s 4 sl caee e
7 — X phe = 0114002
at = %h 36 2 Y, b
h
a'= 3 h ol et 3 8
2= 1oz bI* = 0,076 b1
h

1 ;
o (058910 (11— d*) -2 (h—d))

—Z—dﬁ + 2b(h— d)

J
A ‘ .
Durch Versuche zu a’ b(a'—f)+b1 (f—9+ k—1)
4 Sl
bestimmen. 0 gl + by (a — B+ = 22
"
= v SO 3 b(“—f)“'.lh(f‘—.(/)
Durch Versuche zu T = l};g (i — ; + lb—— m) X
bestimmen. - 9 + 7:( —)+b (e — k)
» £im o S+ @ =P
-
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§. 8.
Werthe der Spannung &.

Die Elasticitiitsgrenze wird in einem gebogenen Stab aufZug-
und Druckseite einzeln erreicht, wenn die dort eintretende Span-
nung & = dem betreffenden Tragmodul wird. Man darf daher
fiir © nie einen so grossen Werth einsetzen, dass auf einer der
beiden Seiten der Tragmodul iiberschritten wiirde. Diese Bedingung
wird bei zweiachsig symmetrischen Querschnitten erfiillt, wenn man
fiir © den durch die Sicherheit dividirten kleineren Tragmodul
setzt, so bei Gusseisen die Sicherheit stets auf den Zugtragmodul
bezieht.

Bei solchen Querschnitten hingegen, wo o § a" untersuche

man zunichst, welche Seite die Zugseite, und welche die Druck-
seite des Querschnittes ist. Ist dann

a der grosste Faserabstand auf der Zugseite,

a; der auf der Druckseite,

T der Zugtragmodul,

T, der Drucktragmodul,

M das Moment der biegenden Kraft,

m der Sicherheitscoéfficient, so dass bei 2facher, 3facher,

Afacher Sicherheit m = 2, 3, 4 ist,

so nehme man:

Wenn & > —2 e L
a, Tl m
VVennﬂ—<~1l ]t[_—_—.T_l.'L
ay Tl m a
Wenn % = L R e S
a, I moa m o a

Beispiel. Bei Gusseisen ist % — Y, ferner sci bei dem paraboli-
1 -
schen Querschnitt Nro. XXIV die Sehme auf der Zugseite gelegen, so
: -
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: 7k
ist dort @ = % h, @y = %1y 2 — 2. Hier ist demnach e aldo
ay a, o
fur © der Werth = oder L5 cu setzen, und dabei M — 2 i bh? zu
m m m 35
machen. — Bei Schmiedeeisen, wo T = Ty, st die Untersuchung micht

nithig, wie dieselbe denn tberhaupt bei der leider so geringen Zahl be-
Tannter Tragmodul einstweilen nur beim Gusseisen eine Anwendung fin-
den kann.

§ 9.

BReste Materialverwendung.

Querschnitte von gleicher Festigkeit.

Um das Material bei Triigern, welche auf Biegung beansprucht
sind, gut zu verwenden, ist dasselbe, unter Erhaltung einer guten
Verbindung aller Querschnitttheile, moglichst entfernt von der neu-
tralen Schicht anzubringen. Zugleich gewinnt man eine gute Ma-
terialbenutzung, wenn man die Querschnittform so wihlt, dass bei
einer geniigend weit getriebenen Belastung die Spannungen auf
Zug- und Druckseite gleichzeitig die Elasticititsgrenze erreichen.
Man hat hierfiir zu machen:

a il
a:—_—i(’{)

Querschnitte, bei denen dieses Verhiltniss eingehalten ist, heis-
sen Querschnitte von gleicher Festigkeit®). Bei Schmied-
eisen sind demnach die zweiachsig symmetrischen Querschnitte
am zweckmissigsten, weil hier T'= 7. Bei Gusseisen sind
unter der Voraussetzung, dass die biegende Kraft eine constante
Richtung habe, solche Querschnitte am besten, wo a; = 2a, weil
hier 7, — 27. Unter Beriicksichtigung dieses Verhiltnisses sind
die in nachfolgender Tabelle zusammengestellten Querschnitte er-
mittelt.

Die Zugseite ist die der neutralen Achse zunichstliegende.

Als Querschnittmodul ist der Werth EJ ausgerechnet, so dass fir
1

© stets % einzufiihren ist. F bezeichnet wieder den Flichen-

*) Das hier gegebene Verfahren liefert nicht ganz streng die beste
Materialverwendung; genaueres findet man in Klose’s Theorie der
eisernen Triger mit Doppelflantschen, Hannover 1862.
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inhalt und ¢ den verhiltnissmissigen Materialaufwand, denienigen
von Nro. I. gleich 1 gesetzt.
Man erhélt @ aus:

PR EHEY O

wobei sich die bezifferten Buchstaben auf den zu untersuchenden
Querschnitt, die unbezifferten auf den bekannten, mit dem Mate-

rialaufwand 1 beziehen, und f = {?, o — %, & = ©, zusetzen
ist. © und &, fallen nur dann verschieden aus, wenn g— nicht
1,

bei beiden Querschnitten gleich ist. Man sieht indessen aus (8),
dass kleine Abweichungen von dem genauen Verhiltniss nur wenig
merkbar werden.

Greift die biegende Kraft abwechselnd in entgegengesetzter
Richtung an, so ist auch fiir Gusseisen der zweiachsig symmetrische
Querschnitt am besten, und stets der kleinere Tragmodul als
Grenzwerth fiir © einzufiihren. ;

Aendert sich die Kraftrichtung endlich fortwiihrend so, dass
sich die meutrale Achse um den Schwerpunkt des Querschnittes
dreht (Tragachsen), so ist der Kreisringquerschnitt am vortheil-
haftesten, sehr gut sind aber auch dann kreuz- und sternférmige
Querschnitte nach Art von Nro. IX, XI und XXIV, Tabelle §. 7.
weil beim Drehen hier stets wieder weit abstehende Querschnitt-
elemente in die Biegungsebene geriickt werden.

Beispiel. Hs sei ein gusseiserner freitragender Arm, belastet nach
Fall I, §. 6, 8. 12, fir eine Last P = 2500% bei einer Ldange | = 2m zu.
construiren. Wir wahlen den Querschnitt Nro. V. der folgenden Tabelle,
und haben in die Gleichung (4): M = & ;—T — ©Z zusetzen: M= 2500.

J 5
2000,7-=Z=16%. Be zweifacher Tragsicherheit ist zu nehmen: & = 122

— 7,5. Diesc Werthe eingefiihrt giebt: 2500 .2000 = 7,5 .16 b3, woraus b

3 5 100 7 % ¢
100 367:_5 = /54 = 34,7, wofir man nehmen wiirde 35mm,

Dic Querschnittfliche betragt dabes 13,3.352 = 16292,5 Quadratmillime-
ter. Die iibrigen Querschnittmaasse ergeben sich aus den der Iigur V
eingeschriebenen Verhaltnisszahlen. Sollte die Rechnung fir preuss. Maass
ausgefiuhrt werden, so hatte man P= 5000 Pfund, 1 = 2.38,23 = 76,46

Zoll, & nach Tabelle§. 2 = 22222,

g i 8 /5000 . 76,46
S = B 134 Zoll.
Dies liefert: b V 10000 . 16 34 Zo

wofir wir 10000 nehmen, zu setzen
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Querschnitte von gleicher Festigkeit.

| Nro.

(uerschnittform.
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§. 10.
Korper von gleicher Biegungsfestigkeit.

Man erhilt einen Korper von gleicher Biegungsfestigkeit oder
gleichem Biegungswiderstand, wenn man in einem der Biegung
ausgesetzten Stabe die Querschnitte so wiihlt, dass in allen die
Maximalspannung & auf Zug- oder Druckseite denselben Werth
erhiilt; demnach lisst sich gemiiss Formel (4) die Gleichung fiir
die Korperform entwickeln aus:

Ma =
7 — Constagieali s o e . (11)

Die Korperformen von gleicher Biegungsfestigkeit und beson-
ders ihre Anniiherungen finden zahlreiche Anwendungen im Ma-
schinenbau; von ihnen gilt iibrigens ebenfalls das in §. 4 Gesagte
in vollem Maasse. Eine Reihe derselben ist in der folgenden Ta-
fel zusammengestellt.

Die Biegung, welche Korper von gleicher Festigkeit in Folge
der Belastung annehmen, ist nothwendig grosser, als bei prisma-
tischen Korpern von derselben Angriffweise der biegenden Kraft.
Bei den Fillen I und V. der folgenden Tafel ist die Einsenkung f
angegeben ; sie ist bei I doppelt, bei V. 11/;mal so gross als bei
dem gleicherweise angegriffenen prismatischen Stabe. Im allge-
meinen gilt fir die elastische Linie derjenigen (genau geformten)
der folgenden Korper, deren Achse im unbelasteten Zustande ge-
rade ist, der Ausdruck:

by My ap g
W—E%Z"""‘T(m

wenn
M, das Moment der biegenden Kraft fiir irgend einen Quer-
schnitt, z. B. den an der Befestigungstelle,
Jy dessen Trigheitsmoment,
", dessen grossten Faserabstand, und
a, den grossten (auf derselbenSeite wie a, gelegenen) Faser-
abstand des bei « gelegenen Querschnittes bezeichnet.
Fiir den Kriimmungshalbmesser o der elastischen Curve an
der Stelle zy ist dann: :

By :
Q—Jl[oaoax-.........(l?))
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Form.

Angriff-

weise.
el

Gleichung.

|

II.

111.

Ve

VII.

Die Last P greift am freien Ende an, Fall I, Tabelle §. 6.

Fiir den Rechteckquerschnitt ist:

YR T
Bl T
Fall I. und II., 2 = b,
y oy
his T l

Parabolisch abgestumpfter Keil.

Anniherung an FForm L.
Abgestumpfter Keil.

Anniherung an Form II
Abgestumpfter Keil.

7
Normalkeil.

y:h; =

Lo
l

_E.y_V/E
5 =V/=.

n' R
Cubisch - parabolisch abgestumpfte

< | n

Pyramide.

Anniherung an Form VI
Abgestumpfte Pyramide.

Normalkegel - Stumpf. Anniherung
an die strenge Form von der Glei-

chung Y = \/—lf

R
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} Tragkraft. Korper-Inhalt. Bemerkungen.
S Einsenkung des freien Endes:
po S T Ee  we
61 e
SOSROGONE
B Sbh? 9 bRl Die elastische Linie ist im Normal-
e 6 3 zustande eine Parabel.
|
|
| —
|
: |
p— Sbh? 3 bl Gefahrlicher Querschnitt an der
R - Einmauerungsstelle.
S : Die elastische Linie halbirt im Nor-
©
= GZL 7 onl malzustande den Spitzenwinkel des
Keiles.
Shh2 1 Elastische Linie ein Kreisbogen.
P:——Bl Ebhl = l Pl3. 3 bh3
b= T LD
y ¥x
e Shh? ébhl Die Gleichung e \/—l- gilt hier
61 5 iiberhaupt, wenn die Querschnitte
alle dhnlich sind.
P — €bh? 19 bhi Gefiihrlicher Querschnitt an der
61 27 " Einmauerungsstelle.
Fiir gleiche Tragkraft mit Fall I.
= ca .d_s _1_9_nld2 his VII. hat man:
gl 108 o 3 m )
W Y3 h

Reuleaux, der Constructeur,

3
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Angriff- .
Nro | Form. i Gleichung.
i Beim Rechteckquerschn. allgemein:
s SRt TR
IX. : b h? 12
C7e
o el T
= = b i Keil
i
e S < ot e s e ]
B
=
X =
-]
=
e 3
2
E
=
XI. 2 : . :
g Pyramide abgestumpft nach semi-
o] cubischen od. Neil’schen Parabeln.
iy .;% i Shed
&0
R |
XIL. E 1 Annéherung an Form XI.
i ‘ Abgestumpfte Pyramide.
{Belm Rechteckquerschn. allgemein:
~ e ’:
= ‘ O e =
XIII. ) :c z/—
= s
= il (e
2 Keil, zugeschar t nach der semi-
o . cubischen Parabel.
— — g ©
e
| e \ ; 875
T2 ,,#h,_:\/:.
() l /
XIV. = 2 l
o & | Nach cubischen Parabeln
g8 | zugeschirfter Keil.
3’5 sl |
| Sl
O
B M
&0 i b G s _),_
| xV. A e ]
E Pyramide.

—_——
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Tragkraft. Korper-Inhalt. Bemerkungen.
|
P Sbh? 1 Unter Abstumpfung der Endschirfe ‘
EEEL ST 9 U ( gut verwendbar. \
& | r
i Sbh? :;;,TLQSSL sich durch einen Normalkeil
31 3 gut anndhern.
D Sbhh? 3 L hl Zeigt eine gute Grundform fiir ar-
s 7 chitektonische Tragsteine.
p— Sbh? 13 hi Gefihrlicher Querschnitt an der
31 27 Einmauerungsstelle.
&bh? 2 Ausdrucksvolle architektonische
B = = ol
21 5 Grundform.
B Sbh? L Die Parabelscheitel beriihren ein-
= — bh
21 4 ander am freien Ende des Triagers.
&bh? 1 Bemerkenswerth wegen der Ein-
P=— = bhi : :
2 3 fachheit der Form.

3*
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Angrlﬁ-

weise.

Gleichung.

+
=
=
()
=
=
e
>LC
&y ot
=
g =
=
0 @
a2
.—Sd
oo
()
.
a0 3
=
o
.,—.>
AN —
i
% &
]
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Fall XII., Tabelle §. 6.

Die Last P ist nach der Mitte zu gleichformig abnehmend
vertheilt.

Beim Rechteckquerschn. allgemein:

;/_19__127—491
GliiaT o eEee
/79
Z:lU:-Z /ld,, 02,
% h i &

Halber Ellipuncyhndel:

Anniherung an Form XVI. \
|

|

|

| Obere Begrenzung cylindrisch.

.
|

y:h;(—i'):\//’—b—z

Prisma mit parabolisch begrenzter
Grundfliche.

Beim Rechteckquerschn. allgemein:
pys i g A
bl A

‘ Anniiherung an Form XIX.

Obere Begrenzung cylindrisch.

Sl
Prisma mit cubisch - parabolisch
‘ begrenzter Grundflache.

S RwE e -

l‘ Anniaherung an Form XXI.
| Die beiden krummen Fliachen
|

gind eylindrisch.

J




Korper von gleicher Festigkeit.

Traghraft. Korper-Inhalt. Bemerkungen. g
p_ 4Sbm 4 ‘
e T 7 ohl Die Formen XVI. bis XVIIL gelten |

auch, wenn P in einem durch die
Linge I beweglichen Punkte ange-
bracht ist; nur ist dann die Tragkraft

.‘ Sbh?
o LS bR Annéhernd kleiner, namlich P = —3— gl;_h_
31 3 yni
6
oy el s ,‘
Die Parabeln konnen durch (sie ein- |
P 4&Hh2 2 e schliessende) Kreishogen angenihert
e 3 werden, die durch die Scheitel und
die Endpunkte gehen.
0& b A2 Annéahernd Die Curve besteht aus zwei in der
P = e 5 I Mitte in einander iibergehenden
6 Sticken.
] L 23 S
Annghernd Annihernd Zwei gefihrliche Querschnitte liegen
T 1_‘1) bhi zu beiden Seiten des mittleren
12 Schnittes.
Kreishogen durch die Scheitel und
p — 2601 = die Endpunkte fallen i
=" T bhl ie Endpunkte fallen innerhalb der
Curven.
e hend Annahernd Zwei gefihrliche Querschnitte liegen
io bei XL i bRl zu beiden Seiten des mittleren
J Schnittes.
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Mit den vorstehend gegebenen Formen sind nur die allerein-
fachsten der sich hier darbietenden Tiille erschopft; leicht wiirden
dieselben auf eine grosse Anzahl zu vermehren sein. (Uebungsauf-
gaben.) Hierfir brauchte man z. B. nur die Veriinderlichkeit der

Jreiten- oder Hohenabmessungen etwas verwickelter einzufithren,
als es geschah. So ergibt sich z. B., wenn man bei L den Grund-

et b
riss parabolisch gestaltet, d. i AR ﬂ_\/_x_ iqua-
1SS [ isch gestaltet, d. 1 Ty T macht, 7= 7 (biqua

dratische Parabel) u. s. w. Zusammengesetztere Querschnitte lie-
forn ebenfalls neue Korpergebilde, deren mannigfaltige Abiéinde-
rungen einen reichen Wechsel von Formen darzubieten vermogen.
Beispiele hierzu finden sich . a. bei den Tragachsen, Kapitel VIL

Siehe ibrigens auch §. 18, Seite 57.

(‘{]&

1Bk

Drehungsfestigkeit.

Tragkraft und Verdrehungswinkel.

Bin stabférmiger Korper, den entgegengesetzt gerichtete
Kriiftepaare um seine geometrische Achse zu drehen suchen, wird
auf Drehungsfestigkeit in Anspruch genommen. Hierbei wi-
derstehen die Elemente eines Normalschnittes mit ihrer Schub-
oder Gleitungsfestigkeit, und zwar tritt bei Beanspruchungen in-
nerhalb der Elasticititsgrenze Gleichgewicht ein zwischen dem
Moment der verdrehenden &dusseren Krifte einerseits, und: den
Momenten der Spannungen in den verschiedenen Querschnittele-
menten andererseits, beide Dezogen auf die polare Schwer-
punktachse des Querschnittes, A L. auf die im Schwerpunkt des
Querschuittes senkrecht auf ihm stehende Achse. Die Drehungs-
festigkeit ist somit eine hohere Gattung der Schubfestigkeit, zu
welcher sie in ihnlichem V erhiltniss steht, wie die Biegungsfestig-
keit zur Zug- und Druckfestigkeit.

Nennt man nun:

M das statische Moment der auf einen Stabquerschnitt wirken-
den verdrehenden Krifte oder das Kraftmoment,
das polare Triigheitsmoment des Querschnittes, d. h. dessen
Triigheitsmoment zu seiner polaren Schwerpunktachse ).

#) Kine bel einzelnen Querschnittformen anzubringende Correction vor-
behalten, vergl. §. 12.
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a den Abstand des entferntesten Elementes des Querschnittes
von dessen Schwerpunkt,
© die in diesem Element eintretende Schubspannung,
so ist
M= @({p (14)

Wenn der Stab lauter gleiche Querschnitte besitzt, so ist

ity constant. Fithrt man dann das Moment M auf einen Arm A,
= ,

an welchem die verdrehende Kraft P angreift, zuriick, so ist der

gefihrliche Quersch nitt derjenige, fiir welchen M seinen

Maximalwerth annimmt, und demnach die Tragkraft des Stabes:
S J, '

wenn A,, den dem Maximum von M entsprechenden Werth von A

bezeichnet.

Die Elasticititsgrenze wird wie bei der Schubfestigkeit
erreicht, wenn © = 4/; des kleineren der beiden Tragmo-
del des Materials, aus welchem der Stab besteht. (Vergl. §. 5.)

Die Verdrehung, welche zwei von einander abstehende Quer-
schnitte des Stabes annehmen, heisst der Verdrehungs- oder
Torsionswinkel. Er werde mit & bezeichnet; fiir den Abstand 2
der beiden Querschnitte hat man allgemein:

ad M ;

E‘_?J—JPG (e eiba A R GOl e KR (1‘1)
wobei G den Drehungsmodul des Materials bezeichnet, welcher
2/; des Elasticititsmoduls E ist.

Die folgende Tafel enthilt nun fiir eine Reihe von Angriff-
arten der verdrehenden Kriifte an einem prismatischen Stab die
Werthe fiir:

das Moment M an einer beliebigen Stelle (z) des Stabes,
die Tragkraft P nach Formel (15)
und den in Bogenmaass ausgedriickten Verdrehungswinkel & des

Stabes,
wobei mit PR das Gesammtmoment der verdrehenden Krifte be-
zeichnet ist. Ausserdem bedeutet beim Fall Nro. IV. S den An-
griffschwerpunkt siimmtlicher dort den Stab auf Verdrehung
beanspruchenden Kriifte, welche alle auf den Hebelarm R zuriick-
gefiihrt sind; I, ist dabei der Abstand des Punktes S von der Be-
festigungsebene des Stabes, )




Drehungsfestigkeit.

Angriffweise.

‘ Kraftmoment 2.

e— e

{iir alle Punkte zwischen 4 und B.

2
M — PR %

PR — dem Gesammtmoment der

verdrehenden Krafte.

M = Summe der innerhalb der
Lange x angreifenden Mo-

mente.

Im? Stiek e’ MF—"P R

Im: Stitck ¢+ M — PR
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Tragkraft P. Verdrehungswinkel 9. Bemerkungen.
i PR.1
P & Jp 2 Jp G Alle Querschnitte zwischen 4 und B
Tl LSl sind gleich fest,
G
el PR.1
S J, : 2 J
P = 7{758 e gpi Gefiahrlicher Querschnitt bei B.
=G g
g —;— :I;Ll Die drehenden Krifte sind gleichférmig
Wil %lép i @p . abnehmend von B nach A4 vertheilt.
= ST Gefahrlicher Querschnitt bei B.
Aldlgemeins Fosm fir die Falle
PRI 15, dlle-und 11T,
5= ——j-G° Gefihrlicher Querschnitt bei B. Der
Pl SJp r Werth von &in IIl. wird aus dem in
al SGER 1V. erhalten, wenn man fiir I, den
& Gia dort sich ergebenden Werth
—;‘ einsetzt u. s. w.
Wenn ¢; < ¢, so ist: fo b IR i b
: JpG 1 Gefihrlicher Querschnitt im Stiicke
_ 8l :
P= L A gl ¢; als im kiirzeren Stiicke.
o Gaa
g.— 1 PR
- S Jp BTG :
=2 R 1S Gefihrliche Querschnitte bei 4 und B.
TG
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g, 19
Polare Trigheitsmomente und Q,uerschnittmodel.

Das polare Trigheitsmoment ./, eines Querschnittes bestimmtb
sich leicht, indem man hat: »

U L T R = )

wenn J; und Jy die Triagheitsmomente desselben Querschnittes

zu zwei seiner, einander rechtwinklig schneidenden Schwerlinien

bezeichnen, deren Werthe fiir eine Menge von Querschnitten aus

Tabelle § 7 bekannt sind. Man kann demnach den polaren

Querschnittmodul 'ﬁ — 7, leicht fiir die in der Praxis vor-
a

kommenden Falle bestimmen. Tine Ausnahme machen indessen
diejenigen Querschnitte, bei. denen nicht J; = J5, Was z B. bei
IR r 1BAE. VAL DL RO, XXV. etc. § 7 der Tall ist. - Bel ihnen

bediirfen die Ausdriicke J/, und “» — 7, einer besonderen, durch
a

weitliufige Rechnungen zu ermittelnden Correction, da bei den-
selben das Windschiefwerden der Querschnitte in Folge der Ver-
drehung einen stark bemerklichen Einfluss ausiibt. Fir das

Rechtock, den einzigen fir die Praxis wichtigen jener Quer-

schnitte, sind in der folgenden kleinen Tabelle die corrigirten
Werthe von J, und Z, = _aﬁ aufgefiihrt, wihrend fir Kreis und

Quadrat die einer Correction nicht bediirftigen, aus (17) erhal-
tenen Werthe gegeben sind.

Beispiel. Iin cylindrischer schmiedeiserner Stab sed nach der An-
griffweise Nro.I. des vorigen Paragraphen von einer Kraft P = 450% an
cinem Hebelarm R = 600™™ ergriffen, wnd habe eimen Durchmesser d =
100mm bei einer Limge | = 1200m™. Dann ist die Spannung © an seinem

a 16 270000 : S5 ; ‘
Umfang: © = 7 PR = — 3908 — 1,38, und der entstehende Ver-
drehungswinkel : ¥ :—é’—:gé%%q = 0,00414, was e%'nem Winkel von 0° 14'
entspricht. Soll nun d verkleinert werden, so dass © = dem halben Trag-
modul fur Verdrehung, d.i. = —é— £ 15 — 6 wird, so istzu nehmen:

Oy = AT 3 otk
ad = V S PR :\/—5642709@ — 61.2 wofir wir setzen & = L,
nS n.6 :

: > 6 .1200 )
Dann wird der Verdrehungswinkel: 3 = 3900, 30,5 = 0,0294, in Graden

10 40",
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i e ; Polarer Querschnitt- [
Polares Trigheit- T
moment Jp. modul Zp, = =
1
L AT \\
32 2 md
bt b |
6 28D ‘
| i
\ \
Lf b \ = b |
‘ ERTERY 3 Vo2 4+ n2 \
‘ Annihernd : ‘
‘\ TR SR
‘ 30,40 + 0,96 &) “
| | |

& 18
Korper von gleicher Drehungsfestigkeit.

Um einen Korper von gleicher Drehungsfestigkeit zu erhalten,
hat man dessen Querschnittverhiiltnisse aus (14) zu entwickeln,

indem man & counstant annimmt, also setzt:

Ma S !
T e i P T R (18)

p
Fiir den Fall I. in Tabelle §. 11 hat man M = PR fiir alle
Querschnitte. demnach sind diese dort nur alle gleich, d. h. den
Korper prismatischzu machen, um ihm iiberall dieselbe Festigkeit
zu geben. Die Fille II. und IIL geben die in der nachfolgenden
kleinen Tabelle zusammengestellten Formen. Der Verdrehungs-
winkel muss bei den Korpern von gleicher Festigkeit grosser sein,
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als bei den prismatischen Stiiben; er ist bei den beiden unten ge-
gebenen Korpern mitgetheilt.  Man erhilt ihn aus der Formel:
diniiol ol
B ik Lt s Sk

wobei J, das polare Triigheitmoment des Querschnittes am Punkte
() bedeutet.

(19)

Horm Angriff- | Gleichung ur?d Verdrehungs-‘
weise. winkel. \
3 \ Kreisquerschnitt:
=y S it
c/f *d' = T; Piir— & E(I*;
-
—
: g =13 g L2 5
2 - G d
E ~ Anniherungsform:
= |Kegelstumpf mit dem oberen
’ Durchmesser %3 d.
TR i
\ ‘\ Kreisquerschnitt:
: | p
\ = 1y V i
bea w,» Z.PRE=6 a5
e el s 1
ey \ e
| i ~ Anniherungsform:
= |Kegelstumpf mit dem oberen |
& P \
Durchmesser 5 k

Ueber andere Korper von gleicher Drehungsfestigkeit siehe

§.18. S, 59.
§ 14.

Riickwirkende, Zerknickungs- oder Strebfestigkeit.

Ein prismatischer Stab wird auf riickwirkende, Zer-
knickungs- oder Strebfestigkeit, wie man sie auch nennen
kann, beansprucht, wenn er in der Richtung seiner Lingenachse
zusammengedriickt wird und gleichzeitig seine Querschnittabmes-
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sungen nicht gross im Verhiiltniss zu seiner Linge sind. Bei die-
ser Beanspruchung kommen Druck- und Biegungsfestigkeit gleich-
zeitig in Betracht, und zwar letztere in der Eigenthiimlichkeit, dass
nicht die Abscisse der elastischen Linie der Hebelarm der bie-
genden Kraft ist, wie bei der Biegungsfestigkeit, sondern die Or-
dinate dieser Curve. Daher rithrt es, dass diejenige zusammen-
driickende Kraft P, welche iiberhaupt eine Biegung des Stabes
hervorbringen kann, dieses bei jeder Groisse der Biegung vermag,
also auch bis zum Bruch, vorausgesetzt, dass bis zu diesem
die Gesetze der vollkommenen Elasticitit Giiltigkeit
hitten. Dies aber angenommen, wiirde jene Kraft P die theore-
tische Tragkraft und theoretische Bruchkraft gleichzeitig sein, da
ihr die Elasticititskrifte des Stabes sowohl das Gleichgewicht zu
halten vermogen, als diese Kriifte auch bei einmal eingetretener
Bewegung des Lastpunktes von P iiberwunden werden konnen.

In der folgenden Tabelle sind fiir einige der wichtigsten An-
griffarten der zusammendriickenden Kraft die Hauptformeln fiir
die riickwirkende Festigkeit angegeben. Es bezeichnet in den
Formeln: :

E den Elasticititsmodul des Materials des Stabes, welcher als
prismatisch angesehen ist;

J das kleinste Triigheitsmoment seines Querschnittes, bezogen
auf eine Schwerlinie, also z. B. beim Rechteck, von der klei-

3
neren Seite b, der grosseren h, nach §. 7 ]—Ll%

Zu den nachstehenden Angaben ist zuniichst zu bemerken, dass
die sehr schiitzbaren Versuche von Hodgkinson in der Regel
eine etwas kleinere Bruchkraft ergeben, als sie sich aus den obi-
gen Formeln ergiebt; dies thut aber dem Werth der letzteren kei-
nen Eintrag, da diese nur fiir den vollkommen elastischen Korper
aufgestellt sind, und deshalb richtig bleiben, wenn man als Be-
lastung einen geniigend kleinen Proportionaltheil der Bruchkraft
P anwendet. Es kann empfohlen werden, bei Gusseisen 1/;, bei
Schmiedeeisen 1/,, bei Holz 1/, der theoretischen Bruchkraft als
obere Grenze der zulidssigen Belastung zu betrachten.

Die Hodgkinson’schen Versuche haben ferner noch gezeigt,
dass flach aufstehende Siulen sich ungefihr so verhalten, als ob
sie an dem abgeflachten Ende eingeklemmt wiren.
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o ; ; Theoretische
Nro Angriffweise. Bemerkungen.

Trag- und Bruchkraft.

I

P =4 n? 2

e

I e s

Freitragende Strebe.
Das Ende B ist festge-
klemmt; gefihrlicher
Querschnitt an der Be-

festigungsstelle.

Lose Strebe.
Beide Enden frei auf-
stehend und in der ur-
spriinglichen Stabachse
gefithrt. Gefihrlicher
‘ Querschnitt in der Mitte.

Halbeingespannte Strebe.
Das untere Ende festge-

klemmt, das obere in der

urspriimglichen  Stabachse

gefiihrt.

Eingespannte Strebe.
Beide Enden festgeklemmt,
und in der urspriinglichen

Stabachse gefiihrt.
fahrliche Querschnitte an
den Endenund in der Mitte.

Ge-




oder Strebfestigkeit.

Der Stab ist auf Druckfestigkeit zu berechnen, wenn:

heim Kreisquersehnitt\ beim Rechteckquerschunitt und dabei das
—2 kleiner als ) % (b die kleinere Seite) kleiner als Material
5%, Gusseisen.
12 14 Schmiedeisen.
8 Holz.
10 11Y, Gusseisen.
24 23 Schmiedeisen.
11Y% 13, Holz.
14 16 Gusseisen,
33 3 Schmiedeisen.
16 19 Holz.
20 23 Gusseisen.
48 56 Schmiedeisen.
23 27 Holz.
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SR
Korper von gleicher Strebfestigkeit.

Man erhilt eine Korperform von gleicher riickwirkender oder
Strebfestigkeit, wenn man die Querschnitte in einem der obigen
Stibe so vom gefihrlichen Querschnitt aus abnehmen ldsst, dass,
cine kleine eingetretene Biegung vorausgesetzt, die
Maximalspannung in jedem Querschnitt denselben Werth erhilt.

Fiir den Fall Nro. IL des vorigen Paragraphen kann man
sich der folgenden Formel®) bedienen:

: e Y e e
% — —i— arc. sin. \/% — \/;I \/1 — <;I> '/"> (20)
(¥)

wobei & und y die in der folgenden Figur cingeschriebenen Coor-
dinaten, Z, den Querschnittmodul fiir die Stelle @, Z denselben
fir die Mitte des Stabes bezeichnet.

Qind die Querschnitte Kreise, so wird beim Durchmesser /
des Querschnittes in der Mitte:

e

ZoEal

g o R <i>;"

(_L_) = (urc. e 1 3 2

9

V4

und :

Uebersichtlicher gestaltet sich diese Formel, wenn man sie
in eine Doppelgleichung auflost, indem man setzt:

Y . g )
T ST e e (22)
worauf man erhilt:

il

l

o
Diese Gleichung gestattet unschwer ein graphisches Auffin-
den der Begrenzungscurve, deren Abscissengleichung (23) mit der-

:—711:—(“24;)——31'71.2(;)). et e B3

*) Von Redtenbacher.
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jenigen einer Cycloide, und deren Ordinatengleichung (22) mit der-

Fig. 1. jenigen einer Sinoide iiber-
einstimmt und deshalb eine
cycloidische Sinoide
genannt werden kann. Eine
Verzeichnungsmethode die-
ser Curve ist in Kap. X VIIL
angegeben ; die durch sie ge-
lieferte Korperform wird an-
genihert durch die zweite
der in Fig. 1 angegebenen
Formen, bei welcher die Er-
zeugungslinie ein Kreishogen
(der Kriimmungskreis fiir

y : l
den Curvenpunkt bei z = 3)
oder iiberhaupt eine schwach gekriimmte Linie ist. Kine solche
Anniherung ist durchaus statthaft, da wirkliche Biegungen der
Strebe doch nicht vorausgesetzt werden. Die vorstehende lose

Strebe berechnet sich zu 3/, der Festigkeit einer cylindrischen von
der gleichen Dicke % und Lénge 1.

8. 16.
Zusammengesetzte Festigkeit.

Vielfach kommt es vor, dass mehrere Kriifte zugleich die
Festigkeit eines Korpers in verschiedener Art beanspruchen, so
dass z. B. ein Querschnitt auf Zug und Biegung, auf Drehung und
Biegung u. s. w. gleichzeitig angestrengt wird. Die Tragkraft oder
die eintretende Maximalspannung sind dann anders zu bestimmen,
als gewdhnlich. Fiir einige der am h#ufigsten vorkommenden
und wichtigsten Fille dieser sogenannten zusammengesetzten Fe-
stigkeit sind die Hauptformeln in der folgenden Tafel zusammen-
gestellt. Es bezeichnet in derselben:

@ die grisste im gefihrlichen Querschnitt eintretende Spannung,
Z den Querschnittmodul des gefihrlichen Querschnittes, welcher
durch B in den Figuren bezeichnet ist,
F' den Flicheninhalt des Querschnittes,
J dessen Trigheitsmoment nach §. 7,
M, ein biegendes, M, ein verdrehendes Moment,
M; ein ideelles Moment, und zwar inshesondere
(M,); einideelles biegendes, (M), ein ideelles verdrehendes Moment.

Reuleaux, der Constructeur. 4
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Nro Angriffweise. Tragkraft,
S F
P = "71111‘
i & Z %
Beim Rechteckquerschnitt (b7)
p IS hR
1" G—h—
eFr
Pi—= 7

cos a -} 7Zsin a

7

Beim Rechteckquerschnitt (b %)

P — Sbh
cosa 46 & sina
h
: S K
L= F :
cos a - 7 (Isina + Rcosa)
Beim Rechteckquerschnitt (b 4)
i Sbh

cosa—+6 % (sin a4 —Il—{— cos a)

&Z
Pl -
%l + %VE+ B
Pl ist ein biegendes Moment M,,
PR ein verdrehendes Moment M.

15— =
Vb 5 M2 + 214, M, cos u
wobei IM; das (biegende) Moment
von P, M, dasjenige von P, be-
zeichnet.




Zusammengesetzte Festiglkeit. 51

Jdeelle Momente. &

Z
Ideelles biegendes Moment fir die Spannung ©: (M) = P(R + —F—>

Beim Beim 3 Beim
Kreisquerschnitt (d): Ellipsenquerschnitt (07). Rechteckquerschnitt (b 7) :
d h h
@) = P(R+5) ). = P(B+3) (M) = PR+ g

Ideelles biegendes Moment fiir die Spannung S (M) — P(l sin n—+—% cos q>.

Beim
Kreisquerschnitt (d)

(M)i= P(l sine 4 g— cos a) (Mb)l-:P<l sina —I—%— cos a) (Mb)i:P(lsz'n a4 %) cos a

Beim Beim
Ellipsenquerschnitt (b7): Rechteckquerschnitt (bF):

Ideelles biegendes Moment (34,); f. d. Spann. ©: (M) = P(R cosa -1 s[na—{—% cosre>~

Beim Beim Beim
Kreisquerschnitt (d): Ellipsenquerschnitt (bh): Rechteckquerschnitt (bh):
(M), — o (M) = G —
P(R cosa~+1lsina- 5 cos u) ‘ ye (R cose-+1sina- % cos a) P(R cosa+lsina +%~cosa)

Ideelles biegendes Moment fiir die Spannung ©:

(My): = S5 My + 55 V2 Sy M2
Ideelles verdrehendes Moment fiir die Spannung &:

(M = 3. M, + 5, V2 + M2

Ideelles biegendes Moment fiir die Spannung &:
L), = VM2 + M + 2M, M, cos u.
In den Fallen IV. und V. ist vorausgesetzt, dass der Querschnitt des Stabes zu

denjenigen gehore, welche durch zwei rechtwinklige Schwerlinien in vier con-

gruente Stiicke getheilt werden.

4*
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Eine Betrachtung dieser Formeln zeigt, dass man manchmal
die zusammengesetzte Beanspruchung wohl beachten muss. Wenn

o B a1 %— ist, d. h. die an einer Stange aufgehéingte

Last am Rand des Querschnittes ihren Schwerpunkt hat, so ist
e S fh
nau centralen Aufhingung. Ist der Querschnitt ein Kreis (d), so

en

. d.i. wenn wieder die Last am Rande an-
pigd
d

gebracht, also R — —;Z— gemacht wird, P = 5 gd‘-’, die Trag-

kraft ist also noch kleiner als beim Rechteckquerschnitt. Die

Fille I. und II leiten sich aus IIL. ab, indem man dort beziehlich
o oder R — 0 setzt.

Eine besondere Brauchbarkeit haben namentlich fiir den auf-
merksamen Rechner die angegebenen ideellen Momente. Es ist
zu beachten, dass beim Ellipsen- und dem Rechteckquerschnitte 7
als in der Biegungsebene liegend angenommen ist. Kennt man
diese Dimension im voraus, was,bei Annahme des Profils eines
zu construirenden Triigers sehr hiufig der Fall ist, so ldsst sich
mit Hilfe der ideellen Momente die zusammengesetzte EKestigkeit
leicht in Betracht ziehen, indem der in der Klammer zur Rechten
enthaltene Ausdruck den Hebelarm der gegebenen Kraft P fiir das
ideelle Moment angibt. Derselbe ist meistens, namentlich graphisch,
sehr leicht zu bestimmen, und man kann alsdann gerade so wie
bei einer gewohnlichen Biegungsbeanspruchung rechnen. Ist z B.
im FalleIL bei ¢« = 45, also cose = sine = 0,707 die Rechteck-
héhe 7 gewiihlt, so ist der Querschnitt bei B so zu berechnen, als
griffe eine biegende Kraft P an dem Arme 0,7077 (der Projection

von [ auf die Befestigungsebene) -4 0,707% an. Im Falle I. erhdlt

, also die Tragkraft nur 1/, so gross, als bei einer ge-

wird P =

®

"man bei R — O fir den Kreisquerschnitt (I); = P i’ was

gleichzusetzen ist @—%d, dies giebt P = @; d2, wie kommen
muss, weil bei B — 0 der Stab nur auf Zugfestigkeit beansprucht
ist. % ist danach also der Hebelarm, an welchem angreifend eine

biegende Kraft P den Stab ebenso stark beansprucht, als eine in
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der Achsenrichtung ziehende von gleicher Grosse. Dies gilt aller-
dings strenggenommen nur unter Vernachliissigung der Schubspan-
nungen bei Berechnung der Biegung. — Viele niitzliche Anwen-
dungen finden auch die Formeln der Fille IV. und V. (s.Kap. VIL).

817
Festigkeit der Gefésswéﬂnde.

Zur Beurtheilung der Festigkeit runder Gefisse kénnen die
in folgender Tabelle zusammengestellten Werthe, welche sich auf
die wichtigsten Fille der Maschinenpraxis beziehen, gebraucht
werden. Die Theorie der Gefiissfestigkeit ist zwar-als noch lange
aicht abgeschlossen zu betrachten; jedoch weichen die von verschie-
denen Ausgangspunkten erzielten Resultate wenigstens in den
mittleren Fillen nicht so viel von einander ab, dass etwa die fol-
genden Formeln als unzuverliissig zu bezeichnen wiren. Sehr un-
sicher erscheint bis dahin die Theorie des von aussen gepressten
Oylinders, weshalb die beziiglichen Formeln weggelassen wurden.
In den umstehenden Ausdriicken bezeichnet:

p den auf die Gefisswand wirkenden Flichendruck (nach Ab-
zug des gegenseitigen),

© die im Material der Wand eintretende Maximalspannung,

2 den Elasticitiitsmodul des Materials,

r und 0 Gefisshalbmesser und -Wanddicke.

Die Formeln unter (L) und (IL) haben eine bis zur Bruch-
grenze gehende Griiltiglkeit, immerhin aber als Anniherungswerthe.

1. Beispiel. Fiir ein schmiedeisernes cylindrisches Gefdss von 1000™™

Durchmesser und 10mm Wanddicke sei eine Materialspannung © = 8 ge-
stattet. Dann kann dasselbe nach (I.) einer inmeren Ueberdruckspannung

520
B = 8(\/%@ — 1) = 8, . 0,0198 = 0,158¢ pro [ Millimeter ausgesetzt

werden. In Atmosphdren ausgedrickt betragt dies 100 . 0,158 = 15,8
Atm. Das Gefiss wirde zerspringen (wegen K = 40), wenn die innere
Spannung etwa das 5fache oder 79 Atmosphdren betrige.

2. Beispiel. Hin kugelformiges Gefass von den genannten Angaben

16510
e —0,32¢ proom™™,

d. i. einem Drucke von 32 Atmosphiren auszusetzen sein.

: 3. Beispiel. Tin dem ersten Gefasse 'angem'eteter ebener schmied-
eiserner Boden wiirde nach (IV.) bei © = 8 folgende grosse Dicke O

haben miissen: & =500 . VY5 . \/%

wiirde mach (IL.) fir ©=8 einer Spannung p —

—500.0,816. 0,14 = 57,12 e~/ 57mm.
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Nro Angriffweise. Tragkraft p. Wanddicke J.
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Die Einbiegung f, welche die ebene runde Platte erfihrt,
lasst sich nach Grashof fiir den Fall IIL. berechnen aus:

und fiir den Iall IV:

i

)
7

0

4

3) r>4‘
473(? E

_i<“_‘*11
oo 6>E

(24)

(25)

4. Beispiel. Die in Beispiel 3. berechnete Platte wiirde sich hiernach

wegen F — 20000 einbiegen um f —

a7
6 57

500 >4

0,158
20000

= 0,44,
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§. 18.
Berechnung der Federn *).

Die Constructionsmaterialien des Maschinenbauers sind alle
mehr oder weniger elastisch nachgiebig, so dass sie dusseren Kriif-
ten nur unter Eingehung einer Formiinderung #u widerstehen
vermogen, welche bei richtig gewihlten Abmessungen nach Auf-
horen der iHusseren Kraftwirkung wieder verschwindet. Diese
Formiinderung — Ausdehnung, Kiirzung, Biegung, Verdrehung —
sucht man gewohnlich behufs miglichster Annéiherung an die
Starrheit der constructiven Systeme so viel als thunlich einzu-
schrinken. Bei den Federn jedoch zieht man Vortheil aus der-
selben, indem man die elastische Nachgiebigkeit von iibrigens
widerstandsfihigen Systemen zur Aufnahme von Stosswirkungen
(Buffer, Wagenfedern), zum Hervorbringen von Bewegungen (Uhren),
zum Bilden weicher und doch haltbarer Uﬁterlagen (Polster) ver-
werthet. Zu Federn eignen sich deshalb vor allem solche kor-
perliche \ysteme welche innerhalb der Elasticititsgrenzen verhalt-
nissmissig grosse Formiinderungen erleiden konnen, was sich
nach deren Festigkeitseigenschaften beurtheilen lisst. Ihre
Theorie findet deshalb hier einen passenden Platz.

Beanspruchungen auf Zug- und Druckfestigkeit sind nur
bei ganz besonders dehn- und pressbaren Stoffen, wie z. B. beim
Kautschuck, zur Federbildung dienlich; bei den steiferen Materia-
lien, den Holzern und namentlich den Metallen, eignen sich vor-
wiegend nur die Biegungs- und die Drehungsfestigkeit.
Indem der Kautschuck, als bislang zu wenig experimentell un-
tersucht, hier unbeachtet bleibt, sind in der folgenden Tabelle die
wichtigsten Biegungs- und Torsionsfedern zusammengestellt.

Neben grosser Aenderbarkeit der Form tritt als zweite we-
sentliche Eigenschaft der Federn der geringe Materialver-
brauch, mit welchem die Raumbeanspruchung zusammenhingt,
in den Vordergrund. Der Materialverbrauch wurde deshalb in der
Zusammenstellung beriicksichtigt, indem derselbe, gleiche Bela-
stung und Verschiebung des Kraftangriffpunktes bei simmtlichen
Federn vorausgesetzt, in der vorletzten Spalte angegeben ist. Das
Volumen der Dreieckfeder ist dabei als Einheit angenommen.

*) Vergl. des Verfassers ,Construction und Berechnung der
wichtigsten Federarten®. Winterthur, Wurster et Comp., 1857.



b6 - Biegungs - Federn.

Nro. Form. Benennung. Tragkraft. |
Rechteckfeder.
Cubisch para- | p_ G bw
L. bolisch zuge- T )
scharft.
Einfache D S bn?
II. Dreieckfeder. el
Zusammen- S ibhl
i gesetzte oder | P = S
geschichtete T L i o riil
Dreieckfeder. . i
Spiralfeder, S bh2
IV. flachdrihtig. e 6 R
Drehschrauben- & 5.
A\ feder, Po— -()— ?
flachdrihtig.
Drehschrauben- S5 s
VI feder, e g
runddréahtig.
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Federung. Biegsamkeit. Iﬁﬁgfi 3 Bemerkungen. .
In der’ Ausfithrung statt
o
LS F & 1 3 i A \/E anzunihern durch
F=5gpm i /e h £
ein Trapezprofil mit der End-
héhe %5 h.
Korper von gleicher Bie-
’ gungsfestigkeit; in der Aus-
f=26 'E%l;_s o = g‘ ® it fithrung ist das freie Ende mit
: : 4 einer Verstirkung zu ver-
sehen.
SR i Verhilt sich so, wie eine ein-
fache Dreieckfeder von der
prs Basisbreite ¢b (s. die Punk-
T Gm L = Ll i tirung), und kann durch Zer-
. v E h schneidung und Schichtung
einer solchen entstanden ge-
dacht werden.
. PIR2 &y 1 die Liange des gestreckt
f=Ro=1250%s % =2 1 gedachten Federblattes.
Alle drei Formen sind
Kérperformen von gleicher
2 Biegungsfestigkeit. Der
f_—_-Rm_—_12—‘ZLb1;;,a,— %:2%% 1 gfg i
Werth ¥l ist der Winkel o
der Verdrehung, welche die
Belastung P hervorbringt.
e E L BTRE e
el b %




58 Torsions-Federn.
\ Nro. Form. Benennung. Tragkraft.
Einfache : b
VIL. Torsionsfeder, P=6@x Vel
runddrahtig.
c
: e 2 e
Einfache 3R Vb2t h?
VIII. Torsionsfeder, Annihernd (A > b)
flachdrihtig. | & b2h?
ey MR bRl e L
R 3(0,40+0,96h) |
(Cylindrische) 75
IX. Schraubenfeder, jo— &L @5
runddrahtig. 16 B
4
e b2
ey A
(Cylindrische) SR Vb2 12
NG Schraubenfeder,| Annidhernd (2 > b)
flachdrihtig. e < b2h?
= R 3(0,4b+ 0,96%)
Kegelschrauben-
feder oder . TE.1d3
XL Kegelfeder, Ao 16 R
runddrahtig.
c b2
=33 Vot n2
, Kegelfeder, e =
XII. flachdrhtig. Annihernd (b > b)
pi b1
= R 3(0,4b+0,96%)
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Federung. Biegsamkeit. Bemerkungen.
f Io den Fillen VIL. bis
f:Rw:gflﬂ 1_2_@_ 1 X. ist die Feder ein Kor-
G A Rt G d per von gleicher Tor-

sionsfestigkeit.
Federn nach VII. und
w_3PR2Z b2+ h? £ s va VHI.'eignen sich auch
=2 e B3RS B = o P zur Bildung von zusam-
mengesetzten oder Biin-

delfedern.
In den Fallen IX. bis
_ 32 PR T8 XIL ist I immer die
n Gd B i Linge des gestreckt
gedachten Drahtes.
Es ist gleichgiiltig, ob
i 3PR2Z b2 + A2 f & lvm diegrossere Querschnitt-
R G B3R D seite parallel, normal
oder schief zur Achse
steht.

Hier wie in XIIL. ist die_
Annéhernd: Feder bis zur Kegel-
16 PR2l A pts ) spitze ausgefithrt ange-
e B G d nommen; in beiden Fal-
len gefahrlicher Quer-

schnitt bei B.

Lisst sich durch all-

Annéihernd: mihliche Verkleinerung
3 PR 12 + h? HicInG, Vo4 n? der Querschnitthéhe 7
= DR E 2 G bh von B aus nach oben zu

einem Kérper von glei-
cher Festigkeit machen.
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In den Formeln der vorstehenden Tabelle bezelchnet immer:
E den Elasticititsmodul,
G den Dreliungsmodul des Materials der Feder, welcher
(8.8, 11)) — 2 iRt
Die Festigkeitscoefficienten fiir die Materialien der Federn
sind in §. 2 angegeben. Die Formeln behalten ihre Geltung, wenn
die Richtung der Kraft P der in den Figuren angedeuteten ent-
gegengesetzt wird. In allen angefiihrten Fillen ist das Volumen V°
der Feder zu erhaiten aus dem Ausdrucke:

V:O.(P.f.)é’;. e danieel

wobel C eine von der- Federform abhingige Constante bezeichnet,
und (Pf) das Product aus Belastung und Federung oder die soge-
nannte Federungsarbeit ist. Dies hat die interessante Bedeutung,
dass Federn von gleicher Grundform und gleichem Material bei
gleicher Sicherheit fiir dieselbe Federungsarbeit Pf immer
gleich schwer ausfallen, wie man auch die Lénge [ oder iiber-

haupt die frei zu withlenden Abmessungen macht. Der Quotient @—IZ

zeigh, dass ein kleiner Elasticitdtsmodul, namentlich aber ein
hoher Tragmodul giinstig fir das Material der Federn ist. Man
erhélt nach Tabelle §. 2 fiir:

Gussstahl, gehirtet und angelassen % :%) —r )
Gewohnlicher Stahl (ungehdrtet) . . = %9 = 200
Messing s5s o e 22 S G :%)-:28,21
Holz..............:1_;‘33:277,00

Der gehértete und angelassene Gussstahl ist hiernach auch
theoretisch weitaus das beste Federmaterial.

Bemerkenswerth ist noch fiir die simmtlichen aufgefithrten
Federn, dass bei ihnen die Federung oder Verschiebung des Kraft-
angriffpunktes proportional der Belastung ist.

Dieser Umstand hat zur Folge, dass die Schwingungen,
welche die belastete Feder macht, in die Klasse der ,,einfachen*
oder ,pendelartigen® Schwingungen fallen, und eine leicht zu
berechnende Dauer haben. Bei Vernachlissigung des Feder-
gewichtes schwingt nidmlich jéde der obigen Federn bei
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der Belastung P wie ein einfaches (mathematisches)
Pendel von der Linge f*), so dass die Zeit ¢ einer einfachen
Schwingung (eines Hinganges oder eines Herganges) ist:

t:?t\/f%(?”

wobei g die Beschleunigung der Schwere — 9,81™ — 31,25 preuss.
Fuss, fiir unsere gewohnliche Rechnung in Millimetern 9810== ist

Beispiele zur Theorie der Federn. 1. Zu. berechnen eine ein-
fache Dreieckfeder mach Nro. II. firr eine Last P = 50 und eine Fede-
rung f = 20mn. Wir wihlen als Material Gussstahl mit E = 30000
und setzen © = 40k; nehmen hierauf dic Liinge 1 der Feder zu 400™™
an, und haben nun nach Spalte G: 4 g 400 poraus b =

B0 T 30000

4000 000 . : o MY
50 30000 — 10%;mm.  Nun wird nach Spalte 4: 50 = e 400.32,0d8r

b — 26,36%m e~ 26,57, Das Volumen V wird = bThl B %5_'3_3-22‘_4—00

— 56533 Cub.-Millimeter.
2. Beispiel. Machen wir unter Beibehaltung des Materials 1= 300,

Sl s i GBS0 50 o e
so wird h = 5030000 — 6mm, b — 0. 56 — 62,5mm; das Volumen
alsnr Ve — Iiz—l —= 6:-2—"‘;76'320- — 56950 Cubikmillimeter, d. . abgesehen

von dem durch die Abrundungen entstandenen Unterschiede, soviel wie
wvorher, wie es der Bemerkung zu Formel (26) entspricht.

3. Beispiel. Die vorige Feder sei durch eine cylindrische Schrauben-
feder nach Nro. IX., die- aus demselben Gussstahl gemacht werden soll,
2u ersetzen. Wiihlen wir die Drahtdicke d=6m", so kommt nach Spalte

40 6% w.216
4 Nro. oo == = = s .
ro. IX.: 50 %" woraus R 50 32,36 e/ 32mm folgt
Nach Spalte 6 ist” nun zu nchmen die Drahtlinge | = &(;90.’;—452&.-
9000 3 l 562,5

= 562,5. Dies liefert eine Gewindezahl © = e G 0D

— 279e~ 3. Wollte man mehr Windungen erhalten, so miisste man
d kleiner angenommen haben. Das Volumen V, der Feder wird: V; =

¥
l. Zdz = 562,5 % 36 = 1588,5 Cubikmillimeter. Dies Volumen mit dem

; : 12 1588,5 1 4
oben gefundenen verglichen, liefert =t = ——-~ = = —

gef g s liefert = =\0oeg— 3547 — 14,164"
se'hr nahe %5, wie nmach Spalte 7 Nro. IX hdatte kommen miissen, wenn
nicht die Abrundungen stattgefunden hitten.

also

#) Siehe u. a. Eisenlohr’s Physik, 6. Aufl. Stuttgart 1857, S. 57.



