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ift der Halbmefler eined Cylinderd, von weldyem diefe weyte @embe Die lee 1ﬂ, und
auf ihr wird folglich die gefudhte Firjefte Cntfernung gemefjen.

Um die Bernbrungsdlinie der Cylinverfladye mit der CEhene, me[d)e para[(el 3 Den
awey gegebenen Geraven ift, 3u finven, fibre man durd) irgend einen Punft, bder als
Are angenommenen Geraven, (zum Beyfpiel durd) den Punft C, in weldem fie die
Horizontalebene durdyfchneivet) eine Cbene fenfrecdht auf bdiefe Ave. Der Durd)fdhnitt
diefer Ghene mit Der tangivenden Ebene ift die %erubrungé‘hme btefcr %egten mit Dex
freisformigen Grundlinie ded Cylinders, | |

Nacyvem die BVertifalebene C D fid) um ibren Nif C D gedreht, und auf bie $Hos
vizontalebene juriicfgelegt Dat, Fonftruive man ven Winfel B C 3" ven die yweyte Seras
pe (CD, cd) mit der Horizontalebene madyt, indem man eine Vertifale B B=—=10b
nimmt, Olefelbe Vertifalebene {dhneidet die, zu den ywey Geraden parallele Ehene nady der
Geraden F K, yparallel 3u C B'. Daber fdhneidet die, durd) C, und fenfrecht auf die Are
gefuhrte Chene die Wertifalebene C D nad) der Geraden C K, fenfred)t auf C B ober
F K, und die Horiontalebene nad) der auf C D fenfredyten SGeraden C H.

Nadhoem diefelbe ESbene fid)y um- ihren Horizontalvif C H gedreht hat, um fidy auf
vie horiyontale Projeftionsdebene urickzulegen; fallt der Punft K nad) K'; der Punft H
ped NRiffes bleibt feft, und die Gerade H K’ ift der Durchichnitt der tangivenden CEbene
~zu der Gylinderfladye mit dex Chene, weldye fenfredyt auf die Are diefer Flade ift. Wenn

man dabher ausd dem Punft C die Senfred)te C I auf jene Gerade H K’ fallt, fo ift
per aus C al8 Mittelpunft, und mit einem Halbmeffer = C 1 befdyricbene Kreis die
Grundlinie der Cylinderflache, und I N i die Horiontalprojeftion der Berithrungs:
 fante. Diefe RKante fdneivet die erfte Gerade in dem Punft (N, »), durd) welden
die gefudyte Senfred)t gebt. |

Der letste Theil der Uuflofung wvollendet fidh) wie die in Art, 43, %orgctragene, auf

welde wir juriicweifen, :

Dritfes K apitel
gortfepung Dder Crzengung der Fladyen.

Von den aufwicéelbarep und den windifden Sldden,

95. Alle Fladyen, welche durd) die Bewegung einer gevaden Linie erseugt werden
tonnen, bilden zwey grofe f?laﬂ'en fie fmb entmeber aufmwfe[ bare oder mmbtf d)e_

sladen,
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Wenn vermoge ded Gefefsed, wodurd) die Vewegung der geraden Eryengungslinie
vorgefdhricben ift, immer ywey aufeinanderfolgende Stellungen bdiefer Geraden betrad)tet
werden fonnen, ald in einer nemlidhen Cbene legend; dad heift, wenn fle entweder pas
rallel unter fich find, oder wenn fie fich in eimem Punfte begegnen, fo gehort de er
seugte Flacdhe ju der Klafie der aufwidelbaren Fladen.

Sm andern Falle, und zwar im Allgemeinften, wenn ﬁemlid) je ey aufeinan:
perfolgende gerade Crieugungslinien nidht in einer und Dderfelben Cbene enthalten fird,
entfieht durd) die Bewegung diefer Geraden eine windifdye Flade,

Uud diefen Crilarungen ift erfidytlich, vaf die Kegelflichen und die Cylinderfladien
sufolge ihrer Creugungsart durd) die gerade Linie 3u der erftgenannten Klaffe gehodren.

97, Die Bedingung, eine aufwidelbare Flade 3u erseugen, wird am Allgemeinfien
audgedructt, wenn man der geraden Eryeugungsliaie auferlegt, fic) vergeftalt ju bewegen,
vag fte beftandig tangivend tff, u einer gegebenen frummen Linic von doppelter Kritm:
nung.

QJn der Ihat, €8 fey A B C D (Taf. XU, Fig. 1.) eine topyelt gefriimmte Linte
von beliebiger ©tellung im Raume; denfen wir unsd alle moglihen Tangenten o A «,
bB Y, cCdc,... x diefer Sinie, fo find diefe eben fo viele Stellungen der bewegliz
dhen Geraden, und 3 ift leicht 3u erfehen, vaf die frumme Fladhe, vie fie alle ufamnien
- Diloen, ver gegebenen Crilarung (Urt, 97.) einer aufwidelbaven Slade vollfonmen ents
fpreche; denn trgend eine Cryeugungsdlinie, wie 5 B 5 wird von der unmittelbar vorhergebhen:
ven Geraden « A &, und der unmittelbar RNadhfolgenden ¢ C ¢ in wey, auf der Krummen
A B C D gelegenen 5punFteti A und B gefdnitten, weil diefe Geraden ald Tangenten der
KSrummen A B C D die Verlangerungen hrer aneinanderftogenden Clemente find.

08, Man nennt jede einzelne Stellung der geraden Cryeugungslinie eine Kante der
aufivickelbaven Flade, e pwep aufeinanderfolgende Kanten {dhliefen ein Fladyenelement
Cein, a3 man ald ein unendlih fdhmales, und in ver Nidhtung der begrarzenden Kanten,
unbeftimmted Stiddyen einer Cbene betradyten fann, = Alle diefe Clemente der Flade laf
fen fid), ohne audeinander geriffen 3u werden, und obne fid) 3u verdopyeln, auf eine Ehene
aufrollen oder aufwideln, Man fann fid) in ver That vorftellen, daf va3 erfte Clement
a b B fid) um die Kante 5 B, welde ed mit dem Jwenten b ¢ C verbindet, al3 cin Sdars
nier orehe, bi3 e3 in der nemliden Ghene ift wie diefed Clement; daf fodann diefe beyden
vereinigten Glemente fid) um die Kante ¢ D, die Yie mit dem Orittenr verbindet, dreben,
bi3 fie mit diefem dritten Clemente in einer nemlichen Cbene find, und {ofort; und eé it
ctaleudytend, daf die gansc-"glédyé fih dergeftalt ohne Unterbrechung ved Jufanumenhangesd,

| | | 3
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und ohne LVerdoppelung auf eine Chene aufwideln lafe, meld)e @Ztgenfcf)aft den auf’
widelbaren Flachen ihren Namen gegeben hat.

99, Wenn man den Begriff dev Aufwicdlung auf die durd) ebene Flachen be:
grangten Korper Ubertragt, fo fieht man fogleid), daf die Seitenfladhen aller Pyramiven
und aller Prismen, wenn man ihre Grundflddien aufer At [4ft, weldesd Hlod zufallige
Grangen diefer unbeftimmt betradyteten Kérper find, fid) auf die Ehene irgend einer Seite
neben einander auflegen laffen obne einen leeren Raum wijdhen fidh ju laffen, und obne -
irgend einer WVerdopplung su unterliegen.

Wil man diefe nemlidhe Operation bey einem Korper anderer ert, jum Benfpiel
bey einem Sfofaeder, bey einem Dodefacder anwenden, fo ift eben fo leicht zu erfeben,
pag fie midt ftatt finden fonne, obne daf wifchen ven verfd)iedenen S‘ibei[en der Aufwid:
lung leere Naume bleiben. -

Die Pridmen und Pyramiven f“ nd jedod) nwf)t die einzigen Korper, deren Seiten-
flachen fich obne eine Unterbredyung ded8 Jufammenbanges auf eine Cbene aufwideln laf:
fen, fondern diefed fann jeded mal gefdehen, wenn die Oberflade eined vorgelegten Kor:
pers durd) winfelfdrmige unbeftimmte Stide von Cbenen gebilvet wird, die nad) eben:
falls unbeftimmten Kanten aneinanbderftoffen, und wenn  aud) Dtefe winfelformigen Sei
ten thre Sdyeitel nidt in einem nemlidhen Punfte Hatten. _

100. Betradytet man nun frgend eine andere Frumme Flade ald eine aufivicel:
bare, fo 1aBt fid) biefelbe fmmer auf irgend eine Art, sum Veyfpiel, durd) wen Sy:
freme pavalleler Ebenen in fo viele Theile getheilt denfen, daf feiner von ihnen merfbar
von citent ebenen Clemente verfdyieden ift. Aber wenn alle diefe Theilchen auf eine Chene
audgebreitet werden follten, fo daf 3wepy aneinanderftofenve Ibheildhen eine gemeinjchafiliz
dhe @eite Ddatten, o wirden fie feere Raume awijhen fidy Iaﬂ'en, oDer fich ubereinander
fhicben, und der, odurd) den duferen Wmrif diefer fo audgebreiteten ITheilden einges
fdhlofjene Fladhenraum , wirde nid)t von aleicher Grdfe feyn, mit pem frummen 514z
dyenjtic, dad von allen jenen Kbeildhen gebilvet wird, - Die aufioicfelbaren Flichen be:
figen daber allein die Eigenthimlichfeit, obne Jerreifung oder BVerdopplung auf eine -

Goene aufgewickelt werden gu fonnen; weil fie die Gingigen find, deren ebene Clemente
eme, in der Ridhtung der Kanten ver Fladhen unbegranyte Ausvehnung Haben.

101, ©te Kegel - und die Cylinderfladen, laffen fid) leidht ald befonvere Urten
der (Art. 97.) erflivten allgemeinen aufividelbaren Flache ableiten. Jn der That be
ftebt pie @igenthitmlichFeit Diefer Ceitern Darin, daf ihre aufeinanderfolgenden geraden
Cryeugungsdlinien fidh u 3wey und swey auf einer Linie vour Dovpelter KRriummung, wel-
de fie alle Derithet, freugen; und fid) von da aud unbeftimmt nad) Dbeyden Seiten vers
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l[angern. @ie bilden dadurd 5mmyiunterfd)iebene'aber vollfommen d&hnlidre Fladhennese,
dte felbft nad)y jener Krummen, welde man die RadfehrFante der aufwidelbaren
Sladye nennt, dergeftalt berithrend aneinander ftofend, vaf Fein Kbeil der Flade fid) in
den, durd) die Hoplung jener’ Frummlinigen Kante begrangten Naum ausdehnt.  Sndem
man die Flade durd) eine beliebige Gbene fdyneivet, erbalt man ald8 Durdyfdhnitt eine
RKurve mit einem Radlehrpunfre (Art. 408,), und diefer ift der Vegegnungdpunft der
fdnevenden Chene mit der Rucklehrfante, *) Diefe merfwiirdige Linie der aufividelba
ven Fladhen ift, weldyed auferdem aud) die eigenthumliche Vefdyaffenbheit der Flade feyn
mag, unmer eine Jentrallinie derfelben. .

Wenn die Rudtehrfante fid) auf einen eingigen Punkt redugirt, in dem fidy fdmmt.
lidhe geraden Crzeugungslinien Freuzen, fo entfteht eine Kegelflache, und jener Punkt ift
ihe Mittelpuntt,
 Die Kegelflade wird eme Cylinderflacdhe, svenn bder Mittelpunft in eine unendlidhe
Cntfernung tbergebt, fo daf fammtlidhe geraden Crieugungslinien pavallel unter fid
werden.

Bey der Crieugung der Umbiullungdflachen, ju @nbe Diefed Kayitels, merben iv
nod) eine andere Cntftehungsart der aufiwicdelbaren Fladhen fennen lernen.

Von den windifden ISladen,

103. Die Bewegung einer Geraden ald Cryeugungslinie einer Flade erfobctt uin
beftimmt ju feyn, im Al gemeinen drey Vedingungen.

Wenn die entftebende Fladye eine aufwicdelbare feyn foll, fo 1t hiemit {hon die eine
Bevingung ausdgefprodhen, daf je pwep aufeimanderfolgende Crijeugungslinien in einer
Sbhene fepn muflen, und man bhat nur nod) wey reitere Vedingungen ndthig; um
Bepfpiel, man [afit die beweglide Gerade beftandig eine gegebene Kurve und einen gege-
benen feften Punft durdyfhneiven, wie bey der Cryeung ver Kegelfladen, oder eine Kurve
urdyfdhneiven und dabey fietd parallel ju einer beftimmten Richtung bleiben wie die ge:
rade Crzeugungslinie der Cylinder; endlid) ift die alleinige Bedingung, daf die beweglis
die Gerade ftetd eine gegebene Kurve von doppelter Krummung berdbren foll, hinver
dend um ihren Weg feftzufetien. ¢

Sm Ullgemeinen aber werden drey Vedingungen erfodert, um die Bewegung Dder

= R R e

*) Mady diefer Analogie gwifden dem NRucklehrpunfte (point de rebroussement ) gewifjer
Kuroen, und ber Riucktehrante (aréte de rebroussement) der aufwidelbaren Fladen

wurbde ven 9Ron ge die Benennung dev (eteren gebildet,
8 W
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geraden Erjeugungslinie yu leiten, 83 ift in der That leicht einjufehen, daf wenn eine
bewealidhe Gerade nur den ywey Foderungen entfprechen follte, ftetd 3wey Linien von
poppelter Keimmung u fdneiden: ihre Bewegung dadurd) nidt feftgefest wive. Denn,
nadypem man die Gerade durd) irgend einen Punft der erften frummen Leitlinie gefubrt
bat, Fann fie nod) alle Punfte der wepten Kurve durdhlaufen, und ihre Stellung ift
fomit nidht beftimmt, Figen wir nun nod). eine dritte Bedingung bey; und unter allen,
die wir wablen Fonnten, diefe: bdie Gerade foll Dbey ihrer BVewegung immer horizontal
bleiben ; fo ift diefe Bewegung, und fomit aud)y die Crjeugung einer Flidhe beftimmt,
Wil man um Bevfpiel Die Crjeugungslinie Fonftruiven, bdie einem beliebigen Puntte
per einen Leitlinie entfpridht, fo bat man nur durd) diefen Punft eine horijontale Chene
qu fubren, und nadypem man ihren Durd)fdnitt mit der wepten: Leitlinte beftimmt, die:
fenn Punfe mit dem Critgenommenen durd) eine Gerade 3u verbinden. '

3 ift einleudhtend, vaf, wenn nidht einige befondere: llmftande hieben obralten,
bie Dad Gegentheil miglih madyten, je 3wey aufeinanderfolgende gevade Eryeugungslinien
nidht in einer Gbene feyn Fonnen ; fie werden ubeveinander weggehen, indem fie fich in
thren . Ridhtungen- freuzen, wasd die darafteriftifhe Cigenthumlichfeit -der windifdhen Flachen
ausmadt, '

104, Dad Clement emer windifhen Fladye, wad ey aufeinaunderfolgende gerade
- Gryeugungdlinien einfdyliefen, ift in der Nidhtung diefer Geraden von unbegrdnyter Ausveh:
nung, aber ed ijt, wie flein aud) bdie Cntfernung der einfd)liefenden Cryeugunyslinien feyn
may, fein Stk einer Ehene, fondern ein Frummflacdiges Element in jedem feiner Punk:
te, und von dev Gefialt einer fogenannten windifdyen oder windfdyiefen Chene;
wefbaldb man aud) allen, aus berdrtigen Glementen jufammengefesten, Fladen bie_ Se-
jhlechtSbenennung ~windifdy~ gegeben bat.

Dicfe Fladen haben ywar die Gevade jur Crzeugungslinie, wie die Aufwidelbaren ;
aber f{te fonnen nidht wie Diefe Leiiteren eine Rudtehrfante baben Denft man fidy imv
mer wey aufemanberfolgenbe Eryeugungslinien einer mmb;fd)en Flade vurd) die Gerade
gefdynitten, weldye fenfrecht auf beyde ift; fo biloen die Fuppuntie aller diefer Senfrechten
auf ver windifden Flade eine befondere Linie, meIcf)e man die CGingiehungsdlinie
(courbe de striction) *) nennen fann,

105. Die allgemeinfte windifche Flade wird durd) eine. Gerade. erg,eu;t Der man
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*¥) Aanw, Diefe Linie entHalt off:nbar die Elrgefte Cntfernungen aller Geraden der minbifd)m
&ade, o daf diefelbe mach diefer Linie am engften, cber gewiffermafien eingefhnuce erfdheint;
baber bie Venennung der Linie,
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auferlegt, fid) auf drey gejebenen frummen Linien 3ulbemegen. Nimmt man einen Punkt
er einen frummen Leitlinie al8 @deitel eined Kegeld, welder die jwente Krumme ald
Bafig” hat, fo wird bdiefer die dritte Krumme in einem oder mehreven Punften fdneiven,
und die Gerade, weld)e durch einen diefer Lefiten, und durd) den Punft der erfien Kurpe
gefithet ift, lebnt fidy ju gleicher Seit auf alle prey gegebenen Kurven,

Wenn man diefe drey Vedingungen jum Theil oder gany durd) anbere evfefit; in:
oem man jum Beyfpiel der Geraden aufgiebt, fidh auf zwep Krummen und einer Flade
ju bewegen s oder auf gwey Fladen und einer Kurve; oder auf drey Flachen ; oder auf
ey Fladyen, wobey fie einen befannten Winfel mit einer gegebenen Gbene madyt L
entfteht durd) diefe BDewegung, im %(ﬂgememen, eine windifhe Flade.

" @ebr baufig find wey Leitlinien gegeben, und eine Ehene, yu weldyer die beweglidhe
Gevade beftandig pavallel bleiben foll. LWenn in diefem Falle, die Cine der benden Leit
linien eine Gerade wird, fo entfieht eine Fladhe, welde unter dem Namen Konoid
befannt ift, weil fie einige Uehnlichfeit mit dem Kegel (conus) hat. St bey dem
Konoid die gerade RLeitlinie fenfredht auf die Chene ded Parallelismus, fo erhalt die
Slache die Venennung geraded Konoid, und jene gerade Leitlinie ift ugleid) die
Cingiehungslinie derfelben,

Vonr den Umbullungsfldden.

106. Wenn eine Flache von beftandiger oder veranderliher Geftalt -fid) nady ge
wiffein Gefese bewegt, fo durdylauft fie einen Raum , deflen Grange oder Umbhillung
eine gewifie frumme Flache ift.  Man nennt die Flachen, die auf folde Weife hervorge:
bradyt werden fonnen, Umbillungsdfladen odver aud) nur Umbullungen; ver be
weglidhen Crieugungsfladye giebt man den Beynamen der umbpull ten,

Betradyten wir eine umbillte Flade in drey unmittelbar aufeinanderfolgenden Stels
(ungen: die Swepte und die Crfte werden fid) nad) ciner gewiffen Frummen Linie fdhnei:
den, Die Jwepte und dvie Dritte werden fid) nad) einer abnliden Linie {dhneiden; bder
geometrifche Ovt alle fo aufeinanderfolgenden Durdyfdnitte ift DIB llmbuﬁung Ded von
per beweglichen Fladye burd)[aufenen Raumes, 5 ol

- Man venfe fich sum Veyfpiel eine im Raume bewegliche Kugel, vou beftandigem
oder veranderlidyem Halbmefjer, deren Mittelpunft eine befannte Linie durdylauft, Wenn
man bemerft, daf gwey Kugeln fid) nad)y einem Kreife fdneiven, deffen Cbene fenfredyt
auf die, durch ihre Mittelountte gezogene Gerade iff, fo wird man leiht einfeben, Ddaf
pie’ Umpillung diefer bevveglichen  Kugel, ober vielmehr bded von ihr durdilaufenen Rau:
mes, eme rohrenformige Jlade fey, Teven Ednitte fenfredit auf die Kurve, in wel:
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er fid) dor Mittelpunte der Kugel bewzgt, Kreife find, Cine Ddiefer Crieugung unter
worfene Flade tf die der gewundenen Sdule, welde nidhtd andered iff, ald die Umbul:
[ung oe3 von einer Kugel, von veranderlihem Halbmeffer durd)laufenen Raumed, deren
Eﬂuuc{pumﬁ i einer @d}laubenlmw von vertifaler Axe lauft.

Die aufeinanderfolgenden Durd)fdnitte der umbirllten Fladye f' nd die eigentlidyen
Erzeugungslinien der Umbillungdfladye; aber diefe Durd)fdynitte oder Erzeugungslinien find
bey allen Umbhillungen, die durd) eine nemliche umbillte Flache bervorgebrad)t werden
Fonnen, dbnlidy, und fle geben diefen Umbillungen gewiffermaagen einen gemeinfamen
Gharafter, wefhalb man ihnen den Namen Chavafteriftifen gegeben hat, um fie von

den qewodhnlidhen Gezeugungslinien ausdyuzeichnen,
107, DBetradhtet man eine tm Raume beweglihe Flade, und ihre Hml)u[[ung,

weldye der Ort ihrer aufeinanderfolgenden Durdyfdnitte ift, fo wird man leid)t einfehen,
pag die Umbullungsflache jede Stellung der Umbidlten nad) einer, bdiefer Stellung ent:
fovechenden Chavafteriftit berithre; weil je zwey Chavafterijfifen, aufeinanberfolgenb be-
tracdytet, fich 3u gIeigﬁer' Jeit auf der umbillten, und der Umbiallungsflade befinden, und
Diefe baf)cr basg, imffcf)en jenen Charvatteriftifen gefafte %I&d)enelement gemeinfdaftlich
baben,

Aber die NReibe der Charatteriftifen einex umbu[[ungﬁﬂacbe werden fid) aud eben
dem Grunde, weil f{ie ju gwey und wey auf einer nemlidhen Umbullten liegen, im AL
gemeinten aud), 3u awey und jwey, jedesmal in einer gewiffen Jabl von Punften begeg:
nen, Devr Ort diefer Vegegnungdpunfte it auf der Umbiullungsflade eine fidhtbare
Frumme Linie von einem oder mehreren Fweigen, welde in jedem diefer Sweige von einer
jeven Chavabterijtif berithrt wird, denn jede Charafteriftit hat jwey unendlid) nabhe liegen:
oe Punfte, oder mit andern Worten, ein Lineavclement mut demfelben gemein.

Diefe Linie, obfdon fie nidht auf jeder Umbhllungsdflade wirklidy evfdeint, ft aber
ba wo fie vorfommt, im Allgemeinen eine nothwendige Folge der CErieugung, und un:
abhangig von der Figur der umbullten Fladhe, fie it eine NRudfehrfante (Art, 102.y,
die ywey oder mebreve JNesse der Umbullungsfladhe von einander trennt.

108. Die einfachfte Umbillungdflade ift diejenige, weldye den, von einer Ehene
purdlaufenen Raum begranyt. Diefe Fladhe ift, wie leidht 3u entnehmen, aufwicflelb ar,
Stellent wiv und um Veyfpiel vor, eine bewsgliche Cbhene folle in Ieber t[)rer ©tellungen
novmal u einer gegebenen Linie von dopyelter Krimmung feyn.

Wenn wir irgend eine Otellung diefer Chene betrad)ten, fo wird diefe von der
pamittelbar nadyfolgenden Cbene nady emer geradent Linie gefdynitten werden, bie jrepte
Ehene fd@ft wird wiedevums von der dritten Ehene nady einer von der evffen ver{d)iede:
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nen Geraden gefdynitten werden; die dritte EShene ird vou Der merten nad) einer neuen,

von den wey erflen unterfdytebenen Geraden durdyfchnitten, und fo weiter fort., Diefe

auf einanderfolgenden aeraden Durd)fdnitte find die Chavakteriftifen der Umbpillung dex

beweglidhen Gbene. Uebernied find alle diefe Chavafteriftifen 3u 3wey und wey aufeinan:

perfolgend betradhtet fh einerley Cbene, weil fie die Durd)fdnitte einer nemlichen umbpirll;

~ten QGbene find mit derjenigen, weldye thr unmittelbar vorhergeht und der, welde ihr un:
~ mittelbar folgt : daber ift die Umbhillungéflache, die fie sufammen biloen, aufwidelbar,

Aber augerdem, daff jene Charafteriftifen ju 3wep und jwey in einer Ebene liegen,
Eonnen fie in diefer Ebene nicht pavallel feyn, weil 3wey aufeinanderfolgende Normalebhe:
nen einer dopyelt gefrimmten Linie tm Allgemeinen nidt parallel feyn fonnen. Daber
wird jede Chavafteriftif von den bepden anliegenden in jwey unendlich nahen Punken
gefdnitten, der Ort diefer fo beftimmten Puntte ift auf der Flache eine Linie von DOy
velter Kriimmung, welde alle geraden Charafteriffifen beruhrt, ed ift die S‘Iucffebrfante
per aufivicfelbaren umbu[hmgéﬂad)e (AUrt, 102.) :

Im Falle vie Kurve, yu welder die beweglihe Gbene ftets normal feyn foII ebert
wire, ftatt von doppelter Krimmung, fo winde die Umbhillung ded von jener Chene
purd)laufenen Raumes eine Cylinderflache werden; denn, da die umbullte Ehene fets
fenfredht auf eine und Diefelbe Chene feyn mufte , auf jene der Kurve nemlidy, fo wi
ven ibre aufﬂinanberfblgenben DQurd)fdnitte ebenfalld fenfredht auf diefe Ebene und folgs
lid) paraHeI unter fidy.

Die Kegelfldden werden durdy eine @bene erg,eugt weldhe immer durd) den Mittels
punft der Flade geht, und fich fo bewegt, Daf fie ftetd die Kangente zu der Leitlinie
ped Kegels enthalt. Jwep aufeinanderfolgende Chenen fdyneiden fich bier nady einer Kan:
te Ded Kegels. -

109. 2Wir haben (Art. 103.) gefehen, Daf drey BVedingungen bie %emegung els
“mer geraden &Linie feftfesen, uno daf Die Dadurd) entftehende Flache, im Algemeinen eine
windijde fey. Jwey Bedingungen bhingegen Dbeftimmen die Crzeugung eimer aufividelbas
ren Flade, weil dadurd) die Vewegqung einer Chene feftaefest ift, und jede aufmtcfelbare
Fladie al3 durd) eine beweglidye Chene hevvorgebradyt, angefehen werden fann.

Durd) ywey gegebene frumnre Linien [4ft fid) daber ftetd eme aufiwicdelbare 8Iad)e |
fubven, aber nur eine Cingige. JIn der Xbat, wir wollen beyde Kurven mit A und B
~ begeichuen; naddem man auf ver A cinen Dbelicbigen Punft genommen, fann man den:
felben ald Sdyeitel einex S?we[ﬂ&cf)e betradytenn, Deren Leitlinie dbie Kurve B 1ft; jede
tangivende Cbene ju diefer Kegelflade, muf durd) eine Tangente 3u der Kurve B gél)em
- Fubrt man daher durd) den, auf der Krvummen A genommenen Punft eine Tangente



64 | - Bwepted Bud), Dritted Kaypitel.

s Diefer Linie, und durd) die Tangente eine tangivende Chene ju der RKegelflade, fo
gept diefe Cbene durd) ey Tangenten, won denen die Cine der Linte A, und die An:
vere, Der Linie B angehdrt, Judem man dei auf der Krummen A genommenen Sdjeir
tel veranvert, ell)alt man eine neue Kegelflache, und eine neue Stellung der tangivenden
Gbene 3u den Krummen A und B die Umbillung bded von diefer Chene durd)laufencn
Raumes, ift die aufiwicelbare %Iad)e, weIcf)cr auferfegt ward, durd) die 3wey Krummen A
und B ju gehen. |

Die BVewegung einer Chene, weldye eine auﬁmcFeIBare 8Iaube eryeugt , laft ficf) am
llgemeinften dadurd) beftimmen, daj man der Ebene auferlegt, fidh su bewegen, indem
fie ftetd tangivend bleibt, ju 3wey geaebenen frummen Fladhen. Tan wird irgend eine
Otellung diefer Coene beftimmen, wenn man einen beliebigen Punkt im Raume ald gemein
famen Gdyertel yweper Kegelfladhen nimmt, weldie um die beyden frummen Flacdhen um:
fdrieben {ind, und diefe nad) gewiffen Frummen Lnien beriihren ; eine Cbhene, welde diefe
beyden RKegelflachen tangirt, berithrt aud) beyde gegeberter Frummen Kladyen, und ift folglidh
die Gefudhte.  Jndemr man den-Sdyeitel der wmfdyricbenen Kegelflachen vevandert, beffimmt
man eine weitere Stellung der tangivenden Ebene ju beyven Flachen. Die Umbillung des
von diefer Ebene durdhlaufenen RNaumes, ift vie aufiwidelbare Flache, weldye unt die beyden
gegebenen frumnten Fladen umfdyrieben ift, und diefelben nady yroey frummen Linien be
vihre,  Waren diefe Berithrungslinien der pwey Fladen mit der Aufwidelbaren befannt, fo
~ fonnte man diefe Lepte aud) Fonffruiven, indem man ihr auferle vtc, durdh die 5men) ‘Berﬁ[p
vungslivien gu gehen. |

- 110, Die Umbdrehungsfldden Fomten betradtet werden, al3 bdle llmf)uliung
eimed beweglidhen geraden Kegeld von freidformiger Grundlinie, oder einer Kugel, oder
eined geravent Cylinders, weldher ald Grundlinie einen Merivian der JFlache hat.

Oenfen wiv und durd) irgend einen Punft einer Umdrehungsflade gwey Ehenen;
Cne, fenfred)t auf die AUre, und die Andere dund) die Ure qehend: der Sdynitt der ers
ften Chbene wird ein Parallelfreid und der Sdmnitt dov Swepten ein Weridian der Fld-
de fepn, Die Tangente ju dem Meridian an dem BVegegnungdpunft der ywey Sdnitte
trifft die Are der Flade in einem Punft, und wir haben ( Urt. 82.) gefehen, daf diefer
er Mittelpunft eined geraden RKegels fey, der die Umdrehungsdflade nad) vem Parallel:
freife berithrt, ©a man auf diefe vt jeden ‘paraﬂe[{’mé al3 ble Verhihrungslinie dev
Slade mit einent geraden Kegel betradyten Fann, fo ift aud)y jede Umdrehungdflacdhe als
- bie Umbillung ded Raumes anzufehen, den ein gerader Kegel durdyldufe, weldher fidh
dergeftalt werdnvert, dap feine Grundlinie ftetd em Pavallelfreid der Umbdrehungsdflade
Wt 5 feine Grieugungslinie, die Tanaente s Demt Dieridian an dem Punft, in weldpent
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Derfelbe bte freisformige Grundlinie fhneivet, und Ddaf fein Mittelpunft immer in der
- Umdrehungdaxe liegt, Die aufemanberfofgenbm Durdfdynitte Diefes bcmeg!td)en Kegeld
find dte Parallelfreife der Umbdrehungsflade.

Gine Kugel, welde ald Halbmeffer das Stird der Normale ju einem Meridian der
Flache Dat, wasd 3wifhen dem Meridian und der Wre liegt (Art, 91.), und deren Mtz
telpunft der Vegegnungspunft diefer Normalen mit der Are iff, berithrt offenbar die Um:
prebungsflache nad) dem Parallelfreid, welder durd) den Fuf der Normalen geht; denn
die beyden Flacdhen bhaben an allen Punften diefed “Parallelfveifed . emerley Jormalen,
~und folglidy einerley tangivende Ebenen ; wenn daber diefe Kugel fidy fo bewegt, daf 1he
Wittelpunft die Umbdrehungdare durcdhlauft und ihr Halbmeffer immer gleich ift dems
@tk ver Jtormalen ywifchen threm Mittelpunft und dem Meridian, fo bildet die Um-
orehungsflade thre Umbillung. .
| Betradytet man ven Meridianfchnitt einer Umdrehungsdfladie old Grundlinie eines
geraden Cylinders, veffen Kanten fenfred)t auf die Chene ded Sdnitted find; fo ift jeg:
lidye won Diefen Kanten Tangente u einem Parvallelfreid der Umbdrehungsflade, und
folglid)y Kangente 3u der Fladhe felbft: “die Verihrungspunfte der JTangenten find die
Puntte ded Merivianed, Der Cylinver ift daher umfhrieben 3u der Umbdrehungsfladye,
und berithrt Diefelbe nad) dem Merviviane. L&t man den Cylinder fidy fo "bewegeti, Daf
feine @runbhme nach und nad) in alle Mertdianebenen Nberaeht, fo ift bw Umbdrehungs:
fladhe die Umbhullung ved von dem Cylinder durd)laufenen Raumes. -

111, e .umbu[[ung Ded8 Raumesd, den eine Kugel durdylauft, deren Halbmeffer
beftandig oder veranderlid) ift, geport um Allgemeinen ju der Gattung, welde man roPh-
venformige Fladen nennt, Wenn der Halbmeffer der Kugel beftandig ift, und die,
von ihrem Mittelpunkt durchlaufene Linie ein Kreid, fo ift die .um[)-.ﬁllung derfelben eme
vingformige Flade. (Art. 64.)

112. Obgleich die Cryeugung der Umbillungsfldden fehr abitraft fcf)emeu mag,
fo wird fie ood) in mebtcren tedynifhen Kinijten angemenbet und died hauptiadlih von
pen Drehern und Bledhnern ( Klempnern?). |

Die Lepten wiffen -eine Tafel Vled) um eine NReibe gerader Linien o ju biegen, daf
die Thene der Fafel fidh in eine nufmwfe[bare Sladye verwandelt, von welder Dwfe Zafel,
wdhrend der Arbeit, die umbullte Cryeugungsebene ift, .

Die Oveher geben ihren Werken mit weinem Snftrumente die Vollenduny, :beifan
Sdineive eine gevade Limie ift. Wenn fie arbeiten, Jo befdhreibt diefe Sthneide, in L
#ug auf Die 3u werfertigende Umbdrehungsfladye eine umbillte RKegelflache werjclhen;
wnd- durcy Die paflende Uenderung der Ridhtung Ded Jnfteumentd qgefdhieht €3, baf die

9
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verfchiedenen Jonen der Umbhllten nad) und nadh) mit der audgufithrenden Flide jufam:
menfliefen, |
&3 i ‘aemaufolge cm[cuc{)tenb paf die Uebung den Q“)Iecf)nern und Drefern emzbe

- Begriffe von ver Eryeugung der Umbillungen geben miffe; aber wasd vielieidit fiberra;

fdyend {deinen mag, ift, daf fie einen fehr feinen Kaft hievin bhaben, und daf fie auf
en blofien AnblicE einer Oberflache erfennen, ob fie diefelbe verfertigen Ennen oder nidy,

Nehmen wic an, man habe Modelle von aufivicelbaren Flachen, von Umdrehungs:
flachen und von windijhen Fladen *) jufammengeftellt, und man verlange von gefhict
ten Bledinern und Drebern, alle diejenigen herausjunehmen, die fie verfertigen fonnten;
jo voird Der Blechner alle aufroicelbaren Fladen jur Cmte {tellen, der Dreber alle um
orehungsflachen, und feiner von beyden wird fidh mit den windijden befaffen.

Nun aber find die windifhen Flachen vad Refultat der Vewegung einer @eraben
wie die Aufwicelbaren; woran unter{cheivet nun der Bledhner die Erffen von den ch,
ten?  AUn folgendem: Dey der windifdyen Flade iff die bewegliche Serade nur eine ge
wobhnlide Crieugungslinie, bey ver aufiictelbaven Fladhe aber ft fie eine Charafteri|
auf einev fleiwen, unendlidh fdhmalen Sone gelegen, und diefe Bone, weldye eine Andeu
tung won der umbitllten Cbene giebt, jeigt dem Vledhner an, daf diefer Umbillten ein
eylindrifcher oder fegelformiger Ambos fubftituivt werden fomne, um davauf eine Fafel
Dlec) fo ju biegen, daf fie ficdh) in eine aufivicfelbare Flidhe vermanole. _'

Ehen o entftebt eine Umbdrehungsflade ourd) die BVewegung eined Kreifed, wie alle
- Regel 2 und Cylinderfladen von elliptijhen Grundlinien. **)  Aber bey diefen Lefiten it
per Rretd nuy eine gewobhnlidhe Crieugungélinie, bey bder _Il_'mbrebungéﬂdtbé bingegen it
er dic Bertthrungslinie der Umbiallungsflache mit der WUmbillten , daf beifit, eine Cha
vafreviftif, Oicfe Charafreriftit jeigt dem Dreher an, daf wenn er feinen Meiffel, in
Bejug auf den 3u Drehenden Korvper gerade Kegelflachen befdjreiben [ift, diefer Meifjel,
mit Gewandheit gefibrt, thre Umbillung hervorbringen werde, und dafi er folglih) jur
Berfertiqung aller moglicdhen Umbdrehungsfladien dienen fonne, wahrend er yur BVerferti:
gung aufiwictelbarer $Iad)en Die nid)t 5ug[etd) purd) umbrebung erg,engt werden fonnen,
nidt 3u gebraudyen tft |

— 2 e !

*) %utauégeﬁg"‘ bag unter biefen SMobellen Feine feyen; welde entweder windifd) cder aufwickls
bar und zugleid burd) llmbrebung emﬁanbm fepen,

). Ale ﬁégeI: unb CEylinderflachen ven eﬂtpttfdyen @runbhmm Eonnen durdy ey Eyfteme par
valleler Chenen, na@ Kreifen gefdnitten werdin, ( @tebe Avt, 126, )

——
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Von den Stadhen dev sweyten OGrdonung.

113.. Unter Flahen der zweyten Ordnung oder bed yweyten Grads
begreift man diejenigen, welde, wenn fie von einer Chene 'ge%n{t’tc‘n’_ werden , tmmer
eine SKurve Der wenten Drbnung I)er‘vorbriﬁgen.' Sie haben, wie diefe, die Gigenthiim:
Itd)Fett von euter Geraden in nidyt mebr al3 3wey Punften getrofien 3 werden. '

Die Eigenfdhaften der Fladen der weyten Oronung laffen fih nur durd) die An:
menbung ver Ulgebra auf oie Gyeometrie Dberleiten, wober aud) die Venemnung ~Fladye
vom wepten Grad  geyogen ift, oder durd) vein geometrifhe Theovien, welde aber
purchausd auﬁet' ven ®rangen diefed Lehrbudied liegen. *)  Jedodh wegen der haufigen
nwendung, welde diefe Flache in den graphijdhen Kimften finden; 1t ed unerlaflic),
wenn aud) nidht die Cigenfdhaften derfelben, dod) wenigftensd ihre Geftalt und Crieugung
3u"-fcm'1en; und diefe wollen wir in den nadyfolgenden Paragraphen audeinanderfefen,

114, Der Kegel von freisformiger Grundlinie Fann, wie betannt, von einer Ches
nen nacd) den drey frummen Linien vom weyten Grad, ver Ellipfe, der 5}5arabcl
und der Hyyperbel gefthnitten werden, (Art. 262 etseq.) Diefedrey Kurven find fyme:
terifd), **) in Besiehung auf wey unter fid) fenfredite Gevave, weldye man Hauypt:
Aren ded RKegeljdhnities nennt; fie haben Sdyeitel und diefe Sdeitel find die BVegeg:
nungdpunfre der Linie mit ihren Haupts Axen,

 Wir felien als befannt voraus, daf man diefe Rurven mittelft hrer - Haupt - Aren
qu geichnen verftehe. - ( Diejenigen, weldye dicfe Vorfenntniffe nod) nidt Defisen follten,
findenn i Dem §. 1, Ded Anbanges eine furygefafite Darftellung der ﬁonﬂruftwn und
per vorziglid)iten @t;en“cbaften per Segeljchaittdlinien, ) - a
415, Man denfe fidh durd) irgend einen Punft des Naumes drey unter fid) fenf:
redte Geraden, und, um unfere Vorftellung ju fiviven, wollen wir annehmen, 3wey von
diefen Geraden waren in einer Sorizontalebene und die Dritte folglich vertifal. Denfen
wir und fofort diefen gemeinfdhaftiichen Punkt der drey Seraden ald Sﬁittc[punft-breiger

*) Sman fibe bieriber Poncelet’td Traite dcs propriétés projectives des ﬁgures (@wbe die
DWorrede, ) |

¥ %) Bwey ebene {gxguren, ober auch jwey Iheile einer folden S:Qur fiad fpmetr:fcb, wenn ihree
Forrefrondivenden Punite auf Parallelen liegen, bdie fammtelidh von einer nemiichen ©orf. .
ten, devr Ayre ber Symetrie, durd ihre Mitten gefdhnitten werden, — Jwep Korpr finp
fometrifdh von Geftale und Stellung, wenn die Eorrefpondirenin it}urf“, der Rdey,
ben durch pavallele Gerade verbunden werten Foanen, bderen Mitten in einer nemiichen auf
biefelben fenbredhten Ehene liegen, wilde dic Chene der Spmetvie heift

0 #
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Rugeln von den Halbmeffern a, b, c; diefe Kugeln werden die drey Geraden in fedh)3
Punfien fdneiven, fo, daf die ywep Punfte, welde auf einer. nemlichen Gevaden liegen,
um die Ubjtande 2 a, 2 b, 2 ¢, von emnander entfernt {ind.

Diefed feftgefesst, fo fonftruive man zwey Cllipfen, welde, al8 gemeinjdaftlidyen
Mttelpmntt, den Durd)fchnitt der fenfrediten Geraden haben, und von denen die Cine
al3 Haupt : Aren die 5mex)' ®eraden 2 a und 2 b hat, und die Andere, die zwey Ge:
raden 2 a, 2 ¢. Nadypem man durd) die Gerade 2 c eine Reihe von Cbhenen gefiihrt
bat, von Denen jegliche die Gbene der erften Cllipfe nad einer, durd) den Mittelpunft
gebenden Geraden {dhneivet, Fonftruive man uber diefen zwey Geraven, ald Haupt: Aren,
eine newe Cllipfe Diefe Reibe von Cllipfen, weldye ald gemeinfhaftlidhe Axe die Gerade
2c baben, gehort einer Flade vom wepten Grad, welde man ESllipfoid nennt. |

Wenn man fid) eine Reihe von Hyperbeln denft, welde die Serade 2 ¢ ald ‘einge
bildete Axe gemein haben, und ald Sdeitel die Punfte ver Sllipfe, weldye tiber den G-
raden 2 é, 2 b, ald Uren Fonftruirt iff; fo gebort diefe Neibe von Hyperbeln einer Fla-
dhe vom nvepten ®rad, welde Hyperbolotd von einem Nehe genennt wird. Die
Cllipje, veven Aren 2 a, 2 b find, biloet die Keple ded Hyperboloidd von einem Nek.
- Diefe Fladye befteht aud zwey gleichen Theilen, weldye nady jener Kepllinie tangirend in
einander laufen, und fid) von da an, auf und abwartd ind Unendlidhe ausdehnen.

Man fubftituive der Cllivfe, vwelde alg Uren, die Geraden 2 a, 2 b hat eine, tiber
enfelben Axen Fonfteuivte Hpperbel, deven reelle Sdeitel an den Endpuniten der Gera
oen 2 a Iiegen. Durd) die Gerade 2 ¢ fibre man - eine Nethe von Chenen, von denen
jede die Cbene der Hyperbel nad) einer Geraven fdneidet, das Stic diefer Geraden,
wad jwifden den beyden Bweigen der Hyverbel gefafit ift, nehme man ald reelle Ure
einer wewen Hpperbel, weldie ald ywepte oder eingebilvete Are die Gerave 2 ¢ hat. Die
Neihe drefer newen Hyperbeln gehoren einer duitten Flade vem poenten Grad, weld)e
Hyperboloid von 3wey Nepen bheift. '

116. Die drey Geraden 2 a, 2 b, 2 ¢ find die Haupt: Aren der Flacdhen der
swepten Ordnung; hr gemeinfdyaftliher Durd)jdhnittdpuntt ift der Mittelpunft der
Fladhe. *) Die Begegnungsdpuntte der Flade mit thren Uren find die Sdheitel derfelben.
Bey vem Cllipfoid find die fehd Sdheitel veell; bey dem Hyperboloid von eimem IJleh

*) Dicfer Mittelpunkt hat die Cigenfhaft, bah er alle durdy bdenfelben geflibrten Sehmen der
Flade in jwey gleide Theile theilt, Sehne einer Flade nennt man nemlid) das Seiid
einer Geraden, welde die Fldde in gwep Punbten {dneidet, was wifden Ddicfen Durd.

fonitrdpuntien gefaft ift,
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befhrante fid) die Zabl ver rveellen Sdeitel auf vier, und auf 3wey bey dem Hyper:
boloid von ywep Tegen. Man nennt die Sdnitte der drey Chenen, wellde duvd) Fwey
und ey Wren gehen die Haupt: Sdnitte der Flade. |

Fwey anvere Fladen vom ywepten Grad, welden man die Benennung elliptis
fdesd Paraboloid und hyperbolifdesd Paraboloid gegeben bhat, haben feinen
Mittelpuntt over ihr Mittelpunfe liegt vielmehr mt Unendlichen, und fie haben nur einen
eingigen veellen Sdjeitel.

117. Denfen wir ung 3wep, unter fi cb fenfredyte @Benen und in Denfelben ey
Parabeln, deven grofe Aren in dem Durd)jdhnitt der Chenen liegen, und welde ald ge-
meinfamen Sdjeitel einen Punft diefed Durd)fdhnitts Haben. Nehmen wir berdied die
Pavabeln von verfdhievener Weite an, und laffen wir, wahrend die eine Parabel feft
bleibt, die andere fih fo bewegen, daf ihve Cbenen immer fenfred)t find, und daf der
Sdpeitel der beweglichen Pavabel beftandig auf der Feften bleibe, Durd) biefe Vewegung
wird die mobile Pavabel, wenn fie nad) derfelben Ridhtung divergivt, wie die fefte Pa:
rabel, Dad elliptifde PVaraboloid éraeugen, und” wenn fie nad) entgegenge[egter
Ridytung divergivt, fo erzeugt fic va8 hyperbolifdhe Paraboloid.

118. Alle Sfacben der ywepten Ordnung reduiven fid) auf die funf i‘fo[genben pag:
Cllipjoid, dad Hyperboloid von einem NRNe, dasg Hyperboloid von wey Nehen, vasd
elliptijhe Paraboloid und dad hyperbolifdhe Pavaboloiv, Die beftandigen Grofen, weldhe
viefe funf %"&d)endrten beftimmen, Fonnen unter fidh gewiffe Bebaltniffe Daben, welde
dicfelben in andere Flachen vom wepten Grad umgeftalten ald die Kugel, den Kegel
und den Cylinder, deren Grundlinien die drey Kegeld{dnittdlinien find . Wenn von
den drep Aren 2 a, 2 b, 2 c ded Clipfoidd wey gleih werden, fo verwandelt {id)
daffelbe tn eine Umbdrehungsflacdhe, und e8 bat al8 Umbdrehungdare diejenige von den
breyen, welde feine gleide hat. Werden alle drey Uren ded  Ellipfoidd einander gleich,
fo wird diefe Fladye eine Kugel. | o |

Dad Hyperboloid von einem Nefs verwandelt ficdh in eine Umbdrehungsflacdhe, wenn
die Aren 2 a, 2 b ved elliptifhen Haupt: Sdnitted gleid) werden; fo Daf diefe Cllipfe
ein Kreid wird; die Gerade 2 c iff fodann die Umdrehungdaxe. - Aud)y vad Hyperboloiv
von ywey Neken, und das elliptifhe Paraboloid fonnen Umbdrehungsfladyn werden. Die
erftere Slade wird fobann eryeugt, durd) die Umbdrehung einer SHyperbel um ihve reelle
Are, und die Jweyte, durd) die Umbdrehung einer Pavabel um ihre grofe Are.

: 119. Dad Hyperboloid von einem JPNekie hat die Cigenfdyaft, durd) die gerade Lir
nie erzeugt werden 3u Fonnen; und jwar auf jwep verfhicdene Weifen, fo daf man
purd) jeden Punft diefer Flade zwey Serade zichen Fann, die mit allen thren Puntien
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ver Flade angehoren. Wenn eine beweglide Gerade fidy auf prey feften Geraden al3
Leitlinien bewegt, fo it die Flache, oie fie ervzeugt, ein Hyperboloi von einem et : und
wenn man drey belicbige Stellungen der CErjeugungslinie ald die Leitlinien emer neuen
beweglichen Geraden mmmt o erjeugt Diefe Qegtere. purd) 1bre Bewegung abermals
Daffelbe Hyperboloi, | : -

Gs fey T K, (Taf XIL Fig. 6.) eine Gerade, mcld‘ve fich) bemegt, indein fie
fidy beftandig auf orey im NRaume gegebene Gevade A B, M-N, € D flitlyt, uno diefe
Geraden in den Punften I, G, K fdneivet. E8 feyen feener A M D, BN C jwey
andere Stellungen der beweglidhen Gyeraden. Wenn eine jwente beweglidhe Gevade fidh
auf den drey al3 feft angenommenen Gevaden A M D, 1 G K, B N C alg Leitlinien

bewegt, fo bringen die beyden BVewegungen nur eine und diefelbe 5[&&)0 hervor, *) 5

Qiefe Cigenfhaft ded Hyperboloidg von einem Nehe it fir die darfiellende Geor
metvie die merfiwirdigfte, weil fie, wic wir im nadften Kapitel fehen werden, auf eine
einfache Weife ur Konfruftion der tanglt‘enben Ghenen su Den windifchen Slachen fuhet,

120, - Wenn bdie beyden veellen Axen 2 a, 2 b ded Hyperboloivd von einem Jlelie
gleid) werden, Dasd Peift, wenn {id) daffelbe in eine Umdrehungifladye vevwandelt, fo fann
piefe Flade audy durd) 'ei_ne Gerabe eryeugt werden, tie mit der Are 2 ¢ nidyt in emer
Cbhene liegt, und fid) win Diefelbe al3 Fotationsdare dreht.

Geht man von diefer, durd) die Wnalifid bewiefenen @i genfdaft ved Umdichungsd:
BHyperboloivd von einem Netse aud, fo [8Ft fidh aud) bey viefer gia&)e die Cigenfdaft
Der Doppelten Cryeugung durd) die gerade Line geometrifdh darthun, |

121. @3 fey (A, a @) (Taf IX.) eme vertifale Gerade, fie fielle bie Are 2 ¢
ped Hyperboloivd vor, (R Q, r g) fey eine pwepte Gerade, welde ~ durd) tLue Umdre:
bung um bdie Cifte ein ulnbzegangﬁbpperfw!mo pon einem Jlehie erzeugt, Die ausd pem
Punke A auf die @erabc R Q gefallte Senfredite A T, 1ﬁ Dip .bmtmn*afprojeftinn DY
tireften Cntfernung Per ywey Gevaden (A, aa'), (RQ, r¢). Der Fufpunle (T, 1)
piefer @enfredhten auf der CGireugungslinie (R Q, r ¢) befdyreibt bep der Umbdrehung
iefer Lesten den Fleinften Parvallelfreid der Flache, welchen wir ausd diefem Grunde den
Kehlfreis nennen (Art 115).  Jeder andere Punft der Cryeugungslinie, befdhreibs

il PRS- -iﬁ -

¥) Der Veweis fliv die Jdentitdt der auf bepde Arten erjeugten Fladen aft {idh rein germes
trifd nur auf eine weitldufige Art fitbren, s ;
Wir baben denjenigen , ten Hachette in feinen Elements de Géométrie 3 trois di-
rtnensions bepbrinat, und welher fidh auf etnen Artifel von Chasles tn dir Correspondance
" sur I'école polytechnique grindet, in ber Note LI ju Eade dicfes Buded angefigt,
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emen grofeven ‘Pavallelfreis, wie yum Beyfpiel Der ‘]Junft (R, ) auf dev bortg,oatof
. ebene den Kreid. (RU Q V, e f).

Effs‘mn man durd) die Wre irgend cine Meriviancbene A M fubrt, fo fchneidet diefe
oie Crzeugungslinie (R Q5 r ¢) in einen Punft (M, m) und man fann fidh) eine -
wente Gerade (V U, v u) venfen, welde fymetriid) mit der (R O, ir g)_géﬂcﬁt i,
in Bezug auf die Cbene A M. Diefe pwepte Serade wird bdie Horizontalebene in eis
nem Puntt U ded Kreifed (R U Q V,e[f) treffen, fo daf die Gerade R U fenfrecf)t
auf A M ift, und fie wird Ddie @Bene A M in dem nemlichen Punft (M, m) wie die
‘@erabe (R Q, r ¢) burdjfthneiven. Laffen wir die beyden Geraden (R L7 ¢,
(V U, ¢ u) eine glei) grofe Orebung um die Are machen, indem fie fich gleichmafig
oer Ghene A M ndbern, oder von hr entfernen; fo bleibt diefe lefsite immer ihre Chene
ber Symetrie, fie werden fic) 1mm’er e einen Dunft derfelben Cbene {dhneiden, und
wenn beyde Geraden cine -ganye llmbre[)ung vollendet Daben, {o wird bdie Reibe ihrev
urdyjchnittdpuntte auf der Cbene A M enie inie bilven, welde nidhtd anderesd iff, :
al3 per Merivian ver Flache. Wenn man daher die Meriviancbene fammt den wey
Geraven fih 3u gleidyer Jeit wm die %:e preben [aft, fo werden fie nuv eine und Dies
felbe Umbrehungsdfladye befdyreiben. |
(e Das Umbdrehungshyperboloid vor einem Stetg, fann aber auf Dospyelte Art durdh
bie gerade Linie erjeugt werden, die geraden  Cryeugungslinien eined Swyftems begegnen
fih nicht, aber fie werden Ulle burd) irgend eine. Gerade Ded andern Gyftems gefd)nit:
feir. Da nun durd) prey YLeitlinien Die %emegung einer ®eraden feftaefelt wird, fo ift
sufolge diefer Cigenthimlichfeit einleuchtend, daf je drey, einem nemlichen Cfraeugungéfz);
ftem= angehorigen Geraden Ded 'lebrebungébvperbofoibé qenommen werden fdnnen, un
ald Leitlinten emer @eraben s dienen, welde durd) thre %emegtmg auf jenen Geraden,
diefelbe Flache erseugen ibird,

Sn allen ihren Stellungen find bie Geraden (R Q,r g), (V U vu) tangtrenb |
au einem geraden Cylinder, weldper ald Are die Vertifale (A, a a') Dat, unb al3 Bafis
ven Kebliveid (T C D, cd), defien Halbmeffer die Fiiryefte Gntfernung einer geraden
Crieugungslinie von der Axe iff. Alle Geraden der Flache bhaben die gleiche Neigung
gegen Die Ure, und der Winfel, den fie mit der »borigonta[ebéne'mad)en; it beftandig.

122, LWenn man die drey geraden Leitlinien ded Hyperboloidd von einem Jefie
pavallel ju einer und verfelben Gbene annimmt, {o bleibt die, auf diefe drey ®eraden
fid) ftisende gerade Gryeuqungslinie ver Fladhe immer pavallel zu einer andern Chene,
und pag Hyperboloid von einem Nehe verwandelt fich in ein Dyperbolifdjed PVaraboloip,
- DOiefe lesite Flache wird aud) "i:}ur_d;; eine. Gerade evzeugt, die fid) Ley ihrer Vewegung
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auf 3vew gerade Qetthmen ftut und dabey beftandig pavallel u einer gegebenm Chene
bleibt. |

YWenn man von diefer Crilarung ded bhyperbolifhen Pavaboloivs ausdgebt, fo lapt
fih beweijen, daf diefe Fladie nod) auf eine ywepte Art durd) eine Gerade- ergeugt wers
den fann, wenn fid) nemlid) diefe neue Cryeugungslinie auf ywey beliebige '@raengungé-
linten ded exften Syftems, ald Leitlinien ftugt, und dabey parvallel 511 der Cbene der jwey
erﬂen %ett[mten bleibt,

- 123. @3 fepen A C, A” C”, (Taf. XII. Fig 5) gwey gegebene Leitlinien ded Parabos
loivd; A A", C C” feyen zwey Cryeugungslinien, weldye die gegebenen RLeitlinien in den
Punften A und A”, C und C” fdneiven. Durd) die Geraden C C” und A” C” venfe
man fid) eine Cbene gefihrt, und diefe fey ald Projeftiondebene angenommen,

Die Chenen, welde durd) die Gerade A A” yparallel 3u der C C”, und durd) die
®erade C A parallel 3u der C”-A” gefithst find, fdhneiven fich nady einer Seraden A a,
und hre Riffe auf der ProjeFtiondebene fdliefen mit jenen obigen Geraden ein Parals
Telogramm C a A” C” ein, -

~ Gine u den wey Crzeugungslinien A A”, C C” pavallele Cbene hat ald Rif eine

Parallele 3u A” @, wie B” b: fie {dneivet die gegebenen Sryeugungslinien in wey Punk:
ten B, BY, weldhe Puntte die Stellung einer oritten Cryeugungslinie B B” beftimmen;
und fie trennt von vem Drepede A C « ein Ahnlidhes DreyeE B C b.

Wir werden beweifen, Daf, 'wenn man ourd) irgend einen Punft B’ der Geraden
‘B B” cine Cbere parallel ju der Cbene o C A fihrt, diefe Cbene vas Paraboloid eben
fall3 nady einer geraven Linie fdhneive, <

Der Rif C' & diefer genannten Chene mup parallel 3u C a feyn, und fie wird
die ey parallelen ‘Cbenen A A” o, B B” 5 nad) den ju A a parallelen Geraden
A’ d, B 5 durdyfhneiven. A" und C find die Punfte, in denen diefelbe Cbene Dik
Geraven A A", C C” trifft, und i fage, vaf ie drey Punfte A’, B, C in gerades
Linie legen, f

Jn der That, die Chene C " A" fdneidet von den drey Drepyeden A”A @, B” B 3,
CAa :wrd);fe[feitig a&bn’[ic[)e DOrepecte ab, welde folgende Proportionen geben:

Rasr Alad" 53N aqv A" 3 B . 0: B b2 B Vs BB &b,
oy mwenn aman die mittlere BVerbaltnifje ausdfdlieft. '
Aa: Bbi: Aa B &,
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Man bat daber

A a A d G a & a'
Ll Rl R e e b n e
und folglid) liegen die drey Punfte A', B, C’ in gerader Linie.
@8 evgiebt fid) ieraus, vafi vad hyperbolijde Paraboloid nady wey verfhicdenen
Wetfenn durd) die gerade Linife eryeugt werden fann, eimmal, indem Dbdie Crzenugungdlinie -
fidy auf jwey fefte Gerade ald Leitlinien lehnt und dabey pavallel 3u einer gegebenen
- Gbene Dleibt; und gweptens, indem man jwey belicbige Cryeugungslinien fened evften
©yftems ald fefte. Leitlinien nimmt, wobey die beweglihe Gerade immer parallel bleib,
su der Ghene der wey Leitlinien ded erfien Syftems. Veyde Cryeugungsdarien erges
ben fid), wie man fieht, Cine aud der Undern auf durdhaus gleiche Aeife. |
124, Dad Hyyerboloid von einem JNeie, dad Umbdrehungshyperboloid von einem
Nefie und das bnperbohfd)e Paraboloid gehoren, wie aud ihrer Cryeugungsart duvd) dig
gerade Linte hervorgeht u den windifden Flacdhen, und fie find die einfacdhffen diefed
Gefdlecyted, Alle drey Fonnen auf dopyelte Art durd) die Gerade erieugt werden, Die
ywen Gvfteme der gevaden Cryeugungslinien theilen dicfe Flacdhen in eine unendliche An:
yabl Eleiner winvifther Vievecke, und die Flachenftuddhen, welde wifhen jwey aufeinander:
folgenden Crzeugungslinien eined nemlichen Syftems gefaﬁt ﬁnb find windifche Glemente,
oie fich nad) der Ridhtung der Geraden, von denen {ie emgefd)lof en werden, md MUnend:
liche auddehnen, | * '

125. Das .@pperbo[oib' von eimem Jlehh wirD ein geraber Kegel von elliptifdher
Grundlinie, wenn die, auf den beyden Aren 2a, 2 b (Art. 115.) Fonﬂruirte Clisfe {idy -
auf einen Punft reduyivt, wahrend die dritte Ure 2 ¢ unendlich grof wird.

Dtefer Kegel it die einfad)fte Fladye vom weyten Grad, welde butrd) eine Ghene
~ nad) den drey Kurven vom ywepten Grad, ver Cllipfe, der Parabel und ver Hiyperbe!
gefchnitten werden fann; er befit fo wie alle ubrigen Flachen vom weyten Gradv vie Ci
genfdhaft, ourd) swey Reiben verfdhieventlih) geneigter Gbenen nad) Kreifen gefchnitten
werden ju fonnen, wobey Gbrigens bemerft werden muf, dag bey dem hyperbolifhen Pas
raboloid die Kreife von unendlidhem Halbmefler find, und mit den Geraden der Flide 34z
fammenfallen, Jimmt man bey dem elliptifchen Kegel einen diefer Kreife fiir feine Srusnd;

linie, fo geht die aud dem Mittelpuntt ver Flacdhe auf die Chene ded Kreifes qefillte Senfrecdite
md)t durd) den s)Jhttehomtft deffelben, und aus btefem Grunde nennt man ibn fdiefen
Kegel. (Ut 61.) Siebe Note 111,

126. Unter den Gigenfdhaften der %[d&)en Hoin 5mel)ten Grad ift dicjenige fir die

sehnenden Kinfte befonberé bemerfendwerth, dag alle Sdnitte diefer Flachen durd)parallele

10
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@'Bener shnlid) find. Die Kegel und Cylinder des swepten Grads, haben dieje Cigenfd)aft
mit allen fibrigen Kegeln und Cylindern gemein, iehe ote I, :

* *
x®

127. Snbem wir fomit diefe RKapitel fber die Geftalt und die Eryeugung der
frummen Fladen f{hliefen, mifjen vir in einige nothwendige Crovterungen in Bejug auf
die Projeftiondzeidhnungen eingehen, woyu wir bis jekt nod) feine Gelegenheit fanden.

Sm. Ullgemeinen Daben alle Frummen Fladen, wie vervielfaltigt aud 1bre Jlekse
feyrn mogen,! dboch immer nad) einer gewiffen Ridytung eine endliche und umgréngte
Auddehnung, DOer- Umfang ihrer Projeftionen wird daber im %[Ilgememen ebenfall gany
oder theilweife durd) eine gewifje frumme Linie emgefd)[oﬂen, weldye wir die Begran:
sungélinie ver Projefeion ver Flade nennen, BVey der Kugel ift died eine Kreislinie,
bey den Cylindern und RKegeln gewdhnlich das Syftem weper Geraden u. f. w.  Diefe
Begranyungslinie ift aber nidts andered ald die Bafis einer Cylinverflladye, deren Kan
ten fenfrecht auf nie Projeftionsdebene find, und weldye die projeftivte Fladye nadh einer
gemwifien frummen Linfe berithrt, von welder jene Bafid ves Cylinders felbft me 5]5'1‘0.—

jeftion ift.

Da wir nun (Avt, 25.) die Stellung beé Qlugeé ald n unendlicher @ntfcrnung
von der Projeftiondebene angenommen haben, fo, bdaf alle Sebeftvahlen parvallel unter
fify find und fenfrecht .auf die Projeftiondebene, fo ift 3i1folge drefer Annahme einleud):
tend, baf Die genannte Berihrungslinte ded umbidlenden Cylinderd mit der yrojeftirten
glad)e,, dicfe in 3wey Iheile theile, wovon bder, gegen Dad Auge gewendete mit allen auf.

pemfellben verzeidineten Lintent gefehen fer), oer 1tbrige %bet[ bingegen durch diefen bedeckt
_erfa)eme* - |

Oenfen wiv und nun auf der Flache wgend eine Frumme Linie verzeidhnet, weldye
oie Verithrungsdlinie derfelben mit dem umfcf)riebeneq Cylinder in einem Punfte fdhneivet ;
fo {ind die Tangenten ju den Deyden Linien an jenem Punft, in einer und derfelben
tangivenden Ehene enthalten:  Jn diefer nemlichen Gbene muf aber aud) die durd) den:
felben Puntt gehende Kante ded umfdyriebenen Cylinderd enthalten feyn, weil diefe eine
iaﬁgen{e su der Flache it ; die tangivende Cbhene ift daber fenfredht auf die Projeftions:
ebene und die Projeftionen der in ih enthaltenen jwey Tangenten fallen in eine eingige
Gerade jufammen, welde felbft die unbeftimmte Drojeftion der tangivenden Cbene ijt.
Die Projefrionen der gwey auf ver Flade geyogenen Linien berithren fich daber in einem
Puntie, welder die Projeftion ihred Durd)fhmittdpunts auf der Slache ift.
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128, Aud allem. oben Gefagten jiehen wiv folgende Safse ald %‘efmitaie:

i Ehe 5egr&nsungsliﬁie, weldye den Umfang der Drojeltion cinev Frummm
Slédye beftimmt, bevibre die Projeftionen aller auf dev Sldde verseidhneten Linien,
wenn nemlich die Ausdebnung bexfel'b'cn fo arof ift, oat fie mlf Oie  Sladye jene
_ Linie duvdhichneiden, o0¢r betu[)ten, oeven Projeftion Oie genmnte P33, gmn_x,ungs:

linie ift, P
| 1I. YOenn eine durd ibre Projeftionen davgeftellte Frumme Sladye allein im
Raume vorbanden ift, {0 0ah Feinev ibrer Theile ourdy eine andeve Sldche bedectt
erfdheint, fo find die WDevubhrungspuntte dev Begr&nsungslinia Oer  Projeftion der
Siadhe mit den Projeftionen alle auf der Slade verseichneten Linien sugleich quch
die Trennungspuntte ber gcfebenen und bedeckten Ebe:le brefer Iegtgenanntm
Linien. -
129, Bon diefen beyden Saen findet befonders ver Crite cme ftete Anmwendung bep der
Konfteuftion der Durd)fdhnitte Frummer Fladen; und itberhaupt bey jeder geometrifdern
Seidnung, auf welder frumme Flacdhen darvgeftellt werben; und obgleich Nidtd mebhr der
Klacheit einer folden Darftellung fdhadet ald ein Verftofi gegen Deni’elben,. fo werden dody
pergleidhen Febler nur 3u baufig von Beidnern begangen , die unbefannt find mit ven
Methoden der Darftellenden Geometrie. S _

- W werden bey Gelegenbeit einiger Aufgaben ved oritten Vuded, (Art, 315-- 3233
Cawar auf eine Audnahme von diefer allgemeinen Regel treffen, diefe Ausnahnte jedody
~oafelbft deutlidy evtlivt finden. |
| - ©ad UmgeFehrte des erfen @aked [aft fidh amvenden, um die %egr&naungéﬁnif
per Weojebtion irgend einer frummen Fliche ju findenr; denn wenn man die Projeftioz
nen einer Dinlanglichen Jabl von CErieugungslinien der Fladje Fonfiruivt hat, und man
sieht an diefe fammtlichen Projeftionen eine berithrenve Frumme Sinie, fo iff diefe offens
bar die verlangte Begranzungslinie. Diefed Lerfabhren erfodert tibrigend, um genau ju
feyn, daff man eine 3iemlich grofe Unzahl von Projeftionen der Erieugungslinie beftimme,
pennt nur mit einer febr genbten Hand 1§t fidy eine frumme Linie, die durdy die allefs
nige Bedingung gegeben iff, eine gewifje Anzabl anderer in einer @ben{gegebcner,.ﬁfum
ven ju berithren, mit hinlinglicher Genauigleit ichen, |

Wad den weyten @at;, betrifft, fo giebt derfelbe eine fichere SRegef ie die gefe&je*
“stene und bedecften heile einer durdy ihre Projeftionen dargeftellten Frummen Slade yu
unterfheident feyen, durdy weldye Unterfdheidung eine Projeftionszeidinung exft ven grofien
BVorzug exhdlt, ein Bild u madyen. €8 ift jevody leicht 3u erfehen, Daf diefe Si’eg‘eﬁ
nut danit thre ﬂlnwenbung finden fanne , wenn die vovgeftellte Flade durdy Nidts an:
| (L) Bhees

S
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pered bedbecft erfdieint, al8 durd) ibve eigenen Kbeile, denn im andern Falle (Bt fid)
purdyausd feine allgemein gultige Segel geben. Die Lofung der Uufgabe hangt alsdann
gany tavon ab, Daf man fidy eine deutliche nfdauung von der gegenfeitigen Stellung
per fich bebedenden Flachen erwerbe. Wir verweifen hier auf dad, was wir bereitd uber
diefen Gegenftand ¢ Hrt, 28 — 29. ) gefagt baben. |

Cie eingelnen Falle werden, nad) Allem bdiefem, aud den bepgefirgten Seidhnungen
jelbft vutlich hervorgehen, und sur Norm bey andern dhnlichen dienen Fonnen.

Vit pobe, 6.8 aupdstaeh

Bon den tangivenden Chbenen 3n den anfwidelbaren #nd
' Den windifdhen Fldadyen. '

%

130. Wie wir im vorhergehenden Kapitel gefehen bhaben, Fann jede aufwickelbare
Klace ald die Umbiullung ded von einer bemegliden Cbene durdylaufenen Raumesd be:
tradytet werden ; fie Dberithrt die verfdiedenen Stellungen der erzeugenden Chene nad) ge-
vaden Charalbteriftifen, weldyes gewobnlid) die Crieugungslinien der aufwidelbaren Fladye
find. | | : | |
Die tangivende Ebene an einem gegebenen Punfte einmer aufiidelbaren Flache fallt
mit Der entfprechenden Stellung der wmbillten Crieugungdebene jujammen ; fie berithrt
paber die {Flade in Der gangen Lange der geraden Crieugungslinie ded Berithrungspunf
ted, und ifre Stellung ift beftimmt; Ourd) diefe Gerade, und durd) Ddie T angente 30 {17
gend einer Kurve der Flade an dem Punfte, wo fie Ddiefelbe Crieugungslinie durd):
fhneidet, |

E *
R

131,  DOie windifdhen Flachen werden durd) die Vewegung éiner geraden Linie ers
seuat, wefibalb die tangivende Gbene an irgend einem Punft einer folden Flache audy
bie gerade Cryeugungslinie enthalten muf, welde durd) den Berihrungdpunft geht. Diefe
CGhene bertthrt aber die wmbdifde Flade nur in jenem eingigen Punfte, wibrend bey
aflfen aufwidelben JFladen, die ebenfalld durd) die gerade Linie eryeugt find, die Berith:
vung fangs der ganyen Ausbehnung  emer gevaden Linie ftatt findet, Wber diefe lekte
Cigenthamlidhferit gehort ausdfdlieflich nur den aufwickelbaren Flachen; bey allen Andern
bejhrantt fid) die Veribrung mit ihren tangivenden Cbenen auf einen ober mebrere



