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ift der Halbmeffer eines Cylinders, von welchem diefe zweyte Gerade die Are it, und

auf ihr wird folglich die gefuchte Fürzefte Entfernung gemefjen.

Um die Berührungslinie der "Cylinderfläche mit der Ebene, welche parallel zu ven

zwey gegebenen Geraden ift, zu finden, führe man durch irgend einen Punkt, ver als

Are angenommenen ©eraden, (zum Benfpiel dur ven Punft C, in welchem fie die

Horizontalebene durchfihneidet) eine Ebene fenfreht auf diefe Are. Der Durdfhnitt

diefer Ebene mit der tangirenden Ebene ift die Berührungslinie diefer Leßten mit der

freisförmigen Grunplinie ded Cylinders, een |

Nachdem die Vertikalebene CD fih um ihren Rig C D gedreht, und auf die Ho:

tizontalebene zurüdgelegt hat, Fonftruire man den Winfel 8 CB’ ven die zweyte Gera

de (CD, cd) mit der Horizontalebene macht, indem man eine BVertifale BRbb

nimmt, Diefelbe Vertifalebene fehneidet Die, zu den zwey Geraden parallele Ebene nach der

Geraden FK, parallel zu C P’. Daherfehneidet die, durd C, und fenfreht auf die Are

geführte Ebene die Vertifalebene C D nad) der Geraden C K, fenfreht auf GB’ over

F K, und die Horizontalebene nad) der auf CD fenfrechten Geraden C H.

Nachdem diefelbe Ebene fi) um- ihren Horizontalriß C H gedreht hat, um fich auf

die horizontale Projeftionsebene zurücdzulegen; fällt der Punft K nad) K’; der Punft H

des Niffes bleibt feft, und die Gerade HK’ ift ver Durhfgnitt der tangirenden Ebene

. zu der Eylinderfläche mit der Ebene, welche fenfrecht auf die Are diefer Fläche ift. Wenn

man daher aus dem Punft C die Genfrechte C I auf jene Gerade HK fallt, fo ift

der aus C ald Mittelpunft, und mit einem Halbmefjer —=C 1 befchriebene Kreis die

Grundlinie der Eylinderflähe, und I N ift die Horizontalprojeftion der Berührungs:

Kante. Diefe Kante fehneidet die erfte Gerade in dem Punft CN, n), dur) welchen

die gefuchte Senfrecht geht. \

Der letzte Theil der Auflöfung vollendet fich wie die in Art, 43, Vorgetragene, auf

welche wir zurüchweifen, =

 

Drittes pie
Fortfeßung der Erzeugung der Flächen.

von den aufwidelberen und den windifhhen Släben.

95. Alle Flächen, welche durch Die Bewegung einer geraden Linie erzeugt werden
können, bilden zwey große le fie aentweder aufwidel bareoder Mnhe
Släben.
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Wenn vermöge des Gefeßes, wodurch die Bewegung der geradın Erzeugungölinie

vorgefchrieben ift, immer zwey aufeinanderfolgende Stellungen diefer Geraden betrachtet

werden Fönnen, als in einer nemlichen Ebeneliegend; das heißt, wenn fie entweder par

ralfel unter fich find, oder wenn’fie fih in einem Punkte begegnen, fo gebört die er;

zeugte Fläche zu der Klaffe ver aufwidelbaren Flädhen.

Sm andern Falle, und zwar im Allgemeinften, wenn nemlich je zwen aufeinan:

derfolgende gerade Erzengungslinien nicht in einer und derfelben Ebene enthalten"fino,

entfteht durch Die Bewegung Diefer ©eraden eine windifhe Flädhe,

Aus diefen Erklärungen ift erfichtlich, Daß die Kegelflächen und die Cylinderfläd;en

zufolge ihrer Erzeugungsart dur Die gerade Linie zu der erftgenannten Klaffe gehören.

97, Die Dedingung, eine aufwidelbare Fläche zu erzeugen, wird am Allgemeinften

ausgedrückt, wenn man der. geraden Erzeugungslinie auferlegt, fich vergeftalt zu bewegen,

daß fie beftändig tangirend ift, zu einer gegebenen Frummen Linie von doppelter Krüm:

nung.

‚Sn der That, ed fy ABCD (Taf. XU. Fig. 1.) eine toppelt gefrümmte Linie

vonbeliebiger Stellung im Naume; denken wir uns alle möglichen Tangenten a A a,

bBbi, ce Ce... 2%, Diefer Linie, fo find viefe eben fo viele Stellungen der bewegli-

chen Geraden, und es ift leicht zu erfehen, daß die Frumme Fläche, vie fie alle zufammen

bilden, ver gegebenen Erklärung (Urt, 97.) einer aufwicelbaren Slähe vollfonmen ent

fprede; denn irgend eine Erzeugungslinie, wie 5 B d’wird von der unmittelbar vorbergehen:

den Geraden a Ad’, und der unmittelbar Nachfolgenden c C c’ in zwey, auf der Krummen

.ABCD gelegenen Punkten A und B gefihnitten, weil diefe Geraden ald Zangenten der

Krummen AB CD die Verlängerungen ihrer aneinanderftoßenden Elemente find.

98. Man nennt jede einzelne Stellung der geraden Erzeugungelinie eine Kante der

aufwicelbaren Slache Se zwey aufeinanverfolgende Kanten fchliegen ein Flächenelement

ein, da3 man ald ein unendlich fhmales, und in ver Richtung der begrärzenden Kanten,

unbeftimmtes Stückchen einer Ebene betradhten fann. Alle diefe Elemente der Fläche laj-

fen fid), ohne auseinander geriffen zu werden, und ohne fi) zu verdoppeln, auf eine Ebene

aufroflen oder aufwieken, Man kann fih in ver That vorftellen, daß da erfte Element

ab B fih) um die Kante 5 B, weldje e3 mit dem Zweyten 5 c C verbindet, ald ein Schar:

tier drehe, bis e8 in der nemlichen Ebene ift wie diefes Element; daß fodannn diefe beyden

vereinigten Elemente fih um die Kante d D, die fie mit. dem Dritten verbindet, drehen,

bis fie mit diefem dritten Elemente in einer nemlichen Ebene find, und fofort; und es ft

einleuchtend, daß Die ganze Fläche fi) dergeftalt ohne Unterbrehung des Zufanimenhanges,

8
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und ohne Verdoppelung auf eine Ebene aufwideln laffe, wie Eieujoat den auf;

widelbaren Flächen ihren Namen gegeben bat.

99. Wenn man den Begriff ver Aufwiklung auf die durd) ebene Flächen be

grängten Körper überträgt, fo fieht man fogleich, daß die Geitenflächen aller Pyramiden

und aller Prismen, wenn man ihre Grundflächen außer Acht Täßt, welches blos zufällige

Gränzen diefer unbeftimmt betrachteten Körper find, fi) auf die Ebene irgend einer Geite

neben einander auflegen laffen ohne einen leeren Raum zwifchen fi zu laffen, und ohne -
irgend einer Verdopplung zu unterliegen.

Wil man diefe nemlihe Operation bey einem Körper anderer Art, zum Beyfpiel

bey einem Sfofaeder, bey einem Dppefaeder anwenden, fo ift eben fo leicht zu erfehen,

daß fie nicht ftatt finden Fönne, ohne daß zwifchen ven verfchiedenen Theilen der Aufwid-

lung leere Räume bleiben,

Die Prismen und Pyramiden find jedod) a die einzigen Körper, Deren Geiten:

flächen fih ohne eine Unterbrehung des Zufammenhanges auf eine Ebene aufwideln Taf:

fen, fondern diefes Fann jedesmal gefchehen, wenn die Oberfläche eines vorgelegten Kür:

pers durd winfelförmige unbeftimmte Stücde von Ebenen gebildet wird, Die nad) eben:

fal3 unbeftimmten Kanten aneinanderftoßen, und wenn aud) biefe winfelförmigen. Sei:

ten ihre Scheitel nicht in einem nemlihen Punkte hätten.

100. Betrachtet marı nun irgend eine andere Frumme Fläche als eine aufwicel:
bare, fo läßt fi) Diefelbe immer auf irgend eine Art, zum Beyfpiel, durd zwey Sy
feine. paralleler Ebenen in fo viele Theile getheilt venfen, daß Feiner von ihnen merkbar

von einem ebenen Elemente verfchieden ift, Aber wenn allediefe Iheilchen auf eine Ebene

ausgebreitet werden follten, fo daß ziwey aneinanderftoßende Zheildhen eine gemeinfchaftli-

he Seite hätten, fo würden fie leere Räume zwifchen fich laffen, oder fidy übereinander

fhieben, und der, dur den äußeren Umriß viefer fo ausgebreiteten ZTheilden einge,

fohlofjene Flächenraum,würde nicht von gleicher Größe feyn, mit dem frummen Fla-
henjtüd, das von allen jenen Xheilhen gebildet wird. : Die aufwidelbaren Flächen be

figen daher allein die Eigenthümlichfeit, ohne Zerreißfung over Werpopplung auf eine -
Sbene aufgewidelt werden zu Fönnen; weil fie die Einzigen find, deren ebene Elemente
eine, in. der Richtung der Kanten ver Flächen unbegränzte Ausdehnung haben.

191. Die Kegel 2 und die Cylinderflähen, laffen fi) leicht als befonvere Arten
der (Art. 97.) erklärten allgemeinen aufwidelbaren Fläche ableiten. Zn der That be

ftebt Die Eigenthimlichfeit Diefer 2eßtern darin, daß ihre aufeinanderfolgenden geraden

Erzeugungslinien fih zu zwey und zwey auf einer Linie von doppelter Krümmung, wel:
he jie alle berührt, Freuzen; und fih) von da aus unbeftimmt nad) beyden Geiten vers
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längern. ie: bilden. Dadurd) zwey unterfchiedene aber vollkommen ähnliche Flächenneße,
die felbft nach jener Krummen, welde man die Nüdfehrfante ver aufwidelbaren
Fläche nennt, dergeftalt berührend ‘aneinander ftoßend, daß Fein Theil der Fläche fic) in

den, durch die Höhlung jener Erummlinigen Kante begränzten Naum auspehnt. nden

man die Fläche durch eine beliebige Ebene fehneivet, erhält man als Durdfchnitt eine

Kurve mit einem KRückehrpunfte (Art. 408,), und diefer ift der Begegnungspunft der

fhneidenden Ebene mit der Rückfehrfante, *) Diefe merkwürdige Linie der aufwidelba:

ren Flächen ift, welches außerdem aud) die eigenthümliche Befchaffenheit ver Släche feyn

mag, Immer eine Zentrallinie derfelben.

Wenn die Rüdkehrkante fih auf einen einzigen Punft redugirt, in dem fi) fammt:-

liche geraden Erzeugungslinien Ereuzen, fo entfteht eine Kegelfläche, und jener Punkt ift

ihr Mittelpunft. |

Die Kegelflähe wird eine Cylinderfläche, wenn der Mittelpunkt in eine unendliche
Entfernung. übergeht, fo daß fämmtliche geraden Erzeugungslinien parallel unter fich
werden.

Bey der Erzeugung der Umbhüllungsfläden, zu Er diefes Kapitels, werden. wir

noch eine andere Entftehungsart der aufmwicelbaren Flächen Fennen lernen.

Don den windifhen Släden.

103. Die Bewegung einer Geraden ald Erzeugungslinie einer Fläche erfodert um

beftimmt zu feyn, im Allgemeinen drey Bedingungen,

Wenn die entftebende Fläche eine aufwidelbare feyn foll, fo it hiemit fehon die eine

Bedingung Aausgefprochen, Daß je zwey aufeinanderfolgende Erzeugungslinien in einer

Ebene feyn müffen, und man hat nur noch zwey weitere Bedingungen nöthig; zum

Benfpiel, man läßt die bewegliche Gerade beftändig eine gegebene Kurve und einen gege-

benen feften Punkt durdhfchneiven, wie bey derErzeung der Kegelflächen, oder eine Kurve

durhfchneiden und dabey flet3 parallel zu einer beftimmten Richtung bleiben wie die ger

rade Erzeugungslinie der Cylinder; endlich ift die alleinige Bedingung, daß die. bewegli-

che Gerade ftetö eine gegebene Kurve von doppelter Eng berühren fol, hinreiz

hend um ihren Weg feitzufeßen.

Sm Allgemeinen aber werden drey Bedingungen erfodert, um die Bewegung der

*) Mach diefer Analogie zwifden dem Kückfehrpunfte (point de rebroussement ) gewifier

Kurven, und der NRücdkehrkante (arete de rebroussement) der aufwicelbaren Zlacden

wurde von Mon ge die Benennung ber Teßteren gebildet,
8*
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geraden Erzeugungslinie zu leiten. Es ift in der That leicht einzufehen,daß wenn eine

bewegliche Gerade nur den zwey Foderungen entfprechen: follte, ftet3 zwey Linien von

doppelter Krümmung zu fchneiden: ihre Bewegung dadurd) nicht feftgefet wäre. Denn,

nachdem man die Gerade durch irgend einen Punkt der erften Frummen Leitlinie geführt

hat, Fann fie noch alle Punkte ver zweyten Kurve durchlaufen, und ihre Stellung ift

fomit nicht beftimmt, Zügen wir num noch), eine dritte Bedingung bey; und unterallen,

die wir wählen Fönnten, diefe: die Gerade fol! bey ihrer Bewegung immer horizontal

bleiben ; fo ift diefe Bewegung, und fomit auch die Erzeugung einer Fläche beftimmt,
Will man zum Beyfpiel die Erzeugungslinie Fonftruiren, die einem: beliebigen Punkte

der einen Leitlinie entfpricht, fo hat man nur durd) diefen Punkt eine horizontale Ebene

zu führen, und nahdem man ihren Durchfchnitt mit der: zweyten : Leitlinie beftimmt, Die,

fen Punkt mit dem Erftgenommenen durd) eine Gerade zu verbinden,

E3 ift einleuchtend, daß, wenn nicht einige befondere: Umftände hiebey obwalten,

die das Gegentheil möglich machten, je zwey aufeinanderfolgende gerade. Erzeugungslinien

niht in einer Ebene feyn fonnen; fie werden übereinander weggehen, indem fte fich in

ihren  Richtungen- freuzen, was die charafteriftifche Eigenthümlichkeit "der windifchen Slächen

ausmacht, |

104, Das Element einer windifchen Fläche, was zwey aufeinanderfolgende gerade

Erzeugungslinien einfchliegen, ift in der Richtung Diefer Geraden von unbegränzter Auspeh:

nung, aber es ift, wie. Flein auch die Entfernung der einfchließenden Erzeugungslinien feyn

mag, fein Stüc einer Ebene, fondern ein Erummflächiges Element in jedem: feiner Punk:

te,.und von der Geftalt einer fogenannten winpdifchen oder windfchiefen Ebene;

weßhalb. man aud allen, aus. derartigen Elementen zufammengefegten, Flächen die Ge:

fülehtsbenennung windifch“ gegeben hat:

Diefe Flächen haben zwar die Gerade zur Erzeugungslinie, wie die Aufwidelbaren ;

aber fie fünnen nicht wie diefe Leßteren eine Nüdkfehrfante haben. Denft man fi) im:

mer zwey aufeinanderfolgende Eizeugungslinien einer windifchen Fläche durd) die Gerade

gefihnitten, welche fenfrecht auf beyde tft; fo: bilden die Zußpunfte aller diefer Senfrechten

auf der windiichen Fläche eine befondere Linie, Openman die Einziehungslinie

(courbe de striction) *) nennen fann,

105. Die allgemeinfte windifche Fläche wird durch. eine Gerade-er der man

*) Xam,. Diefe Linie enthält offenbar die Bürgefte Entfernungen aller Geraden ber windifcen

Fade, fo daß diefelbe mach diefer Linie am engften, oder gewiffermaßen eingefhnürt erfcheint;

daher die Benennung der Linie,
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auferlegt, fi) auf drey gegebenen Frummen Linien zu bewegen, Nimmt man einen Punkt
der einen Frummen Leitlinie ald Gcyeitel eines Kegel, welder Die zweyte Krumme als

Bafts’ hat, fo wird Diefer die dritte Krumme in einem oder mehreren Punkten fchneiven,

und die Gerade, welche dur einen diefer Lebten, und durd den Punft der erften Kurve

geführt ift, Iehnt fih zu gleicher Zeit auf alle drey gegebenen Kurven.

Wenn man diefe drey Bedingungen zum Theil oder ganz durd) andere erfeßt; in:

dem man zum Beyfpiel der Geraden aufgiebt, fi auf zwey Krummen und einer Fläche

zu bewegen; oder auf zwey Flächen und einer Kurve; oder auf drey Flächen; oder auf

zwey Flächen, wobey fie einen befannten Winfel mit einer gegebenen Ebene Ma fo

entfteht durch diefe Bewegung, im Allgemeinen, eine windifche Fläche, "

“ Sehr häufig find zwey Leitlinien gegeben, und eine Ebene, zu welcher die bewegliche

Gerade beftändig paralfsl bleiben fol. Wenn in viefem Falle, die Eine der beyden Leit:

linien eine Gerade wird, fo entfteht eine Fläche, weldhe unter dem Namen Konoid

befannt ift, weil fie einige Aehnlichkeit mit dem. Kegel Cconus) hat, Zt bey dem

Konvid die gerade Leitlinie fenfreht auf die Ebene des Parallelismus, fo erhält die

Fläche Die Benennung gerades Konvid, und jene gerade Leitlinie ift zugleich die

Einziehungslinie derfelben,

von den Umbüllungsfläden.

106. Wenn eine Fläche von beftändiger oder veränderlicher Gefteltfih nach ge

wilfen Gefetse bewegt, fo durchläuft fie einen Raum, vefien Gränze oder Umhüllung

eine gewiffe Frumme Fläche if. Man nennt die Flächen, die auf folde Weife hervorge:

bracht werden Tonnen, Umhüllungsflädhen over auh nur Umhüllungen; ver be

weglichen Erzeugungsfläche giebt man den Beynamen ver umhüllten.

Betrachten wir eine umhüllte Fläche in Drey unmittelbar aufeinanderfolgenden ©tels

lungen: die Zweyte und die Erfte werden fich nad) einer gewiffen Erummen Linie fchnei:

den, die Zweyte und die Dritte werden fih nad) einer ähnlichen Linie fchneiden; ver

geometrifhe Ort alle fo aufeinanderfolgenden Durchfehnitte ift bie PERSRURB ded von

der beweglihen Fläche durdlaufenen Raumes. Se

- Man venfe fich zum Beyfpiel eine im Naume beweglihe Kugel, von beftändigem

oder veränderlihem Halbmeffer, deren Mittelpunkt eine befannte Linie durdläuft. Wenn

man bemerkt, daß zwey Rugeln fih nad) einem Kreife fchneiden, deffen Ebene fenfredht

auf die, Durihre Mittelpunfte gezogene Gerade ift, fp wird man leicht einfehen, daß

die Umbtllung diefer beweglichen Kugel, oder vielmehr des von ihr durchlaufenen Mau;

med, eine röhrenförmige Fläche fey, Term Ednitte fenfrecht auf Die Kurve, in’ wel:
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Ser fih) der Mittelpunfe der. Kugel bewsgt, Kreife find. Eine diefer Erzeugung unter

worfene Fläche it die der gewundenen Säule, welche nichts anderes ift, ald die Umhül-

lung des von einer Kugel, von veränderlihen Halbmeffer durhlaufenen Raumes, deren

Mittelpunkt in einer Schraubenlinie von vertifaler Are läuft.

Die aufeinanderfolgenden Durdfchnitte der umhüllten Fläche find die eigentlichen

Erzeugungslinien der Umbhüllungsflähe; aber diefe Durchfchnitte oder Erzeugungslinien find

bey allen Umbüllungen, die dur) eine nemliche umhüllte "Fläche hervorgebracht werden

Fönnen, ähnlich, und fie geben diefen Umhüllungen gewiffermaaßen einen gemeinfamen

Charafter, weßhalb man ihnen den Namen Charafteriftifen gegeben hat, um fie von

den gewöhnlichen Erzeugungslinien auszuzeichnen.

107. Betrachtet man eine im Naume bewegliche Fläche, und ihre Umbhüllung,

welche der Ort ihrer aufeinanderfolgenden Durhfchnitte ift, fo wird man leicht einfehen,

daß die Umhüllungsfläche jede Stellung der Umphirlten nad) einer, viefer Stellung entz

forechenden Charakteriftif berühre; weil je zwey Charafteriftifen, aufeinanderfolgend ber

trachtet, fih zu gleicher Zeit auf der umhüllten, und der Umhüllungsfläche befinden, und

diefe daher das, zwifchen jenen Charafieriftifen gefaßte SEREDE gemeinf&haftlich

haben,

Aber die Neihe der Charakteriftifen einer Umbülkungäflädhe werden fih) aus eben

dem Grunde, weil fie zu zwey und zwey auf einer nemlichen Umhüllten liegen, im All

gemeinen aud, zu zwey und zwey, jedesmal in einer gewilfen Zahl von Punkten begeg-

nen, Der Ort diefer Begegnungspunfte ift auf der Umhüllungsfläche eine fichtbare

frumme Linie von einem oder mehreren Zweigen, welche in jedem Diefer Zweige von einer

jeden Chawafteriftif berührt wird, denn jede Charakteriftif hat zwey unendlich nahe liegen:

de Wunfte, oder mit andern Worten, ein Linearclement mit demfelben gemein.

Diefe Linie, objhon fie nicht auf jeder Umhüllungsfläche wirklich erfcheint, ift aber

da wo fie vorkommt, im Allgemeinen eine nothwendige Folge der Erzeugung, und un:

abhängig von der Figur der umhüllten Fläche, fie if eine Nückkehrfante (Art, 102.7,

Die zwey oder mehrere Neke ver Umhüllungsfläche von einander trennt.

108. Die einfachfte Umhüllungsfläche ft diejenige, welche den, von einer Ebene

durchlaufenen Raum begränzt. Diefe Fläche ift, wie leicht zu entnehmen, aufwidelb ar,

Stellen wir und zum Beyfpiel vor, eine bewegliche Ebene folle in jeder ihrer Stellungen

normal zu einer gegebenen Linie von doppelter Krümmung feyn.

Wenn wir irgend eine Stellung diefer Ebene betrachten, fo wird diefe von der

unmittelbar nachfolgenden Ebene nad) einer geraden Linie gefchnitten werden, die jwente

Ebene felbft wird wiederum von der Dritten Ebene nach einer von der erfien verfdjiene:
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nen Geraden gefchnitten werden; die dritte Ebene wird von der vierten nad) einer neuen, -
von den zwey erjten unterfchiedenen Geraden durchfchnitten, und fo weiter fort. Diefe
auf einanderfolgenden geraden Durchfihnitte find die Charafteriftifen der Umbüllung ver

beweglichen Ebene. Ueberdies find alle. diefe Charakteriftifen zu zwey und zwey aufeinan:

derfolgend betrachtet fn einerley Ebene, weil fie die Durchfchnitte einer nemlichen umbul

. ten Ebene find mit derjenigen, welde ihr unmittelbar vorhergeht und der, welche ihr un:

mittelbar folgt; daher ift die Umhüllungsfläche, die fie zufammen bilden, aufwidelbar.
Aber außerdem, daß jene Charakteriftifen zu-zwey und zwey in einer Ebene liegen,

Eönnen fie in diefer Ebene nicht parallel feyn, weil zwey aufeinanderfolgende Normalebe:

nen einer doppelt, gefrümmten Linie im Allgemeinen nicht parallel feyn Fönnen. Daher

wird jede Charafteriftif von den beyden anliegenden in zwey unendlich nahen Punkten

gefhnitten, der Ort diefer fo beftimmten Punkte ift auf ver Fläche eine Linie von Dow

velter Krümmung, welche alle geraden Charafteriftifen berührt, es ift die üdfehrkante

der aufividelbaren ‚Umbüllungsfläche. (Art. 102.)

Zm Falle die Kurve, zu welcher Die bewegliche Ebene ftet3 normal feyn foß, in

wäre, flatt von doppelter Krümmung, fo würde die Umhüllung des von jener Ebene

Durdjlaufenen Raumes eine Cylinderfläche werden; denn, da die umhüllte Ebene ftets

fenfreht auf eine und Diefelbe Ebene feygn müßte, auf jene der Kurve nemlich, fo wis

ven ihre aufeinanderfolgenden Durchfänitte ebenfalls jenkreht auf Diefe Ebene und folge .

lich parallel unter fid.

Die Kegelflächen werden durch eine Ebene erze welche immer durch den Mittel;

punkt der Fläche geht, und fi fo bewegt, daß fie fet3 die Tangente. zu der Leitlinie

des Kegeld enthält. Zwey aufeinanderfolgende Ebenen fehneiden fic) hier nad) einer Kan:

te des Kegels.

109. Wir haben (Art, 103.) gefehen,, daß drey Bedingungen diie Bewegung eis

ner geraden Linie feftfeßen, und daß die dadurd) entftehende Fläche, im Allgemeineneine

windiiche fey. Zwey Bedingungen hingegen beftimmen die Erzeugung einer aufwidelba:

ren Fläche, weil dadurd) die Bewegung einer Ebene feftgefeßt ft, und jede aufwicelbare

Släche als durch eine bewegliche Ebene hervorgebradht, angefehen werden Fann.

Durch zwey gegebene Frummte Linien läßt fih daher ftets eine aufiwidelbare Fläche

führen, aber nır eine Einzige. Sn der That, wir wollen beyde Kurven mit A und B

bezeihuen;s nachdem man auf der A einen beliebigen Punkt genommen, fan man den:

felben ald Scheitel einer Regelfläche betrachten, deren Leitlinie Die Kurve B ift; jede

tangirende Ebene zu diefer Kegelfläche,, muß durd eine Tangente zu ver Kurve B gehen.

Führt man Daher. Durch den, auf der Krummen A genommenen Punft eine Tangente



64 Zweytes Bud, Drittes Kapitel.

zu Diefer Linie, und durd) Die Tangente eine tangirende Ebene zu der Kegelflädye, fo
geyt.diefe Ebene Durch ziwey Tangenten, won denendie Eine der Linie A, und die An:

dere, der Linie B angehört. Juden man den auf der Krummen A genommenen Cchei-

tel verändert, erhält man eine neue Keogelfläche, und eine neue Stellung der tangirenden

‚Ebene zu den Krummen A und B; die Umhüllung des von diefer Ebene durcdlaufenen

Raumes, ift die aufwicelbare Säche, welcher auferlegt ward, durch die ziwey Krummen A

und B zu gehen, |

Die Bewegung einer Ebene, welche eine aufiwidelbare Fläche erzeugt, Taßt fih am

Allgemeinften dadurd; beftimmen, dag man der Ebene auferlegt, fih zu bewegen, indem
fie ftet3 tangirend bleibt, zu zwey gegebenen Frummen Flächen. Man wird irgend eine
Stellung diefer Ebene beftimmen, wenn man einen beliebigen Punkt im Naume ald gemein

famen Scheitel zweyer Kegelflächen nimmt, welche um die beyden Frummen Flächen un

fhrieben find, und diefe nad) gewiffen krummen Linien berühren ; eine Ebene, welche viefe
beyden Kegelflächen tangirt, berührt auch beyde gegebener Frummen Flächen, und ift folglich

die Sefuchte, Inden man den-Sceitel der umfchriebenen Kegelflächen verändert,beftimmt

man. eine weitere Stellung der tangirenden Ebene zu beyden Flächen. Die Umbülfung des

von diefer Ebene durchlaufenen Raumes, ift die aufiwidelbare Fläche, welche un die beyden

gegebenen frummen Flächen umfchrieben it, und Diefelben nad zwey Frummen Linien be;

rührt, Wären diefe Beruhrungslinien der zwey Flächen mit der Aufiwicelbaren befannt, fo

" Fönnte man diefe Lebte auch Fonftruiren, indem man ihr auferle38, durch Die weg Sera

rungslirien. zu gehen,

110. Die Umdrehungsflähen Fönten betrachtet werden, al3 die Umbüllung

eines beweglichen geraden Kegeld von Ereisförmiger Grunplinie, oder einer Kugel, oder
eined geraden Eylinders, welcher ald Grunpfinig einen Meridian der Fläche hat,

Denken wir ung durd) irgend. einen Punkt: einer LUmprehungsfläge zwey. Ebenen;
Eine, fenfrecht auf die Are, und die Andere durd) Die Are gehend: der Cdhnitt der er

ften Ebene wird ein Parallelfreis und der Schnitt der Zweyten ein Meridian ver Fla;

he feyn. Die Tangente zu dem Meridian an demBegegnungspunft der ziwey Cchnitte
trifft die Are der Fläche in einem Punkt, und wir haben (Art. 82.3 gefehen, daß diefer
der Mittelpunkteines geraden Kegel fey, der die Umdrehungsfläche nad) dem Parallel:
Preife berührt. Da man auf diefe Art jeden Varallelfreis: al3 die. Berihrungslinie der
Flache mit einem geraden Kegel betrachten fan, fo ft auch jede Umprehungsflädhe als

die Unhüllung des Aaumes anzufehen, den ein gerader Kegel durchläuft, welcher fich

dergeftalt verändert, daß feine Grundlinie ftets ein Parallelfreid der Umdrehungsfläche

HE; feine Erzeugungslinie, die Tangente zu dem Meridianan dem Punkt, in welchen
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verfelbe die Freisförmige Grundlinie fohneivet, und daß fein Mittelpunkt immer in der

. Umprehungsare liegt. Die aufeinanderfolgenden Durchjchnitte Diefed beweglichen Kegels

find die Parallelfreife der Umpdrehungsfläche, Ä

Eine Kugel, welde ald Halbmeffer das Stud der Normale zu einem Meridian der

Fläche hat, was zwifchen dem Meridian und der Are liegt (Art, 91.), und deren Mit

telpunft der Begegnungspunft diefer Normalen mit der Are ift, berührt offenbar die Umz

orehungsfläche nad) dem Marallelfreis, welcher durch den Zuß der Normalen geht; Denn

die beyden Flächen haben an allen Punkten -viefes Warallelfreifes  einerley Normalen,

und folglich einerley tangirende Ebenen ; wenn daher diefe Kugel fich fo bewegt, dag ihr

Mittelpunft die Umprehungsare durchläuft und ihr Halbmeffer inimer gleich ift ven

Stüd der Normalen zwifchen ihrem Mittelpunft ımd dem Meridian, fo bildet die Um-

orehungsfläche ihre Umbüllung.

Betrachtet man ven Meridianfchnitt einer Umprehungsflähe als Grundlinie eines

geraden Cylinvers, deffen Kanten fenfrecht auf die Ebene des Schnitted find; fo ift jeg-

liche von Diefen Kanten Tangente !zu einem Parallelfreis ver Umpdrehungsfläde, und

folglich Zangente zu der Flache felbft: "die Berührungspunfte der Zangenten find Die

Munkte de3 Merivianed. Der Eylinder ift daher umfchrieben zu der Umdrehungsfläche,

und berührt diefelbe nah) dem Meriviane. Läßt man den Eylinder fi fo "bewegen, DoE

feine Grundlinie nah und nad) in alle Merivianebenen übergeht, fo ift die Umprehungs-

fläche die Umhüllung des von Dem Eylinder durdhlaufenen Raumes.

111. Die Umhüllung des Raumes, den eine Kugel durchläuft, deren Halbmeffer

beitändig oder veränderlich it, gehört im Allgemeinen zu der Gattung, weldye man röhr

renförmige Flähen nennt. Wenn ver Halbmeffer ver Kugel beftändig ift, und die,

von ihrem Mittelpunkt ducchlaufene Linie ein Kreis, fo ft die Umhüllung verfelben eine

ringförmige Slähe. Art. 64.)

4112. Obgleich die Erzeugung der Umbhüllungsflächen geht abjtraft Tank mag,

jo wird fie doc in mehreren technifhen Künften angewendet, und dies hauptfächlich won

den Drehern und Blechnern (Rlempnern).

Die Lebten wiflen eine Tafel Blech um eine Reihe gerader Linien fo zu 'biegen, daR

die Ebene der Tafel fih in eine aufwidelbare Bläche verwandelt, von welcher RE Rafd,

während der Arbeit, Die umhüllte Erzeugungsebene ift,

Die Dreher geben ihren Werfen mit seinem Ssuftrumente wie Bollendung,, Seifen

Sdyneide eine gerade Linie if. Wenn fie arbeiten, To befchreibt Diefe Schneide, in Be

zug auf Die zu werfertigende Umprehungsflähe eine umhüllte Regelfläche iwerfelben;

wand: Durch Die ;pafferide Yenderung der Richtung des Snferuments ‚gefchieht ed, Daß Die

9
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verfchiedenen Zonen der Umhüllten nad) und nach mit der. auszuführenden Fläche zufant

menfließen,

E3 it demzufolge einleuchtend, daß die Uebung den Blechnern und Dregern einige

‘Begriffe von der Erzeugung der Umhüllungen geben müfje; aber was viekeicht überra-

-fchend fcheinen mag, .ift, daß fie einen fehr feinen. Taft hierin haben, und daß fie auf

den bloßen Anblick einer Oberfläche erfennen, vb fie diefelbe verfertigen Fönnen oder nicht,

Nehmen wir an, man habe Mopelle von aufividelbaren Flächen, von Umdrehungs:

- flächen und von vwoindifchen Flächen *) zufammengeftellt, und man verlange von gefhic-

ten Bledjnern und Drehern, alle diejenigen herauszunehmen, die fie verfertigen fönnten;

‚jo wird der DBlechner alle aufwidelbaren Flächen zur Seite ftellen, der Dreher alle Um

prehungsflächen, und feiner von beyden wird fi mit‘ den windifehen befaffen.

Nun aber find die windifchen Slächen dad Nefultat.ver Bewegung einer Geraden,

wie die Aufwidelbaren; woran unterfcheidet num der DBlecjner die Erften von den Reiz

ten? An folgendem: bey der windifchen Yläche ift Die bewegliche "Gerade nur eine ge

-wöhnliche Erzeugungslinie, bey der aufwicelbaren Fläche aber ift fie eine Charafterif

auf einer Heinen, unendlich fejmalen Zone gelegen, und diefe Zone, welche eine Andeu:

tung von der umhüllten Ebene giebt, zeigt dem Blechner am, daß diefer Umbhüllten ein

eylindrifcher oder Fegelförmiger Ambos fubftituirt werden fönne, um Darauf eine Tafel

Blech fo zu biegen, daß fie fi) in eine aufwidelbare Fläche verwandfe.

Eben fo entfteht eine Umdrehungsfläche durd) die Bewegungeines Kreifes, wie alle

Kegel» und Eylinderflächen von elliptifchen Grundlinien. **) Aber bey Ddiefen. Leßten ift

der Kreid nur eine gewöhnliche Erzeugungölinie, bey der Umprehungsfläche hingegen ift

er die Beruhrungslinie der Umhällungsfläche mit der Umpüllten, daß heißt, eine Cha:

vakteriftif, _ Diefe Charafteriftif zeigt dem Dreher an, daß wenn er feinen Meiffel, in

Bezug auf den zu drehenden Körper gerade Kegelflähen bejchreiben läßt, Diefer Meifjel,

mit Gewandpeit geführt, ihre Umbiüllung hervorbringen werde, und daß er folglich zur

Berfertigung aller möglichen Umodrehungsflächen dienen könne, während er zur Verferti

gung aufwidelbarer Flächen, die nicht zugleich durd) URSDUNg ‚erzeugt werdenen

nicht zu gebrauchen lie

*) Norausgefegt, daß unter diefen Modellen Feine feyen, weldhe entweber windifh oder aufiwici!:

bar und zugleich durchUmdrehung entflanden fegen,

alle NE und Cylinderflahen von effiptifchen Grnsdfiniant fonnen dur) wey Spyftenie Dar

roßeler Ebenen, 129 Sreifen gefhnitten werden, (Siehe, Art, 126,)
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von den Stabhen der sweyten Örönung.

113. Unter Flächen der zweyten Ordnung oder des zweyten Grads

begreift man diejenigen, welche, wenn fie von einer Ebene gefehnitten werden, immer

eine Kurve der ziweyten Ordnung hervorbringen, Sie haben, wie diefe, die Eigenthünt

IichFeit von einer Geraden in nicht mehr ald zwey Punkten getroffen zu werden,

Die Eigenfehaften der Slächen der zweyten Oronung laffen fih nur durd) Die Anz

wendung der Algebra auf die Geometrie herleiten, woher aud)die Benemnung „Fläche

vom. ziweyten Grad gezogen ift, oder durd) rein geometrifhe Theorien, welche aber

durchaus außer den Gränzen diefe Lehrbuches Liegen. *) Jedoch wegen der haufigen

Anwendung, weldye diefe Fläche in den graphifchen Künften finden; ift eö umerläßlih,

wenn auch nicht die Eigenfehaften derfelben, doc wenigftens ihre Geftalt und Erzeugung

zu Kennen ; und vdiefe wollen wir in ven nachfolgenden Paragraphen auseinanderfeßen.

114; Der Kegel von Freisförmiger Orundlinie Fann, wie befannt, von einer Eher

nen nach) den drey Frummen Linien vom zweyten Grad, ver Ellipfe, ver Parabel

und der Hyperbel gefehnitten werden. (Art. 262°etseq.) Diefedrey Kurven find fymer

terifh, **) in Beziehung auf zwey unter fifenfredhte Gerade, welche man Haupt:

Aren 88 Kegelfchnittes nennt; fie haben Scheitel und Diefe Scheitelfind die Begeg-

nungspunfte der Linie mit ihren Haupt Iren.

Wir fehen ald befannt voraus, daß man Diefe Kurven mittelft ihrer Hauptren

zu zeichnen vgrflehe, (Diejenigen, welche diefe Vorfenntniffe nod) nicht. befien follten,

finden in dem $. 1. des Unhanges eine Turzgefaßte Darftellung der Konftruftion und.

der vorzügliegften Eigenfhaften der Kegelichnittölinien. )

4115. Man denke fih durd) irgend einen Punft de3 Raumes drey anter fifen

rechte Geraden, und, um unfere VBorftellung zu firiren, wollen wir annehmen, 'ziwey von

diefen Geraden wären in einer Horizontalebene und die Dritte folglich vertifal, Denfen

wir und fofort Diefen gemeinfhaftlihen Punkt der Drey Geraden als Mittelpunkt Dreyer

  

*) Man fihe hierüber Poncelet’t# Traite des proprietes projectives des figures. ( Eiche, die

Morrede, )

#*) Zwey ebene Figuren, oder auch zwey Theile einer folchen Sigur fisd fometrifch, wenn ihre

Eorrefpondirenden Punkte auf Parallelen liegen, die fänmtlich von einer nemlichen Cerf::h.

ten, der Are der Symetrie, durch ihre Mitten gefehnitten werden, — Iwey Körper Finn

fymetrifh von Gefalt und Stellung, wenn die Eorrefpontirenden Bunkı der Rey,

den durch parallele Gerade verbunden werden Fönnen, deren Mitten in einer nemichen auf

diefelben fentrechten Ebene liegen, welche die Ebene der Spmetrie heiße
9 *
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Kugeln von den Halbmeffern a, b,c; diefe Kugeln werden die drey Geraden im jehs

Punkten feneiven, fo, daß die zwey Punkte, welche auf einer nemlichen Geraden liegen,

um die Abftände 2 a,2 b, 2 c, von einander entfernt find.

Diefes feftgefetst, fo fonftruire man zwey llipfen, welde, als gemeinfhaftlichen

Mittelpunft, ven Durchfchnitt der fenfrechten Geraden haben, und von denen die Eine

als Haupt: Aren die zwey Geraden 2 a und 2 b hat, und die Andere, Die zwey Ger

vaden 2 a,2 c. Nachdem man dur die Gerade 2 c eine Reihe von Ebenen geführt

hat, von denen jegliche die Ebene’ der erften Ellipfe nad) einer, durd) den Mittelpunft

gehenden Geraden fchneidet, Fonftruire man über diefen zwey Geraden, ald Haupt: Uren,

eine neue Ellipfe Diefe Reihe von Ellipfen, weldhe ald gemeinfchaftliche Are die Gerade

2c haben, gehört einer Fläche vom zweyten ®rad, welche man Ellipfoid nennt. |

Wenn man fi) eine Reihe von Hyperbeln venft, weldye die Gerade 2. c als einge:

bildete Are gemein haben, und ald Scheitel die Punkte ver Ellipfe, welche uber den Ge

raden 2 a, 2 b, ald Aren Eonftruirt ift; fo gehört diefe Reihe von Hyperbeln einer. Flä-

he vom zmweyten Grad, welche Hyperboloid von einem Neße genennt wird. Die

Eilipfe, deren Aren 2 a, 2 b find, bildet die Kehle des Hyperboloids von einem Neb.

Diefe. Fläche beftcht aus zwey gleichen Theilen, welche nad) jener Kehllinie tangirend in

einander laufen, und fi) von da an, auf und abwart3 ins Unenolihe ausdehnen.

Dan fubtituire der Ellipfe, welche ald Aren, die Geraden 2a, 2 b hat eine, über

enfelben Aren Fonftruirte Hpverbel, deren reelle Scheitel an ven Endpunftender Gera:

ven 2 a liegen. Durch die Gerade 2 c führe man eine Reihe von Ebenen, von denen

jede Die Ebene der Hyperbel nad einer Geraden fehneidet, das Stüc diefer Geraden,

a3 ziwijchen den beyden Zweigen der Hpperbel gefaßt ift, nehme man als reelle Are

einer neuen Öuperbel, melde als zwente over eingebildete Are die Gerade 2 c hat. Die

Reihe diefer neuen Hpperbeln gehören einer dritten Fläche vem zweyten Grad, welde

Hpperboloid von zwey Negen heißt.

116. Die drey Geraden 2 a,2 b,2 c find die Haupt-Aren der Flächen der
zwenten Ordnung; ihr gemeinfchaftliher Durhfchnittspunft ift ver Mittelpunft ver

Flähe. *) Die Begegnungspunfte ver Fläche mit ihren Uren find die Scheitel verfelben.

Dey dem Ellipfoiw find die feh3 Scheitel reell; bey dem SHyperboloid von einem Yes

 

*) Diefer Mittelpunkt hat bie Eigenfchaft, daß er alle. durch denfelben geführten Sehnen ber

Fläche in zwey gleiche Theite theilt, Sehne einer Flähe nennt man nemlih das Süd

einen Geraden, welche die Fläche im zwey Punkten fehneidet, was zwifchen diefen Dura»

fhnitrepunften gefaßt ift,
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befchränft fi) die Zahl der reellen Scheitel auf vier, und auf zwey bey Dem Hyper:

boloid von zwey Neben. Man nennt die Schnitte der drey Ebenen, wellhe durd) zwey

und zwey Uren gehen die Haupt-Schnitte der Fläche, |

Ziwey andere Flächen vom zweyten Grad, welhen man die Benennung elliptis

Ihes Paraboloid und hyperbolifhes Paraboloid gegeben hat, haben Feinen

Mittelpunkt oder ihr Mittelpunkt liegt vielmehr im Unendlichen, und fie haben nur einen

einzigen reellen Scyeitel.

117.. Denken wir uns zwey, unter fi& fenfrechte Ebenen, und in denfelben zıwey

Parabeln, deren große Aren in dem Durchjchnitt der Ebenen liegen, und welche ald ge

meinfamen Scheiteleinen Punkt diefes Durchfehnitts haben, Nehmen wir, überdies die

Parabeln von verfhiedener Weite an, und laffen wir, während die eine Parabel feit

bleibt, die andere fich fo bewegen, daß ihre Ebenen immer fenfredht find, und daß der

Scheitel der beweglichen Parabel beftändig auf der Feften bleibe. Durch iviefe Bewegung

wird die mobile Parabel, wenn fie nach verfelben Richtung divergirt, wie die feite Pa-

vabel, das ellivtifhe Paraboloid erzeugen, und“ wenn fie nad) entgegengefeter

Richtung diverairt, fo erzeugt fie dad byperbolifhe Paraboloin.

118, Alle Flächen der zwweyten Ordnung reduziren ‚fih auf die fünf Folgenden: das

Ellipfoio, das Hpperboloid von einem Neb, dad Hyperboloid von zwey Netzen, das

elliptijche ‘Paraboloid und das hyperbolifhe Paraboloiv. Die beftandigen Größen, welche

diefe fünf Flächenarten beftimmen, Eönnen unter fi) gewiffe Vehältniffe haben, welche

diefelben- in andere Flächen vom zweyten Grad umgeftalten als die Kugel, den Kegel

und den Cylinder, deren ©rundlinien die drey Kegelsfchnittslinien find ıc. Wenn von

den drey Uren 2a, 2 b, 2 c des Ellipfoids zwey gleich werden, fo. verwandelt fi)

daffelbe in eine Umprehungsflähe, und eö hat ald Umorehungsare diejenige von den

dreyen, welche Feine gleiche hat. Werden alle drey AUren des Ellipfoids einander gleich,..

fo wird diefe Fläche eine Kugel. |

Das Hpperboloid von einem Neb- verwandelt fi) in eine Umdrehungsfläche, wenn

die Aren 2 a, 2 b des elliptifhen Haupt: Schnittes. gleich werden, fo daß diefe Eflipfe

ein Kreis wird; die Gerade 2 c ift fodann die Umdrehungsare, Auch das Hnperboloid

von zwey Neben, und das elliptifhe Maraboloid fönnen Umdrehungsflächen werden. Die

erftere Fläche wird fodann erzeugt, Dur) die Umprehung einer Hpperbel um ihre reelle

Are, und die Zmweyte, durch Die Umdrehung einer Parabel um ihre große Are.

119. Das Hyverboloid von einem Neke hat die Eigenfhaft, durch die gerade Li

“ nie erzeugt werden zu fünnen, und zwar auf zwey verfchiedene Weifen, fo daß man

Durch) jeden Punkt diefer Fläche zwey Gerade ziehen Fann, die mit allen ihren Punkten
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der Fläche angehören. Wenn eine bewegliche Gerade fih auf drey feften Geraden ald

Leitlinien bewegt, fo it die Släche, die fie erzeugt, ein Hyperboloid von einem Ne: und

wenn man drey beliebige Stellungen der Erzeugungälinie als die Leitlinien einer neuen

beweglichen Geraden nimmt, jo. erzeugt Diefe ‚Ketere durch ihre Bewegung abermals

daffelbe KHyperboloid. -

Es fy IK, (Taf XIL Fig. 6.) eine Gerade, che füh Easege, indem fie

fi beftändig auf drey im Naume gegebene Gerade AB, M-N, C D ftüßt, und. diefe

Geraden in den Punkten I, G, K fneidet. Es feyen feenr AM D,BNC zwey

andere Stellungen der beweglichen Geraden. Wenn eine zweyte bewegliche Gerade fi
auf den drey al3 feft angenommenen Geraden A MD, 1IGK,BNC als £eitlinien

bewegt, fo bringen Die beyden Bewegungen nur eine und viefelbe Fläche hervor, *)

Diefe Eigenfihaft des Hyyerboloidg von einem Rebe ift für Die darfteffende Geo-

metrie die merfwirdigfte, weil fie, wie wir im nächften Kapitel fehen werden, auf eine

einfache: Weife zur Konftruftion der tangirenden Ebenen zu den windifchen Flächen führt:

120. Wenn die beyden reellen Aren 2 2,2 b de Hyperboloids von einem Nebe

oleich werden, das heißt, wenn fid) daffelbe ineine Umdrehungsfläche verwandelt, fo Fann

Diefe Slähe au) Durd) eine Gerade erzeugt werden, die mit der Ure 2 c_ niet in einer

Ebene Tiegt, und fi) um diefelbe ala Rotationsare dreht,

Geht man von Diefer, durch die Analifis bewiefenen Eigenfhaft des Umdrehunge-

‚byperboloids von einem Netze aus, fo laßt fih auch bey Diefer Fläche die Eigenfhaft

der doppelten Erzeugung Durch Die gerade Linie geometrifch Darthım,

121. EI fey CA, ad) (Taf. IX.) eme vertifale Gerade, fie ftelle die Are Ic

des Hyperboloids vor, (RQ, r 9) fey eine zweyte ©erade, melde dur ihre Umre;

hung um Die Eifte ein Umprehungshpperboloid von einem Pete erzeugt, Die aus vem

Munft A auf die Öerade RO gefällte Senfrehte A T, ii Die Horizontalprojeftion der

fürzeften Entfernung ter ziwey Geraden CA, aa), (RO, rg). Der Sußpunft CT,2)

diefer Genfrecdhten auf der Grzeugungslinie (RQ, rg) befhreibt bey ver Umdrehung

diefer Leßten den Fleinften Parallelkreis der Fläche, welchen wir aus diefem Grimde den

Kehlfreis nennen (Art 115). Seder andere Punkt der. Erzeugungälinie, befchreibt

*) Der Beweis für die Soentität der auf begde Arten erzeugten Zlähen Täßt fih rein gesme.

trifh nur auf eine weitläufige Art führen,

Wir haben denjenigen, ten Hachette in feinen Elements de Geometrie a trois di-

ınensions begbringt, und welber id auf einen Artifel von Chasles in der Gorrespondance

sur Necole polytechnique gründet, in ber Mote IE. zu Ede dirfes Buses angefügt.
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einen größeren Warallelfreis, wie zum Beyfpiel ver Punkt CR, r) auf der Horizontal;
ebene den Kreid. (RUQ V,e N.

Wenn man durd) die Are irgend eine Mirivianebene A M führt, fo fehneidet Diefe
Die Erzeugungslinie CR Q;r 9) in einen Wunft (CM, m) und man Fann fi eine
‚zwente Gerade (V U, vu) denken, welde fymetrifh mit der. (RO, rg) geftellt ift,
in Bezug auf die Ebene AM. Diefe zweyte Gerade wird die Horizontalebene in ei
nem Punft U des Kreis (RUQV,ef) treffen, fo daß die Gerade R U fenfrecht
auf AM ift, und fie wird die Ebene A M in dem nemlichen Punft CM, m) wie die
Gerade CR O, rg) durcfihneiden. Laffen wir die beyden Geraden CR 0,;:5.9),
(V U, gu) eine gleich große Drehung um die Are machen, indem fie fih gleichmäßig

ver Ebene A M nähern, oder von ihr entfernen; fo bleibt diefe leßte immer ihre Ebene

der Symetrie, fie werdenfi immer in einen Munft verfelben Ebene fchneiven, und

wenn beyde Geraden eine -ganze Umdrehung vollendet haben, fo wird Die Neihe ihrer

Durdhfchnittspunfte auf der Ebene A M eite Linie bilden, welche nichts anderes. iff,

als der Meridian ver FSlähe. Wenn man paher die Merivianebene fammt den weg

Geraden fih zu gleicher Zeit um vie Are drehen läßt, fo werden fie nur eine und die

felbe Umprehungsfläche befihreiben.

Das Umprehungshyperboloid von einem: Net am Daher auf Dosppelte Art durch

die gerade Linie erzeugt werden, die geraden -Erzeugungslinien 'eined ©yftems begegnen

fih nicht, aber fie werben Alle durch irgend eine, Gerade Des andern Syftems gefhnitz

ten. Da nun Durd drey Leitlinien Die Bewegung einer Geraden feftgefeßt wird, fo ift

zufolge diefer Eigenthümlichkeit einleuchtend, daß je drey, einem nemlichen Erzeugungsfyr

ftems angehörigen Geraden ded Umorehungshyperboloids genommen werden Fünnen, umt

als Leitlinien einer Geraden zu dienen, welche buch ihreBewegung auf jenen Geraden,

diefelbe Fläche erzeugen ibird.

Sn allen ihren Stellungen find die Geraden (RQ;,r Ba, (V U, vu) tangirend-

zu einem geraden Cylinder, weldher ald Are die Vertifale (A, a a’) hat, und als Bafıs

den Kehlkreis CTCD, cd), deffen Halbmeffer die fürzefte Entfernung einer geraden

Erzeugungslinie von der Are ift. Alle Geraden ver Fläche haben die gleiche Neigung

gegen Die Are, und der Winfel, ven fie mit der: Horizontalebene machen, ift, beftändig.
122, Wenn man die drey geraden Leitlinien des KHpperboloids von einem Nebe

paralfel zu einer und: derfelben Ebene annimmt, fo bleibt Die, auf diefe Drey Geraden

fic) fihgende gerade Erzeugungslinie ver Fläche immer parallel zu einer andern Ebene,

und dad Hyperboloid von einem ehe verwandelt fih in ein byperbolifies PWaraboloiv,

Diefe legte Fläche wird au) durd) eine Gerade erzeugt, Die fih bey ihrer Bewegung
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auf zwey gerade Eeitlinien ftügt und dabey beftändig parallel zu einer gegebenen Ebene

bleibt.

Penn man von Diefer Erklärung des hyperbolifchen Paraboloios ausgeht, fo laßt

fih beweifen, daß diefe Fläche nod auf eine zweyte Art durd) eine Gerade erzeugt wer

den fan, wenn fid) nemlic diefe neue Erzeugungslinie auf ziwey beliebige Erzeugungs-

Iinien des erften Syftems, ald Leitlinien ftüßt, und dabey parallel ii der Ebene der zwmey

erjten Reitlinien bleibt.

123. 3 feyen A C, A” C”, (Taf. XII. Fig. 5) zwey gegebene Leitlinien de3 Narabo-

loidd; AA”, CC” feyen zwey Erzeugungslinien, welche die gegebenen Leitlinien in den

Punkten A und A”, C und C” fehneiven. Durd) die Geraden C C” und A” TC” denke
man fich eine Ebene geführt, und viefe fey als Projeftionsebene angenommen.

Die Ebenen, welche durd, die Gerade A A” parallel zu der CC”, und durd) die

Gerade C A parallel zu der C”-A” geführt find, fejneiven fi nad) einer ‚Geraden A a,

und ihre Riffe auf der Projeftionsebene fohliegen mit jenen obigen Geraden ein Parals

Telogramm C aA” C”ein,

Eine zu den zwey Erzeugungslinien A A”, C C” parallele Ebene hat ald Riß eine
Parallele zu A” a, wie B” db: fie fchneidet die: gegebenen Erzeugungslinien in zwey Punk:
ten B, B’, welche Punkte die Stellung einer dritten Erzeugungslinie B B” beftimmen;
und fie trennt von dem Dreyede AC a ein ähnliches Dreyed BC b.

Wir werden beweifen, daß, wenn man dur irgend einen Punkt B’ der Geraden

BB”eine Eberte parallel zu der Ebene a C A führt, Diefe Ebene das Paraboloid eben:
falld nad) einer geraden Linie fehneide, ;

Der Riß Ca Diefer genannten Chene muß parallel zu C a feyn, und fie wird

die zmwey parallelen Ebenen A A” a, BB’ 5 nah ven zu A a parallelen Geraden
A’ d,B d durchfchneiven. A’ und Cfind die Punfte, in denen Byaleıbe ‚Ebene ie
Geraden AA’, CC” trifft, und ich fage, daß Die Drey Wunfte A’, B/, C’ in gerader
Linie liegen,

In der That, die Ebene Ga’ A” fchneidet von den drey Dreyedfen NAaB’Bb,
C Aa wecheljeitig ähnliche Dreysde ab, weldhe Folgende Proportionen geben:

Ka: Mass Maren Bd: WdE: BarPo,

sur wenn man Die mittlere Berhältniffe ausjchließt.

Aa: Bbi: Ad: Bd,
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Dan hat daher

Aa N d Ga ea

20 Babe  BRBRE CaGe
und folglich liegen die drey Wunfte A’, B‘, C’ in gerader Linie,

E3 ergiebt fih hieraus, daß das hyperbolifche Paraboloid nad zwey verfihiedenen

Werfen durch) Die gerade Linie erzeugt werden Fann, einmal, indem die Erzeugungölinie -

fi auf zwey felte Gerade al3 Leitlinien lehnt und dabey parallel zu einer gegebenen

- Ebene bleibt; und zweytens, indem man ziwey beliebige Erzeugungslinien jened exften |

Syftems als fefte Leitlinien nimmt, wobey die bewegliche Gerade immer parallel bleibt,

zu der Ebene der zwey Leitlinien des erften Syftemd. DBeyde Erzeugungsarten erger

ben fi, wie man fieht, Eine aus der Anvdern auf durchaus gleiche Weife.

124, Das Hyperboloid von einem Nebe, das Umdrehungshyperboloid von einem

Pete und das hyperbolifche Waraboloid gehören, wie aus ihrer Erzeugungsart Durch) Die

gerade Linie hervorgeht zu den windifchen Flächen, und fie find die einfachfien viejes

Befchlechtes, Alle drey können auf Doppelte Art durch die Gerade erzeugt werden, Die

zmey Spfteme der geraden Erzeugungslinien theilen diefe Flächen in eine unendliche Anz

zahl Eleiner winzifher Vierece, und die Flächenftückhen, welche zwifchen zroey aufeinander:

folgenden Erzeugungslinien eines nemlichen Syftems gefaßt find, find mindrfche Elemente,

die fih nad) ver Richtung der Geraden, von denen fie eingefchloffen werden, ins Unenp:

liche ausdehnen, 3

125. Das Hyperboloid von einem Ne wird ein gerader Kegel von ellintifcher

Grumdlinie, wenn die, auf den beyden Aren 2 a, 2 b CArt. 115.) fonftruirte Ellisfe fi)

auf einen Wunft repuzirt, während die dritte Are 2 c unendlid) groß. wird.

Diefer Kegel ift die einfachfte Fläche vom zweyten Grad, welche du) eine Ebene

nad) den Drey Kurven vom zweyten Grad, der Ellipfe, der Parabel und der Hnperbel

‚gefhnitten werden fann; er befigt fo wie alle übrigen Flächen vom zweyten Grad die Eir

genfhaft, durd zwey Reihen verfchiedentlicd geneigter Ebenen nad) Kreifen gefchnitten

werden zu Eönnen, wobey übrigens bemerkt werden muß, daß bey dem hyperbalifchen Mar

taboloio die Kreife von unendlihem Halbmeffer find, und mit den Geraden der Fläche zu:
fammenfallen, Nimmt man bey dem elliptifchen Kegel einen diefer KRreife für feine Grund

linie, fo geht die aus dem Mittelpunft ver Fläche auf die Ebene des Kreifes gefüllte Senfrechte
nicht durch) den Mittelpunkt deffelben, und aus biefem Grunde nennt man ihn fhiefen

Kegel. Art. 61.) Siehe Note II,

126. Unter den Eigenfchaften der Flächen vom swentent Grad ift diejenige für die
zöichnenden Rünfte befonders bemerfenswerth, daß alle Schnitte diefer Zlächen Durch ’paralfele

10
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eh ähnlich find. Die Kegel und Eylinder des zweyten Grads, haben diefe Cigengaf

mit allen übrigen Kegeln und, Eplindern gemein, Giehe Rotek:

* *
x

127. Sndem wir fomit diefe Kapitel über die Geftalt und die Erzeugung der

frummen Flächen fehließen, müfjen wir in einige nothwendige Erörterungen in Bezug auf

die Projeftionszeihnungen eingehen, wozu wir bis jeßt nod} Feine Selegenheit fanden.

Sm. Allgemeinen haben alle Frummen Flächen, wie vervielfältigt auch) ihre Nebe

feyn mögen! doch immer nad einer gemiffen Richtung eine endliche und umgrängte

Ausdehnung. Der Umfang ihrer Projektionen wird daher im Allgemeinen ebenfalls ganz

oder theilweife durch eine gewiffe Frumme Linie eingefchloffen,, welche wir die Begräm

zungslinie der Projektion der Fläche nennen, Bey der Kugel ift dies eine Kreislinie,

bey den Eylindern und Kegeln gewöhnlich das Oyftem zweyer Geraden uf. w. Diefe

Begränzungslinie ift aber nichts andere3 als Die Bafis einer Cylinderflläche, veren Kan:

ten fenfrecht auf nie Wrojeftionsebene find, undwelche die projeftirte Fläche nad) einer

gerviffen Frummen Linie berührt, von welcher jene Bafis des Eylinders felbft Die Pros

jeftion ift.

Da wir nun Art. 25.) die Otellung bes Auges als in unendlicher . Entfernung

von der Mrojeftionsebene angenommen haben, fo, daß ‚alle Seheftrahlen parallel unter

fid find und fenkrecht auf die Projeftiongebene, fo it zufolge diefer Annahme einleuch-

tend, Daß Die genannte Berührungslinie des umbhüllenden Cylinderd mit der gprojeftirten

sfläche, diefe in zwey Theile theife, wovon der, gegen das Auge gewendete mit allen auf.

dernfellben‘ verzeichneten Linien gefehen [ey der übrige Theil hingegen durch) diefen bedeckt

ericheine,

Denken wir und nun auf der Fläche ifgend eine Frumme Linie verzeichnet, welche

die Berührungslinie verfelben mit dem umfchriebenen Cylinder. in einem Punkte fchneidet;

fo find die Tangenten zu den beyden Linien an jenem Punkt, in einer und derfelben

tangirenden Ebene enthalten: In diefer nemlichen Ebene muß aber auch die durch ven-

selben Wunft gehende Kante des umfchriebenen Cylinderd enthalten feyn, weil diefe eine

Tangente zu der Fläche ift; die tangirende Ebene ift daher fenfrecht auf die Projektiong-

ebene und Die Projektionen der in ihr enthaltenen zwey Qangenten fallen in eine einzige

Gerade zufammen, welche felbft die unbeftimmte Projektion der tangirenden Ebene it.

Die Projektionen der zwey auf der Slädhe gezogenen Linien berühren fih daher in einem

Punkte, welher die Projektion ihres Durhfihnittspunfs auf der Fläche ift.
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. 128, Aus allem: oben Gefagten ziehen wir folgende Gäbe ald Kefultate:

Die Begränsungslinie, welde den Umfang der Projektion einer ie

Släche beftimmt, berührr die Projektionen aller auf der. Släche verzeichneten Kinicı

wenn nemlich die Ausdehnung derfelben fo groß ift, daß fie auf die Slädhe jene

- Linie durchfehneiden, oder berühren, deren Projeftion die genannte Begränzungs:

linie ift. 3%
11. Wenn einedurch ihre Projektionen dargeftellte Frumme Släche allein im

Reaume vorhandenift, fo de Feiner ihrer Theile durch eine andere Sldche bedeckt

"erfeheint, fo find die Berührungspunfte der Begränsungslinie der Projektion der

Släche mit den Projektionen alle auf der Släche verzeichneten Linien zugleich such

die Trennungspunfte der a und bedeckten Theile diefer INSERENT

Linien. 2

129. Bon diefen beyden Säßen findet befonders der Erite eine feete Anwendung bey der

Konftruftion der Durhfchnitte Frummer Flächen; und überhaupt bey’ jeder geometrifchen

Zeichnung, auf welcher Frumme Flächen dargeftellt werben; und obgleih Nichts mehr der

Klarheit einer folhen Darftellung fehadet als ein Verftoß gegen denfelben, fo werden doc)

dergleichen Fehler nur zu haufig von Zeichner begangen , die unbefannt iu mit den

Methoden ver darftellenden Geometrie,

Wir werden bey Gelegenheit einiger Aufgaben des dritten Buches. (Art. 315-- 3237

zwar auf eine Ausnahme von diefer allgemeinen Regel treffen, diefe Ausnahme jedoch)

dafelbft deutlich erflärt finden.

Das Umgefehrte des erften Sates Tapt fih anwenden, um die Begränzungslinie

der Projektion irgend einer Frummen Fläche zu finden; denn wenn man die Projektio-

nen einer binlänglihen Zahl von Erzeugungslinien ver Fläche Fonftruirt hat, und mar

zieht an Diefe- fimmtlichen Projektionen eine berührende Frumme Linie, fo ifE diefe offenz

bar die verlangte Begränzungslinie. Diefes Verfahren erfodert übrigens, um genau zu

feyn, daß man eine ziemlich, große Anzahl von Projektionen der Erzeugungslinie beftimme,

denn nur mit einer fehr geübten Hand läßt fi) eine Frumme Linie, die durch die aller

nige Bedingung gegeben ift, eine gewiffe Anzahl anderer in einer Ebenegegebener Kurz

ven zu berühren, mit hinlänglicher Genauigfeit ziehen,

Was den zweyten Sat betrifft, fo giebt verfelbe eine fihere Regel, wie die gefehe-

nen. und bevdedten Theile einer durch ihre Projektionen Dargeftellten Frummen Fläche zu

unterfcheiden feyen, durdy welche Unterfheidung eine Projektiongzeihnung erft ven großen

Borzug erhält, ein Bild zu machen. 3 ft jedoch leicht zu erfehen, daß diefe Regel

nur Danır ihre Anwendung finden fönne, wenn die, vorgeftellte Fläche duch Nichts an-

49°



76 Zweytes Bud, Viertes Kapitel,

deres bededt erfcheint, ald dur ihre eigenen Theile, denn im andern Falle läßt fi

durchaus Feine allgemein gültige Negel geben. Die Löfung der Aufgabe hängt alsdann

ganz davon ab, dag man fich eine deutliche Anfcheuung von der gegenfeitigen Stellung

der fich bevecfenden Flächen erwerbe. Wir verweifen hier auf das, was wir bereits über

diefen Gegenftand € rt. 238 — 29.7 gefagt haben.

Die einzelnen Fälle werden, nad) Allem diefem, aus ven beygefügten. Zeichnungen

jelbft wutlich hervorgehen, und zur Norm bey andern ähnlichen dienen fünnen,

 

DAS EEE8 Kikstaest

Bon den tangirenden Ebenen zn den anfwidelbaren und
den winden Släden.

130. Wie wir im ars Kapitel gefehen haben, Fan jede aufwidelbare

Klage als die Umhüllung des von einer bemweglihen Ebene durchlaufenen Raumes be;

tradıtet werben; fie berührt Die verfchiedenen Stellungen der erzeugenden Ebene nad) ger

raden Charafteriftifen, welches gewöhnlich die Erzeugungslinien der aufwicfelbaren Flädje

find,

Die tangirende Ebene an einem gegebenen Punkte einer aufwidelbaren Fläche fälkt

mit der entfprechenden Stellung der umbhüllten Crzeugungsebene zufammen ; fie berührt

daher die Fläche in der. ganzen Länge der geraden Erzeugungslinie des Berührungspunf-

tes, und ihre Otellung ift beftimmt; vurd; diefe Gerade, und durd) Die Tangente zu-ir »

gend einer Kurve der Fläche an dem Punkte, wo. fie diefelbe Erzeugungslinie Durd:

irhneidet.
* *

x

131. Die windifhen Flächen werden durdy die Bewegung einer geraden Linie. er:

zeugt, weßhalb die tangirende Ebene an irgend einem Punkt einer folhen Fläche aud

Die gerade Erzeugungslinie enthalten muß, welhe dur den Berührungspunft geht. Diefe

Ebene berührt aber die windifhe Fläche nur in jenem einzigen Punkte, während bey

ellen aufwicelben Flächen, die ebenfalld dur die gerade Linie erzeugt find, die-Berüb:

rung fängs der ganzen Ausdehnung einer geraden Linie ftatt findet, Aber diefe, leßte
Eigenthümlichkeit gehört ausfchlieglih nur den aufwicelbaren Flächen, bey allen Andern
beichränft fi die Berührung mit ihren tangirenden Ebenen auf einen oder mehrere


