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52, Die Annahmen, melde die Grundlage der Projeftionsmethode bilden, eignen

fih vollfommen zur Darftellung. eines Wunfts im Raume, fo wie einer jeden geraden

oder Erummen Linie; fie find ferner ganz paffend, um die Stellung und Geftalt eines

Körpers auszudrüden, deffen Gränzen-ebene Flächen, geradlinige Kanten und die Ocheitel

förperlicher Winkel find; weil in diefem Falle der Körper vollfommen beftimmt ift, fobalo

man die Stellung aller feiner Kanten und der Scheitel aller feiner Winkel Fennt. Aber,

wenn der Körper durch eine einzige Frumme Fläche begränzt wäre, deren fämmtliche

Punkte einem nemlichen Gefeße unterlägen, wie bey der Kugel; oder durch ftüchweife

Zufammenfügung verfchiedener frummer Flächentheile, wie bey geprehten Körpern, fo wa:

ren Diefe Annahmen nicht nur unbequem, unpraftiih, und hätten den Fehler fein Bild
zu geben, fondern fie ermangelten noch überdies der Fruchtbarkeit, und fie wären unzus

reichend,

Vorerft tft leicht zu -erfehen, Daß die Annahmen, welche wir aufgeftellt haben, für

 fich allein beftehend, unbequem und au unpraftifh wären, Denn man müßte, um bie

Stellung aller Punkte einer Frummen Fläche auszudrüden, nit ‚allein die Vertikal: und

Horizontalprojeftion eined'Seden angeben, fondern die beypen Projektionen defjelbenPunfts

müßten auch untereinander verbunden werden, Damit man nicht Gefahr liefe, die Hori

zontalsrojeftion irgend eines Wunfts mit der Vertifalprojeftion eined Andern zufammen

zu nehmen, und da, wie wir gefehen haben, Die einfachfte Verbindung foldher zwey Punk

te, durch eine auf Die Projeftionsare fenkrechte Serade gefchieht, fo würde man die Zeich:



Bon der Erzeugung der Släden, 35

nungen mit einer außerordentlihen Anzahl von Linien überladen, die eine um fo größere

Verwirrung darauf hervorbraditen!, je genauer man feyn wollte Wir werden fogleih
zeigen, Daß diefe Methode aud) unzureichend wäre, und daß ihr die nöthige Fruchtbarkeit.

fehlte.

- Unter der unendlihen Anzahl verfchiedener Frummer Flächen, giebt e8 Einige, die
fidy nicht über einen endlichen und umgränzten Theil des Raumes hinaus erftredien, und

deren Projektionen einen, nach allen Richtungen befehränften Umfang haben, Die Ku:

gelfläche it zum Benfpiel in Diefem Fall: die Ausdehnung ihrer Projeftion auf einer

Ebene befhränft fi auf die ‚eines Kreifes, von demfelben Halbmeffer wie die Kugel,

und es laßt fih annehmen, daß die Ebene, auf welcher die Projektion verfelben gemacht

werden foll, bhiezu hinreichend groß fey. Aber alle Eylinderflächen find nad) ver Richtung

der Geraden, die fi) auf ihnen ziehen lafjen, unbeftimmt; felbft die Ebeme,. die einfachfte

aller Flächen ift nad zwey Richtungen unbeftimmt ; endlich. giebt e8 eine große Zahl

frummer Slächen, die fich zu gleicher Zeit nach allen Regionen des Raums ausbreiten.

Nun aber haben die Ebenen, auf welchen man die Projektionen ausführt, nothwendig

eine begränzte Ausdehnung; befäße man daher Fein anderes Mittel, um die Natur einer

frummen Fläche Fennen zu lernen, ald die zwey Projektionen eines jeden Wunfts, durd)

welchen fie geht, fo wäre dafjelbe nur auf diejenigen Punkte ver Fläche anwendbar, die

der Ausdehnung der Projeftionsebenen entforächen, alle jene, welche darüber hinaus IA:

gen, Eönnten weder ausgedrückt, noch erfannt werden; und fonad) wäre die Methode uns

zureichend. ©ie ermangelte endlich) der Fruchtbarkeit, weil man Nichts daraus ableiten

Fönnte, was Bezug hat auf die tangirenden Ebenen der Flächen, auf ihre Normalen,

auf ihre Wendungslinien, auf ihre Nückfehrfanten, auf ihre vielfahen Punkte, auf_ihre

vielfachen Linien, auf alle jene Eigenfihaften endlich, weldhe nothwendig betrachtet werden

müffen, fobald man auf einer Frummen Fläche arbeiten will,

E3 bedurfte daher noch einer ferneren Annahme, welche‘ vereinbar mit der Erften,

diefelbe überall’ ergänzte, wo fie nicht zureichte, Auf diefe weitere Annahme follen uns

die folgenden Betrahtungen leiten,

53. Gleich wie eine Linie eine Reihe von Punkten des Raumes ift, die nad)

einem gewiffen Gefee der Stetigfeit unter fidy verbunden find, eben fo ift eine Fläche,

das Ganze aller Punkte des Raumes, welche eine befonvdere Eigenthümlichfeit gemein ha;

ben. Wenn aber ein Punkt fih im Raume nad) irgend einem Gefeße bewegt, fo ift der

geometrifhe Ort feiner Bewegung eine Linie, Laffen wir eine Linie, fih nad) irgend ei

nem ©efeße im Naume bewegen, wobey fie entweder, indem fie ihre Stellung verändert,

ihre Geftalt unveränderlich beybehalten, oder zu gleicher Zeit Stellung und Geftalt ver
5 *
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andern Fann, ohne jedoch ihre Natur zu wechfeln ; fo ift der geometrifhe Drt ihrer Bes

wegung, oder was daffelbe ift, da3 Ganze aller auf einanderfolgenden Stellungen, welche:

Die bewegliche Linie nacheinander einnahn, eine Fläde.

Man fann dem zufolge eine Frumme lache betrachten, ald fen fie durd) die Ber

wegung.einer Linie von beftändiger oder veränderlicher Geftalt entftanden: und die Fläche

wird beftimmt feyn, fobald man folgende drey Stüde Fennt: 1tens die Geftalt der be

weglichen Linie, 2tend Das Gefeß ihrer Bewegung und Itend das Gefeß ihrer Geftalt-

veränderung.

54. Diefe Betrahtungsweife der Frunmen Flächen: ald den Drt irgend einer be;

weglichen Linie, deren beftändige oder veränderliche Geftalt in jedem Augenblie der Be

wegung gegeben ift, hat man in der darfielenden Geometrie angenommen; fie bildet Die

Ergänzung der Projeftionsmethode; und wir werven häufige Gelegenheit Be und von

ihrer Einfachheit und von ihrer Fruchtbarkeit zu überzeugen.

55. Wir werden ver beweglichen Linie, ourch deren Orts» undGeftaltveränderung

eine Frumme Fläche entiteht, ven Namen der Erzeugungslinie diefer Fläche geben.

; Gewöhnlih ift dad Bewegungsgefeß einer Erzeugungslinie dadurd gegeben, daß

diefe Linie eine beftimmte Stellung in Bezug auf andere befannte Linien haben foll;

Diefe Zeisteren werden wir die Leitlinien ver Fläche nennen.

56, Alfo nit durch Die Angabe der Projektionen einzelner Piünfte, durch welche

eine Frumme Fläche geht, wird die Geftalt und Stellung verfelben beftimmt, fondern das

Dur, Daß man die Mittel angiebt, um für jeden beliebigen Punkt einer Fläche die Er:

zeugungslinie Eonftruiren zu Fönnen, in der Stellung und ©eftalt, vie fie haben muß,

indem fie durch diefen Punft geht, und wir ftellen daher den Grundfaß auf: eine Frums

me Slähe ift beftimmt, wenn men für jeden Punft derfelben,, deffen eine Projef:

tion beliebig angenommen feyn Fann, die Drojeftionen der Krzeugungslinie zu Fon:

fteniven weiß, welde durch diefen Punft gebt.

57. Man fann e3 ald eine Folge diefer Annahme betradhten, daß wir die Ebene,

Die einfachfte aller Flächen, nicht dürd vie Angabe von drey ihrer Punkte beftimmt ha

ben, welde hinreichend wären, um ihre Stellung feftzufeßen; fondern durdy Angabe ihrer

Riffe, von denen man jeden als die Erzeugungslinie der Ebene betrachten Fann, welche

fih fo bewegt, daß alle ihre Punkte Parallelen zu dem zweyten -Niffe befehreiben.

Sn den folgenden Nummern werden wir die -Erzeugungen einiger befonderer Gat-

tungen von frummen Flächen durchgehen, und dadurd) dasjenige noch Deutlich) machen,

was Diefe Allgemeinheiten allenfall$ dunfel gelajfen haben Fünnten,
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Bon einigen frummen Flächen insbefondere.

Don den Cylinderfläben,

58. Die Eylinder werden hauptfächlid auf folgende zwey Arten -erzeugt. Erfilich
Durd) Die Bewegung einer geraden Linie, welche, indem fie beftändig parallel zu einer.
gegebenen Richtung bleibt, fich bey ihrer Bewegung auf eine gegebene frumme Linie

fügt; oder zweytens, durch die Bewegung der Krummen, welche im erften Fall alö

leitende Linie diente, und weldhe fi fo bewegt, daß, während fie fih immer mit dem

nemlichen Punkte an eine gegebene Gerane anlehnt, alle ihre übrigen Punkte Parallelen

zu diefer Geraden befchreiben, 7

Die erfte Erzeugungsart der Cylinder durd) Die gerade Linie ift die, unter welcher

man. diefe Flächen am gewöhnlichften betrachtet, San beyvden Arten bleibt übrigens die

Erzeugungslinie beftändig von Geftalt, fie verändert bios ihre Stellung im Raume,

E8 ift aus Dem Gefagten erfichtlih, Daß e3 fo viele Arten von Eylindern gäbe, als

fi) verfchienene Leitlinien nehmen Taffen, um Die Bewegung der geraden Erzeugungslinie

zu leiten, und Daß man mit einer nemlicyen Leitlinie wiederum unendlich verfchiedene

Barietäten von Eylindern bilden fünne, je nad) Der verfchlevenen Neigumg, welde man

der geraden Erzeugungslinie giebt.

Eine für die darftellende Geometrie fehr wichtige Klaffe von Eylindern find die pr or

jeftirenden Slächen ver Frummen Linien (Art. 13). Dies find Cylinder, welche als

- Leitlinien die Projeftionen der Krummen haben, und deren Erzeugungslinien fenfrecht

auf die Projeftionsebenen find.

Wenn die Leitlinie eined Cylinders eine ebene Kurve ift, fo heißt fie gewöhnlich die

Bafis oder Grundlinie veffelben. Ze nachdem diefe Bafis ein Kreis, eine Elliyfe,

eine Parabel u. f. w. ift, erhält die Fläche die Benennung: Freisförmiger, ellipti-

fher oder parabolifher Eylinvder 2 Ferner find die Eylinder gerade oder fchief,

je nachdem die gerade Crzeugungslinie fenfrecht oder fhief auf die Ebene der Grundli

nie ift.

Jede einzelne Stellung der geraden Erzengungslinie nennt man in den mechanifchen

Künften eine Kante des Cylinders.

ManFann die Cylinder als Prismen von unendlih fdhmalen Geiten betrachten,

oder vielmehr als die Gränze 'aller Prismen, deren Grundlinien um die der Cylinder

umfohriebene oder eingefchriebene Wolygone find. .
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von den BRegelflädben.

59. Die Kegelflächen haben fo wie die Eylinder ebenfalld zwey Haupterzeugungs:

arten, Man Fann jie einmal betrachten ald dur) eine unbeftimmte Gerade hervorgebracht,

welche immer durch einen gegebenen feften Wunft geht und ficd) dabey auf eine gegebene

Kurve als Leitlinie ftüßt. Der einzige Punkt, durch den die Gerade immer geht, ift der

Mittelpunft ver Fläche, fehr ungeeignet hat man ihm den Namen de8 Scheitels

gegeben,

Man Fann die Kegelflähen au, auf eine zweyte Art erzeugen, welche wir bier zu

mehrerer Einfachheit, nur auf diejenigen von Freisförmigen Leitlinien anwenden wollen.

Diefe Flächen können betrachtet werden, ald von einem Kreife durchlaufen, welcher fich

fo bewegt, daß, während fein Mittelpunkt immer in der nad) dem Mittelpunkt ver Fla-

che gerichteten Geraden bleibt, fein Halbmefjer in jedem Augenblif der Bewegung pro:

portional fey, zu der Entfernung feines Mittelpunfts von jenem der Fläche.

E38. ift einleuchtend, daß, fo wie Die Ebene des Kreifes fi gegen. den Mittelpunkt

der Fläche bewegt,,der Halbmeffer veffelben abnehme, und Null werde, wenn die Ebene

Durch) den Mittelpunft geht, und daß Diefer Halbmeffer feine Richtung ändere, um fofort

unbeftimmt zu wachfen, fo wie die Ebene, nachdem fie den Mittelpunkt paffirt hat, fi

mehr und mehr von demfelben entfernt.

Bey diefer zweyten Erzeugungsart ändert der Kreis, welcher Erzeugungslinie ift,

nicht nur die Stellung, er ändert aud) die Geftalt, weil er den Halbmeffer ändert, und

folglih Krümmung und Ausdehnung.

60. Der Mittelpunkt vereinigt zwey durchaus gleihe Theile eines Kegel, welche

zufammen aber nur eine und diefelbe Zläche Fonftituiren. Wir nennen jeden diefer Theile

ein Nez der Flähe, ES ift diefed ein allgemeiner Grundfaß, daß man ald zu einer
und derfelben Fläche gehörig alle jene Theile zu betrachten hat, welche durch eine nemliche

Bewegung, oder durch eine nemliche Linie in ihrer ganzen Ausdehnung erzeugt werden

fönnen, und wir nennen im Allgemeinen jeden foldhen Theil ein Ne viefer Fläche,

Die Eintheilung einer Fläche in Nebe ift ganz analog mit der Eintheilung der Kurven

“in Zweige oder Schenkel,

61. Die Familie der Cylinderflächen Fan alin jener der Kegelflächen mitbegrif:

fen betrachtet werden; um Diefes einzufehen, venfen wir uns die Leitlinie eines Kegelö in

einer unveränderlichen Stellung, und nehmen wir an, Daß der Mittelpunft der Fläche,

nad) weldhem alle geraden Erzeugungslinien zufemmenlaufen, in eine unendliche Entfer:

nung von. diefer Leitlinie übergehe, fo werden alle. geraden Erzeugungslinien eine parallele

Stellung unter fih nehmen, und die Fläche wird fi in einen Cylinder verwandeln.
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Wegen diefer Analogie der beyden Zlächenfamilien wendet man audh auf beyde die

gleiche Benennungsweife an; fo nimmt man die ebene Leitlinie den Namen der Ba:

fig oder der Grundlinie, und jede einzelne Stellung ver geraden Erzeugungslinie die

einer Rante der Kegelfläche an ıc.

Die einfachfte aller Kegelflächen ift ver gerade Freisförmige Kegel, er hat

ald Grundlinie einen Kreis, und der Mittelpunft der Fläche liegt in der Are Diefes Krei;

fes, weldye zugleich der Are des Kegels ift.

Der fchiefe Freisformige Kegel hat ald Grundlinie einen Kreis, aber die aus

dem Mittelpunkt der Grunplinie nad jenem der Fläche gezogene Geraden ift nicht fenk

recht auf die Ebene diefer Grundlinie,

Man kann die Kegelflächen al3 die Gränzen der Pyramiden betrachten, deren ge

meinfchaftlicher Scheitel im Mittelpunkt ver Fläche liegt, und deren Grundlinien um Die

des Kegel umzfchriebene oder eingefchriebene Polygone find, (Man fehe in Bezug auf

die Kegel: und die Eylinderflähen die Note 1 zu Ende diefes Buches).

Don den Umdrebungsflädben.

62. Wenn man irgend eine gerade oder Frumme Linie, von einfacher oder dops

yelter Krümmung, fi dergefialt um eine feite Gerade als Are drehen laßt, daß jeder

Punft der beweglichen Linie immer in gleichem Abftande von jedem Wunfte der Are

bleibt, fo erzeugt man durch die Bewegung Diefer Linie eine Umdrehungsfläde,

Seder Wunft der Erzeugungslinie einer Umorehungsfläche befchreibt bey ihrer Dre

hung ven Umfang eined Kreifes, Die Ebenen aller Ddiefer Kreife find fenfrecht auf die

Are und ihre Mittelpunfte liegen in diefer Are, Wenn man durd) irgend einen Nunft

der Erzeugungslinie und Durd) Die Ure eine Ebene annimmt, fo lafffen fich alle viefe

Eigenfchaften, nach dem was wir (Art. A2 u. 43.) über die Bewegung einer Ebene und

eines Wunfts in verfelben gefagt haben, leicht. erklären,

- Die Umoprehungsflächen fönnen ‚auch betrachtet werden, aals dr einen Kreis erzeugt,

welcher fich fo bewegt, daß, während fein Mittelpunft immer in der Are bleibt, und feir

ne Ebene immer fenfreht auf Diefe Are, fein Halbmeffer in jedem Moment der Bewer

gung gleich fey der Entfernung des Punfts, in welchem die Ebene des Kreifes die Are

durchfchneidet, von demjenigen, in welchem fie eine im Naume gegebene Kurve trifft,

Hiebey ändert Die Erzeugungslinie, deren Geftalt bey der erften Erzeugung beftändig

blieb, zu gleicher Zeit Stellung und ‚Geftalt.

63. Wenn man aus allen Punkten einer doppelt gefrümmten Erzeugungslinie ei

ner Umorehungsfläche Senfrechte auf die Are gefällt venft, und an derjelben beendigt, fo
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find 'diefe die Halbmeffer der von jenen Punkten befehriebenen Kreife, und- ihre Zußomt

te auf der Are find Die Mittelpunkte diefer Kreife, Nun aber werben diefe Halbmeffer

weder ihre Abflände von einander, noch ihre Größe ändern, wenn man fie fämmtlid auf

eine durch Die Are geführte Ebene zurüdklegt ; ihre Enppunkte, die immer noch ver Fläche

angehören, werden eine befondere ebene Kurve bilden, und diefe ebene Kurve wird

daher durch ihre Umprehung um die Are diefelbe Fläche erzeugen, wie die vorgelegte Erz

zeugungslinie von doppelter Krümmung, Es läßtfi eben fo leicht bemweifen, dag nicht

nur die genannte ebene Kurve, fondern, im Allgemeinen, jede auf einer Umdrehungss

fläche verzeichnete Zinie durch ihre. Rotstionsbewegung um die Are wiederum die

nemliche Släche erzeugen müffen. Se

Man nennt eine durch die Are einer Umprehungsfläche gehende Ebene eine Meris

dianebene, und die Frumme Linie, nad; welcher eine folhe Ebene die Zläche fehnei:
det, einen Meridian verfelben,

Die Kreife, aus denen man. eine Umbrehungsfläche zufarnmengefeßt betrachten Fan,

und deren Ebenen fenfreht auf die Are und parallel unter fich find, Ren die Daral

lelfreife oder auch blos, die Warallelen der Fläche.

64. Die Klaffe der Umprehungsflächen ift eine der zahlreichften, welche in den Kün-

fien angewendet werden und ihre Berfertigung ift eine der einfachften. E83 giebt fo viele

Familien derfelben, als fich verfihiedenerley Linien, oder auch felbft Zufammenfeßungen von

Linien zu ihrer Erzeugung nehmen laffen, und diefe Samilien zerfallen wiederumin fehr

unterfchiedene Arten, je nad) der Stellung ver Are in Bezug aufdie Erzeugungslinie.

Die geraden Kegel und Cylinver von Freisförmigen Grundlinien find Umprehungs-

flähen, weren Meridian aus zwey geraden Linien gebildet wird,

Die Kugel entfieht dur Die Umöorehung eined Kreifes um einen feiner Durchmef;

fer. Wenn die Are, um welche ein Kreis fi dreht, nicht Durch den Mittelpunkt deffel-

ben geht, fo bildet man eine Fläche, welche zu der Familie ver ringförmigen gehört. Die

Pinge,die in den mechanifchen Künften fo haufigvorkommen, find eine befondere Art diefer

Slächenfamilie,

65. Wir wollen viefe Aufzählung befonderer Frummer Flächen für den Hugenblid‘

nicht weiter fortfeßen; die angeführten Benfpiele werden die Nichtigfeit unferes oben auf:

geitellten Sabes deutlich gezeigt haben: » Daß ed Feine Frumme Fläche gäbe, veren Geftalt

„und Stellung nicht vollfommen durch die genaue und vollftändige Angabe ihrer

„Erzeugung beftimmt werden Eönnte» Es ift hiebey nur noch folgendes zu bemer-

fen. » itend da es leicht if, fürjede Frumme Fläche mannigfache Erzeugungsarten anzur
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- geben,fo Bleibt‘ ed der Sefchieklichkeit und dene Scharfiinm‘ des Arbeitendem überlaffen, in:

jedemeinzelnen Falle diejenige zu wählen, melde die einfahfte Kurve gebraucht, und Die

am. wenigften mühfamen Betrachtungenerheifcht: 2tend hat eine vielfache Erfahrung ge:

_ zeigt, Daß, anftatt bey jeder frummen. Släche nur eine einzige ‘ Erzeugungsart zu betrady

ten, was das Studium: des Gefeßed der Bewegung und der Geftaltveränderung der Erz

zeugungslinie erfodeite, ed oft weit einfacher fey, zu gleicher Zeit zwey verfchledene Er;

zeugungsarten zu betrachten;, und für jeden beliebigen Punft die Konftruftion zmeyer

Erzeugungslinien anzugeben

66. Um aneinem Beyfpiel zw zeigen, mit weldier Einfachheit und Sruchtbarfeit

die vorgetragene Betrachtungsweife der Erummen Flächen fid zu allen graphifchen Oper

rationen mit denjelben anmenden laffe; nehmen wir an, e& fey eine Frumme Fläche gege:
ben, und es folle der. Durchfhnitt diefer Fläche mit einer gleichfalls gegebenen Ebene fon;

ftruirt werden. Wenn die Erzeugungslinie der ‚vorgelegten Fläche in irgend einer ihrer

Stellungen die gegebene Ebene durchfchneidet, was in einem oder in ‚mehreren Punften ,

gefchehen Kann, fo gehören diefe Punkte, vd» fie zu gleicher Zeit auf der Fläche fomopl,

als auf der durchfchneivenden Ebene liegen, offenbar dent Durchfchnitte Diefer beyden an.

Hat man daher eise hinreichende Anzahl von. Stellungen der Erzeugungölinie Fonftruirt,

und die Begegnungspunfte einer jeden mit der durchfchneidenven Ebene beftimmt, und

man verbindet die Vertifalprojeftionen Diefer Begegnungspunfte durd) eine erfte Frumme

Linie, fodann die Horizontalprojeftionen verfelben Munfte durch-eine zweyte Krumme, fo
hat man diebeyden Wrojektionen der gefuchten Durchfchnittölinie, und zwar um fo ge
nauer, je mehr Degegnungspunfte Der durchfchneidenden Ebene mit den verfhiedenen Er:

zeugungölinien man beftimmt haben wird, ;

Die Konftruftionen der ebenen Schnitte ver Frummen Flächen. undder Durhfihnitte

Diefer Flächen unter fich, find der Gegenftand des 3ten Buches... In dem: weiteren Kar

piteln ded gegenwärtigen Buches werden wir und mit. der Ronftruftion der tangirenven

Ebenen und der Normalen zu den frummen Flächen befohäftigen,
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- Bon den Tangenten, den tangivenden Ebenen und den Normalen zu den
frnmmen Linien und Flächen.

67. Nah der gemeinhin in Der Geometrie angenemmenene Crflärung it eine

Erumme Linie diejenige, deren Richtung fifletig verändert, Denken wir ung an irgend:
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