Crilarungen und Grundbegriffe. e

- feyn ald Ciner von den adyt BVejtimmten, unter welden man thn nidt anderd, ald mit;
telft einiger bejondeven Vedingungen ausdjeichnen fann. -

MWenn man jum BVepfptel, bey der Ungabe ded Abftanded von Ter evfien Ebene
A, jugleich ausorit€t, auf welde Seite, in Beyug auf diefe Chene, der Ubftand genom:
men werden mifje, fo bleiben, ftatt 3wey, u der Gbene A parallelen Gbenen, nur Cine
su betradyten, jene nemlidh, weldye, in Beyug auf diefelbe Ebene, auf der nemlichen Seite
liegt, auf weldyer die Cutfernung gemeflen werden foll. Wenn man eben fo angiebt, auf
weldyer @eite, in Vetreff der ywepten Ebene, die CEnifernung genommen werden foll, fo
fhlicpt man die Betradytung Ciner der ywey CEhenen aud, bdie ju der Jweyten parallel
find, uno e giebt nicht mehr ald eine Gbene, deren Punfte dDer ywepten Vedingung ent:
foradpen.  Wereiniat man diefe Bedingungen, fo fann der Punft nid)t mebr in den vier ges -
raden Durd)fdnittdlinien der vier, je ywey und ey parallelen Cbenen [iegen, fondern nuc
in vem Durdyfdynitte jweyer Shenen; dad heifit in einer, der Stellung nad) befannten geras
pen Linte. Giebt man eudlid) nod) an, auf mecher Geite der Punft gelegen feyn muf, in
Beyug auf die dritte Cohene, fo bleibt von den pwey, 3u der Ddritten parallelen Cbenen,
nur eine, deven fammtlidhe Punkte die legte BVebingung erfiillen; und um ju gleider Jeit
allen Bedingungen Geniige 3u thun, muf der Punft fid) in dem Durdynitt diefer drits
ten Gbene mit Der einjigen Geraden, der Durd)fdynittslinie der wey Crifen befinden;
Gr fann daber mit feinem Undern im Raume mebr verwed)felt werden, und er ifff foIg;‘
Lidy burcf)aué beftimmt,

6. @8 ift fonad emIeucbtenb paf die CEbene, obwohl fie in Si!ucf;tcf)t ihrer %Ib
meffungen, fein fo_einfader Gegenftand ift, al8 die gerade Linie, die nur eine Abmeffung
bat, und ald der Punft, der gar feine hat, dennod) mehr Vequemlidhfeit jur Veftim:
mung eined Punftd im Raume darbiethe ald der Punft und die gerade Linie. Diefed
Lerfabren gébraucbt man aud) gemeinlid) bei Wmwendung der AUlyebra auf die Geome:
trie, wo man, um die @tellung eined Punfted u finden, gewohnlih deflen Cnifernun:
gen von brey Cbenen von befannter Stellurg fudt,

Nber in ber darfielenden Geometrie, weldhe fhon feit viel Langever Jeit, von weit
mehr Menfdhen in Amwendung gebradyt wurde, und von Menfhen , veven Jeit Fofibar
war, baben fich die Berfabrungdarten nod)y mehr veremfadt, und, ftatt der Betradytung
vor drep Gbenen ot man, mittelft der Projeftionen dabin gc[angt unumganglich nidt
mehr als 3wey nodihig ju haben, |

| NiethHode Der Projeftionen.

7. Man nennt ‘Projeftion eined Punfted auf eine Chene, den {%ug Dey
®evaven, weldye von bem S}Z‘)un’fn\. fenivedit auf die Ehene gefallt it
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Diefed angenommen, wenn man swey Ebenen bat, von befannter Stellung im
Raume, und wenn man auf jeder von diefen Ebenen die Projeftion d¢s Punkbtes
giebt, deffen Stellung man erfldven will, fo ift diefer Punkt voltFommen beftimme,

Sn der That, wenn man fid) durdy die Projeftion auf dev erjten Shene, eine Sentred): -
te auf diefe Ghbene denft, o iff einleudhtend, daf diefelbe durd) den ju beftimmenden LPunft
~geben werde; eben fo, wenn man fidh durd) feine Projeftion auf der wepten Chene, eine
@entredite auf diefe Ehene denft, fo muf diefe gleichfalls durd) jenen Punft gehen.. Dies
fer Punkft liegt Demnach 3u gleicher Seit in jwey geraden Linien, von befannter Stellung
im Raume, er fann dabher fein andever feyn, ald der eingige Punft thred Durd)fdhnitts,
und er iff jonady vollfommen hbeﬂimmh f * |

8. Wir nennen die Ehenen, auf welde man die Punfte ded Rauned projeftirt,
Projeftiondebenen, den Senfrechten, mittelie weldyer jene Puntte auf die Chenen
projeftivt werden, geben wir die Venennung projefiivende Linien ' .

9. Taf. I. Fig. 1. @8 fey ABC D E. . . eine auf belichige At im Naume geles
gene Linie; wenn man aud jedem Punfte diefer Linie eine Senfredite auf eine Cbene M N
P Q fallt, fo bifven die Fufpunfte a, b, ¢, d, e,. .., ver Senfrediten auf diefer Chene,
eme newe Linie a bcd.e, welde man die ‘pw;eftwn der Linie A B C D E auf der
Gbene M N P Q nennt. -

10. Taf. 1. Fig. 2. 3ft die gegebene Emte eine Gerade A B, fo liegen die Sent:
vedyten, welche aus ihren fammtlichen Punften auf vie Projeftionsebene M N P Q gefallt
find, i Der Chene, weldyer durd) die A B fenfrecdit auf die Projeftionsebene gefithrt ift, die
Sufpunfte jener Genfrechten fallen vaher in den gemeinfhaftlichen Durdyfchnitt diefer beyden
Ebenen, weldyer wie befannt eine gerade Linde bilvet; die .projel’tio_n einer Geraden ift
folalich ebenfalls eine Gerade. | |
| Wenn man dabher nur die Projeftionen «, & von 5mcp Punften A, B einer @erabem

A B (Fig. 2.) bat, fo ift Die durd) diefe Puntte geyogene @erahe a b e Projeftion der
Seraden A B, .

‘€3 folgt hieraus, daff, wenn dic geqebene Gerave felbfE fenfredyt auf pie Projeftions-
ebene ware, ihre Projeftion fid) auf einen eingigen s}Bunft veduzive, auf jenen nemlich, in
weldyem fie felbft die Projeftionsebene trifft.

- Die CGbene, weldye von den projeftivenden Seraden, fammtlicher Puntte einer gerabm
Linie gebildet wird, werden wir die projeftirende Chene der Geraden nennen. |

117 "Faf, I, : Fig, 3. Sobald auf swey nidt pavalielen Ebenen L M N O,
M N»E QO die Projebtionen @ 8, &’ & einer pemlichen unbeqrensten Geradenr A B
gedeben {ind, fo ift diefe Gevade beffimme; Yenmw went man fid) durdy die Projeftion

-
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a b eine Gbene fenfredt auf die Projefrionsebene I, M N O venft, fo muf diefe Ehene,
veren @tellung befannt ift, nothwendigerweife durd) die Gerade A B gebeny eben o, wenn
man fid) durd) die andere Projeftion o' o eine fenfrechte Cbene auf die L M P Q) ventt,
fo mug diefe Cbene, deren Stellung befannt ift, durd) die Serade A B gehen; die Stellung

diefer Geraden, weldye fid) ju gleicher Jeit in ywey befannten Cbenen befindet, und folglid) =

in tbrem gemeinfchaftlihen Durdyfdynitte, ift daber gany beftimmt.

; - Uus weldyer Anzahl von Seiten ein Polygon jujammengefesst [er)n mag, me[d)e
@etten ubrngené in der nemlichen, oder in verfthicdenen Gbenen enthalten feyn Eonnen, fo
it durd) gwey Projeftionen diefed Polngonsd auf ey nidt parallelen Shenen, jede Seite
deflelben Beftimmt, und folglih it ed8 audy vad Polygon felbft nady Geftalt und @tclfung
im NRaume,

Um von diefer Geftalt und Stellung aus den beyden Projeftionen efnc veutliche Lor:
ftellung abjuleiten, betrachte man jede diefer Projefiionen ald die Bafid eined gevaden Prid-
mag, dad im Raume, an dem projeftivien Polygon beendigt ift, fo wird Diefed Den gegen:
feitigen Durd)fdhnitt jener jwey Pridmen [n[ben, Die 1breuett6 felbit nacb Form und Stel
- Tung ganglicd) befannt find.

| 13.  Jrgend eine frumme S‘tme (Rurve) befteht aus einer NReibe von Nuniten desd
Raumes, die nad) einem gewiffen Sefetse dev Stetigfeit aufeinander folgen, Nun aber iff
die Stellung eined jeven Punfted beftimmt, wenn man die Projeftionen deffelben awf wey
verfdyiedenen Gbenen fennt, (Urt. 7.); e3 folgt hievaus unmittelbar, daf die Sorm und
Stellung. einer jeden Frummen Linie befiimme_ift, durd)y die Projebtionen  diefer

- Linie auf swey nicht pavallelen Ebenen

Betradyten wir (Fig. 1.) alle projeftivenden Servaden A o, B b, Cc. D d « . 3,
die aud den fammtlichen Punften der Frinmunen Linie A B C D auf die Ehene M N' P Q
gefallt find; fo biloen diefe offenbar eine eigenthiumliche Erumme Flade, weldhe durd) Dte
Krumme A B C D und durd) ihre Projeftion a & ¢ d auf der Cbene M N P Q gebt,
Man fann daber vie Projeftion einer Frummen Lnie anfehen, ald den Durdhfdhnitt der
PDrojeftiondebene mit einer Flade, weldhe aus ven projeftivenden Geraden aller Punkte der
~vorgelegten Krummen gebildet wird, und die man aud diefem Grunde die projeftivende
Sladye jener Rruntmen nennt, 3 |

$Hat man 3wey verfdhiedene Projeftionen einer frummen Linie, fo {ind mit Diejen urs
gleid) aud) 3wey pro;efﬂrenbe Slachen der Krummen nad) Geftalt und Stellung ‘gegeben,

- e—

*) Wiv werden im gweyten Bude (Art. 58.) fe[)en, baﬁ bzefe proleftwenben laden ber Eruma
- men Qinien, ju bdem Gefdledte ber Cylinder geboren,

2
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auf denen beyden Ddie projeftivte RKrumme su gleidper et ge[egen tft und deren gcgcnfextu
gen Durdfdnite fie folglich bilvet.

Wenn ufolge ved] Gefesed, welches die Punfte einer Linte unter fid) verbindet,
piefe Punkte n einer Gbhene liegen, fo nenntman die Linie einer ebene Krumme, im ane
pern Fall heift fie eine Erumme Linie von doppelter Krammung.

14. Alle bisher aufgeftellten ©ae, ttber vie Projeftionen ded Punftd, der geraden und
per frummen Xinte, find bdburdyausd unabbingig von der Stellung der Projeftionsebenen;
und fie haben glehwodl ihre Gultigkeit, weldjen Winfel aud diefe 3wey Gbenen unter {id)
biloen mogen. Whre jedod) der, von bepven Projeftiondebenen gebildete Winfel febhr
ftumpf, o wiwden die Winkel, ven die auf ihnen fenfrechten Gervaden und Cbenen bilden
Jebw fpis, und in der Ausdubung Fonnten Fleine Febler febr bedeutende Jrrungen in der
Stellung der Punfte und Linien herbey fulhren. Um dieje Unvidtigleiten 3u vermeiven, fugt
man ed immer {o, daf die beyden Projeftiondebenen redytwinflig unter fid) find, wenn man
anders nidt, irgewd einer groferen Bequemlidifeit wegen, fid) su einer Aenderung bhierin be:
ftimmen laft. Da Gberdem der grofte Theil ver Kinfiler, welche die Projeftionsmethode
amvenden, febr vertraut {ind mit der Stellung einer Hovizontalebene und mit der Ridytung
ved Genfels, fo haben fie die eine der beyden Projefrionsebenen als boug,onta[ angenom:
men und die andere ald vertifal, |

Wir werden der Kirge wegen, in SJufunft die horizontale Projeftiondebene voryugs:
weife die Hovizontalebene nennen und bdie vertifale Projefrionsdebene, .g[eicbfallé V0T
sugdweife die Vevtitalebene. -

15. Die RNothwendigleit ed {o einyuridhten, daf bey den Jeidhnungen die beyden Pro-
jeftionen auf einem und demfelben Blatte feyen, und bey den Arbeiten im Grofien, auf der
nemflichen Grunofladhe — 3. B. wie bey dem Reifboven der Jimmerleute — hat die
Kuanftler nod)y fexner vevanlafit anjunebmen, vag die Vertifalebene fich um ihren Durd):
- fdynitt mit der SHovizontalebene, wie unt ein Sdarnier orebe, um fid)y auf die leBtere nie
deryulegen, und mit ibr nur eine und diefelbe Ebene ju bilden, und in diejer Lage ibre Pro-
jeftionen 3u fonftrutren. |

- Demnady ijt die BVertifalprojeftion eigentlich immer auf einer SHorizontalebene veryeid)
net, und man muf fie fid) beftandig, mittelft einer Wierteld Umbdrehung um den Durd):
fhuitt ver Vertifalebene mit der .bortgontalebene aufgerichtet und wieder an ihren Plag
suritdigelegt denfen. '

Den Durdyjdnitt der beyden Projeftionsdebenen, roeldher fef)r veutlid) auf den Jeid):
nungen angegeben jeyn muf, nennen wir die Projeftiongare.

Yuf diefe Art wird in der Figur 3 die ‘Projeftion o' & der Seraden A B nitht auf
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einer wirflidh vertifalen Cbene gemadyt; man ftellt fid) vor, diefe Ebene habe fidy unv die
Gerade L M gedreht, um fid) auf die Horvizontalebene aufyulegen und in diefer Stellung
der Cbene wird die Bertifalprojebtion o’ &' audgefuhrt. -

16.  Uufer der BVequemlidhfeit in der Ausfiubhrung, welde diefe Unordnung darbietet,:

gewabrt fie nod) den Lortheil, die Wrbeit der Vrojeftionen abyufitryen, denn . der Ibat,
. nehmen wir an, die Punfte o, o’ (Fig. 3.) feyen die horizontale und vertifale Projeftion
ved Punfted A, fo ift bie, durd) die Geraden A a, A & gefubrte Cbene ju gleiher Seit
fenfredyt auf beyde Projefrionsebenen, weil fie urd) ywey Gerave geht, weldhe fenfredst auf
diefelben find; fie ift Daber aud) fenfredht auf die Projeftiondare L M, dem gemeinjd)aftlichen
Qurdhfdhnitt der Projeftiondebenen; und die Geraden a C, @' C, nady weldjen fie diefe beyr
pen Ebenen {dneivet, find felbft fenfrecht auf L M. *
. Nun aber, wenn fidh die WVertifalebene um die Projeftiondare, ald Sdharnier drebt,
fo' hort die Geradbe o C wabrend diefer Bewegung nidt auf fenfredyt auf LM ju feyn,-
und fie ift nod) fenfred)t auf diefelbe, wenn fie, nadypem vie Bertifalebene niedergelegt
ift, die Otellung C a” genommen hat. Die ywey Gevaven a C, a” C, da fie beyde
burd) den Punft C gehen, und beyde fenfrecht auf L. M find, legen daber, Cine in Dev
Berlangerung der Unvern: eben fo verbdlt es fid) mit den SGeraden o D, 4” D tn Bes~
jug auf jeden andern Punft wie B. €3 folgt Hievaud, daf, wenn man die Gorizon:
talprojeftion eines Punktes Dhat, die Projeftion Odiefes Punkis quf dev umnliegend
aedadbten VertiBalebene, i1 der Gevaden liegen muf. welde durd) die Hovison:
talprojettion fenfredht auf die ProjeFtionsare gezogen ift. und eben fo umgetehre,
Fur die Ausitbung dufierft widytiges Rejultat.

17. Um nad) diefen Annahmen ein Seihnungsblatt ald Projeftionsebene anjuords
en, fange man damit an, die Mitten der beyden gegeniiber ftehenden fdmalen Seiten
ded Vlatted ju bezeichnen, und jiehe durd) diefe Mitten eine Gerade wie X Z, Taf. II
(dte Figuren der Zafel I. find nidyt nad) der Projeftiondmethode gezeidhnet); auf die
Gerave X Z ervidhte man mittelft ded Sirfeld und Lineald, obhne Vepbilfe ves Winfel:
mafied, die Senfredite. V W, fo dag durd) diefe beyden Linien das 3etd)nungﬁbfatt
n vier, ungefabr gleidye Thetle gethetlt werde.

Wenn mebrere Figuren auf ein Blatt fommen, o made man fir jede baﬂelbe Se-
viert , mebrere Figuren fonnen eine Seite ved Gevierted gemein haben und die andeve
pavallel, wie aud der afel II erfidhtlich ift. Die Seite L M ded Gevierted der weyten
Figur nehme man als Projefriondaxe, und ed fey A (Fig, 2.) die Hovizontalprojeftion
'irgenb eined Puntted; wenn man durd) diefen Punft A auf die Projeftiondare [. M
bie @enfredite A C a ervidhtet, fo muf die Vertifalprojeftion deff clhen PVunfté raend wo

_ 2 *
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in diefer Genfrechten liegen: ed foy o diefe Projefrion. Obgleich die ywey Theile A C
und ¢ C der Geraden A C a nur eine eingige Gerade bilven , weldye die Projeftiondare
in eimem Punfee C fdyneivet, fo muf man fidh) odiefe Theile ald Seiten ecines redyten
Wintels denfen, deffen Sdeitel in C iff, und deffen eine Seite A C in der Hovizontalebene
liegt, und die andeve tn der Vertifalebene; und pa diefe Seiten A C, a C wedyelfeitig
parvallel 3u den projeftivenven Geraven ved Punfied tm Raume find, fo meffen fle e
Abftande diefes Punfts von der BVertifalebene und von der Hoiiyontalebene.

18. Aus oer rechtwinfligen Stellung der Projeftiondebenen unter fid) folgt ferner
nody, vaf alle, in einer von ihnen enthaltenen Punfte und Linien jugleih aud) ihre eis
genen Projeftionen auf diefer Chene feven , und vaf fie fidh auf die Undere nad) Der
Projeftiondare, als dem gemeinfamen Durdhfdhnitte diefer Ehenen projeftiven,

Wir mitffen hier bemerfen, daf die Projeftiondare nie al8 die Grange der Projef
tiondebenen betrad)tet werden darf, fie ift nur ihr wedfeljeitiger Durd)fchnitt, Diefe bey:
den Cbenen, unbeflimmt verlingert gedadyt, theilen den "gangen Naum in vier gleiche NRe
gionen, und in jede von diefen Fonnen die 3u projeftirenden Gegenftande fid) erftredens 0b-
fdhon man gewodhnlid) annimmt, dag fie voryugdweife den Nawm einnehmen, weldyer
pwifdien vem oberen Theile der %ertd‘alebene und dem vorderen Theile der Horizontals
ebene gefafit 1t. Diefem zufolge entforedien immer 3wey Spunfte, die auf einer und ders
felben Senfredhten auf die Projefriondare genommen find, einem beftimmten Punfte des
Raumed ald oeffen Projeftionen ; und eben fo Eonnen ftetd je ywey beliebig auf den Pro-
jettiondebenen gejogene] Gevade A B, @ b (Taf. II. Fig. 2.) al8 die Projeftionen einer
Geravent angenommen werden, deven Stellung im Raume durdh fie beftimmt 1jt. _

19. Bisher haben wir die gerade Linfe ald unbeftimmt betradytet und wir Datten
und dephalb nur mit ihrer Nidhtung ju befhaftigen, Wenn aber eine Gerade ald durdy
gwey Punfte begranyt angenommen werden mu§, fo fann nody auferdem verlangt wer
ven, ihre Groge ju fennen. Wi werden fogleid) -fehen, wie bie"e aud der Kenntnif
threr bepden Projeftionen abyuleiten fey. '

Wenn eine Gevade parallel it u einer der 3wey @[\enen . auf welde fie projefivt
wurde, fo ift hre Linge gleich hrer Projeftion auf diefer Cbene; denn die Gerade und
ibre Projeftion find durd) jwey Senfredite auf die Projeftiondebene begrangt, fie {ind
daber Parallele ywijdhen Pavrallelen und folglich von gleider SGrdfe. Jn diefem befon
ern Fall ift fonad) mit ver Projeftion ver Geraden aud) jugleih ihre Lange gegeben,

Wenn aber eine Gerade parallel u einer Projeftionsebene fepn foll, fo muf ihre
Projeftion auf der andern Ebene parallel wu der Projeftiondaxe fepn,

St eime Gerade ju gleicher Jeit {dhief auf bepde Chenen, jo ift ihre Lange grofer
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al3 die emer jeden ibrer- Projeftionen ; aber ne fann burd) eme fehr einfadpe .ﬁonﬁruf
tion Ddaraug abgeleitet werden.

Fige 1. Taf. I1. &3 fey LM%ro;eFtwnéare und A B, a b feyen bdie -bmaonm[
und Bertifalprojeftion einer geraden Linie, weldie durth jwey Punfte Begranot feyn fvﬂ,
veven Projeftionen A und «, B und b feyen: man verlangt die Lange ded Stiicfes der
Geraden ypwifdhen diefen beyden Punkten? ' _

Alm diefe Lange 3u erhalten, betradyte man die Gerade ald Hyvothenufe eined redt:
winfligen Drepects, defjen -eine Seite horizontal ift und gleid) der Projeftion A B, und
defen ywepte Seite vertifal iff und gleih e b, dad heifit, gleih dem Unterfdhied der £Ho:
ben beyder Cndpunfte der in Nede fiehenden Geraden. Man Fonftruirt diefed DOreped
invem man durd) den Punft  eine unbeftimmte Parallele a e mit der Projeftionsare
sieht, weldye die Gerade B b in einem Punfte ¢ fchneidet , - und fodann von e nad)
cine Lange.e o’ gleih A B oder A’ B trigt. Ourd) die Bollendung ded Dreyeds o’ e b
ethdlt man die Hypothenufe & b defielben von einer Lany ge gleich der Gefudhten, |

Da die beyden Peojeftiondebenen unter fidy fenfrecht find, fo hatte die fo eben auf
Einer von ibnen ausgefibrte Operation aud) auf der anbern gemad)t werden Fonnen,
und wiurde dad gleidhe NMefultat geliefert Haben. *)

20. AUusd dem WVorbergehenden ift erfidhtlich, daf, wenn man die o‘”f’) *Dro;eftwnm
eined Kovpers hat, der durd) ebene Flachen, geradlinige Kanten und oie. Sdetitel forpers
licher Winkel begramyt ift, lauter Projeftionen die fich auf dasd Syftem der gerabdlinigen
Kanten redugiven, ed leidht fey, hieraus die Lange jeder beliebigen Dimenfion, welde man
wolle 31 folgern; denn entweder ift diefe Dimenfion parallel 3u einer Projeftionsebene,
over fie it ju gleiher Jeit fdhief auf Bepde; im erften Fall ifi die gefud)te Ldnge der
Dimenfion gleid) threr Projefrion, im jweyten fann man fie burd) 0ag eben [befthriebene
%erfabren aud ihren beyden ‘prv)eftwnen ableifen,

YVon der Ebene

21, Um eine Ghene mittelft der Vrojeftiondmethode daryuftelien, iff, wie leiht einz
sujeben, ein andered Mittel erforverlid), ald dasjenige, deffen wir uns jur Darftellung
von Punfren und Linten bedient haben, Folgended hat man im Gebraudye.

Die bqfauﬂcumbe Ebene, wenn fie anderd md)t pavallel 3u einer von den Projek

o
oo dd s

*) &hbr bie Anfanger wird d—fcl;r nfiglidy fefn, wenn fie nidt nur diefe, fondern aud alle abn.
lien in der Folge diefes Vudes vovgetragenen Konfruftionen, auf einer und ber anrdern
Prejeftiondebene ausdfiibhren, |



