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- feyn als Einer von den acht Beltimmten, unter welchen man ihn nicht anders, ald mit: _

telft einiger befonderen Bedingungen auszeichnen Fann.

Wenn man zum Benfpiel, bey der Angabe des Abftandes von ter erften Ebene

A, zugleich ausdrückt, auf welche Oeite, in Bezug auf Ddiefe Ebene, der Abftand genom;

men werden müffe, fo bleiben, ftatt 3wen, zu der Ebene A varallelen Ebenen, nur Eine

zu betrachten, jene nemlich, welche, in Bezug auf Diefelbe Ebene, auf der nemlichen Geite

fiegt, auf welcher die Entfernung gemefjen werden fol, Wenn man eben fo angiebt, auf

welcher ©eite, in Betreff der zweyten Ebene, die Entfernung genommen werden foll, fo

fhließt man die Betradytung Einer ver zwey Ebenen aus, Die zu der Zweyten parallel

find, und es giebt nicht mehr als eine Ebene, deren Punkte der zweyten Bedingung ent:

forächen. Vereinigt man diefe Bedingungen, fo Fann der Punkt nicht mehr in ven vier ger -

raden Durchfchnittslinien Der vier, je zwey und zwey parallelen Ebenen liegen, fondern nur

in dem Durchfchnitte zweyer Ebenen; das heißt in einer, ver Stellung nad) befannten gera;

den Linie. Giebt man endlich noch an, auf welcher Seite der Punkt gelegen feyn muß, in

Bezug auf die dritte Ebene, fo bleibt von ven zwey, zu ber dritten parallelen Ebenen,

nur eine, deren fämmtliche Punkte die Ießte Bedingung erfüllen, und um zu gleicher Zeit

allen Bedingungen Genüge zu thun, muß der Vunft fi) in dem Durchnitt diefer dritz

ten Ebene mit der einzigen Geraden, der Durhfchnittölinie der zwey Erften befinden;

Er fann daher mit feinem Andern im Naume mehr verwechfelt werden, und er ifft folg-'

ih durchaus befiimmt,

6. €8 ift fonach ER daß die Ebene, obwohl fie in Nückficht ihrer Ab;

meffungen, fein fo einfacher Gegenftand ift, als die gerade Linie, die nur eine Abmeffung

bat, und ald der Wunft, der gar feine hat, dennody mehr Bequemlichkeit zur Beftim:

mung eines Punft3 im Naume darbiethe als der Wunft und vie gerade Linie. Diefes

Berfahren gebraucht man aud) gemeinlih bei Anwendung ver Algebra auf die Geome

trie, wo man, um die Ötellung eines Punktes zu finden, gewöhnlic deffen Entfernun-

gen von drey Ebenen von befannter Stellung fucht.

Aber in der darftelenden Geometrie, welche fehon feit viel längerer Zeit, von weit

mehr Menfgen in Anwendung gebracht wurde, und von Menfchen ‚deren Zeit Foftbar

war, haben fich die Verfahrungsarten noch mehr vereinfacht, und, ftatt der Betrachtung

von Drey Ebenen ift man, mittelft der Projektionen dahin ehugk unumgänglich nicht

mehr ald zwey noihig zu haben,

Se Methode der Projeftionen.

7. Man nennt Projektion eines Wunftes auf eine Ebene, den Fuß der

Geraden, weldhe yon dem Punkte finkredjt auf die Ebene gefällt if,
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Diefed angenommen, wenn man zwey Ebenen bat, vonbekannter Stellung im

Baume, und wenn men auf jeder von diefen Ebenen die Projektion des Punktes

giebt, defjen Stellung man erflären. will, fo ift diefer Punkt vollkommen beftimmt.

In der That, wenn man fid) durch die Projektion auf der erften Ebene, eine Senfredh-

te auf diefe Ebene denkt, fo ift einleuchtend, daß vdiefelbe durch den zu beftimmenden Punft

gehen werde; eben fo, wenn man fi durd) feine Projektion auf der ziweyten Ebene, eine

Genfrechte auf diefe Ebene denkt, fo muß diefe gleichfalls durch jenen Punkt gehen.: Dier

‚fer Punkt liegt Demnach zu gleicher Zeit in zwey geraden Linien, von befannter Stellung

im NRaume, er kann daher fein anderer feyn, ald Der einzige Dale ihres Durchfehnitte,

und er ift fonad) vollfommen ‚beftimmt.

8. Wir nennen die Ebenen, auf welde man bie Punfte des Raumes projeftirt,

Projeftionsebenen, ven Senfrechten, muittelft welcher: jene Punkte auf die Ebenen

projeftirt werben, geben wir die Benennung projeftirende Linien.

9, Taf. I. Fig. 1. E& fy ABCDE... eine auf beliebige Art im Raume gele;

gene Linie; wenn man aus jedem Punkte viefer Linie eine Genkrechte auf eine Ebene M N

PQ fallt, fo bilven die Fußpunfte a,b, c,.d, &,...., der Senkrechten auf diefer Ebene, -

eine neue Linie abcde, weldhe man die Projektion ber Line ABCDE auf der

Ebene MN PQ nennt.

: 10. Taf. I. Fig.2. Jft die gegebene Linie eine Gerade A B, fo liegen die Senf

zechten, welche aus ihren fämmtlichen Wunkten auf die Projeftionsebene M N P Q gefällt

find, in der Ebene, welcher durch die A B fenfrecht auf die Projektionsebene geführt ift, die

Zußpunfte jener Senfrechten fallen daher in den gemeinfchaftlichen Durchfchnitt diefer beyden

Ebenen, welder wie befannt eine gerade Linie bildet; die Projektion einer Geraden ift
folglich ebenfalls eine Gerade. i

Wenn man daher nur die Projektionen a, d von ziwey Punkten A, B, einer Geraden
AB (Fig. 2.) hat, foift bie Durch diefe Wunkte gezogene Grade ab die Wrojeftion der
©eraden AB, .

"E3folgt hieraus, daß,wenn die gegebene Gerade felbft fenfrecht Air die Projektions-
ebene wäre, ihre Projektion fich auf einen einzigen Punkt reduzire, auf jenen nemlich, im
welchen fiefelbft die Wrojeftionsebenetrifft.

Die Ebene, welche von denprojeftirenden Geraven,. fänmtlicher Punkte einer geraben
Linie gebildet wird,. werden: wirDie projeftirende Ebene der Geraden nennen..

#1. Taf. 1: Fig, 3. Sobald aufzwey nicht parallelen Ebenen LM N. O,
MN-P Q' die Projektionen @ b, a’ beiner nemlichen unbegrenzten Geraden A B
gegeben find, fo ift diefe Geradebeflinmt; denn wenn man fi durd, die Projektion.
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a beine Ebene fenfrecht auf die Projeftionsebene I. MN O ent, fo muß diefe Ebene,

deren Stellung befannt ift, nothwendigerweife durch die Gerade A B gehen; eben fo, wenn

man fidy durch die andere Projektion a d eine fenfrechte Ebene auf die LM PO ventt,

fo muß diefe Ebene, deren Stellung befannt ift, durd; die Gerade AB gehen; die Stellung

diefer Geraden, welche fic) zu gleicher Zeit in zwey befannten Ebenen befindet, und folglich

in ihrem gemeinfchaftlichen Durchfchnitte, ift Daher ganz beftimmt.

12. Aus welcher Anzahl von Seiten ein Wolygon zufammengefeßt feyn mag, welche

Seiten übrigens in der nemlichen, oder in verfehiedenen Ebenen enthalten feyn fönnen, fo

ift durch zwey Projektionen diefeds Wolygons auf zwey nicht parallelen Ebenen, jede Seite

deffelben beftimmt, und folglich it e8 auch das Wolygon felbft nach ©eftalt und Fran

im NRaume.

Um von diefer Geftalt und Stellung aus den beyden Projektionen eine deutliche Vor:

ftellung abzuleiten, betrachte man jede diefer Projektionen als die Bafis eines geraden Pris-

mas, Das im Naume, an dem projeftirten Polygon beendigt ift, fo wird Diefes den gegen:

feitigen Durchfohnitt jener zwey Prismen büben, die ihrerfeitsfelbft nad) Form und Stel;
: Iung gänzlich befannt find.

013, Srgend eine frumme Linie Kurve) befteht aus einer Neihe von Punkten des
Raumes, die nad) einem gewiffen Gefetse der Stetigkeit aufeinander folgen. Nun aber ift
die Stellung eines jeden Punktes beftimmt, wenn man die Projektionen deffelben auf zwey

verfchiedenen Ebenen Fennt. (Art. 7.I5 08 folgt hieraus unmittelbar, daß die Sorm und

Stellung. einer jeden Frummen Kinie beftimmt_ift, durch die Projektionen. diefer

Linie auf zwey nicht parallelen KZbenen

Betrachten wir (Fig. 1.) alle projeftirenden Geraden A,Bb,Cc Dd...«,

die aus den fämmtlichen Punkten ver frummen Linie AB C D auf die Ebene M N'P Q

gefällt find; fo bilden diefe offenbar eine eigenthümliche frumme Fläche, welche durch Die

Krumme A BC D und dur ihre Projektion ad c d auf der Ebene MN PO geht,

Man Fann daher die Projektion einer frummen Linie anfehen, als den Durchfchnitt der

Projeftiongebene mit einer Fläche, welche aus den projektirenden Geraden aller Punkte ver

-vorgelegten Krummen gebildet wird, und Die man aus diefem Grunde die projeftirende

Fläche jener Krummen nennt, *)

Hat man zwey verfchiedene Projektionen einer frummen Linie, fo find mit. diefen zur

gleich auch zwey projektivende Flächen der KRrummen nad Geftalt und Stellung gegeben,

*) Wir werden im zweyten Buche (Art. 58.) fehen, daß biefe Krojektirenden Släcden der Fruma

"men Einien, ji dem Gefihlechte der Eylinder gehören.

2
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auf denen beyden die projeftirte Krumme zu gleicher Zeit gelegen it, und deren gracnfeiti

gen Durdfihnitt fie folglich bilder,

Wenn zufolge des; Gefees, welches die Punfte einer Linie unter fich verbindet,

diefe Punfte in einer Ebene liegen, fo nennt: man die Linie einer ebene Krumme, im ans

dern Fall Heißt fie eine frumme Linie von Doppelter Krümmung.

14. Alle bisher aufgeftellten Säße, über die Projektionen des Punfts, der geraden und

der frummen Linie, find Durchaus unabhängig von der Stellung der Projeftionsebenen;

und fie haben gleichwohl ihre Gültigkeit, welchen Winkel auch diefe zwey Ebenen unter fid)

bilden mögen. Wäre jedoch der, von beyden Projeftionsebenen gebildete Winkel fehr

ftumpf, fo würden die Winkel, den die auf ihnen fenfrechten Geraden und Ebenen bilden

ehr fpig, und in der Ausübung fönnten Fleine Fehler fehr bedeutende Srrungen in der

Stellung der Punfte und Linien herbey führen. Um diefe Unrichtigfeiten zu vermeiden, fügt

man es immer fo, daß Die beyden Projeftionsebenen rechtwinklig unter fi find, wenn man

anders nicht, irgeud einer größeren Bequemlichkeit wegen, fi) zu einer Aenderung hierin be

ftimmen läßt. Da überdem der größte Theil der Künftler, welche die Projeftionsmethope

anwenden, fehr vertraut find mit der Stellung einer Horizontalebene und mit der Richtung

des Senfels, fo haben fie die eine der beyden Projeftionsebenen als horizontal angenom:

men und Die andere ald vertifal. /
Wir werden der Kürze wegen, in Zukunft die horizontale Projeftionsebene vorzugs-

weife die Horizontalebene nennen und die vertifale Projeftiongebene, Br vor

zugöweije die Vertifalebene. |
15. Die Nothwendigfeit es fo einzurichten, Daß ben den Zeichnungen die beyden Pro-

jeftionen auf einem und demfelben Blatte feyen, und bey den Arbeiten im Großen, auf der

nemfichen Grunoflähe — 3. B. wie bey dem Neißboden der Zimmerleute — hat Die

Künfkler nody ferner veranlaßt anzunehmen, dag die Vertifalebene fih um ihren Durd:

- fhnitt mit der Horizontalebene, wie um ein Scharnier drehe, um fic) auf die legtere nie

derzulegen, und mit ihr nur eine und Diefelbe Ebene zu bilden, und in diejer Lage ihre Pro;

jeftionen zu Fonftruiren.

> Demnad; ift die Vertifalprojeftion eigentlich immer auf einer Horizontalebene verzeich-

net, und man muß fie fi) beftändig, mittelft einer Vierteld Umdrehung um den Durd);

feyuitt der Vertifalebene mit ver Horizontalebene, aufgerichtet und wieder an ihren Plag

zurücgelegt denken.‘

Den Durhjchnitt der beyden Projektiongebenen, welcher fehr deutlid, auf den Zeidy

nungen angegeben jeyn muß, nennen wir die Projeftionsare.

Auf Diefe Art wird in der Figur 3 die Projektion «5° der Geraden A B nilht. auf
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einer wirklich vertifalen Ebene gemacht; man ftellt fich vor, biefe Ebene habe fiunrdie

Gerade L M gedreht, um fid) auf die Horizontalebene aufzulegen und in viefer Stellung

der Ebene wird die Vertifalprojeftion a’ db" ausgeführt. -

16. Außer ver Bequemlichfeit in der Ausführung, weldye diefe Anordnung darbietet,;

gewährt fie nody ven Vortheil, die Arbeit ver Projektionen abzufürzen, denn in der That,

‚ nehmen wir an, die Wunfte z, a’ (Fig. 3.) feyen die horizontale und vertifale Projektion

des Punktes A, fo ift die, dur) die Geraden A a, Aa’ geführte Ebene zu gleicher Zeit

fenfredht auf beyde Projektiongebenen, weil fie Dur) zen Gerade geht, welche fenkrecht auf

diefelben find; fie ift daher auch fenfrecht auf die Projeftionsare LM, dem gemeinfdaftlichen:

Durchfchnitt der Projeftionsebenen; und die Geraden a C, a’ C, nach welchen fie diefe beyr

den Ebenen fohneidet, find felbft fenfrecht auf LM.

: Run aber, wenn fid die Vertifalebene um die Projeftionsare, ald Scharnier dreht,

fo' hört die Gerade a’ C: während diefer Bewegung nicht auf fenfreht auf LM zu feyn,-

und fie ift noch fenfreht auf diefelbe, wenn fie, nachdem die BVertifalebene niedergelegt

it, die Stellung G a” genommen hat. Die zwey Geraden a C, a’ C, da fie beyde
durh den Punft C gehen, und beyde fenfrecht auf LM find, liegen daher, Eine in ver

Berlängerung der Andern: eben fo verhält es fid) mit ven Geraden ) D, 5” D in Ber“

zug auf jeden andern Punkt wie B. Es folgt hieraus, daß, wenn man die Sorisons

talprojeftion eines Punktes bat, die Projektion diefes Punfts auf der umliegend

gedachten Vertifalebene, in der Geraden Tiegen muß, welde durch die Horison:

talprojeftion fenfreiht auf die Projeftionsare gezogen ift. md eben fo umgefehrt.

Für die Ausübung Außerit wichtiges Nefultat.

17. Um nad) diefen Annahmen ein Zeichnungsblatt alaPWrojektiondebene anzuord:

nen, fange man damit an, die Mitten ver beyden gegenüber ftehenden fchmalen Seiten

ded Blattes zu bezeichnen, und ziehe durd) diefe Mitten eine Gerade wie X Z, Taf. I

Cdie Figuren der Tafel I: find nicht nad der Projeftionsmethode gezeihnet); auf die

Gerade X Z erridhte man mittelft des Zirfeld und Lineald, ohne Beybülfe des Winkels

maßes, die Senfredhte, VW, fo daß. durd viefe beyden Linien das Zeichnungsblatt

in vier, ungefähr gleiche Theile getheilt werde.

Wenn mehrere Figuren auf ein Blatt fommen, fo mache man für jede daffelbe Ge:

viert, mehrere Figuren Fonnen eine Geite ded Geviertes gemein haben und die andere

parallel, wie aus der Tafel II erfihtlich ift. Die Seite LM ded Gevierted der zweyten

Figur nehme man ald Projektionsare, und e8 -fey A (Fig. 2.) die Horigontalprojeftion

irgend eined Punktes; wenn man durd diefen Punkt A auf die Projektiondare LM

die Senfrehte A Ca errichtet, fo muß die Vertikalprojeftion deffelben Punkte irgend wo

Ir
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in diefer Senfrechten liegen: e8 fey a diefe Projektion. Dbgfeidh die zwey Theile- A C

und a C der Geraden A C a nur eine einzige Gerade bilden, welche die Projektionsare

in einem Punkte C fchneidet, fo muß man fich diefe Theile ald Geiten eines rechten

Winfeld denken, deffen Scheitel in C ift, und defjen eine Seite A C in der Horizontalebene

liegt, und die andere in der Vertifalebene ; und da diefe Eeiten A C, a C wechfelfeitig

parallel zu den projeftirenden Geraden de3 Punktes im Naume find, fo mefjen fie die

Abftände diefes Punfts von der Vertifalebene und von der Horizontalebene.

18. Aus der rehtwinfligen Stellung der Projeftionsebenen unter fich folgt ferner

no, daß alle, in einer von ihnen enthaltenen Punkte und Linien zugleih auch ihre ei

genen Projektionen auf diefer Ebene feyen, und daß fie fi auf die Andere nad) der

Projeftionsare, als dem gemeinfamen Durchfchnitte diefer Ebenen projeftiren,

Wir müffen bier bemerken, daß die Projeftionsare nie als die Gränze der Projek

tiongebenen betrachtet werden darf, fie ift nun ihr wechfelfeitiger Durdfpnitt. Diefe bey:

den Ebenen, unbeftimmt verlängert gedacht, theilen den ganzen Naum in vier gleiche Ne:

gionen, und in jede von Diefen Fönnen die zu projeftirenden Gegenftände fi) erftredens ob:

jhon man gewöhnlid annimmt, vaß fie vorzugsweife den Naum einnehmen, ‚welcher

zwifihen dem oberen Theile der Bertifalebene und dem vorderen Theile der Horizontal:

ebene gefaßt it, Diefem zufolge entfprechen immer zwey Punkte, Die auf einer und der

felben Senfrehten auf die Projeftionsare genommen find, einem beftimmten Punkte des

Raumes als vejfen Projektionen; und eben fo Eönnen ftets je ziwey beliebig auf ven Pro;

jeftiongebenen gezogene] Gerade A B, a b (Taf. II. Fig. 2.) al3 die Projektionen einer

Geraden angenommen werden, deren Gtellung im Raume durd fie beftimmtift.

19. Bisher haben wir die gerade Linie ald unbeftimmt betrachtet und wir hatten

und deßhalb nur mit ihrer Richtung zu befhäftigen, Wenn aber eine Gerade als durch
zwey Punkte begränzt angenommen werden muß, fo Fann noch außerdem. verlangt wer

den, ihre Größe zu fennen. Wir werden fogleich -fehen, wie diefe aus der Kenntniß

ihrer beyden Projektionen abzuleiten fey.

Wenn eine Gerade parallel ift zu einer der zwey Ebenen, auf welche fie projeftirt

wurde, jo Hl ihre Länge gleich) ihrer Projektion auf diefer Ebene; denn die Gerade und

ihre Projektion find durd zwey Senfrechte auf die Brojeftionsebene begränzt, fie find

daher Parallele zwijchen Parallelen und folglich von gleicher Größe. Im diefem bejon;
dern Fall ift fonacdh mit ver Projektion der Geraden auch zugleich ihre Länge gegeben.

Wenn aber eine Gerade parallel zu einer Projeftionsebene feyn foll, fp muß ihre
Projektion auf der andern Ebene parallel zu der Projektionsare feyn.

Ir eine Gerade zu gleicher Zeit fehief auf beyde Ebenen, jv ift ihre Lange größer
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als die einer jeden ihrer- Projektionen ; aber fie Fann burd) eine fehr einfache Konftruf;

tion Daraus abgeleitet werden.

Fig. 1. Taf. I. € fey LM Projektionsare und AB, ad feyen bie Horizontal:
und BVertifafprojeftion einer geraden Linie, welche durch zwey Punfte begränzt feyn foll,

deren Projektionen A und a,B und 5 feyen: man verlangt Die Lange des Etüdes der
Öeraden zwifchen diefen beyden Punften?

Mm diefe Länge zu erhalten, betrachte man Die Gerade als Hypothenufe eines recht:
winfligen Dreyerfs, defjen -eine Seite horizontal ift und gleich der Projektion A B, und
dejfen zweyte Geite vertifal ift und gleich e d, das heißt, gleich Dem Unterfchied ver .Ho-

ben beyder Enppunfte ver in Nede ftehenden Geraden. Man Fonftruirt Diefes Dreyed

indem man Dur) den Punkt a eine unbeftimmte Parallele z e mit der Projeftionsare

zieht, welche die Gerade B 5 in einem  Punfte e fehneivet, - und fodann von e nad «

eine Längexe a’ glei A B oder A’ B trägt. Durd) die Vollendung des Droyedid d’ ec 5
erhält man die Hypothenufe a’ d vefjelben von einer Lange gleich der Gefuchten.

Da die beyden Pivjeftionsebenen unter fifenfrecht find, fo hätte die fo eben auf

Einer vonihnen ausgeführte Operation au) auf der Andern gemacht werden Fönnen,
und würde das gleiche Pefultat geliefert haben. *)

20. Ausdem Borhergehenden ift ee dag, wenn man Die jivey Projektionen
eines Körpers hat, ver Durd ebene Flächen, geradlinige Kanten und die Scheitel Forperz

licher Winfel begrängt ift, lauter Projektionen Die fi auf dad Spftem der geradlinigen

‚Kanten reduziren, es leicht fey, hieraus die Länge jeder beliebigen Dimenfion, welche man

wolle zu folgern; denn entweder ift diefe Dimenfion parallel zu einer Projeftionsebene,

oder fie it zu gleicher Zeit fhief auf Beyde, im erften Fall ift die gefuchte Länge ber

Dimenfton gleich ihrer Projektion, im zweyten Fann man fie durch das eben Ibefchriebene

Verfahren aus ihren beyden Projektionen ableiten,

Don der Ebene.

231. Um eine Ebene mittelft ver Projeftionsmethode Darzuftellen, ift, wie Teicht einz

zujehen, ein anderes Mittel erforderlih, als dasjenige, vdeffen wir uns zur Darftellung

von Punften und Linien bedient haben, Folgendes hat man im Gebraude.

Die darzuftellende Ebene, wenn fie anderd nicht parallel zu einer von den Projek

“4

*) Zhr die Anfänger wird Fehr nünfich feyn, wenn fie nicht nur diefe, fondern aud alle ähn.

lichen in der Folge diefes Buches vorgetragenen Konftruftionen, auf einer und der andern

Proisktiondebene ausführen,


