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Der Mittelpunct eines Complexes zweiten Grades fallt mit
dem Mittelpunct der Fliache seiner singuliren Puncte und Ebe-
nen zusammen,

Damit in Uebereinstimmung riickt der Mittelpunct des Complexes un-
endlich weit, wenn die unendlich entfernte Ebene insbesondere eine singulére
Ebene ist, und fillt in unendlicher Entfernung mit dem derselben zugeord-
neten singuliren Puncte zusammen, demjenigen Puncte, in welchem dieselbe
die Fliche der singuliren Puncte und Ebenen beriihrt. (Venalon.” 279.)

Wenn die unendlich weit liegende Ebene eine Doppelebene des Com-
plexes ist, so wird der Mittelpunct desselben unbestimmt. Sein geometrischer
Ort ist eine in der unendlich weit entfernten Ebene liegende Curve der zwei-
ten Ordnung. Diese Curve ist die Bertihrungs-Curve der Doppelebene mit
der Fliche der singuliren Puncte und Ebenen. (Vergl. n. 289.)

Wenn endlich die Beziehung der unendlich weit liegenden Ebene zu dem
Complexe sich so particularisirt, dass eine jede in ihr liegende Linie eine
Linie des Complexes, und in Folge dessen ein Jeder ihrer Puncte ein singulirer
Punct desselben ist, so kann weder von einem bestimmten Mittelpuncte des
Complexes noch von einem solchen der Fliche der singuldren Puncte und
Ebenen mehr die Réde sein.

§ 6.

Pol einer gegebenen Ebene, Polar-Ebene, einem gegebenen Puncte mit Bezug
auf den Complex zugeordnet.

324. Wir kehren zu den Betrachtungen der drei ersten und insbeson-
dere des dritten Paragraphen dieses Abschnitts zuriick. Wir haben in den-
selben die Beziehung des gegebenen Complexes zweiten Grades zu der unendlich
weit entfernten Ebene untersucht. Es beschiftigte uns zuniéichst die Ge-
sammtheit der Durchmesser des Complexes — solcher gerader Linien,
welche mit Bezug auf den Complex den in der unendlich weit entfernten
Ebene liegenden geraden Linien als Polaren zugeordnet sind —, dann die
Gesammtheit der Cylinder des Complexes — solcher Complex-Kegel, deren
Mittelpuncte in der unendlich weit entfernten Ebene liegen — und der Axen
dieser Cylinder — der Polar-Linien derselben mit Bezug auf die durch ihre
Mittelpuncte gehende unendlich weit entfernte Ebene —. Dann betrachteten
wir die von Linien des Complexes in der unendlich weit entfernten Ebene
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und in solchen Ebenen, welche derselben unendlich nahe liegen, umbhiillten
Curven und stellten dieselben durch.einen Complex von ausgezeichneter Ein-
fachheit und characteristischer Lage gegen das Coordinaten -System, durch
den Asymptoten-Complex des gegebenen, dar.

Alle diese Betrachtungen und darum auch alle Resultate, die wir gefun-
den haben, kénnen wir von der unendlich weit liegenden Ebene nach hekann-
ten Regeln, die schon im Vorstehenden ihren Ausdruck finden, auf eine
beliebige Ebene des Raums iibertragen. Der Grund fir diese Uebertrag-
barkeit liegt in der Tdentitit der analytischen Operationen, welche in dem
einen wie in dem anderen Falle der geometrischen Betrachtung entsprechen,

Wir wollen die beliebig angenommene Ebene insbesondere mit einer der
drei Coordinaten-Ebenen zusammenfallen lassen. Der Vertauschung der un-
endlich weit liegenden Ebene mit einer der Coordinaten-Ebenen entsprechend
erhalten wir eine Vertauschung der Linien-Coordinaten unter sich und damit
eine gegenseitige Vertauschung der Constanten in der Gleichung des gege-
benen Complexes. Wir stellen im Folgenden die Regeln fiir diese Ver-
tauschungen auf, und sind dann, fiir eine beliebige Coordinaten-Ebene, Jjeder
weiteren analytischen Entwicklung iiberhoben, indem es geniigt, in allen
fritheren Formeln nach diesen Regeln sotvohl die Verinderlichen als die Con-
stanten zu wechseln.

Bei der Uebertragung der fir die unendlich weit entfernte Ebene auf-
gestellten Siitze auf eine beliebige Ebene erweitern wir die frither gewon-
nenen Resultate, insofern es uns, nach den vorhergehenden beiden Paragraphen,
gestattet ist, die singularen Elemente des Complexes — die singuliiren Puncte,
Linien und Ebenen desselben — anschaulicher, als das friher méglich war,
in die geometrische Betrachtung einzufiihren.

32b. Wir wollen in dem Folgenden die Gleichung (V) des Complexes

zweiten Grades zu Grunde legen, welche wir durch Einfithrung einer sechsten

Veranderlichen %4 homogen und durch Zufiigung eines Gliedes 2 Vihy symme-
trisch gemacht haben. Diese (leichung ist:

Ar? 4 Bs? 4 Ch? 4 Do + Eo° + Fy?
+ 2Gsh+ 2Hrh + 21rs + 2Kon — 2Loy — 2 Moo
—2Nro+ 2059 + 2Vhy
+2Pro+20ry+ 2Rsy —2Ss6 — 2The + 2 Ulo = 0. V)
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Wir haben in der 10. Nummer fir die Strahlen-Coordinaten
TS, li=—103%0,
die folgenden sechs proportionirten Ausdriicke erhalten:
(@' —2'0), (yv' —y'v), 27’ — 2'0), (y2' — y'2), (02 —az), (xy’'—a’2).
Es bezeichnen dabei
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die Coordinaten. zweier, beliebig auf der geraden Linie angenommener Puncte.
Der Vertauschung der unendlich weit liegenden Ebene mit der Coordi-
naten-Ebene ¥ Z entspricht die Vertauschung von
2t 7, 2 mit o,
Dem entsprechend werden die sechs Linien-Coordinaten:
o O
beztiglich durch die folgenden ersetzt:

’
z
“ ?

Seodia eial]5i00 —o‘,/é, — Ay
Von dieser Vertauschung werden nicht bertthrt die Coefficienten :

oD iR U,
withrend beziiglich
BRG]
und
e 00 T
ohne Zeicheninderung, mit gleichzeitigem Zeichenwechsel
G Ho L w0
und

I ERs S Al
sich gegenseitig vertauschen und N sein Zeichen #ndert.
Von den Ebenen-Coordinaten: _
Uy Vs O 90
vertauschen sich die beiden, ¢ und », gegenseitig.
Inshesondere ist die Gleichung der in der unendlich weit liegenden Ebene
von Linien des Complexes umhiillten Curve:
D2 + Eu? 4 Fo2 + 2Kuv +2Ldv + 2 Miu — 0,
und daraus erhalten wir, nach den vorstehenden Vertauschungsregeln, fiir
die in ¥ Z liegende Complex-Curve, in Uebereinstimmung mit der 166. Num-
mer, die folgende Gleichung:
Dw2 4+ Cu? + Byt 2 Gup - 28vw + 27 uw = 0.

Pliick er, Geomelrie. 41
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Einer Vertauschung der unendlich weit liegenden Ebene mit einer der
beiden anderen Coordinaten-Ebenen, XZ oder XV , entsprechend erhalten
wir vollstindig analoge Vertauschungsregeln. Wir schreiben dieselben nicht
hin, indem wir auf die Vertauschungsregeln der 155. Nummer zurtickweisen,
welche einer Vertauschung der dvei Ebenen ¥Z, XZ, XV unter sich ent-
sprechen.

326. Es sei eine beliebige Ebene, P, gegeben. In derselben wird von
Linien des Complexes eine Curve, A, umhillt. Die Polare, welche einer will-
kiirlich in 7 angenommenen geraden Linie, «, mit Bezug auf den Complex
entspricht, und die wir mit 4 bezeichnen wollen » Schneidet die Ebene P in
dem Pole der Linie ¢ mit Bezug auf die Curve A. Denn die Polare einer
geraden Linie in Bezug auf den Complex ist der geometrische Ort fiir die
Pole derselben in Bezug auf die in den durch sie hindurchgelegten Ebenen
von Linien des Complexes umhillten Curven. Hiermit in Uebereinstimmung
haben wir in der 236. Nummer die Richtung des einem gegebenen Systeme
paralleler Ebenen zugeordneten Durchmessers des Complexes vermége der in
der unendlich weit entfernten Ebene liegenden Complex-Curve construirt.

Es seien «, a’, «’’ drei gerade Linien der Ebene 2, welche ein in Be-
zag auf die Curve A sich selbst conjugirtes Dreieck bilden. Die drei zuge-
horigen Polaren heissen 4, 4°, 4”". Dann gehen 4, 4, 4’ beziiglich durch
den Durchschnitt von «” und «”’, von «’” und «, von « und a’. Wir wollen
b, ', b"" drei in Bezug auf die Ebene 2 einander conjugirte Polaren, oder
auch kurz, weil die Ebene 2 fest bleibt, drei einander conjugirte Po-
laren nennen. Das System' dreier conjugirter Polaren vertritt in dem Falle
einer beliebig angenommenen Ebene das System dreier conjugirter Durch-
messer in dem Falle der unendlich weit geriickten Ebene.

Die Durchschnitts-Puncte (@ a”), (& a) und (aa’) sind die Mittelpuncte
dreier Complex-Kegel, 4, 4’, 4””. Wir bezeichnen dieselben, indem wir, wie
vorhin, die Ebene P als fest betrachten, als die drei beziiglich den geraden
Linien @, @', «"" zugehérigen Complex-Kegel.

In Bezug auf einen jeden Complex-Kegel, dessen Mittelpunct in 2 an-
genommen ist, ist dieser Ebene eine gerade Linie zugeordnet. Diese Linie
ist. der Durchschnitt derjenigen beiden Tangeﬁtial—Ebenen, welche den Com-
plex-Kegel langs der beiden Kanten heriihren, nach denen er von der Ebene
P geschnitten wird. Wenn die Ebene 2 insbesondere unendlich weit riickt,
wird aus dem Complex-Kegel . ein Complex-Cylinder und aus der fraglichen
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geraden Linie die Cylinder-Axe. Wir wollen diese gerade Linie — zum Un-
terschied von der Bezeichnung Polare, mit der wir diejenige gerade Linie
bezeichnet haben, die einer gegebenen mit Bezug auf den Complex zugeordnet
ist — als die Polar-Linie des Complex-Kegels mit Bezug auf die Ebene P,
oder kurz als dessen Polar-Linie bezeichnen.

Die Polar-Linien der drei Complex-Kegel 4, 4’, 4" seien ¢, ¢’, ¢’'. Wir
nennen diese drei Polar-Linien einander conjugirt und beziiglich den gege-
benen geraden Linien «, &, a”, wie deren Polaren 4, ¥, 3", zugehorig. Eine jede
Polar-Linie schneidet die ihr zugehorige Polare in einem Puncte der Ebene 2.

527. Die Polare einer beliehigen geraden Linie wird von den Polar-
Ebenen derselben mit Bezug auf simmtliche Complex-Kegel, deren Mittel-
puncte auf ihr liegen, umhillt.. Es ist also, beispielsweise, 4 der Durchschnitt
der beiden Polar-Ebenen der geraden Linie « mit Bezug auf die beiden Com-
plex-Kegel 4" und 4”. In denselben beiden Ebenen liegen aber auch be-
ziiglich die Polar-Linien der Kegel 4’ und 4", die wir vorhin mit ¢’ und ¢’
bezeichnet haben. Es wird somit 4 von ¢’ und ¢’ geschnitten.

Von drei einander conjugirten Polaren schneidet jede die zu
den beiden anderen zugehérigen Polar-Linien.

Es schneidet also auch jede von drei conjugirten Polar-Linien die zu
den beiden anderen zugehorigen Polaren.

Wenn die drei Polaren 4, 4, 4" gegeben sind, lassen sich die drei
Polar-Linien ¢, ¢’, ¢’ in linearer Weise construiren. Denn eine Jede dersel-
ben geht durch den Schnittpunct einer der drei Polaren mit der Ebene P
und schneidet die beiden anderen. Auf dieselbe Weise bestimmen sich
b, 05 b vwenn ¢, ¢’ ¢’ gegeben sind.

Drei beliebige gerade Linien, insbesondere die drei-Polaren b, b, b", be-
stimmen, als Linien einer Erzeugung, ein Hyperboloid. Demselben gehoren
als Linien zweiter Erzeugung alle diejenigen an, welche die gegebenen drei
geraden Linien schneiden. Die Polar-Linien ¢, ¢/, ¢’* sind also Linien zweiter
Erzeugung des durch die Polaren 4, 4’, 4", als Linien der ersten Erzeugung,
bestimmten Hyperboloids. Die sechs geraden Linien &, &', 4", ¢, ¢, ¢’” be-
stimmen ein dem Hyperholoide aufgeschriehenes Sechseck 6¢4” ¢4’ ¢’ (vergl.
n. 109). Dieses Sechseck vertritt bei beliebiger Annahme der Ebene 2 das
durch drei conjugirte Durchmesser und den diesen parallelen Cylinder-Axen
bestimmte Centralparallelepiped in dem Falle der unendlich weit  gertickten
Ebene.

41#
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Die drei Ebenen (4, ¢), (%', ¢’), (6", ¢”’), welche die Tangential-Ebenen
des in Rede stehenden Hyperboloids in den drei in 2 liegenden Puncten
(@, a”), (a”, @), (a, a’) sind, schneiden sich in einem Puncte 0, dem Pole
der Ebene 2 in Bezug auf das Hyperboloid. Wir kénnen diesen Punct noch
auf andere Arten bestimmen. Die Ebene (4, ¢) schneidet die Ebene 2 in einer
geraden Linie 4. Die vierte Harmonicale zu 4, ¢ und d, die wir mit ¢ be-
zeichnen wollen, geht durch den gesuchten Punct. In demselben Puncte
schneiden sich die drei Diagonalen des Sechsecks 4¢’d" ¢h’ e’

Wenn die Ebene 2 unendlich weit riickt, wird aus dem Puncte 0 der
Mittelpunct des Centralparallelepipeds. Wir konnen den Mittelpunct eines
solchen ‘Parallelepipeds entweder als den Durchschnitt derjenigen drei Ebenen
definiven, welche durch je einen Durchmesser. und die ihm parallele Cylinder-
Axe hindurchgehen, oder als den gemeinsamen Durchschnitt der drei Mittel-
linien zwischen je einem Durchmesser und der parallelen Cylinderaxe, oder
endlich als  den gemeinsamen Durchschnitt der Diagonalen des Central-
parallelepipeds. $ .

328. Genau dieselben Rechnungen und Betrachtungen, durch welche
wit in der 245. und 246. Nummer nachgewiesen haben, dass alle Central-
parallelepipeda eines gegebenen Complexes denselben Mittelpunct haben, den
wir als den Mittelpunct des Complexes bezeichneten, zeigen, dass der
Pol O der Ebene P in Bezug auf das durch 4, 4°, 4”" bestimmte Hyperboloid
unabhéingig ist von der Auswahl dieser drei conjugirten Polaven.

Der Pol der Ebene 2 mit Bezug auf ein durch drei conjugirte
Polaren bestimmtes Hyperboloid ist von der Auswahl diesei Po-
laren unabhéngig.

Der Punct O ist also der Ebene P durch den gegebenen Complex zuge-
ordnet. Wir wollen ihn den Pol der Ebene 2 mit Bezug auf den
Complex nennen.

In einem Complexe zweiten Grades ist einer gegebenen
Ebene, im Allgemeinen, ein Punect in eindeutiger Weise zu-
geordnet. :

Wir haben in der 323. Nummer nachgewiesen, dass der Mittelpunct des
Complexes zusammenfillt mit dem Mittelpuncte der durch seine singuliren
Puncte und Ebenen bestimmten Fliche. Wir haben also den Sabz:

Der Pol einer gegebenen Ebene mit Bezug auf einen Com-
plex zweiten Grades fallt mit dem Pole derselben Ebene mit



Bezug auf die von den singulidren Puncten des Complexes gebil-
dete und von den singuliren Ebenen desselben umhiillte Flache
zusammen.

329. Es sei eine beliebige Linie « der Ebene 2 gegeben. Die ihr zu-
gehorige Polare sei 4, die Polarlinie ¢. Dann haben wir die gerade Linie ¢,
welche den Pol der Ebene P mit dem Schnittpuncte der beiden geraden
Linien 4 und ¢ verbindet, in der Art construirt, dass wir durch 4 und ¢
eine Ebene legten und die vierte Harmonicale zu 4, ¢ und der Schnittlinie «
dieser Ebene mit der Ebene P bestimmten. Wir untersuchen zunéchst, in
wie weit diese Construction ihre Giiltigkeit behalt, wenn die angenommene
gerade Linie « dem Complexe angehort, insbesondere, wenn dieselbe eine
singulére Linie desselben ist.

Es sei « eine Linie des gegebenen Complexes. Dann fallt die Polare 4
mit ihr zusammen. Aber auch die Polar-Linie ¢ ist von « und % nicht ver-
schieden. Denn der Pol der geraden Linie « in Bezug auf die in 2 liegende
Complex-Curve ist der Berithrungspunct derselben mit dieser Curve, und der
Complex-Kegel, dessen Mittelpunct dieser Punct ist, beriihrt die Ebene 2
nach der Tangente in diesem Puncte, das heisst, nach der angenommenen
geraden Linie «. Es fallen sonach 4 und ¢, und damit auch d, mit der ge-
raden Linie ¢ zusammen. Die vierte Harmonicale zu 4, ¢ und 4 wird un-
bestimmt. Die geometrische Construction der Verbindungslinie des Pols der
geraden Linie ¢ in Bezug auf die in 2 liegende Complex-Curve mit dem
Pole der Ebene P in Bezug auf den Complex wird illusorisch.

Wenn die gerade Linie « insbesondere mit einer der vier singuléren
Linien zusammenfillt, welche in 2 liegen, so wird zunfichst ihre Polare, 4,
unbestimmt. Dieselbe kann beliebig unter denjenigen geraden Linien ange-
nommen werden, welche in der zugeordneten singuliiven Ebene durch den
zugeordneten singuliren Punct gehen. Dieser Punct ist der Bertihrungspunct
der singuliren Linie ¢« mit der in 2 liegenden Complex-Curve. Der Complex-
Kegel, welcher denselben zum Mittelpuncte hat, zerfallt in zwei sich nach
der singulédren Linie « schneidende Ebenen. Die Polar-Linie ¢ wird danach,
wie die Polare 4, unbestimmt und ist einzig der Bedingung unterworfen, in
derjenigen Ebene, welche zu den genannten beiden und der Ebene 2 harmo-
_nisch ist, durch den auf « liegenden Bertihrungspunct hindurchzugehen.
Die gesuchte Linie ¢ ist in der vierten harmonischen Ebene zu der gegebenen
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Ebene 2 und zu den beiden Ebenen, in welchen beziiglich 4 und ¢ liegen,
enthalten, wird aber innerhalb derselben durch die allgemeine Construction
nicht vollstéindig bestimmt.

330. Wenn die gerade Linie # dem gegebenen Complexe nicht angehort,
sind, im Allgemeinen, die zugehdrige Polare, 4, und die zugehorige Polar-
Linie, ¢, verschieden. Dem entspricht, dass sich, im Allgemeinen, drei con-
Jugirte Polaren nicht schneiden. Nach den Erorterungen der 251. Nummer
gibt es ein System dreier zugeordneter Durchmesser, welche durch den Mittel-
punct des Complexes hindurchgehen. Es fallen dieselben mit den ihnen
parallelen Cylinder-Axen zusammen. Entsprechend gibt es fiir jede Ebene
drei einander zugeordnete Polaren, welche durch den Pol der Ebene hindurch-
gehen, und also mit den ihnen zugeh¢rigen Polar-Linien zusammenfallen.

Wenn wir, nach der 251. Nummer, den Complex auf diejenigen drei
Durchmesser, welche sich in seinem Mittelpuncte schneiden, als Coordinaten-
Axen heziehen, so wird seine Gleichung die folgende:

Ar? 4 Bs? + Ch? + Do? + Eo2 + Fy2
+ 2Gsh + 2Hrh + 21rs ;
— 2Nr6 42080 + 2Vhyp=2 = 0. - (184
Dann erhalten wir fiir die von den Linien desselben in der unendlich weit
entfernten Ebene umbhiillte Curve:
D2+ Fu2 + Fve = 0. (185)
Fiar die in derselben Ebene liegende Curve desjenigen Complexes, dessen
Gleichung die folgende ist:

()0 562 0L 09 O
— 55 o 6s ._6?_;_ - -W—O, (186)
finden wir:
DN+ EOu? + FVo2 — 0. (187)

In den belden Gleichungen (185) und (187) kommen nur noch die Quadrate
der Verinderlichen vor. Es sind also die beiden durch diese Gleichungen
dargestellten Curven zweiter Classe auf ein in Bezug auf beide sich selbst
conjugirtes Coordinaten-System bezogen.

Wir haben durch die Gleichung (186) im Verein mit der Gleichung
des gegebenen Complexes die singuliren Linien des letzteren bestimmt. s
sind die in der unendlich weit liegenden Ebene enthaltenen vier singuléiren
Linien die gemeinschaftlichen Tangenten der beiden durch die Gleichungen
(185) und (187) dargestellten Kegelschnitte. Die drei Puncte, in welchen
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die Coordinaten-Axen 0X, OF, 0Z die unendlich weit liegende Ebene
schneiden, sind also diejenigen drei Puncte, in welchen sich die
Diagonalen des von den vier in dieser Ebene liegenden singu-
lairen Linien gebildeten vollstindigen Vierseits schneiden. Es
sind die drei Diagonalen diejenigen in der unendlich weit ‘entfernten Ebene
liegenden geraden Linien, deren zugehorige Polare und Polar-Linie zusam-
menfallen, ohne dass sie selbst dem Complexe angehdren.

Die vorstehenden Betrachtungen tbertragen sich unmittelbar von der
unendlich weit liegenden Ebene auf eine beliebig angenommene.

831. Fir eine gegebene Ebene gibt es im Allgemeinen nur ein System
dreier zugeordneter Polaren, welche sich in dem Pole der Ebene schneiden:
dasjenige, welches wir in der vorhergehenden Nummer construirt haben.
Diese Construction wird unbestimmt, wenn die vier singuldren Linien in der
angenommenen Ebene 2 paarweise zusammenfallen, — was eine zweifache
Particularisation der Beziehung des gegebenen Complexes zu derselben ver-
langt. Dann ist durch die beiden geraden Linien, in welche die vier singu-
laren Linien zusammenfallen, ein Durchschnittspunct, o, und eine gerade
Linie, p, die Polare von o in Bezug auf die in 2 liegende Complex-Curve,
bestimmt. Die Polare von p in Bezug auf den Complex geht durch den
Punct ¢ und den Pol der Ebene 2 in Bezug auf den Complex hindurch.
Und umgekehrt geht die Polare einer Jeden geraden Linie, welche sich in
P durch o legen lisst, durch einen Punct der geraden, Linie p und den Pol
der Ebene 2 in Bezug auf den Complex. Es gibt dann unendlich viele
Polaren, welche sich in dem Pole der Ebene 2 schneiden. Eine derselben
ist ausgezeichnet. Die tibrigen sind alle der einen conjugirt und liegen in
einer durch den Pol gehenden Ebene,

Wenn alle Polaren der in 2 liegenden geraden Linien durch den Pol
von £ hindurchgehen sollen, so miissen, nach der geometrischen Construction,
die wir betrachten, alle in 2 liegenden Linien des Complexes singuliire
Linien desselben sein. Es verlangt das, so lange die gegebene Ebene keine
singulire Ebene ist, eine fiinffache Particularisation der Beziehung der
gegebenen Ebene zu dem Complexe. Denn es ist dazu erforderlich, ent-
weder dass die von Linien des Complexes (186) in der gegebenen Ebene
2 umbhiillte Curve von der in derselben Ebene liegenden Curve des gegebenen
Complexes nicht verschieden sei, oder, dass eine jede Linie der Ebéne 2 dem
Complexe (186) angehore. Ob der eine oder der andere Fall eintritt, hingt
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von der Wahl des tberzahligen Gliedes in der Gleichung des gegebenen
Complexes ab.

Wenn der gegebene Complex zweiten Grades inshesondere von der Art
ist, dass seine Linien eine Fliche des zweiten Grades umhiillen, so
schneiden sich die Polaren aller solchen geraden Linien, welche in einer
beliebigen Ebene liegen, in dem Pole dieser Ebenen in Bezug auf den Complex,
der mit dem Pole derselben in Bezug auf die Fliche zusammenfillt. Und
allerdings sind alle Linien eines solchen Complexes als singulire Linien an-
zusehen. Die Flache, die in dem allgemeinen Falle der Complexe zweiten
Grades von den singuliren Puncten desselben gebildet und von den singuléiren
Ebenen desselben umhiillt wird, ist in dem Falle der besonderen Complexe,
die eine Fliche des zweiten Grades darstellen, von dieser letzteren nicht
verschieden.

332. Wenn die gegebene Ebene P eine singulire Ebene ist, so fillt
ithr Pol mit Bezug auf den Complex, nach den Auseinandersetzungen der
279. und 323. Nummer, mit dem ihr zugeordneten singuliren Puncte zusam-
men. Dieser Punct ist der Bertthrungspunct der gegebenen singuliren Ebene
mit der Fliche der singuliren Puncte und Ebenen.

Wir tiberzeugen uns leicht von der Richtigkeit dieses Resultates. Die
Complex-Curve in der gegebenen Ebene 2 hat sich, der Voraussetzung ent-
sprechend, in das System zweier Puncte, A, und A,, aufgelést. Die Ver-
bindungslinie derselben (A, A, ) ist die der gegebenen singuliren Ebene
zugeordnete singulédre Linie. Auf derselben liegt der zugehorige singulire
Punct O, welcher der Pol der Ebene 2 ist. ] ‘

Es sei eine beliebige gerade Linie, «, der Ebene P gegeben. Ihre Polare
4 schneidet die Ebene 7 in einem Puncte der singuliren L1me (fq s ) wDer
Complex-Kegel, dessen Mittelpunct dieser Schnittpunct ist, berthrt die gege-
bene Ebene 2 nach (A, £,). Es fillt also die zu der beliebig angenommenen
geraden Linie « zugehorige Polar-Linie ¢ mit (A, A,) zusammen. Damit
ist ausgesprochen, dass der Pol der Ebene 2 auf der singuliren Linie (A, A7)
zu suchen ist. Denn die durch 4 und ¢ hindurch gelegte Ebene schneidet
die Ebene 2 wieder nach ¢, und die vierte Harmonicale zu 4, ¢ und dieser
Schnittlinie muss, weil 4/ und ¢ nicht selbst zusammenfallen, mit ¢ zusam-
menfallen.

Um den Pol auf der singuliren Linie (A, A,) zu bestimmen, lassen wir
die beliebig angenommene gerade Linie « mit (4, A,) zusammenfallen.
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Dann entsprechen ihr unendlich viele gerade Linien als Polaren: alle diejenigen,
welche in der gegebenen Ebene 2 durch den zugeordneten singuliren Punct,
- 0, hindurchgehen. Damit ist der Beweis gefithrt. Denn die vierte Harmo-
nicale zu solch’ einer Polaren, der Polar-Linie eines Complex-Kegels, dessen
Mittelpunct beliebig auf derselben angenommen ist, und der Schnittlinie der
durch die Polare und die Polarlinie bestimmten Ebene mit der gegebenen,
2, fallt mit der angenommenen Polaren selbst zusamimen.

333. Ist die gegebene Ebene 2 eine Doppelebene des Complexes, so
wird die Lage ihres Pols unbestimmt. Der geometrische Ort fiir denselben
ist diejenige Curve zweiter Ordnung, nach welcher die Doppelebene die Fliche
der singuliren Puncte und Ebenen berthrt. Die Complex-Curve in der Dop-
pelebene hat sich in das System zweier Puncte aufgelst, welche in einen
Punct der Bertthrungs-Curve zweiter Ordnung zusammenfallen. Die Richtung
der Verbindungslinie der beiden Puncte ist unbestimmt geworden. Eine jede
Linie, welche in 7 durch den Punct, in welchen die beiden zusammengefallen
sind, hindurchgeht, ist eine singulire Linie. Der einer jeden derselben ent-
sprechende singulire Punct kann als Pol der Ebene 2 in Bezug auf den
Complex angesehen werden. Wenn sich die singulire Linie in 2 um den
festen Punct dreht, beschreibt der entsprechende singuléire Punct jene Curve
der zweiten Ordnung, nach welcher die Doppelebene die Fliche der singuléren
Puncte und Ebenen beriihrt.

“Wir haben noch den Fall zu erwidhnen, dass alle in einer gegebenen
Ebene 2 liegende Linien dem Complexe angehoren, Es kann von einem
bestimmten Pole einer solchen Ebene mit Bezug auf den Complex keine
Rede mehr sein. Dem entspricht, dass sich die Ebene als isolirte Ebene von
der Fliche der singuliren Puncte absondert, wodurch diese auf die dritte
Ordnung erniedrigt wird.

334. Die unendlich weit liegenden Linien des gegebenen Complexes
haben wir durch einen besonders einfachen Complex, dessen Gleichung noch
dadurch tbersichtlicher wurde, dass wir ihn in nahe Beziehung zu dem
Coordinaten-System setzten, durch den Asymptoten-Complex des gege-
benen, dargestellt. In dem allgemeinen Falle erhielten wir die Gleichung des
Asymptoten-Complexes, wenn wir in der Gleichung des gegebenen die drei
Veriinderlichen 7, s, %4 verschwinden liessen. Dann stellte derselbe eine
Kegelfliiché zweiter Classe dar, deren Mittelpunct in den Coordinaten-Anfangs-

punct fiel und welche aus der unendlich weit entfernten Ebene die in derselben
Pliicker, Geometrie. 42
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von Linien des Complexes umbhiillte Curve herausschnitt. Wenn sich die
Beziehung der unendlich weit liegenden Ebene zu dem gegebenen Complex
particularisirte, so mussten noch weitere Glieder, als nur die zweiter Ordnung -
m g, 6, 7, aus der Gleichung des gegebenen Complexes fiir die Gleichung
des Asymptoten-Complexes ausgewihlt werden, damit dieser mit derselben
Anngherung, wie in dem allgemeinen Falle, die unendlich weit liegenden
Linien des gegebenen Complexes darstelle. Der Grad der Anngherung des
Asymptoten - Complexes an den gegebenen Complex ist in allen Fallen der
erste; das heisst, die Beziehung des Asymptoten-Complexes zu dem gegebenen
Complexe bleibt unverindert, wenn wir dieselben parallel mit sich selbst
gegen einander um ein endliches Stiick verschieben. -

Aehnliche Betrachtungen lassen sich fir eine beliebige Ebene, insbeson-
dere fiir eine jede der drei Coordinaten-Ebenen , anstellen. Wir nennen
Asymptoten-Complex des gegebenen Complexes mit- Bezug auf eine Coordi-
naten-Ebene denjenigen Complex, welcher mit dem gegebenen Complexe alle
in dieser Ebene und, bis auf Grossen erster Ordnung, alle in solchen Ebenen,
die von "der Coordinaten-Ebene unendlich wenig verschieden sind, liegenden
Complex-Linien gemein hat, und welcher unter denjenigen Complexen, die
mit ihm diese Eigenschaft theilen, sowohl an und fiir sich als in Beziehung
auf das Coordinaten-System der einfachste ist. :

335. Bei der Aufstellung der Gleichung des einer Coordinaten - Ebene
zugehdrigen Asymptoten-Complexes, verfahren wir wie friher in dem Falle der
unendlich weit entfernten Ebene. Wenn wir insbesondere die Ebene ¥Z aus-
wihlen, so erhalten wir zunichst, indem wir in der Gleichung des gegebenen Com-
plexes, fiir welche wir die Gleichung (V) nehmen wollen, 7, g, verschwinden lassen :

Bst 4+ Ch* 4 Do? 4 26sh — 2856 — 2T he — 0, (188)
Diese Gleichung stellt einen Complex dar, dessen Linien eine Cylinder-
flache zweiter Classe umhiillen, deren Seiten 0X parallel sind, und durch
welche aus 'Z die in dieser Ebene liegende Complex-Curve ausgeschnitten wird.

Durch passende Wahl der Coordinaten-Axen OF und 0Z in der festen
¥ Z-Ebene konnen wir, im Allgemeinen, die vorstehende Gleichung auf die
folgende Form bringen:

Bs? 4 Ch2 + Do® — 0. (189)
Wenn sich dann die Complex-Curve in ¥ Z, indem ¥ Z eine singulire Ebene
wird, in das System zweier Puncte auflost, so verschwindet eine der drei
Constanten 2, € und 2. Verschwindet 2, so miissen wir zu der Gleichung (189),
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welche in dem allgemeinen Falle den Asymptoten-Complex darstellt, aus der
Gleichung des gegebenen Complexes mnoch diejenigen Glieder hinzunehmen,
welche die Veranderliche ¢ in der ersten Potenz enthalten. Auf diese Art
«wird die Gleichung des Asymptoten-Complexes :
: Bs® 4 Ch* — 2(Ly + Mg) 6 = 0. (190)
Ein Glied mit »¢ tritt nicht hinzu. Denn es ist:
— Nro+ Oso + Vhy = O—N)so + (V—N)hy.
Wenn die beiden Puncte, in welche sich die Complex-Curve in ¥ Z aufgelost
hat, der Annahme entsprechend, dass ¥Z eine Doppelebene des gegebenen
Complexes sei, in einen Punct zusammenfallen, so verschwinden in der
(Gleichung (189) zwei der drei Constanten 7, €, 2. Sind B und € die beiden
verschwindenden Constanten, so wird die Gleichung des Asymptoten-Complexes,
indem wir aus der des gegebenen die Glieder erster Ordnung in s und % zu
der Gleichung (189) hinzunehmen:
De2+ 2(Lr + Ry)s + 2(Hr + Uog) h
+.2(0—Nyso'+ 2(V— N)hy = 0. (191)
Wenn endlich, der Annahme entsprechend, dass eine jede gerade Linie der
Ebene ¥Z dem gegebenen Complexe angehére, in der Gleichung (189) die
drei Constanten B, €, D zugleich verschwinden, so erhalten wir fir die
Gleichung des Asymptoten-Complexes, indem wir aus der Gleichung des
gegebenen die Glieder erster Ordnung in s, %, ¢ auswihlen:
(Ur 4 Ry)s + (Hr + Ugyh — (Ly + Mg)s
— Nro + O0so + Vig = 0. (192)

Wir verfolgen hier, indem wir auf die Entwickelungen des dritten Para-
graphen verweisen, diese Betrachtungen nicht weiter und gehen insbesondere
nicht auf eine nihere Discussion der durch die Gleichungen (190), 191), (192)
dargestellten Complexe ein. ' :

336. Ein Linien-Complex stellt ein sich selbst reciprokes Gtebilde dar,
der doppelten Anordnung entsprechend, welcher seine Gleichung fihig ist, je
nachdem wir die gerade Linie als Strahl oder als Axe betrachten. Einer
Vertauschung der’ beiden Auffassungen entspricht eine Vertauschung der
Coordinaten der geraden Linie unter sich. Die Gestalt der Gleichung des
Complexes bleibt dabei ungeindert. Darin liegt die Berechtigung, alle im
Vorstehenden enthaltenen Betrachtungen und Resultate nach den Regeln des
Princips der Reciprocitit von einer beliehigen Ebene auf einen beliebigen
Punct zu tbertragen.

42+
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Wir wollen den beliebigen Punct insbesondere mit dem ' Coordinaten-
Anfangspuncte zusammentfallen lassen. Auf ihn tbertragen sich dann alle
analytischen Entwickelungen und Beziehungen, welche wir fiir die unendlich
weit entfernte Ebene aufgestellt haben, wenn wir tberall Punct- tmd Ebenen- *
Coordinaten, Strahlen- und Axen-Coordinaten und, dem entsprechend, nach
den Regeln der 153. Nummer, die folgenden Constanten der Complex-Gleichunng :

4, B, €, R ey R s
gegenseitig mit den Constanten:

s KL SR
vertauschen. : :
Insbesondere haben wir fiir die in der unendlich weit entfernten Ebene
liegende Complex-Curve die Gleichung erhalten: ;
; D2+ Eu? + Fo2 4 2Kuv 4+ 2Ltw + 2 Mou = 0,
Diejenige Gleichung, welche sich aus derselben nach den vorstehenden Ver-
tauschungs-Regeln ableitet:; -
A+ By + €z + 2Gyz + 2Haz + 212y = 0,
stellt den Complex-Kegel dar, dessen Mittelpunct der Coordinaten - Anfangs-
punct ist.

Wenn der beliebig anzunehmende Punct, den wir mit dem Coordinaten-
Anfangspuncte haben zusammenfallen lassen, unendlich weit rickt, konnen
wir fiir ihn einen beliebigen derjenigen drei Puncte withlen, in” welchen die
unendlich weit entfernte Ebene beziiglich von den Coordinaten-Axen 0X,0V,07
geschnitten wird. Die Vertauschungs-Regeln, welche einer derartigen Annahme
entsprechen, leiten sich unmittelbar aus den vorstehenden ab, wenn wir
zunichst, nach den Erorterungen der 325. Nummer, die unendlich weit
entfernte Ebene beziiglich durch die Coordinaten-Ebenen XZ,YZ, XV ersetzen.

337. Wir beschrinken uns im Folgenden darauf, die wesentlichen
Ergebnisse, welche wir frither fir eine beliehige Ebene abgeleitet haben, fiir
einen beliebigen Punct ohne weiteren Beweis auszusprechen.

Sei O der angenommene Punct. «, «’, «’’ seien drei beliebige durch
ihn hindurchgehende gerade Linien, welche einander in Bezug auf den Complex-
Kegel A, dessen Mittelpunct in O fallt, conjugirt sind. Die Polaren dieser
drei geraden Linien mit Bezug auf den Complex, die wir mit 4, 4°, 4’
bezeichnen wollen, liegen beztiglich in den drei Ebenen («’, «”), (2", a), (¢, &).
Wir nennen die drei Polaren einander conjugirt. Die Polar-Linien des Punctes
0 in Bezug auf die in den drei Ebenen («’, «”’), (¢”, @), (a, «’) liegenden
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Complex-Curven, die ¢, ¢/, ¢’ genannt werden mogen, heissen den drei Polaren
4, 0, 0" und den drei gegebenen geraden Linien «, «’, «”’ zugehorig. Wir
bezeichnen sie als drei einander conjugirte Polar-Linien. Dann gilt zunéichst
der folgende Satz:

Von je drei conjugirten Polaren schneideti jede die den
anderen beiden zugehdrigen Polar-Linien.

Von je drei Polar-Linien schneidet also auch. jede die zu den anderen
beiden zugehorigen Polaren. Wenn der Punct O und drei conjugirte Polaren
oder Polar-Linien gegeben sind, so lassen sich, nach diesem Satze, die zuge-
horigen Polar-Linien, beziiglich Polaren, linear construiren.

Drei conjugirte Polaren als Linien einer Erzeugung und die zugehorigen
Polar-Linien als Linien der anderen Erzeugung bestimmen ein Hyperboloid.
Die Polar-Ebene des Punctes 0 in Bezug auf dieses Hyperboloid ist diej enige
Ebene, P, welche die drei Schnittpuncte je einer der drei conjugirten Polaren
mit, der ihr zugehorigen Polar-Linie enthilt. Diese Ebene #ndert sich nicht,
wenn wir an Stelle der angenommenen drei cohjugirten Polaren irgend drei
andere setzen.

Die Polar-Ebene des Punctes 0 in Bezug auf ein durch drei
conjugirte Polaren .bestimmtes Hyperboloid ist von der Aus-
wahl dieser Polaren unabhéngig.

Die Ebene 2 ist also dem Puncté O durch den gegebenen Complex
zugeordnet.  Wir wollen sie die Polar-Ebene des Punctes.”? mit Bezug
auf den Complex nennen.

Ineinem Complexe zweiten Grades ist einem gegebenen Puncte,
im Allgemeinen, eine Ebene in eindeutiger Weise zugeordnet.

~ Wir kénnen dieselbe Ebene als die Polar-Ebene des gegebenen
Punctes mit Bezug auf die von den singularen Puncten des
Complexes gebildete und von den singuliaren Ebenen desselben
umhiillte Fliache construiren. :

338. Wenn die angenommenen drei geraden Linien «, «’, «’’ nicht selbst
dem Complexe angehoren, so schneiden sich, im Allgemeinen, ihre zugehorigen
Polaren nicht. Solcher zugeordneter Polaren, welche sich schneiden, und die
also mit ihren zugehorigen Polar-Linien in die Polar-Ebene des gegebenen
Punctes zusammenfallen, gibt es, im:Allgemeinen, nur ein System. Die
entsprechenden drei geraden Linien «, «’, «’* sind leicht zu construiren.

Durch den gegebenen Punct O gehen vier singulire Linien des Complexes
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hindurch. Die drei Durchschnitts-Linien je zweier solcher Ebenen, welche
zusammen die vier singuldren Linien enthalten, sind die gesuchten.

Einer doppelten Particularisation der Beziehung des Complexes zweiten
- Grades zu dem gegebenen Puncte entsprechend, konnen die vier singuléiren
Linien, welche durch denselben hindurchgehen, paarweise zusammenfallen,
Dann schneiden sich innerhalb der Polar-Ebene 2 des Punctes 0 die Polaren
aller solcher gerader Linien, welche in der Ebene, die die beiden singuléren
Linien enthélt, durch 0 hindurchgehen, in einem Puncte, demjenigen Puncte,
in welchem die Polar-Ebene 2 von der Polar-Linie der genannten Ebene in
Bezug auf den Complex-Kegel, dessen Mittelpunct in O fallt, geschnitten wird.
Und auch die Polare dieser letzteren Linie fallt in die Ebene 2. Sie ist die
Durchschnitts-Linie derselben mit der Ebene, welche durch die beiden singu- .
liren Linien hindurchgelegt worden ist. -

Eine ftinffache Particularisation ist erforderlich , wenn alle Polaren in
der Polar-Ebene -7 enthalten sein sollen. Dann fillt eine Jjede Polare mit
der ihr zugehorigen Polar-Linie zusaminen. Es verlangt dies, dass alle durch
den Punct 0 hindurchgehenden Complex- Linien singulire Linien desselben
seien. Diese Bedingung ist insbesondere in dem Falle derjenigen Complexe
erfullt, deren Linien eine Fliche des zweiten Grades umbhiillen. Alle
Linien eines derartigen Complexes sind als singulére Linien desselben anzu-
sehen. Die Polar-Ebene eines beliebigen Punctes in Bezug auf solch’ einen
Complex fillt mit der Polar-Ebene desselben in Bezug auf die von demselben
umbhillte Fliche zusammen. Die letztere vertritt die Fliche vierter Ordnung
und Classe, welche in dem allgemeinen Falle durch die singuliren Puncte
und Ebenen des Complexes bestimmt wird. v

339. Wenn der gegebene Punct 0 inshesondere ein singuldrer Punct
ist, fillt seine Polar-Ebene mit der zugeordneten singuliren Ebene zusammen.
Es ist dieselbe die Tangential-Ebene der Fliche der singuléiren Puncte und
Ebenen in dem gegebenen singuliren Puncte. : :

Ist der gegebene Punct 0 .ein Doppelpunct des Complexes, so wird
seine Polar-Ebene unbestimmt. Sie kann beliebig unter den umbhiillenden
Ebenen  eines Kegels zweiter Classe, ‘der den angenommenen Punct zum
Mittelpuncte hat, ausgewahlt werden. Der Punct 0 ist dann ein Doppel-
punct der Fliche der singuléren Puncte und Ebenen. Die Kegelfliiche zweiter
Classe, die von seinen Polar-Ebenen umbhiillt wird, ist der Tangential-Kegel
der Fliche im Doppelpunct.



385, —

Es kénnen endlich alle durch den Punct 0 hindurchgehenden geraden
Linien dem Complexe angehoren. Dann kann von' einer bestimmten Polay-
Ebene desselben in Bezug aul den Complex keine Rede mehi sein. Dem
entspricht, dass sich der Punct als isolirter Punct von der Fliche der singu-
laven Ebenen absondert, wodurch diese auf die dritte Classe reducirt wird.

Es sei schliesslich noch bemerkt, dass in dem allgemeinen Falle der
Complexe zweiten Grades nicht, wie bei den Flichen zweiten Grades das
Entsprechen der Polar-Ebene zu dem gegebenen Punct ein reciprokes ist.
Wenn der Pol der Polar-Ebene mit Bezug auf den Complex wieder mit dem
-anfinglich gegebenen Puncte zusammenfallen oll, so ‘st eine dreifache
Particularisation der Lage der Ebene zu dem Complexe nothwendig. Es
gibt also, im Allgemeinen, in einem gegebenen Complexe nur eine endliche
Anzahl von Puncten und Ebenen, welche sich gegenseitig in Bezug auf den
Complex entsprechen.

340. Wir haben diejenigen Linien des Complexes, welche in einer gege-
benen Ebene oder in deren Nithe liegen, durch den Asymptoten-Complex
desselben in Bezug auf die gegebene Ebene dargestellt. Auf ahnliche Weise
bestimmen wir diejenigen geraden Linien, welche in dem Complexe durch
emen gegebenen Punct und alle ihm benachbarten hindurchgehen.

Sei der gegebene Punct der Anfangspunct der Coordinaten. Dann erhalten
wir fiir den Asymptoten-Complex des gegebenen Compléxes in Bezug auf
denselben, indem wir in der Gleichung des letzteren die Verinderlichen
0, 6, 7, sowie erste Potenzen von.r, s, / gegen zweite Potenzen derselben
vernachlissigen :

ArZ—}—Bs2+C/zi’—l—QGs/z—}—‘ZHr/z—{—Q]rs == {0 (193)
Diese Gleichung stellt eine in der unendlich weit liegenden Ebene enthaltene
Curve der zweiten Ordnung dar. Diejenigen geraden Linien, welche durch
den Coordinaten - Anfangspunct gehen und diese Curve schneiden, geh¢ren
dem gegebenen Complex an.

Durch schickliche Wahl der Richtung der Coordinaten-Axen kénnen wir
die. vorstehende Gleichung (193) auf die Form bringen :

Ar? + Bs2 4 Ch? — 0. (194)
Wenn dann der Coordinaten—Anfahgspunct‘ insbesondere ein singulirer Punct
des Complexes wird, verschwindet eine der drei Constanten 4, B, C. Sei 4 die -
verschwindende Constante. Dann muissen - wir in der Gleichung des Asym-
ptoten-Complexes, damit derselbe mit der gleichen Annéherung, wie friiher,
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die Linien des gegebenen in der Nachbarschaft des Coordinaten-Anfangspunctes
darstelle, neben den Gliedern zweiter Ordnung in s und /4 die erster Ordnung
in 7 aus der Gleichung des gegebenen Complexes beibehalten. Wir finden so:

Bs? 4+ Ch? 4 2(Po + On)r =0. (195)
Ein Glied in 7¢ tritt nicht hinzu, weil:

— Nro+ Oso + Vhg=(0—N)so + (V—N)hy,.
Verschwinden gleichzeitig zwei der drei Constanten 4, B, C, etwa B und C,
dem Falle entsprechend, dass der Coordinaten-Anfangspunct ein Doppelpunct
des Complexes wird, so erhalten wir, indem wir neben zweiten Potenzen von »
erste Potenzen von s und % berticksichtigen miissen, die folgende (leichung
des Asymptoten-Complexes:

Ar? 4 2Ry — So)s + 2(— 7o + Ug)h
4+ 2(0—N)so 4+ 2(V—Nyhy = 0. (196)
Wenn endlich alle durch den Anfangspunct gehenden geraden Linien dem
Complexe angehéren, und, dementsprechend, 4, B, € zugleich verschwinden,
wird die Gleichung des Asymptoten-Complexes :
(Po+ On)r + (BRy — So)s + (—T6 + Ug) &
— Nreo 4+ Oso + Vin = 0. (197)
Es ist dies dieselbe Gleichung, welche wir in der 292. Nummer gefunden
hatten, um die unendlich weit entfernten Linien des gegebenen Complexes
in dem Falle darzustellen, dass in der Gleichung desselben die Glieder zweiter
Ordnung in den Verdnderlichen o, ¢, 7 fehlten.

Aehnliche Betrachtungen, wie fiir den Coordinaten-Anfangspunct, kénnen
wir fiir einen beliebigen derjenigen drei Puncte anstellen, die auf den drei
Coordinaten-Axen OX, OF, OZ unendlich weit geriickt sind.

341. Wir brechen hier die vorstehenden Entwickelungen ab, deren
Zweck die Discussion der allgemeinen Gleichung der Complexe zweiten Grades
gewesen ist, um uns wieder der Untersuchung der Complexfliichen zuzuwenden.
Wir heben inshesondere die grosse Analogie hervor, welche zwischen der Theorie
dieser Complexe und der Theorie der Flichen zweiten Grades herrscht; eine
Analogie, die darin ihre Erklarung findet, dass die letzteren als Complexe
zweiten Grades von besonderer Art aufgefasst werden konnen. Die Gesammtheit
der Bedingungen, welche erfiillt sein muss, damit ein gegebener Complex zweiten
Grades eine Fliche dieses Grades darstelle, kann in der einen zusammengefasst
werden, dass alle Linien eines derartigen Complexes singulare
Linien desselben sind.



