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bestimmten Complexe an. Das Hyperboloid ist nicht selbst particularisirt,
sondern nur seine Lage zu dem Polar-System.

Nehmen wir inshesondere fiir die drei sich schneidenden geraden Linien
die drei Coordinaten-Axen 0X, 0F, 0Z oder die drei in den Coordinaten-
Ebenen ¥Z, XZ, XV unendlich weit liegenden geraden Linien, so erhalten
wir zur Bestimmung desjenigen Hyperboloids, welches beztiglich dem Coordi-
naten-Anfangspuncte oder der unendlich weit liegenden Ebene zugeordnet ist,
die folgenden drei Gleichungen:

08 08 08

s e O o =% (165)
oder:
02 08 09

Unter beiden Annahmen wird die Gleichung (162):

39 00, 00 de | 99 ia
OIS0l 0s 09 0k Oy
erfillt, welche diejenigen geraden Linien darstellt, denen in dem gegebenen
Polar-System (2 = 0) solche Polar-Complexe entsprechen, deren simmtliche
Linien eine feste gerade Linie schneiden.

=0

3 § 5.
Fliche vierter Ordnung und Classe, von den singuléren Puncten des Complexes
gebildet, von den singuliren Ebenen desselben umhiillt,

311. Wir haben einen Punct, dessen Complex-Kegel sich in das System
zweier Ebenen auflost, einen singularen Punct, und eine Ebene, deren
Complex-Curve in das System zweier Puncte ausartet, eine singulire
Ebene des Complexes genannt.

Die Durchschnittslinie der beiden Ebenen, in welche sich der Complex-
Kegel, dessen Mittelpunct ein singulirer Punct ist, aufgelost hat, so wie die
Verbindungslinie der. beiden Puncte, in welche die Complex-Curve, deren
Ebene eine singulire Ebene ist, zerfallt, sind singulédre Linien des Com-
plexes. In diesem Sinne entspricht einer Jjeden singuliren Linie ein singulérer
Punct und eine singuliare Ebene. Alle Complex-Curven, welche in Ebenen
liegen, die durch eine singulire Linie hindurchgelegt sind, bertihren dieselbe
in dem entsprechenden singuliren Puncte, und alle Complex-Kegel, deren

30+
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Mittelpuncte auf einer singuléren Linie 'angenommen sind, berithren nach
derselben die entsprechende singulire Ebene. Wir wollen den einer singu-
liren Linie entsprechenden singuldren Punct und die derselben entsprechénde
singulire Ebene als einander zugeordnet bezeichnen.

Die singuliren Linien eines gegebenen Complexes bilden eine Congruenz
vom vierten Grade. Dieselbe ist durch die zweigliedrige Gruppe zweier
Complexe des zweiten Grades bestimmt, von denen der eine der. gegebene
ist und der andere erhalten wird, wenn man in die Bedingungs-Gleichung
des zweiten Grades, welcher die Linien-Coordinaten gentigen miissen, an
Stelle der Coordinaten die nach denselben genommenen partiellen Differential-
quotienten der Gleichung des gegebenen Complexes einsetzt. Im Allgemeinen
sind vier unter den Tangenten einer gegebenen Complex-Curve und vier
unter den Seiten eines gegebenen Complex-Kegels singuléire Linien. Wenn
inshesondere die Complex-Curve sich in das System zweier Puncte oder der
Complex-Kegel . sich in das System zweier Ebenen auflost, fallen zwei von
den vier singuliren Linien beziiglich in die Verbindungslinie der beiden Puncte
oder in die Durchschnittslinie der beiden Ebenen zusammen.

512. Wenn sich die Complex-Curve in einer gegebenen Ebene so par-
ticularisirt, dass sie sich in zwei Puncte auflost, welche in einen zusammen-
fallen; wollen wir die Ebene eine Doppelebene des Complexes nennen. Als
einen Doppelpunct bezeichnen wir einen solchen, der Mittelpunct eines
Complex-Kegels ist, welcher in das System zweier, in einen zusammenfallen-
der Ebenen ausgeartet ist. Derjenige Punct, welcher von den Linien des
Complexes in einer Doppel-Ebene umhiillt wird, ist darum noch kein Dop-
pelpunct, so wenig wie die Ebene, die von den durch einen Doppelpunct
hindurchgehenden Linien des Complexes gebildet wird, eine Doppelebene.

Eine jede Linie des gegebenen Complexes, welche in einer Doppelebene
liegt: oder durch einen Doppelpunct hindurchgeht, ist eine singulirve Linie
desselben. Die Doppelebenen und Doppelpuncte sind solche Ebenen und Puncte,
welche unendlich viele Linien aus der Congruenz der singuléiren Linien enthalten.

Einer jeden singuldren Linie, welche in einer Doppelebene liegt, entspricht
diese als singulire Ebene. Der jeder einzelnen singuliren Linie entsprechende
singulare Punct fillt darum noch nicht mit dem singuléren Puncte zusammen,
in welchem sie sich alle schneiden. Vielmehr entspricht einer jeden singuliren
Linie ein zweiter, im Allgemeinen von dem ersten verschiedener singulirer
Punct. Wenn sich die singulire Linie in der Doppelebene um den festen
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Punct dreht, welcher in derselben von den Linien des Complexes umhiillt
wird, beschreibt der entsprechende singulire Punct eine Curve der zwei-
ten Ordnung, welche durch den festen Punct hindurchgeht. Withrend
einer singuliren Ebene im Allgemeinen ein singulirer Punct zugeordnet ist,
entsprechen einer Doppelebene unendlich viele zugeordnete singuléire Puncte,
welche auf einer Curve der zweiten Ordnung liegen.

Einer jeden derjenigen singuléren Linien, welche durch einen Doppelpunct
hindurchgehen, entspricht dieser als singuliver Punct. Aber jeder derselben
entspricht, im ‘Allgemeinen, eine singulire Ebene, welche nicht mit der-
Jenigen festen Ebene zusammenfillt, die von den durch den Doppelpunct
hindurchgehenden Linien des Complexes gebildet wird. Alle diese Ebenen
umhillen eine Kegelfliche der zweiten Classe, die inshesondere die
feste Ebene beriihrt. Wiihrend einem singuliren Puncte im Allgemeinen
eine singulire Ebene zugeordnet ist, entsprechen einem Doppelpuncte unend-
lich viele zugeordnete singulire Ebenen, welche eine Kegelfliiche der zweiten
(Classe umbhiillen.

Die analytische Bestitigung der vorstehenden geometrischen Folgerungen
entnehmen wir der 289. und 290. Nummer, in denen die unendlich weit
entfernte Ebene fiir eine Doppelebene des Complexes genommen ist.

. 313. Eine singulire Linie kann sich in der Art particularisiren, dass
eine jede durch sie hindurchgelegte Ebene eine singuléire Ebene und dass
ein jeder auf ihr angenommener Punct ein singulérer Punct ist. Solch’ eine
gerade Linie haben wir eine Doppellinie des Complexes genannt (n. 307).
Aber es verlangt eine Particularisation des gegebenen Complexes, wenn der-
selbe eine Doppellinie enthalten soll. Wir schliessen die Moglichkeit, dass
der gegebene Complex sich in der dazu ndthigen Weise particularisire, von
der ferneren Betrachtung aus.

In einem gegebenen Complexe kann es ausgezeichnete Puncte oder
Ebenen von der Art geben, dass alle durch dieselben hindurchgehenden, be-
ziiglich alle in denselben liegenden geraden Linien Linien des Complexes sind.
Dann ist jede durch den Punct hindurchgelegte Ebene eine singuliire Ebene,
jeder in der Ebene angenommene Punct ein singulirer Punct. Solch’ eine
Ebene haben wir in der 292. Nummer mit der unendlich weit entfernten
Ebene zusammenfallen lassen. Nach den Erorterungen dieser Nummer ver-
langt es eine sechsfache Particularisation, wenn fiir einen gegebenen Complex
die unendlich- weit liegende Ebene von dieser -besonderen Art sein soll.
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Im Allgemeinen also gibt es derartige Ebenen und Puncte nicht. Wir sehen
in dem Folgenden von der Moglichkeit ab, dass der gegebene Complex sich
dementsprechend particularisirt habe.

314. Damit sich ein gegebener Kegel zweiter Ordnung in das System
zweier Ebenen, oder eine gegebene Curve der zweiten Classe in das System
zweler Puncte auflose, ist eine Bedingungs-Gleichung zu erfillen. Es wird
also von den singuliren Puncten eines Complexes eine Flache gebildet,
und von den singuliren Ebenen desselben eine Fléche umbhiillt. Dagegen
sind drei Bedingungen zu erfiillen, wenn die beiden Ebenen, in welche sich
ein Complex-Kegel, beziiglich die beiden Puncte, in welche sich eine Complex-
Curve auflost, zusammenfallen sollen. FEs gibt also eine endliche Anzahl
von Doppelpuncten und Doppelebenen. :

In dem sechsten und siebenten Paragraphen des vorigen Abschnitts
haben wir nachgewiesen, dass auf der Coordinaten-Axe 0., welche wir zur
Doppellinie einer Complexfliche genommen hatten und die ganz beliebig an-
genommen worden war, vier singulire Puncte liegen und dass durch dieselbe
vier singulire Ebenen hindurchgehen (vgl. n. 215). Wir erhalten somit
unmittelbar die folgenden Sitze:

Die von den singuléiren Puncten eines Complexes des zweiten
Grades gebildete Fliche ist von der vierten Ordnung.

Die von den singuléiren Ebenen eines Complexes des zweiten
Grades umhtillte Fliache ist von der vierten Classe.

315. Um die Gleichung der Fliche der singuliren Puncte in Punct-
Coordinaten zu erhalten, gehen wir von der Gleichung (II) des Complexes
zweiten Grades in Strahlen-Coordinaten aus. Wir haben auszudriicken, dass
sich der Kegel, welchen die Gleichung des Complexes darstellt, sobald wir
den Veriinderlichen «, y, z feste Werthe ertheilen, in ein System zweier
Ebenen auflose. Von den sechs Strahlen-Coordinaten:

(@0—a), =) G—2), (=" —y'2), @'z — 2 2"), (vy’ — a’y)
konnen wir die letzten drei auf folgende Weise schreiben:
(4 —9)z2—y(—2)), (¢ —2)— (@ — 29 z2) ((z — 2)y — = (g—9)).
Dadurch nimmt die Gleichung II des Complexes die folgende Form an:

a(x — ) + 20(e — o) (y —y') + ey — ¥)*

t+ 2d(x — &) (2 —2) + 2ely— 9y (e —2) + fle— 20— 0, (167
Wo 4, b, ¢, d, ¢, { Functionen des zweiten Grades in «, y, z sind. Insbe-
sondere finden wir:



= —

gidf Be® LBy - A Kyz — 2Pz 4 20y,

b=I1—Foy+ Kzz+ Lyz - Mz2 4 WN—0)z— Qx + Ry,

Gesi el At b Fa® - O fins - IRyl 28z)

d=H—Exz 4 Koy — Ly? + Myz — Ny + Px — Uz,

c—0—0/7—512+LL/+1V[”0~—{—01—SJ—[—Tz

[=C+Dy*+ Ex*— 2May — 2Ty 4 20Uz J

Um auszudriicken, dass sich der durch die Gleichung (167) dargestellte
Kegel in das System zweier Ebenen auflose, erhalten wir, nach der 186. Num-
mer, die folgende Bedingung: ,

acf + 2bde — ae® — cd? — fb2 = (. (169)
Wenn wir in diese Gleichung fiir «, 4, ¢, 4, ¢, [ die Werthe aus der Glei-
chung (168) einsetzen, bekommen wir die gesuchte Gleichung der Fliche.
Dieselbe ist scheinbar vom sechsten Grade. Es werden sich also bei der
wirklichen Ausfihrung der in (169) angedeuteten Multiplicationen die Glieder
finfter und sechster Ordnung in z, ¥, z fortheben.

516. Wir erhalten die Gleichung der von den singuléiren Ebenen des
Complexes pmhiillten Fliche in Ebenen- Coordinaten, wenn wir in den vor-
stehenden Gleichungen (168) nach den Vertmusehungmegeln der 153. Nummer:

L s e G e )

(168)

und
AT B Gl e OSk
beziiglich gegenseitig mit
Dl Hee ) oy S
vertauschen. Ungeiindert bleiben dabel die Constanten ]
: A5

Wenn wir nach der Vertauschung statt «, «’, statt b, 4" u. 8. w. schreiben,
s0 kommt:
g — 0 Byl Cuz— 2Cuy— 2 Sy = A
b'=M—Ctu+ Gto+ Hup — [pe + NV—0)v— Tt Uu,
c"—FE - Adv? - (07— 20 == D, I 7))
d'—=L— Bto-I Grtu — Hu> + Juv — Nu—+ S¢— Ro,
e = K — duv— G2 + Htu +Itv + Ot — Pu+ Qv,
f[=F+ Au>+ B2 — 2[tu — 20u + 2 R¢,
und wir erhalten die Gleichung der Fliche unter der folgenden Form:
a2 e e el Bl pr g ‘ (171)
Beziiglich der Reduction der vorstehenden Gleichung, die in 4, u, v scheinbar

(170)
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vom sechsten Grad ist, auf den vierten Grad in dlesen Verinderlichen gilt
das in der v vorigen Nummer Gesagte.

Wenn wir die Ausdriicke (170) far o', ', ¢', d', ¢, [ durch Einfithrung
einer vierten Verinderlichen » homogen machen und dann in die Gleichung
(171) einsetzen, so wird diese allerdings vom sechsten Grade und reducirt
nur dadurch auf den vierten, dass sich von ihr ein Factor w2 absondert.
Die Gleichung (171) sagt, geometrisch gedeutet, nicht sowohl aus, dass sich
die Complex-Curve in einer gegebenen Ebene 7 w, », » in das System zweier
Puncte auflose, als dass derjenige Kegel zweiter Classe, der sich durch die
fragliche Complex-Curve und den Coordinaten- Anfangspunct als Mittelpunct
hindurchlegen lisst, in das System zweier umbhiillter Axen zerfillt. Es
findet das fiir eine jede Ebene statt, welche durch den Coordinaten-Anfangs-
punct hindurchgeht, und daher der Factor »2, welcher, gleich Null gesetzt,
den Coordinaten-Anfangspunct darstellt.

317. Eine beliebig angenommene gerade Linie schneidet die Fliche der
singuliren Puncte im Allgemeinen in vier Puncten, und es lassen sich durch
dieselbe im Allgemeinen vier Tangential-Ebenen an die Fliche der singuliren
Ebenen legen. Wenn die angenommene gerade Linie insbesondere eine:
singulare Linie des Complexes ist, so fallen zwei der vier singuliren Puncte
in den entsprechenden Punct und zwei der vier singuliren Ebenen in die
entsprechende Ebene zusammen (vergl. n. 306.). FEine singulire Linie be-
rithrt also sowohl die Fliche der singuliaren Puncte als die Flache der singu-
laven Ebenen. Berthrungs-Punct mit der ersten Fliche ist der entsprechende
singulire Punct, Bertihrungs-Ebene mit der zweiten Flache die entsprechende
singuléire Ebene.

Fir solche singulidre Linien, welche in einer Doppel-Ebene des Complexes
liegen, fallen von den vier Durchschnittspuncten mit der Fliche der singuliren
Puncte paarweise zwei zusammen. Solche Linien sind also Doppeltan-
genten der Flache der singuléren Puncte, in dem Sinne, dass sie in
zwei verschiedenen Puncten diese Fliche bertihren.

Ebenso fallen von den vier Tangential-Ebenen, welche sich, im Allgemeinen,
durch eine gegebene gerade Linie an die Fliche der singuliren Ebenen legen
lassen, paarweise zwel in eine zusammen, sobald die gegebene gerade Linie
eine der singuléren Linien ist, welche durch einen Doppelpunct des Complexes
hindurchgehen. Diese Linien sind also Doppeltangenten der Fliche
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der singularen Ebenen, in dem Sinne, dass sie nach zwei verschiedenen
Ebenen diese Fliche beriihren.

318. Die vier singuliren Linien des Complexes, welche in einer belie-
bigen Ebene liegen, berihren die in dieser Ebene von Linien des Complexes
umbhiillte Curve in den ihnen entsprechenden singuliren Puncten. TIn den-
selben Puncten bertihren dieselben geraden Linien die Fliche vierter Ordnung
der singuliren Puncte. Die Durchschnitts-Curve vierter Ordnung dieser
Flache mit einer beliebigen Ebene beriihrt also die in dieser Ebene liegende
Complex-Curve in vier Puncten. Von den acht Durchschnitts-Puncten, welche
die beiden Curven haben mtissen, fallen jedesmal zwei in einen Bertihrungs-
punct zusammen.

Ebenso beriihrt derjenige Complex-Kegel, welcher einen beliebigen Punct
des Raumes zum Mittelpuncte hat, den Kegel vierter Classe, welcher sich
von dem beliebig angenommenen Puncte aus an die von den singuliren
Ebenen umbhiillte Fliche der vierten Classe legen lisst, nach vier geraden
Linien, welche die vier singuliren Linien sind, die durch ihn hindurchgehen.
(Gtemeinsame Tangential-Ebenen der beiden Kegel nach diesen vier geraden
Linien sind die entsprechenden singuléiren Ebenen.

Wir wollen fiir die beliebig angenommene Ebene inshesondere eine sin-
gulire Ebene wihlen. Der in derselben von Linien des Complexes umhiillte
Ort wird, nach wie vor, von dér Durchschnitts-Curve der singuléiren Ebene
mit der Fliche der singuliren Puncte in vier Puncten beriihrt. Die gemein-
samen Tangenten in den vier Bertihrungspuncten sind singuléire Linien. Die
Berthrungspuncte der singultiren Tinien sind die beztiglich  entsprechenden
singularen Puncte. Von den vier singuléren Linien, welche, im Allgemeinen,
n einer gegebenen Ebene liegen, fallen fiir eine singulire Ebene zwei in die
dieser entsprechende singulire Linie zusammen., Die beiden anderen gehen
in beliebiger Richtung jede durch einen der beiden Puncte, in welche sich
die Complex-Curve aufgelost hat. Von den vier Bertihrungspuncten der
Durchschnitts-Curve der Fliche der singuliren Puncte mit dem von den
Linien des Complexes umhillten Ort fallen also zwei in die beiden Puncte,
in welche sich die Complex-Curve in der singuléren Ebene aufgelost hat,
withrend die anderen beiden mit dem der gegebenen singuliren Ebene zu-
geordneten singuliren Puncte zusammenfallen.

Die Durchschnitts-Curve vierter Ordnung der Fliche der

singuldren Puncte mit einer beliebigen singuldren Ebene hat in
Pliicker, Geomelrie. 40
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dem dieser Ebene zugeordneten singuléren Puncte einen Dop-
pelpunct.

Auf dieselbe Art beweisen wir den Satz:

Die Kegelfliche vierter Classe, welche sich von einem be-
liebigen singuléaren Puncte aus an die Fliche der singuldren
Ebenen legen lasst, hat die diesem Puncte zugeordnete singulare
Ebene zur Doppelebene.

319. Die analytische Bestétigung dieser geometrischen Folgerungen ent-
nehmen wir den Gleichungen (169) und (171), welche die Fliche der singu-
laren Puncte und die Fliche der singuliren Ebenen beziiglich in Punct- und
Ebenen-Coordinaten darstellen. Wenn wir annehmen, dass die Ebene XZ
eine singulire Ebene sei und dass die entsprechende singulire Linie mit 0.,
der zugeordnete singulire Punct mit 0 zusammenfalle, so erhalten wir aus
der 305. und der 306. Nummer die folgende Constanten-Bestimmung:

a0, e ) =0, P =0,

Dadurch bekommen die Ausdricke a, 4, ¢, d, ¢, £ (168), wenn wir in denselben .
zugleich y’ verschwinden lassen, die folgenden Werthe:

a—lz=

b=Kxz—Mz2+ (N—0)z — Qux,

¢c=B+4 Dz?+ Fz?—2Laz— 2Rz + 28z, ]

d——EBrz— Uz}

e=6G—Kx?+4 Mzxz + Ox 4 7z,

[=C+ Ex? + 2Ux.
Wenn wir in denselben 2 und z gegen Constante, so wie zweite Potenzen
von @ und z gegen erste vernachlissigen, so erhalten wir:

(172)

e = lz2,
b= N—0)z —0ux,
5

2 1Ta
="l Sk
e — @,
[

Und indem wir diese Werthe in die Gleichung (169):
acf + 2bde — ae? — cd?> — fb2 = 0
einsetzen, finden wir die folgende Gleichung:
BCEz: — 26Uz ((N—0)z — Qa2) — EG222
— BUz2 — C((N—0)z — Q) = 0 (174)
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um diejenigen singuliiren Puncte darzustellen, welche in der singuléiren Ebene
XZ in der Nihe des zugeordneten singuliren Punctes 0 liegen. Diese Glei-
chung enthdlt nur Glieder zweiten Grades in » und z. Die Durchschnitts-
Curve der Flache der singuliren Puncte mit der Ebene X2 besitzt also, in
Uebereinstimmung mit den Schlussfolgerungen der vorigen Nummer, im Coor-
dinaten-Anfangspuncte einen Doppelpunct. :

Wir mogen noch bemerken, dass dieser Doppelpunct ein Rﬁckkehrpunct
wird, wenn ausser den Constanten 4, H, I, P auch noch die Constante 0
verschwindet. Dann ist, nach den Erorterungen der 307, Nummer, die Axe
OX eine Doppellinie des gegebenen Complexes.

Auf dieselbe Art konnen wir nachweisen, dass der Kegel vierter Classe, '
der sich von einem beliebigen singuléren Puncte aus an die Fliche der sin-
guliren Ebenen legen lisst, die dem angenommenen singuliren Puncte zuge-
ordnete singulire Ebene zur Doppelebene hat.

520. Nach dem Vorstehenden ist jede singulire Ebene eine Tangential-
. Ebene der von den singuliren Puncten gebildeten Fliche vierter Ordnung.
Bertihrungspunet ist der zugeordnete singulire Punct. Und umgekehrt ist
jeder singulire Punct ein Punct der von den singuliren Ebenen umhiillten
Flache vierter Classe. Tangential-Ebene in demselben ist die zugeordnete
singulire Ebene. :

Die Flache vierter Ordnung, welche von den singuléren
Puncten des Complexes gebildet wird, und die Fliche vierter
Classe, welche von den singularen Ebenen desselben umhillt
wird, sind identisch.

Eine jede singulire Linie des Complexes bertihrt die Fliche vierter Ordnung
und vierter Classe der singuliren Puncte und singuliiren Ebenen. Der Beriihrungs-
punct mit der Fliche ist der entsprechende singulire Punct, die Bertihrungsebene
in demselben die entsprechende singulire Ebene. Die beiden tbrigen Schnitt-
puncte der singuléren Linie mit der Fliche sind diejenigen beiden Puncte,
in welche sich die Complex-Curve in der entsprechenden singuliren Ebene
aufgelost hat. Ebenso sind die beiden tibrigen Tangential-Ebenen, welche
sich durch die singulire Linie an die Fliche legen lassen, diejenigen beiden
Ebenen, in welche der Complex-Kegel zerfillt, dessen Mittelpunct der zuge-
ordnete Punct ist. Die Richtung der einer singuléiren Ebene und ihrem zugeord-
neten singuléiren Puncte entsprechenden singuléren Linie ist durch die Fliche
der singuliren Puncte und singuliren Ebenen noch nicht gegeben. Die

40%*
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Flache hangt von weniger willkirlichen Constanten ab, als der Complex
zweiten Grades, welcher sie bestimmt.

321. Die von den singuliren Puncten des Complexes gebildete und von
den singuliren Ebenen desselben umbhiillte Fliche ist von: der vierten Ord-
nung und der vierten Classe. Sie hat also, im Allgemeinen, sechszehn Dop-
pelpuncte und sechszehn Doppelebenen. Die Moéglichkeit, dass die Fliche
sonstige Singularitéiten, insbesondere einen Doppelstrahl und eine mit dem-
selben zusammenfallende Doppelaxe besitzt, durch welche die Anzahl der
Doppelpuncte und Doppelebenen erniedrigt wiirde, bleibt ausgeschlossen, so
langeé nicht der gegebene Complex selbst particularisirt ist.

; Die Tangential-Ebenen der Fliche in einem Doppelpuncte derselben um-
hillen einen Kegel der zweiten Classe und die Berthrungspuncte derselben
mit einer ihrer Doppelebenen bilden eine Curve der zweiten Ordnung. Wir
haben in der 312. Nummer nachgewiesen, dass die singuliiren Ebenen, welche
durch einen Doppelpunct des Complexes gehen, ebenfalls einen Kegel der
zweiten Classe umhtillen, und dass die singuliren Puncte, welche in einer
Doppelebene des Complexes liegen, eine Curve der zweiten Ordnung bilden.

Die Doppelpuncte und Doppelebenen des Complexes fallen
mit den Doppelpuncten und Doppelebenen der von den singu-
laren Puncten gebildeten und von den singuliaren Ebenen um-
hillten Fléiche zusammen.

Und hieraus:

In einem Complexe zweiten Grades gibt es, im Allgemeinen,
sechszehn Doppelpuncte und sechszehn Doppelebenen.

Welcher Punct in einer Doppelebene von den Linien des Complexes um-
htillt, oder welche Ebene in einem Doppelpuncte von den Linien des Com-
plexes gebildet wird, ist durch die Fliche der singuliren Puncte und Ebenen
noch nicht bestimmt. Der Punct kann ein beliebiger Punct der Bertihrungs-
Curve, die Ebene eine beliebige Ebene des Bertihrungs-Kegels sein.

322. Wir gehen zu der Gleichung der Fliche der singuliren Puncte
und Ebenen in Plan-Coordinaten (171) zurtick:

a'c’'f +20'd e —a'e—c'dr—fb'2= 0.
Wir wollen dieselbe durch Einfiihrung einer vierten Veréinderlichen, », homo-
gen machen. Es kommt dies darauf hinaus, dass wir die fir o, ¥, ¢, d, ¢, f’
gefundenen Ausdrticke (170) durch Einfiihrung dieser Veranderlichen homogen
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machen und, nach Einsetzung dieser Ausdricke in die Gleichung (171),
den Factor »? welchen dieselbe erhilt, vernachlissigen.

Wir wollen die Gleichung der Fliche in der folgenden Weise schreiben :

[=0. (175)

Dann erhalten wir fir die Gleichung des Pols einer gegebenen Ebene

(', w', v’y ») in Bezug auf diese Fliche, nach der 296. Nummer, die folgende:

G @+ (e + (8) 0o
Die rechtwinkligen Coordinaten des Pols sind also:
o

G P
dw

ow

or\’ 5N
(50)
Wenn wir die homogen gemachten Ausdricke o', 4’, ¢’, 4’, ¢, /[ in die
Gleichung (171) einsetzen, so erhalten wir die Gleichung:

P, 177
und es ist, nach dem Vorhergehenden:
F = nef. (178)

Es ist also erlaubt, in den Formeln (176) die nach ¢, u, », » genommenen
Differentialquotienten der Function / beziiglich durch die folgenden Functionen

zu ersetzen:
(6F) <6F> <6‘F) <6F it 2F>
T O T T e e T Ik

323. Wir wollen insbesondere die unendlich weit liegende Ebene aus-
wiihlen. Der Einfachheit wegen setzen wir, was immer gestattet ist, in der
Gleichung des gegebenen Complexes die Constanten A, Z, M gleich Null.
Dann erhalten die homogen gemachten Ausdriicke a’, ', ¢, disellf die fol-
genden Werthe:

a' = Dw? + Bv? + Cu2 — 26Guv — 2Svw + 2Tum,

b’ = — Clu + Gev + Huv — Iv? + N—0)vw — Ttw+ Uun,

¢ = Ew? + Av2 + Ct2— 2Htv — 2Utw + 2Pow, (179)
d" = — Btv 4 Gtu — Hu® + Tuv — Nuw + Stw — Row, {

e = — duv — G2 + Htu + Itv + Otw — Pun + Ovw,
[ = Fw? 4+ Au® + Bt* — 21tu’— 20umw 4 2R¢nw.

Wenn wir in diese Ausdriicke und ihre beziiglich nach 7 , », w genommenen

Differentialquotienten die Coordinaten der unendlich weit liegenden Ebene :
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' =0,u" =0, =0,n =mn
einsetzen, erhalten wir:
o' = Dw'?, b =0,¢' = En'?,d = 0,¢ =0, /= Tn" (180)

und:
CORPT e
GD)marw. (Dm0 (D)sem|
() = 25w, () 1w, ()
(%) — 20w, (gfv) T A (%}) — 2Fw',

Es ist fiur das Folgende unnothig, die Differentialquotienten von 2’, @', ¢’
hinzuschreiben.
Nach den vorstehenden Gleichungen erhalten die vier Ausdriicke:

(@) G0 () Ge—22),

F=ac'f +2bde —a'e?—o'dd s
fir die unendlich weit entfernte Ebene, indem nur das eine Glied
aies
in Betracht kommt, die folgenden Werthe :

WOS

(g;f) — 2Dw's (ER — FU),
(%g) — 280" (FT — DQ), o
! CF) —2pw= P — E3), o

o —2I) _6pEFws _2DEFNs — 4DEFW,
Und also werden die Coordinaten des Pols der unendlich weit liegenden
Ebene mit Bezug auf die Fliche, oder, wie wir sagen konnen, die Coordi-
naten des Mittelpunctes der Fliche:
5 ER—FU , DO—FT , DP—ES

TS U T R T e i (183)
Es sind dies dieselben Ausdriicke, welche wir in der 240. Nummer fiir die
Coordinaten des Mittelpunctes des Complexes gefunden haben. Und somit
haben wir den Satz:
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Der Mittelpunct eines Complexes zweiten Grades fallt mit
dem Mittelpunct der Fliache seiner singuliren Puncte und Ebe-
nen zusammen,

Damit in Uebereinstimmung riickt der Mittelpunct des Complexes un-
endlich weit, wenn die unendlich entfernte Ebene insbesondere eine singulére
Ebene ist, und fillt in unendlicher Entfernung mit dem derselben zugeord-
neten singuliren Puncte zusammen, demjenigen Puncte, in welchem dieselbe
die Fliche der singuliren Puncte und Ebenen beriihrt. (Venalon.” 279.)

Wenn die unendlich weit liegende Ebene eine Doppelebene des Com-
plexes ist, so wird der Mittelpunct desselben unbestimmt. Sein geometrischer
Ort ist eine in der unendlich weit entfernten Ebene liegende Curve der zwei-
ten Ordnung. Diese Curve ist die Bertihrungs-Curve der Doppelebene mit
der Fliche der singuliren Puncte und Ebenen. (Vergl. n. 289.)

Wenn endlich die Beziehung der unendlich weit liegenden Ebene zu dem
Complexe sich so particularisirt, dass eine jede in ihr liegende Linie eine
Linie des Complexes, und in Folge dessen ein Jeder ihrer Puncte ein singulirer
Punct desselben ist, so kann weder von einem bestimmten Mittelpuncte des
Complexes noch von einem solchen der Fliche der singuldren Puncte und
Ebenen mehr die Réde sein.

§ 6.

Pol einer gegebenen Ebene, Polar-Ebene, einem gegebenen Puncte mit Bezug
auf den Complex zugeordnet.

324. Wir kehren zu den Betrachtungen der drei ersten und insbeson-
dere des dritten Paragraphen dieses Abschnitts zuriick. Wir haben in den-
selben die Beziehung des gegebenen Complexes zweiten Grades zu der unendlich
weit entfernten Ebene untersucht. Es beschiftigte uns zuniéichst die Ge-
sammtheit der Durchmesser des Complexes — solcher gerader Linien,
welche mit Bezug auf den Complex den in der unendlich weit entfernten
Ebene liegenden geraden Linien als Polaren zugeordnet sind —, dann die
Gesammtheit der Cylinder des Complexes — solcher Complex-Kegel, deren
Mittelpuncte in der unendlich weit entfernten Ebene liegen — und der Axen
dieser Cylinder — der Polar-Linien derselben mit Bezug auf die durch ihre
Mittelpuncte gehende unendlich weit entfernte Ebene —. Dann betrachteten
wir die von Linien des Complexes in der unendlich weit entfernten Ebene



