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welche sich die Complex-Curve in der fraglichen Ebene aufgelost hat, unend-
lich weit gertickt ist.

293. Wir haben in dem Vorstehenden die Lage der unendlich weit
entfernten geraden Linien und die entsprechenden Durchmesser-Verhiltnisse
bei Complexen des zweiten Grades discutirt und inshesondere durch ein-
fachere Complexe des zweiten Grades, welche wir als die Asymptoten-
Complexe der gegebenen bezeichneten, veranschaulicht. Wir sind dabei, wenn
wir zusammenfassen, zu einer sechsfachen Unterscheidung der Complexe
zweiten Grades gelangt.

In hyperboloidischen Complexen umhiillen die unendlich weit liegen-
den Linien des Complexes eine reelle, in ellipsoidischen Complexen eine
imaginidre Curve der zweiten Classe. Diese Curve lost sich in dem Falle
der hyperbolischen Complexe in ein System von zwei reellen, in dem
Falle der elliptischen Complexe in ein System von zwei imaginéiren
Puncten auf. Fallen diese beiden Puncte zusammen, so ist der Complex ein
parabolischer. Endlich kann der Fall eintreten, dass alle der unendlich
weit liegenden Ebene angehorigen geraden Linien Linien des Complexes sind.

§ 4

Tangential- und Polar-Complexe des ersten Grades,

294. Die im Vorstehenden gewonnenen Resultate lassen sich ohne
Weiteres verallgemeinern, indem wir alle Betrachtungen, die wir vorhin fiir
die unendlich - weit liegende Ebene angestellt haben, auf eine beliebige
Ebene und, nach den Regeln des Princips der Reciprocitit, auf einen be-
liebigen Punct tibertragen. Wir lassen indess vorab eine Reihe anderer
Ueberlegungen folgen, die bestimmt sind, die Sétze der vorhergehenden Para-
graphen zu erweitern und unter einen allgemeinen Giesichtspunct zu bringen.

Es sei ®2, eine homogene Function des n. Grades von beliebig vielen

Variabeln p, ¢, 7, - - - .. Tn Gemassheit des bekannten Theorems tiber homo-
gene Functionen erhalten wir alsdann:
4R, 0R, 082,
U e =n. 9, . (123)
Wir kéunen hiernach die Gleichung: _
2, =0 (124)

auch in folgender Weise schreiben:
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0, 0L, 0L,
d‘]f /) + g -q + F el ra e = (. (125)
Wenn also p’, ¢, ', ... gegebene Werthe sind, welche die Gleichung

(124) befriedigen, so befriedigen dieselben Werthe die Gleichung (125). Die
partiellen Differentialquotienten, die in dieser Gleichung vorkommen und im
Allgemeinen homogene Functionen (n — 1). Grades der Veréinderlichen sind,
erhalten dann constante Werthe, die wir, zur Unterscheidung, in dem Nach-
stehenden einklammern wollen. Wenn wir von den gegebenen Werthen
7. ¢, 7, ... zu benachbarten iibergehen, so finden wir aus (124):

(dgj;‘) dp + ({ﬁ;) dg + (6£”) dr 4 -+ .. = 0. (126)
Die folgende Gleichung:
' o ie+ (ol H U+ 1 n s =

in welcher die eingeklammerten Differentialquotienten die eben angegebene
Bedeutung haben, ist eine Gleichung des ersten Grades zwischen den Ver-
anderlichen p, ¢, 7, -« - - - . Die gepebenen Werthe p', ¢, v ii i befrie-
digen die vorstehende Gleichung, wie sie die Gleichung des ». Grades (124)
befriedigen. Denn wenn wir die letztgenannte Gleichung unter der Form
(125) schreiben, erhalten wir aus beiden Gleichungen iibereinstimmend:

() ) g o i G

Aber auch, wenn wir von den gegebenen Werthen p/, ¢, 7/, . . . . zu benach-
barten Werthen tibergehen, gibt uns die Gleichung (127) dieselbe Gleichung
(126), die uns oben die Gleichung des 7. Grades (124) gegeben hat. Dem
entsprechend wollen wir IT eine lineare Tangential-Function
der gegebenen homogenen Function des ». Grades £, nennen.

Wenn wir, statt vorauszusetzen, dass die’ constanten Werthe p/'. ¢, 7/, ..
die gegebene Function £, befriedigen, diese Werthe ganz beliebig annehinen,
so wird dadurch die Form der Function IT in keiner Weise gedndert. Wir
wollen in diesem allgemeinen Falle IT eine lineare Polar-Function der
gegebenen Function £, nennen. Durch die obige Voraussetzung geht
eine Polarfunction in eine Tangentialfunction tiber.

Wenn insbesondere » = 2, so sind die Differential- Quotienten von £,
Functionen des ersten Grades der Verianderlichen. Wir kénnen dann in der
Polarfunction IT der veréinderlichen Grossen p, ¢. 7, ..-. mit ihren constan-

ten Werthen p’, ¢/, 7', . ... gegenseitig mit einander vertauschen, ohne dass
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die Function irgend wie sich #ndert. Demgemiiss konnen wir die Gleichung
(127) in der folgenden doppelten Weise schreiben:

R 08, PRLM o s 5t o ;
Glr + G e+ (@)rt om0
, 08 ’ 082 08 5 :
5 R el s SO = 0 (129)

Das Vorstehende iibertriigt sich unmittelbar auf den Fall allgemeiner,
nicht homogener Functionen. Wir kénnen zu diesem Ende durch Einfithrung
einer neuen Verinderlichen die nicht homogene Function homogen machen,
fir die homogen gemachte Function die Polar - Function ableiten, und in
dieser, die eine homogene Function des ersten Grades ist, die eingefiihrte Ver-
anderliche und ihren constanten Werth der Einheit wieder gleich setzen.

Wenn die gegebenen Variabeln p, 7 7y «...nicht von einander unah-
hiingig sind, sondern beliebig viele (m) Bedingungs—Gleichungen:

DE_— D= (130)
zu befriedigen haben, deren Grad wir, der Einfachheit wegen, gleich dem
von £, nehmen wollen, so modificiren sich die vorstehenden Betrachtungen.
Dieselben Werthe der Versinderlichen O e , welche der Gleichung :

’ Q=1
Gentige leisten, befriedigen eine jede der Gleichungen von der folgenden (Ge-
stalt: Qo+ 2D+ 2D +.... =9, (131)
WO 2, 2, . ... unbestimmte Constanten bezeichnen, Einem gegebenen Systeme
von Werthen der Variabeln entsprechend erhalten wir in Bezu g auf eine
jede derartige Gleichung eine lineare Polarfunction.

Diese Polarfunctionen stellen, gleich Null gesetzt, lineare Gleichungen
dar. Dieselben werden gemeinsam von denjenigen Werthen der Verinder-

liehen ) g lin . i f befriedigt, welche den folgenden (m + 1) Gleichungen
Gentige leisten:
()7 + (o ()
B0+ et (D tco, |
B e (), -

Es bilden also die unendlich vielen (™ linearen Polarfunctionen, welche
Plicker, Geometrie. 3
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einem gegebenen Systeme von Werthen der Variabeln p, ¢, », .... ent-
sprechen, eine (m + 1) gliedrige Gruppe.®)

Aus der mfach unendlichen Anzahl linearer Porlarfunctionen konnen
wir, einer willkiirlichen Annahme von 2, 2°, .. .. entsprechend, eine beliebig
auswithlen. Ist dann inshesondere » — 2, so lassen sich in derselben, wie
in dem Falle unabhangiger Veranderlicher, die Veriinderlichen mit den ent-
sprechenden partiellen Differentialquotienten vertauschen, ohne die Form der
Polarfunction zu dndern. Aber wihrend in dem Falle unabhéingiger Varia-
beln die eine lineare Polarfunction, welche es gab, in einer ausschliesslichen
Beziehung zu dem Systeme der gegebenen Werthe der Versinderlichen und
zu der gegebenen Gleichung stand, ist jetzt jede beliebig angenommene lineare
Polarfunction mit jeder anderen gleichberechtigt. Wir konnen sagen, dass
den gegebenen constanten Werthen p’, ¢, »’, ... . nicht sowohl jede einzelne
Polarfunction als die = fach unendliche Schaar aller Polarfunctionen zuge-
ordnet sei.

295. DBeschrimken wir uns auf drei Verdnderliche, so ist:

Qo= [P ¢ 1)
nm(R) 0+ (5) 1+ ()
Wenn wir den Veriinderlichen die Bedeutung von Punct-Coordinaten in der
Ebene geben, so bestimmen p/, ¢/, 7* einen Punct, und die homogene Gleichung :

und wir erhalten:

2, =0 (124)
stellt eine Curve der n. Ordnung dar, withrend:
o 09, BN
n= () r+ (8)0 + () =0 am

die Gleichung der Polaren des gegebenen Punctes in Beziehung auf die
Curve darstellt, insbesondere, wenn der Punct auf der Curve liegt, die Glei-
chung der Tangente der Curve in diesem Puncte.

Das Princip der Reciprocitit in Betracht der Curven zweiter Ordnung
beruht auf der zweifachen Form, welche in dem Falle » = 2 die letzte
Gleichung annimmt.

Wenn wir den drei Verénderlichen die Bedeutung von Linien-Coordinaten
in der Ebene geben, so wird durch die drei constanten Werthe derselben

*) Wir sehen dabei von dem Falle ab, dass sich unter den Bedingungs-Gleichungen & lineare

befinden. Unter dieser Annahme werden die entsprechenden unter den Gleichungen (132), als von
den Bedingungs-Gleichungen selbst nicht verschieden, ohnehin befriedigt.
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eine gerade Linie bestimmt, und die Gleichung (124) stellt eine Curve der
n. Classe dar, withrend die Gleichung (133) den Pol dieser geraden Linie in
Beziehung auf diese Curve darstellt, inshesondere, wenn die gerade Linie
eine Tangente der Curve ist, den Bertihrungspunct auf derselben.

Fir Curven zweiter Classe gilt in Beziehung auf Reciprocitiat die in Be-
ziehung auf Curven zweiter Ordnung gemachte Bemerkung.

296. In dem Falle von vier Veriinderlichen sei:

‘szn 55 f(/)’ 7: 75 S)

e, aszn> (asz,, ? (amn)
o (‘a;T) @ ("37 gl o
Geben wir den vier Veriinderlichen die Bedeutung von Punct-Coordinaten im
Raume, so stellt die Gleichung:

und :

R,=0 (124)
eine Fliche der n. Ordnung dar, und:
iE—0 (134)

ist die Gleichung der Polar-Ebene des Punctes (?’ ¢’y 7'y ') in Beziehung
auf diese Fliche, insbesondere, wenn der Punct auf der Fliche liegt, der
Tangential-Ebene der Fliche in diesem Puncte.

Wenn p, ¢, 7, s Plan-Coordinaten bedeuten, so stellt die Gleichung (124)
eine Fliche der ». Classe dar und (p’, ¢/, 7’y s') bezeichnet eine gegebene
Ebene. Dann ist (134) die Gleichung des Pols dieser Ebene in Beziehung
auf die Fliche, inshesondere, wenn die Ebene die Fliache berthrt, die Glei-
chung des Berithrungspunctes.

Die doppelte Form der Gleichung (134) in dem Falle, dass » — 2,
schliesst das Princip der Reciprocitat fir Flichen der zweiten Ordnung und
Flachen der zweiten Classe ein; wie es fiir Curven und Flichen der zweiten
Ordnung in eleganter Weise zuerst von Ger gonne entwickelt worden ist.

Wir konnen die vier Veriinderlichen auch als Punct- oder Linien-Coordi-
naten in der Ebene betrachten, miissen in diesem Falle aber zwischen ihnen
und also auch ihren constanten Werthen eine lineare Bedingungs-Gleichung
statuiren. Dann stellt die Gleichung (124) wiederum eine Curve der x. Ordnung
oder der n. Classe dar, und die Gleichung (134) beziiglich die Polare des
Panctes (p’, ¢/, s’) oder den Pol der geraden Linie (p’, gz 0 Be-
ziechung auf die Curve. Polare und Pol gehen in Tangente und Bertihrungs-
punct tber, wenn beztiglich der gegebene Punct auf der Curve liegt oder

37+
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die gegebene gerade Linie die Curve bertihrt. Wir kénnen zu der gegebenen
Gleichung des n. Grades die lineare Bedingungs-Gleichung, welcher die Ver-
dnderlichen p, ¢, 7, s zu gentigen haben, mit einer beliebigen (homogenen)
Function des (» — 1). Grades multiplicirt, hinzuftigen. Aber dadurch wird
die Gleichung (134) der Polaren, beziiglich des Pols, nicht gefindert, insofern
sowohl die Veranderlichen p, ¢, 7, s als ihre festen Werthe p’, ¢/, »/, s’ die
betreffende lineare Bedingungs-Gleichung befriedigen.
297. Wenn endlich:
Q=N S )
so erhalten wir:

M= ()0 () o+ () v (05) o+ () n (82)

Den Veranderlichen wollen wir die Bedeutung von Linien-Coordinaten geben,
und zwar einmal fiir dieselben die Strahlen-Coordinaten:

’

@—2) (1 —9) ¢ —2), Gz’ —y'a), @'z —a2), @y — «'y),
das andere Mal die Axen-Coordinaten: :
(v’ —u'v), (v — '), (tu’ — 'u), (. — )y (60— ), @—)
nehmen. Dann stellt in beiden Annahmen die homogene Gleichung:

Q,=0 (124)
denselben Complex des ». Grades dar, und die Gleichung:
I=0, (135)

wenn wir die constanten Werthe p’, ¢', »', 5", ¢/, u’, welche die partiellen
Differentialquotienten einschliessen, auf eine gerade Linie, auf einen Strahl
oder eine Axe heziehen, einen linearen Complex, welchen wir den Polar-
Complex der gegebenen geraden Linie (p’, ¢, 7, s’, £, «’) in Beziehung
auf den gegebenen Complex des n. Grades nennen wollen. Wenn insheson-
dere die gegebene gerade Linie dem Complexe selbst angehért, so geht der
Polar-Complex in einen Tangential-Complex iiber, das heisst, in einen
Complex ersten Grades, der die gegebene gerade Linie und alle diejenigen
Linien des gegebenen Complexes enthilt, welche der gegebenen unendlich
nahe liegen. :

298. Die sechs Coordinaten der geraden Linie sind nicht von einander
unabhiingig, sondern befriedigen eine Gleichung des zweiten Grades, welche
in der Identitit:

@—a) (g2’ — ')+ (¥ —y) @'z — 02 + 2 — 2) @y’ — &"5) — O
ihren Ausdruck findet. Dem entsprechend erhalten wir nach den Erorterungen
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der 294. Nummer eine zweigliedrige Gruppe linearer Polar-Com-
plexe, welche zu der gegebenen geraden Linie und dem gegebenen Complexe
saimmtlich in derselben Beziehung stehen. Die zweigliedrige Gruppe linearer
Polar-Complexe, die einer gegebenen geraden Linie zugehoren, bestimmt eine
lineare Congruenz, von der wir inshesondere sagen konnen, dass sie der
gegebenen geraden Linie in Bezug auf den Complex 7. Grades zugeordnet sei.

Wir wollen in dem Folgenden wiederum, wie frither, die sechs Linien-
Coordinaten in der vorstehenden Reihenfolge mit

7y 85 h,— 0,0, i
bezeichnen. Dann schreibt sich die Bedingungs-Gleichung, welche die Linien-
Coordinaten befriedigen miissen, unter der folgenden Form :
o (Ol S0kt A =01, (136)

Der gegebenen geraden Linie ertheilen wir die Coordinaten vk, — e gy

Ohne den gegebenen Complex #. Grades:

Qn—0

zu dndern, kénnen wir seiner Gleichung die Gleichung (136) mit einer be-
liebigen homogenen Function des (» — 2). Grades multiplicirt, hinzuaddiren.
So durften wir der allgemeinen Gleichung (I) der Complexe des zweiten
Grades nach Beliehen ein Glied 2 Py hinzufigen. Unbeschadet der Allge-
meinheit wollen wir die beliebige Function des (n—2).Grades mit, 2 bezeichnen
und bei der Bildung der Polarfunction als constant betrachten. Denn die-
Jenigen Glieder der Polarfunction, welche wir dadurch vernachlissigen, erschei-
nen mit dem Factor (— r'¢” + s'0" 4 h'y’) multiplicirt, und dieser Factor
ist gleich Null, weil die Coordinaten der angenommenen geraden Linie,
P8 slila—a’ of, n, die Gleichung (136) befriedigen miissen.

Wir kénnen sonach fiir die Gleichung des gegebenen Complexes die fol-
gende nehmen:

4+ 2(—7r6+s9 + hy) = 0. (137)
Dann wird die Gleichung des Polar-Complexes:
I+ (76" +s¢" & hn —r'c s‘o +A'y) =0, (138)

wo II die Function bezeichnet:

a0 02, e, o 02, 02, 090,
Bl ()t s = () + () o+ ()
Einem jeden Werthe von 2 entsprechend erhalten wir einen anderen Polar-

Complex.
299. Von den beiden Directricen der durch die zweigliedrige Gruppe
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der Polar-Complexe bestimmten Congruenz fillt eine mit der gegebenen
geraden Linie zusammen. Denn indem wir 2 unendlich gross nehmen, wird
die Gleichung (138):

— 716 5o +hy —r'e4+ s+ =0, (139)
und diese Gleichung stellt nach den Erorterungen der 45. Nummer einen
linearen Complex dar, der alle diejenigen Linien umfasst, welche die gege-
bene gerade Linie schneiden. Wir kénnen diesen Satz, im Anschluss an
die Betrachtungen der 71. Nummer, folgendermassen aussprechen:

Einer gegebenen geraden Linie entspricht in Bezug auf die
zweigliedrige Gruppe der ihr zugeordneten linearen Polar-Com-
plexe dieselbe gerade Linie als conjugirte Polare.

Diese letztere gerade Linie ist die zweite Directrix der durch die Polar-
Complexe bestimmten Congruenz. Wir sagen, dass diese gerade Linie der
gegebenen in Bezug auf den Complex ». Grades zugeordnet sei, und
nennen sie die Polare der gegebenen oeraden Linie mit Bezug auf
den Complex n Grades.*)

Wir kénnen in der Gleichung (138) die unbestimmte Constante 2 so
withlen, dass die Gleichung einen Complex ersten Grades der besonderen Art
darstellt, dessen simmtliche Linien eine feste gerade Linie schneiden. Wir
wollen zu diesem Zwecke die Gleichung (138) in der folgenden Weise schreiben :

[Com) =20 ] r + [(Go) +30 ] s + [(F) + 0] 4
—[(=%) + 2] o+ [(° )+ a5 e + [(‘m) + 20 | =0.(140)

Dann erhalten wir zur Bestimmung von 2, nach der 45. Nummer:

[Ge) =20 |- [ — o) # o |+ [ ) ot S ot
i ) il 5 G (141)

Zufolge der Gleichung (136) wird eine Wurzel der vorstehenden Gleichung
unendlich gross, dem entsprechend, dass die eine Directrix der durch die

#) Wir mogen gleich hier bemerken, dass eine gerade Linie und ihre Polare nicht gegenseitig
zu eimander in derselben Beziehung stehn. Der Polare der gegebenen geraden Linie entspricht eine
neue gerade Linie als die ihr zugeordnete Polare u. s. f. Es gibt nur eine endliche Anzahl solcher
gerader Linien, die selbst die Polaren ihrer Polaren sind.
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zweigliedrige Gruppe (138) hestimmten Congruenz mit der gegebenen geraden
Linie zusammenfillt. Es reducirt sich daher die Gleichung (141) auf den
ersten Grad und gibt, zur Bestimmung der zweiten Directrix, welche wir
als die Polare der gegebenen geraden Linie bezeichnet haben, indem wir
der Kiirze wegen

82, 92, , 92, 09, | 08, 82,
= e T do g oy e
setzen,
@
A= —1, (p) (142)

wo in @ und £, die Werthe der Coordinaten der gegebenen geraden Linie
einzusetzen sind und wir desshalb die Klammern zugefiigt haben.

300. Wenn die gegebene gerade Linie insbesondere dem gegebenen
Complexe £, angehért, so erhalten wir statt der zweigliedrigen Gruppe der
Polar-Complexe eine zweigliedrige Gruppe von Tangential-Complexen.

Die beiden Directricen der durch dieselben bestimmten Congruenz fallen
in die gegebene gerade Linie zusammen. Denn indem £, fiir die Coordinaten
der gegebenen geraden Linie verschwindet, wird der Werth von A, Wie wir
ihn durch die Gleichung (142) bestimmt haben, umnendlich gross. Die Con-
gruenz hat sich in der Art particularisirt, dass sie alle diejenigen Linien
eines linearen Complexes umfasst, die eine feste gerade Linie schneiden,
welche dem Complex selbst angehdrt (vergl. n. 68.). Diese feste gerade Linie
ist die gegebene (7, s’, &', — ¢’, o/, 7).

Nur in dem besonderen Falle, dass die gegebene gerade Linie ausser
dem gegebenen Complexe £, zugleich dem folgenden Complexe angehort:

e e ey e, de, do,

el ey e 0, (149)
wird der durch (142) gegebene Werth von 2 unbestimmt. Indem sowohl &
und @ verschwindet, erscheint 2 unter der Form 8 . Bei beliebiger An-

nahme von 2 erhalten wir jedesmal einen Tangential-Complex, dessen simmt-
liche Linien eine feste gerade Gerade schneiden. Wenn wir 2 unendlich gross
withlen, fallt diese gerade Linie mit der gegebenen zusammen. Die gege-
bene gerade Linie bleibt, nach wie vor, eine der Directricen der durch die
zweigliedrige Gruppe der Tangential-Ebene bestimmten Congruenz. Es hat
sich diese Congruenz nach den Er¢rterungen der 68. Nummer, in der Weise
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particularisirt, dass sie unendlich viele Directricen besitzt, welche in einer
Ebene liegen und innerhalb derselben durch einen Punct geheri. Alle Linien,
welche in der durch die Directricen bestimmten Ebene liegen, oder durch
ihren Schnittpunct hindurch gehen, gehdren der Congruenz an.

Wir wollen diejenigen geraden Linien, welche sowohl dem gegebenen
Complex n. Grades:

By ==
als dem aus demselben abgeleiteten Complexe 2(n — 1). Grades:
S 02, 08, 02, 09, 02, 092,
RSt Pl s e i (143)

angehoren, als die singuldren Linien des gegebenen Complexes
bezeichnen.

Die singuléren Linien eines Complexes des n. Grades bilden eine Con-
gruenz von der Ordnung und Classe 2n. (n — 1).

Einer jeden singuliren Linie entspricht, nach den vorstehenden Erérterun-
gen, eine Ebene und ein Punct in ausgezeichneter Weise. Wir wollen jene
eine singulidre Ebene, diesen einen singulidren Punct des Complexes
nennen und dieselben als der angenommenen singuléiren Linie zugehorig oder
entsprechend bezeichnen.

Noch ein letzter Fall bleibt zu berticksichtigen. Wenn:

’ ’

woe8 TR v eeel i

- (%) G G Rt

so stellt der Polar-Complex der gegebenen geraden Linie, unabhiingig von
dem besonderen Werthe, den wir 2 ertheilen mogen, die (tesammtheit aller
derjenigen geraden Linien dar, welche die gegebene schneiden. Die Polar-
Complexe sind unter sich identisch geworden und bestimmen nicht mehr
eine lineare Congruenz. Als Polare der gegebenen geraden Linie kann jede
beliebige gerade Linie angesehen werden.

Wir wollen die gegebene gerade Linie eine Doppellinie des Complexes
nennen,

Wihrend zwei Bedingungen zu erfillen sind, damit eine gegebene gerade
Linie eine singulére Linie des Complexes sei, und es also in einem gege-
benen Complexe eine Congruenz singulirer Linien gibt, sind fiinf Bedin-
gungen zu befriedigen, damit eine gegebene gerade Linie eine Doppellinie
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des Complexes sei. Weil eine gerade Linie von vier Constanten abhingt,
enthalt also ein gegebener Complex im Allgemeinen keine Doppellinien,  Es
ist dazu eine Particularisation desselben erforderlich.

301. Wir beschrianken uns in dem Folgenden auf Complexe des zwei-
ten Grades. '

Die allgemeine Gleichung des Complexes in Strahlen-Coordinaten sei:

1‘172+BS2+C+D62+E92—}—F7]2 '
4+ 26Gsh -+ 2Hrh 4 21rs 2Kon—2Lony —2Mgo
—2Nr6. 4 20s9 4 2Vhy
+ 2Pro o+ 207y - 2Rsqy — 2856 — 2The 4 2 Ui = (0] V)
Wir erhalten dann fiir die Gleichung des Polar-Complexes einer gegebenen
geraden Linie (7', s, 2, — 6, o', 4) in Strahlen-Coordinaten die Gleichung :
(Ar' + HE + Is" — No’ + P’ + 0q') r
& B O LT 0" By — S¢') s
+ (CF + 65" + Hr' 4 Vo' — To’ + Ug') h
—(— Do’ + Ly'+ Mg’ + Nr' + Ss"+ Th) o
+Be + Ky’ —Mo" +0s" + Pri + Uk'y o
+ Fy + K" — L'+ VI + Or' 4 Rs') 5 = 0. (144)
Wir kénnen in der vorstehenden Gleichung 4 und " willktirlich der Einheit
gleich setzen.

Wenn wir von der Gleichung des Complexes in Axen-Coordinaten (I1T)
-ausgehen, und die gegebene gerade Linie durch ihre Axen - Coordinaten
(s ¢, I, — ', 2/, ®) bestimmen, so erhalten wir fir die Gleichung des-
selben Complexes:

Dp" + LU+ Mg — Nu' + Sx’ + To') p
+(Eg AU+ Mp' 4 On’ — Py’ 1 Ua') ¢

+ F+Kg' + Lp' + Vo' — 0x’ + Ra') I
s s e Tl e L Np - Pe 400 %

+ Bx' + Go"—Ix' 4+ 0¢" + RI Sp’)
+ Co’ + 6a' —Hy' + VI +Tp' + Ug) @ = 0. (145)

Dabei ist:
7is"th':—a':9 iy
= == Sk B R _

302. Wenn wir inshesondere in der allgemeinen Gleichung der Polar-

Complexe (144) beztiglich

Pliicker, Geometrie. 38
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s k', 9, o3 "7’7
gy 58 e et
gleich Null setzen, so stellen die drei resultirenden (leichungen:
Ar + Hh +Is — No 4+ Po + 0y = 0,
Bs+6Gh+1Ir+4 09+ Ry — S6 = 0, (146)
Ch+ Gs+ Hr + Vy— T 4 Uo=10
die Polar-Complexe der /drei Coordinaten-Axen 0X, OF, 0Z dar. Diese
Gleichungen konnen wir unter der folgenden Form schreiben:
i 8: _ o, DL, (146)
was sich unmittelbar ergibt, wenn wir zu der Gleichung (144) zuriickgehen.
Wenn wir eine derjenigen drei geraden Linien, welche in den Ebenen ¥ Z,
XZ, XV unendlich weit liegen, fiir die gegebene nehmen, verschwinden beztiglich :

’

e e S :
Vises s Twb Bv
P8 O . .
Fur die Polar-Complexe dieser drei geraden Linien erhalten wir somit:
— Do+ Ly+ Mg+ Nr+ Ss+Th=0,
Eo+ Kky— Mo+ Os+ Pr4-Uh =0, (147)
Fyn+ Ko— Lo + Vh+ 0r + Rs =0, [
oder, unter anderer Form geschrieben:
0L 092,
662=0’ ‘59~=0’
303. Setzen wir in der allgemeinen Gleichung des Complexes zweiten
Grades (V), die wir auf folgende Weise schreiben wollen:
Py = 1),
7. ¢ und folglich auch 5 gleich Null, so finden wir zur Bestimmung der
Complex-Curve in ¥V Z:
Bst+ Ch*+ De6? 4 2Gsh —28s6 — 2The = ,° — 0.  (149)
Fir die Gleichung des Pols  dieser Complex-Curve in Beziehung auf 0Z fin-
den wir, in bekannter Weise:
B WS ey e AR (150)
dh
Andererseits ist die Gleichung des Polar-Complexes der Axe 0Z:

} 5 = Ch+ G5+ Hr—To + Up + Vi — 0.

08,
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Fuar alle Linien dieses Polar-Complexes, welche in ¥ Z liegen, ist wiederum
7, o und 5 gleich Null, wonach die folgende Gleichung:

Ch+ Gs —T6 =0 (150)
denjenigen Punct darstellt, in welchem diese Linien sich schneiden.

Der Pol der Axe 0Z, in Beziehung auf die Complex-Curve in ¥ 7, fally
also mit dentjenigen Puncte zusammen, in welchem alle Linien des Polar-
Complexes, welche in ¥ Z liegen, sich schneiden. Dieser Durchschnittspunct
beschreibt eine gerade Linie, wenn die Ebene ¥'Z um 0Z sich dreht. Diese
Linie ist also zugleich der geometrische Ort der Pole von 0Z in Beziehung
auf diejenigen Complex-Curven, deren Ebenen durch 0Z gehen. Wir erhal-
ten so den folgenden Satz:

Einer beliebigen geraden Linie entspricht im Complex eine
Meridianfliche. Die Polare dieser Meridianflache fallt mit der-
Jenigen geraden Linie zusammen, welche wir als die Polare der
gegebenen geraden Linie in Bezug auf den Complex bezeichnet
haben. *)

Insbesondere also ist ein Durchmesser des Complexes die Polare der
in den ihm zugeordneten parallelen Ebenen unendlich weit liegenden ge-
raden Linie.

Wenn wir den Beweis des vorstehenden Satzes auf seinen einfachsten
Ausdruck zurtickfithren, so beruht er darauf, dass es einerlei ist, ob wir in
der Function £, zuerst », ¢ und 4 gleich Null setzen und dann in Beziehung
auf / differentiiren, oder ob wir zuerst in Beziehung auf / differentiiren und
nach der Differentiation », ¢ und » gleich Null setzen. Das aber ist selbst-
verstandlich.

304. Das Vorstehende gibt eine geometrische Definition fiir die Con-
gruenz der einer gegebenen geraden Linie zugeordneten Polar-Complexe.

In :einer beliebigen durch die gegebene gerade Linie gelegten Ebene
liegt eine Complex-Curve zweiter Classe. Dieselbe wird, im Allgemeinen,
von der gegebenen geraden Linie in zwei Puncten geschinitten. Die Tan-
genten der Complex-Curve in diesen Puncten gehoren der fraglichen Con-

gruenz an.

Ein beliebiger Punct der gegebenen geraden Linie ist der Mittelpunct
eines Complex-Kegels zweiter Ordnung. An denselben lassen sich durch die

*) Dieser Satz tibertrigt sich unmittelbar von Complexen des zweiten Grades auf Complexe
eines beliebigen Grades.

38+
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gegebene gerade Linie, im Allgemeinen, zwei Tangential-Ebenen legen. Die
beiden Seiten, nach welchen derselbe von diesen beiden Ebenen beriihrt
wird, sind ebenfalls Linien der Congruenz.

Der durch die Polar-Complexe einer gegebenen geraden
Linie bestimmten Congruenz geh6ren unter den Linien des ge-
gebenen Complexes zweiten Grades diejenigen an, welche eine
nichste Linie desselben Complexes, die mit ihnen beziiglich in
derselben, durch die gegebene gerade Linie gelegten Ebene liegt,
in einem Puncte der gegebenen geraden Linie schneiden.

Wenn die gegebene gerade Linie selbst eine Linie des Complexes ist,
wird sie von allen Complex-Curven berithrt, die in den durch sie hindurch-
gelegten Ebenen liegen, und ist eine gemeinschaftliche Seite aller Complex-
kegel, deren Mittelpuncte auf ihr angenommen sind. Dann fallt die Polare
mit der gegebenen geraden Linie zusammen. Alle Linien, welche in einer
durch die gegebene gerade Linie gelegten Ebene liegen und durch den Be-
rithrungspunct der beziiglichen Complex-Curve mit der gegebenen geraden
Linie gehen, oder, was dasselbe ist, alle Linien, welche durch einen Punct
der gegebenen geraden Linie gehen und in derjenigen Ebene enthalten sind,
von welcher der beztigliche Complex-Kegel nach der gegebenen geraden Linie
bertihrt wird, gehéren der durch die Tangential-Complexe der ge-
gebenen geraden Linie bestimmten Congruenz an.

Die fragliche Congruenz hat mit dem gegebenen Complexe zweiten Gira-
des alle diejenigen geraden Linien gemein, welche in diesem n#chste
Linien der gegebenen sind und dieselbe schneiden.

305. Wenn die gegebene gerade Linie eine singuldre Linie des
Complexes ist, so umfasst die durch die Tangential- Complexe bestimmte
Congruenz alle solche Linien, welche in einer bestimmten, durch die gegebene
gerade Linie gelegten Ebene liegen, sowie alle solche Linien, welckie durch
einen bestimmten Punct derselben gehen. Wir haben die Ebene und den
Punct beziiglich die zugeordnete singuléire Ebene und den zugeordneten
singuléren Punct genannt.

Eine singulire Linie des Complexes wird sonach von allen Complex-
Curven, die in den durch sie hindurchgelegten Ebenen liegen, in einem festen

Puncte bertthrt; und alle Complex-Kegel, deren Mittelpuncte auf einer sin-
gularen Linie des Complexes angenommen werden, beriihren eine durch die-
selbe hindurchgehende feste Ebene.
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Dieses Resultat finden wir analytisch bestittigt. Wenn wir verlangen,
dass die Coordinaten-Axe OX eine singulére Linie des gegebenen Complexes
sein soll, so erhalten wir, indem wir in den beiden Gleichungen :

L2, =0, D =0

die Veréinderlichen: ¢

S b, 0, 0, 1
gleich Null setzen, die folgenden hbeiden Relationen zwischen den Constanten
der gegebenen Complex-Gleichung:

=1, Pl + HO = 0. (151)

Wir haben, unter der Voraussetzung, dass OX eine Linie des gegebenen
Complexes sei, dass also die Constante 4 den Werth Null habe, den Be-
rithrungspunct derselben mit der Complex-Curve in einer beliebigen durch
sie hindurchgelegten Ebene, durch die folgende Gleichung bestimmt (L)

v = Grms 2t 4. )
Es bezeichnet ¢ den Winkel zwischen der beliebig angenommenen Ebene
und der Coordinaten-Ebene X7, 2, den Abstand des Bertihrungspunctes von
dem Anfangspuncte der Coordinaten. Dieser Abstand wird constant, sobald
die zweite der Bedingungs-Gleichungen (151) erfiillt ist.

Wir hahen ferner, unter derselben Voraussetzung, in der 192. Nummer
zar Bestimmung der durch 0. gelegten Tangential-Ebene eines beliehigen
Complex-Kegels, der seinen Mittelpunct auf der Axe 0.X hat, gefunden:

tang g, — 2+, (153)
und auch dieser Ausdruck erhilt einen constanten Werth, wenn die zweite
der Gleichungen (151) erfullt ist.

306. Die Gleichung (64) der 191. Nummer, durch welche wir diejenigen
unter den durch 0X gelegten Ebenen bestimmt haben, fir welche sich die
Complex-Curve in das System zweier Puncte auflost, beéitzt, wenn die zweite
der Gleichungen (151):

PI 4+ HO =0
erftllt ist, die doppelte Wurzel:
H P

Diesem Werthe von tang ¢ entsprechend 16st sich die Complex-Curve
in ein System von zwei Puncten auf, welche beide auf der Axe 0.X liegen.
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Denn der Werth von z, (152), welcher den Berithrungspunct der Complex-
Curve mit 0.X bestimmt, erscheint fiir den Werth (154) von tang ¢ unter

i
G

Ebenso hat, unter derselben Voraussetzung, die Gleichung (67) der
192. Nummer, durch die wir diejenigen Puncte der Axe 0.X bestimmt haben,
fiir welche sich der Complex-Kegel in das System zweier Ebenen auflost, die
doppelte Wurzel:

der Form

e (155)

|~

Diesem Werthe von x entsprechend 16st sich der Complex-Kegel in das
System zweier Ebenen auf, die sich nach 0X schneiden. Denn der zuge-

horige Werth von tang ¢, (153) erscheint unter der Form T? :

Dies gibt die folgende geometrische, Definition der singuliren Linien,
Puncte und Ebenen eines Complexes des zweiten Grades.

Die Verbindungslinie solcher zwei Puncte, in welche sich eine Com-
plex-Curve fiir besondere Lagen ihrer Ebenen auflost, oder, was auf dasselbe
hinauskommt, die Durchschnittslinien solcher zwei Ebenen, in welche
ein Complex-Kegel bei einer besonderen Annahme seines Mittelpuncts zerfallt,
ist eine singulire Linie des Complexes. Diejenigen Ebenen und Puncte,
fir welche sich die Complex-Curve, beziiglich der Complex-Kegel, in der frag-
lichen Weise particularisiwt, sind singuliare Ebenen und singuldre
Puncte des Complexes.

Insbesondere also sind die acht Linien einer Complexfliche, welche wir
beztiglich als singulére Strahlen und als singulire Axen derselben bezeichnet
haben (n. 187, 189), und die vier singuliren Ebenen und vier singuliren
Puncte einer Complexfliche (n. 215) singulire Linien, Ebenen, Puncte des
Complexes. :

Wir haben in dem vorigen Paragraphen (n. 275 — n. 283) die unend-
lich weit liegende Ebene fiir eine singulire Ebene des Complexes genommen
und die ihr entsprechende singulire Linie zu ¥ Z parallel gewihlt. In Ueber-
einstimmung mit dem Vorstehenden fanden wir, dass die Complex-Curven in
allen zu ¥'Z parallelen Ebenen Parabeln sind, deren Durchmesser-Richtung
dieselbe ist (n. 281). Die gemeinsame Richtung der Durchmesser aller Pa-
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rabeln bezeichnet den der in ¥Z unendlich weit liegenden singuliren Linie
zugehorigen singuléiren Punct.
307. Wenn gleichzeitig
AL P
verschwinden, so particularisirt sich die Beziehung der singuliren Linie,
welche mit 0.X zusammenfillt, zu dem Complexe. Die Werthe von 2, (152)
und tang ¢, (153) erscheinen dann, unabhéingig von der Annahme der Ver-

finderlichen tang ¢ und 2, unter der Form T(i

die Complex-Curve in einer beliehigen durch 0.X gelegten Ebene in das
System zweier Puncte auf, welche auf 0.X liegen, und der Complex-Kegel,
dessen Mittelpunct ein beliebiger Punct von 0.¥ ist, zerfillt in das System
zweier Ebenen, die sich nach 0.X schueiden.

Fir die Gleichung des Polar-Complexes der Axe 0.Y erhalten wir unter
dieser Constanten-Bestimmung die folgende:

=0,
welche alle Linien darstellt, die die Axe 0.X schneiden. Die Axe 0X ist
eine Doppellinie des gegebenen Complexes geworden (vergl. n. 300). Eine
Doppellinie ist sonach eine singulire Linie, deren Beziehung zu dem Complexe
sich in der Weise particularisirt hat, dass ein Jeder auf ihr angenommener
Punct ein singularer Punct und jede durch sie hindurchgelegte Ebene eine
singulire Ebene des Complexes ist.

In der 284.—286. Nummer haben wir die in ¥ Z unendlich weit liegende
gerade Linie zu einer Doppellinie des Complexes gewiihlt, und, dem ent-
sprechend, gefunden, dass alle Complex-Cylinder, deren Seiten der Ebene ¥ Z
parallel sind, in Systeme von zwei zu ¥ Z parallelen Ebenen zerfallen.

Im Allgemeinen enthilt ein gegebener Complex des zweiten Grades keine
Doppellinie. Es verlangt das eine einfache Particularisation desselben.

308. Wir wollen die (leichung des gegebenen Complexes des zweiten
Grades wiederum unter der folgenden Form schreiben:

0 (156)
Ohne den Complex selbst zu dndern, kénnen wir zu dieser Gleichung die
Identitat

Dem entsprechend 16st sich

— 76 + so + Ay = 0, (157)
mit einem beliebigen Factor multiplicirt, hinzuaddiven. Dann erhalten wir:
R4 24(—764 50 4+ hy) = 0. ; (158)
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Dem entsprechend wird die Gleichung des Polar-Complexes, der einer gege-
benen geraden Linie (»', s, 4', — ', o, ") zugeordnet ist, die folgende:

(@] + [ Go) + 20 |+ [G) s = (555 Forl

+[(%’:)+m’}o 4- [\%)Jrﬂe'] p = (159)
die sich auch unter der anderen Form schreiben lisst:
(%—la)i"-l— <%§+?v9>5'+ (‘gh@‘f‘k’?) b’

— (=54 )0 + (55 4 25 ) e + (32 + 24 Jw'=0. (160)
Wenn wir dann 2 einen festen Werth ertheilen, kniipft sich an diese dop-
pelte Form derselben Gleichung in dem némlichen Sinne eine Theorie
der Reciprocitit, wie sie Gergonne zuerst bei ebenen Curven und
Flachen der zweiten Ordnung entwickelt hat.*) Wir konnen dieselbe in den
folgenden Worten zusammenfassen:

Einer jeden geraden Linie, welche dem Polar-Complexe
einer gegebenen geraden Linie angehdrt, entspricht ein Polat-
Complex, welchem, umgekehrt, die gegebene gerade Linie
angehort.

Die Gesammtheit aller geraden Linien des Raumes mit ihren Polar-
Complexen bilden ein Polarsystem. Fir die Gleichung desselben kénnen
wir die vorstehenden beiden (159) und (160), die unter sich identisch sind,
ansehen, indem wir neben 7, s, 4, — o, ¢, 4 auch 7', s’, &', — ¢’, o', 7/,
aber unabhingig davon, als verdnderlich betrachten. Einer anderen Annahme
der unbestimmten Constante 2 entsprechend erhalten wir aus dem gegebenen
Complexe des zweiten Grades ein anderes Polarsystem, welches zu dem Com-
plexe in derselben Beziehung steht, wie das urspringlich ausgewihlte.
Withrend ein Complex des zweiten Grades von neunzehn Constanten ab-
hiéngt, ist ein jedes der Polar-Systeme, welche demselben zugehoren, durch
zwanzig Constante bestimmt.

309. Um auszudriicken, dass die gegebene gerade Linie selbst dem ihr
zugeordneten Polar-Complexe angehore, erhalten wir, unabhiingig von dem
besonderen Werthe, den wir der Constante 2 beilegen wollen, unter Bertick-
sichtigung der Gleichung (157), die folgende Bedingung:

#) Geomeétrie des Raumes. n. 258.
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Diejenigen Linien, welche den ihnen zugeordneten Polar-
Complexen selbst angehdren, sind in allen Polar-Systemen die-
selben und fallen mit den Linien des gegebenen Complexes des
zweiten Grades zusammen. :

Wenn in einem Polarsysteme, als dessen Gleichung wir die Gleichung
(159) betrachten wollen, der Polar-Complex einer gegebenen geraden Linie
ein Complex von der besonderen Art sein soll, dessen Linien simmtlich eine
feste gerade Linie schneiden, so erhalten wir, nach ‘den Erorterungen der
45, Nummer, indem wir, wie in der 299. Nummer,

@=—(7) G+ G @+ %6

setzen, unter Bertcksichtigung der Gleichung (157), die folgende:

: (kb e, 1 ] (162)
Diese Gleichung wird unabhiingig von dem besonderen Werthe, . den wir 2
gegeben haben, erfiillt, sobald die beiden Gleichungen:

e ) =9, () =0 ;
befriedigt werden. Es sind dies dieselben Gleichungen, durch welche wir,
in der 300. Nummer, die singuliren Linien des gegébenen Complexes he-
stimmt haben. Wir erhalten also, in Uebereinstimmung mit. dem Friiheren,
den Satz, dass die Polar-Complexe der singulﬁren Linien des gegebenen Com-
plexes in allen zugehdrigen Polar-Systemen Complexe von der beson-
deren Art sind, deren sammtliche Linien eine feste gerade Linie
schneiden.

310. Wir wollen 2 in dem Folgenden, unbeschadet der Allgemeinheit,
gleich Null setzen und das durch diesen-Werth von 2 bestimmte Polarsystem

einer néheren Betrachtung unterwerfen. Es schreibt sich dann die Gleichung
des Polarsystems unter der doppelten Form:

0B+ (8 (595~ () o+ (2) o+ (21—, a0
und:

0L , . , OIR% = 5; 02 e, Qe 5 ) (e

W"'—FW'S +. 55k —l‘W'G “i—ga'() —i—;s?'?]:.()- (164)
Sei eine gerade Linie gegeben. Derselben entspricht in dem Polar-System

ein Polar-Complex. Jeder Linie des lezteren gehort ein Polar-Complex an, der

Plitcker, Geomelrie. 39
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die gegebene gerade Linie enthialt. Aber im Allgemeinen haben die Polar-
Complexe, welche den Linien eines beliebig angenommenen linearen Com-
plexes entsprechen, keine gerade Linie mit einander gemein. Dazu bedarf es
einer besonderen Lage desselben gegen das gegebene Polar-System.

Die Polar-Complexe, welche zwei gegebenen geraden Linien entspre-
chen, bestimmen eine lineare Congruenz. Die gegebenen beiden geraden
Linien gehoren einem jeden derjenigen Polar-Complexe an, die den Linien
der Congruenz entsprechen. Und umgekehrt haben auch die Polar-Complexe
aller Linien einer beliebig angenommenen linearen Congruenz zwei feste ge-
rade Linien gemein. Denn vier Linien der Congruenz bestimmen durch
ihre Polar-Complexe zwei gerade Linien. Die Polar-Complexe dieser zwei
geraden Linien haben vier Linien der gegebenen Congruenz und somit alle
derselben gemein.

Wenn drei gerade Linien gegeben sind, so bestimmen die; Polar-Com-
plexe ein Hyperboloid durch die Linien einer Erzeugung desselben. Eine
beliebige der Linien derselben Erzeugung, die wir als die erste bezeichnen
wollen, besitzt einen Polar-Complex, dem die gegebenen drei geraden Linien
angehoren. Die gegebenen drei geraden Linien bestimmen, als Linien “erster
Erzeugung, ein zweites Hyperboloid. Die beiden Hyperboloide entsprechen
sich gegenseitig. Die Linien der ersten Erzeugung des zweiten Hyperholoids
gehoren den Polar-Complexen der Linien erster Erzeugung des ersten Hyper-
boloids an, und ebenso die Linien erster Erzeugung des ersten Hyperboloids
den Polar-Complexen der Linien erster Erzeugung des zweiten Hyperboloids.
Die zweite Erzeugung jedes der beiden Hyperboloide kommt dabei nieht
weiter in Betracht. Jeder Erzeugung entsprechend ist einem gegebenen
Hyperboloide ein zweites zugeordnet.

Indem wir die drei gegebenen geraden Linien insbesondere so annehmen,
dass sie sich in einem Puncte schneiden oder dass sie in einer Ebene liegen,
bestimmen sie alle Linien, welche durch einen festen Punct hindurchgehen,
oder welche in einer festen Ebene enthalten sind. Es entspricht also in dem
Polar-Systeme jedem Puncte und jeder Ebene die eine Erzeugung eines
Hyperboloids. Der Polar-Complex, welcher einer, beliebigen Linie dieser Er-
zeugung angehort, ist von der besonderen Art, dass alle seine-Linien eine
feste gerade Linie schneiden. Diese feste gerade Linie geht beziiglich durch
den gegebenen Punct oder liegt in der gegebenen Ebene. Die Linien der
einen Erzeugung der Hyperboloids gehdren dem durch die Gleichung (162)

-
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bestimmten Complexe an. Das Hyperboloid ist nicht selbst particularisirt,
sondern nur seine Lage zu dem Polar-System.

Nehmen wir inshesondere fiir die drei sich schneidenden geraden Linien
die drei Coordinaten-Axen 0X, 0F, 0Z oder die drei in den Coordinaten-
Ebenen ¥Z, XZ, XV unendlich weit liegenden geraden Linien, so erhalten
wir zur Bestimmung desjenigen Hyperboloids, welches beztiglich dem Coordi-
naten-Anfangspuncte oder der unendlich weit liegenden Ebene zugeordnet ist,
die folgenden drei Gleichungen:

08 08 08

s e O o =% (165)
oder:
02 08 09

Unter beiden Annahmen wird die Gleichung (162):

39 00, 00 de | 99 ia
OIS0l 0s 09 0k Oy
erfillt, welche diejenigen geraden Linien darstellt, denen in dem gegebenen
Polar-System (2 = 0) solche Polar-Complexe entsprechen, deren simmtliche
Linien eine feste gerade Linie schneiden.

=0

3 § 5.
Fliche vierter Ordnung und Classe, von den singuléren Puncten des Complexes
gebildet, von den singuliren Ebenen desselben umhiillt,

311. Wir haben einen Punct, dessen Complex-Kegel sich in das System
zweier Ebenen auflost, einen singularen Punct, und eine Ebene, deren
Complex-Curve in das System zweier Puncte ausartet, eine singulire
Ebene des Complexes genannt.

Die Durchschnittslinie der beiden Ebenen, in welche sich der Complex-
Kegel, dessen Mittelpunct ein singulirer Punct ist, aufgelost hat, so wie die
Verbindungslinie der. beiden Puncte, in welche die Complex-Curve, deren
Ebene eine singulire Ebene ist, zerfallt, sind singulédre Linien des Com-
plexes. In diesem Sinne entspricht einer Jjeden singuliren Linie ein singulérer
Punct und eine singuliare Ebene. Alle Complex-Curven, welche in Ebenen
liegen, die durch eine singulire Linie hindurchgelegt sind, bertihren dieselbe
in dem entsprechenden singuliren Puncte, und alle Complex-Kegel, deren
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