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§ 3.
Die unendlich weit liegenden Linien des Complexes.
Eintheilung der Complexe nach diesen Linien.

266. Wenn wir in einer gegebenen Ebene eine gerade‘ Linie beliebig
annehmen und, parallel mit sich selbst, immer weiter fortriicken lassen, so
verliert sie in unendlicher Entfernung jede Spur ihrer urspriinglichen Richtung
in der Ebene. Auch konnen wir an die Stelle der gegebenen Ebene, welche
die unendlich weit gertickte Linie enthielt, jede andere Ebene setzen, die
derselben parallel ist. Alle in parallelen Ebenen unendlich weit liegenden
geraden Linien fallen im Unendlichen in eine einzige zusammen. Die un-
endlich weit geriickte gerade Linie ist der Durchschnitt unendlich vieler
parallelen Ebenen. Sie hat, im Unendlichen, keine andere Beziehung zum
Endlichen behalten, als dass sie einer gegebenen Ebenen-Richtung, einer ge-
gebenen Ebene, parallel ist.

Wenn eine gegebene Ebene, parallel mit sich selbst, immer weiter fort-
riickt, so verliert sie ihrerseits ihre Richtung. Eine unendlich weit entfernte
Ebene ist als jeder gegebenen Ebene parallel zu betrachten. Die in ihr
liegenden geraden Linien haben jede Beziehung zum Endlichen und somit
jede Bedeutung im gewodhnlichen Sinne verloren.

Diese geometrischen Anschauungen finden ihren unmittelbaren analy-
tischen Ausdruck. Damit eine gerade Linie:

Ti— e o,
y = sz + o0,
in einer gegebenen Ebene:
(v +uy +vz 4+ mw=0,
enthalten sei, ergeben sich die folgenden drei Relationen:
(r +us + v =0,
to - uo =im — 0
tn + ve — ws = 0.
Wenn die gerade Linie in der gegebenen Ebene unendlich weit liegt, sind
o und ¢, und, in Folge davon, auch 5 =7 ¢ — sg unendlich gross. Dann
geben die beiden letzten der vorstehenden Gleichungen:
Gl =10 R0
withrend die erste Gleichung bloss ansdriickt, dass die unendlich weit gertickte
gerade Linie der gegebenen Ebene parallel ist.
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Wenn die gegebene Ebene unendlich weit riickt, wird » unendlich gross,
oder, was auf dasselbe hinauskommt, es verschwinden {; w und ». Thre
Gleichung drtickt dann ihre Richtung nicht mehr aus und die vorstehenden
drei Relationen verlieren ihre Bedeutung.

267. Wenn wir wiederum fiir die allgemeine (leichung der Complexe
des zweiten Grades die folgende nehmen: :

dré{ Bs*'-L C 4 Do* Eo® 4 Fye
= B sn Hr + 21rs + 2Hoy — 2Len — 2Mge
— 2/Nr6 + 20se

+21’r@+29r17+2]2.917—2536~2T6+2[]9:0, (/)
und in derselben ¢, 6, 5 unendlich gross werden lassen und demnach gegen
diese drei Veréinderlichen die beiden dbrigen, » und s, sowie constante
Grossen und endlich gegen zweite Potenzen der erstgenannten drei Ver-
dnderlichen erste Potenzen derselben vernachlissigen, so ergibt sich fir solche

Linien des Complexes, welche unendlich weit liegen:
Do? + Eo2 + Fy? 1+ 25’97}—2[0‘77—«‘2/”96:0. (85)

Diese Gleichung stellt, wie jede Gleichung in Linien-Coordinaten, einen
Complex dar. Wir wollen denselben den Asymptoten-Complex des
gegebenen Complexes nennen. Dieser Complex subsumirt sich, nach den
Erérterungen des vorigen Paragraphen, unter diejenigen, welche einen Kegel
zweiter Classe darstellen. Der Mittelpunct *dieser Kegelfliche fillt mit dem
Coordinaten-Anfangspuncte zusammen und ihr Durchschnitt mit der unend-
lich weit liegenden Ebene ist die in dieser Ebene von Linien des Complexes
umhtillte Curve zweiter Classe.

Ein jeder Complex des zweiten Grades, in dessen Gleichung die Glieder
zweiter Ordnung in 9, 6, 7 mit denselben Constanten 2, B Lot L M
multiplicirt vorkommen, wie in der Gleichung des gegebenen Complexes,
stellt mit gleicher Genauigkeit die im Unendlichen liegenden Linien des ge-
gebenen Complexes dar, als derjenige Complex, dessen Gleichung die vor-

stehende (85) ist. Es ist der Asymptoten-Complex, der seinerseits wieder
zu allen solchen Complexen in gleicher Beziehung, wie zu dem gegebenen,
steht, unter ihnen durch die Einfachheit seiner Gleichung und, dem ent-
sprechend, sowohl durch die tibersichtliche Gruppirung seiner Linien als durch
eine besondere Lage zu dem Coordinaten-Systeme ausgezeichnet.

Der Grad der Anniherung, mit welcher der Asymptoten-Complex die
unendlich weit liegenden Linien des gegebenen Complexes darstellt, ist nur
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der erste, insofern seine Gleichung mit der des gegebenen einzig in den
(liedern zweiter Ordnung der in Betracht kommenden Verinderlichen, nicht
aber auch in denen erster Ordnung, tbereinstimmt.

268. Wenn wir in der Gleichung (85) fir — o, ¢, 4 beztiglich die
obigen Werthe 7, u, v, welche diese Coordinaten fir unendlich weit entfernte
gerade Linien annehmen, einsetzen, so erhalten wir die folgende Gleichung:

D2+ Eu2 -+ Fo2 4+ 2Kuv + 2Ltv + 2Mtu= 0,

zur Bestimmung derjenigen Ebenen-Richtungen, nach welchen Linien des
Complexes unendlich weit liegen. Legen wir durch den Coordinaten-Anfangs-
punct Ebenen, welche diese Richtung haben, so umhiillen dieselben eine Kegel-
flache zweiter Classe, dieselbe Kegelfliche, welche durch die Gleichung (85)
in Linien-Coordinaten dargestellt wird. Wir konnen die Kegelfliche und mit
ihr den Asymptoten-Complex beliebig parallel mit sich selbst verschieben,
ohne die Beziehung zu dem gegebenen Complex zu andern. Denn bei einer
solchen Verschiebung bleiben nach den Coordinaten-Transformationsformeln
der 157. Nummer die Coefficienten 0, E, F, K, L, M, auf die es hier einzig
ankommt, ungeindert. Bei der Verschiebung riicken die Tangential-Ebenen
der Kegelflache parallel mit sich selbst fort. Alle unter sich parallelen
Tangential-Ebenen schneiden sich auf einer Linie des gegebenen Complexes,
welche unendlich weit liegt.

Wir habén in dem ersten Paragraphen dieses Abschnitts als Charac-
teristik eines Complexes eine Fliche zweiter Classe bezeichnet, deren Mittel-
punct und absolute Dimensionen beliebig angenommen werden kénnen, und
die, wenn wir ihren Mittelpunct in den Anfangspunct der Coordinaten legen
und durch 4 eine willkiirliche Constante bezeichnen, durch die folgende Glei-
chung dargestellt wird:

D2+ Eu? ++ Fv2 4+ 2Kuv + 2 Lto + Mtu + kw2 = (.

Nach dem Vorstehenden liegen die unendlich weit entfernten Linien des
Complexes in den Tangential-Ebenen des Asymptoten-Kegels der Characteristik,
und dieser Asymptoten-Kegel wird durch die Gleichung (85) in Linien-Coor-
dinaten dargestellt. Eine Ebene, die wir unendlich weit riicken lassen, aber
so, dass sie ihre urspriingliche Richtung noch nicht verliert, schneidet diesen
Asymptoten-Kegel, und also auch die Characteristik selbst, nach einer Curve,
die von unendlich weit liegenden Linien des Complexes umhillt wird. Es
kommt hierbei auf eine endliche Verschiebung der Characteristik und ihres
Asymptoten-Kegels nicht an.
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269. Wir kénnen uns der unendlich weit entfernten Ebene, von der
wir kaum eine geometrische Vorstellung haben, auf unendlichfach ver-
schiedene Weise nahern, indem wir von einer Ebene mit gegebener
Richtung ausgehen, die, diese Richtung beibehaltend, immer weiter fortrickt,
In einer solchen beliebigen Ebene liegt einerseits eine Complex-Curve zweiter
Classe, andererseits als Durchschnitt mit der Characteristik eine zweite solche
Curve: die beiden Curven fallen, wemn ihre Ebene unendlich weit riickt,
zusammen; mit anderen Worten, die Curven der sémmtlichen Aequatorial-
flichen eines gegebenen Complexes in Breiten-Ebenen, die unendlich weit
gertickt sind, liegen auf der Characteristik.

Wiihrend die Ebene von gegebener Richtung fortriickt, #ndert sich in
ihr fortwiihrend die Complex-Curve, welche die Aequatorialfliche beschreibt.
Die Richtung der beiden. Axen der Curve und ihr Verhiltniss nithern sich,
wenn die Ebene immer weiter riickt, der Richtung der Ebene entsprechend,
einer bestimmten Grenze. Diese Grenze ist gegeben durch die constante
Richtung und das constante Verhiltniss der Axen der Durchschnitts - Curve
der fortrickenden Ebene mit der Characteristik. Da in unendlicher Ent-
fernung Complex-Curven und Durchschnitts-Curven der Characteristik, welche
in parallelen Ebenen enthalten: sind, zusammenfallen, muss der Durchmesser
der beziiglichen Aequatorialfliche des gegebenen Complexes mit demjenigen
Durchmesser der Characteristik parallel sein, welcher der parallel mit sich
selbst fortrickenden Ebene zugeordnet ist, wie das die analytischen Ent-
wicklungen des ersten Paragraphen bestitigen.

Es bezeichnen die vorstehenden geometrischen Anschauungen die Be-
ziehungen zwischen dem gegebenen Complexe und seiner Characteristik. In
Uebereinstinimung mit denselben erhalten wir aus den Gleichungen (7) der
166. Nummer fir die drei Complex-Curven in solchen Ebenen, welche
den beliebig angenommenen Coordinaten-Ebenen Yz, Xz, XV parallel un-
endlich weit gertickt sind, indem wir erste Potenzen von , y, = und
Constante gegen zweite Potenzen derselben vernachlissigen, die folgenden drei
Gleichungen :

Dw2 4 2Lxvw + Fa2or'+ 2 Maunw + 2K 22uy 4+ Eziu® — O;
Ew: +2Mytw + Dyt + 2Hyvw + 2Lyt + Fy2pt — ), (86)
Fro2+ 2Kzumw + FEz2u? + 2Lztw + 2Mz22tu + Dzoge — 0, J
die mit den Gleichungen der Durchschnitts-Curven der drei fraglichen
Ebenen mit dem Asymptotenkegel der Characteristik zusammenfallen.
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270. Die Kegelfliiche der zweiten Classe, welche von den Linien des
Asymptoten-Complexes umhillt wird, kann reell oder imaginir 'sein, und
dementsprechend schliesst der gegebene Complex zweiten Grades entweder
solche reelle Linien ein, welche unendlich weit liegen, oder nicht. Danach
zerfallen die allgemeinen Complexe des zweiten Grades in zwei coordinirte
Arten. Complexe der ersten Art wollen wir hyperboloidische, Complexe
der zweiten Art ellipsoidische nennen. Wir sehen bei dieser Eintheilung
zuniichst von allen solchen Complexen ab, deren Asymptoten-Complex sich
irgendwie particularisirt hat. '

Hyperboloidische Complexe haben eine Characteristik mit einem
reellen Asymptotenkegel, und werden demnach analytisch dadurch bezeichnet,
dass nur zwei der drei Ausdricke:

Werthe mit gleichem Vorzeichen haben.

Ellipsoidische Complexe haben eine Characteristik, deren Asymp-
toten-Kegel sich auf einen ellipsoidischen Punct reducirt; die obigen drei
Ausdriicke haben fur solche Complexe Werthe, die alle drei im Zeichen
tibereinstimmen.

271. In hyperboloidischen Complexen bestimmen die Tangential-
Ebenen des Asymptoten-Kegels der Characteristik die Richtungen derjenigen
Ebenen, nach welchen Linien des Complexes unendlich weit liegen. Die
Complex-Curven in solchen Ebenen sind Parabeln, welche die unendlich weit
liegenden Linien berithren. Bewegt sich eine solche Ebene parallel mit sich
selbst, so beschreibt die in ihr liegende, von Linien des Complexes umhiillte
Parabel eine parabolische Aequatorialfliche (n. 232). Die Seite, nach wel-
cher der Asymptoten-Kegel der Characteristik von einer Breiten-Ebene der
Fliche beriihrt wird, bestimmt die Richtung, welcher die Richtung der Axe
der Parabel sich fortwithrend nithert, wenn die Ebene derselben immer weiter
fortriickt, was in zweifachem Sinne geschehen kann.

Jede andere Ebenen-Richtung, nach der keine Linie des Complexes un-
endlich weit liégt, bestimmt eine Aequatorialfliche, deren Breiten-Curven
einen Mittelpunct besitzen. Hier heben wir zunfchst nur hervor, dass, bei
zunehmender Entfernung einer parallel mit sich selbst fortriickenden Ebene die
Complex-Curve in ihr entweder eine Hyperbel oder eine Ellipse ist, je nachdem
die Ebene den Asymptoten-Kegel in einer Hyperbel oder einer Ellipse schneidet.
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Durch eine- gegebene gerade Linie lassen sich im Allgemeinen zwei
Ebenen legen, in denen eine Linie des hyperboloidischen Complexes unend-
lich weit liegt. Nehmen wir irgend einen Punct der gegebenen geraden
Linie als Mittelpunct des Asymptoten-Kegels der Characteristik, so sind die
beiden Tangential-Ebenen,” welche durch die gegebene Linie an diesen Kegel
sich legen lassen, die beiden fraglichen Ebenen. Sie sind reell oder imaginér,
je nachdem die Linie ausserhalb oder innerhalb des Kegels liegt, und fallen,
wenn die Linie eine Seite des Kegels ist, in eine Tangential-Ebene desselben
zusammen. Dem entsprechend konnen unter den Meridian-Curven einer
Meridianflaiche eines hyperboloidischen Complexes  zwei Parabeln auftreten.
Dieselben konnen auch zusammenfallen. Es héngt das ab von der Richtung
der Doppellinie der Meridianfliche in Beziehung auf den Asymptoten-Kegel
der Characteristik des’ Complexes. : :

Die der Doppellinie einer Meridianfliche parallelen Linien des Complexes
bilden einen der Meridianfliche ‘umschriebenen Complex-Cylinder. Dieser.
Cylinder ist ein hyperbolischer oder ein elliptischer®); je nachdem die beiden
Meridian-Ebenen, in welchen parabolische Complex-Curven liegen, reell oder
imagindr sind. Fallen die beiden Ebenen in eine zusammen, so wird der
¢ Complex-Cylinder ein parabolischer.

Nach dem Vorstehenden sind also die von den Linien eines hyperboloi-
dischen Complexes gebildeten Cylinder elliptische oder hyperbolische, je nach-
dem die Richtung der sie erzeugenden Complex-Linien in den Asymptoten-
Kegel der Characteristik hineinfallt, oder nicht. Alle Complex-Cylinder, deren
Erzeugende einer Seite des Asymptoten-Kegéls parallel sind, sind parabolische.

272. In ellipsoidischen Complexen gibt .es tiberhaupt keine parabo-
lischen Complex-Curven. Alle Aequatorialflichen sind zwischen zwei in end-
lichem Abstande von - einander ‘befindliche ~Ebenen eingeschlossen. = Diese
Ebenen bezeichnen den Uebergang von solchen Ebenen, in welchen eine reelle
Complex-Curve liegt, zu solchen, in denen eine imaginéire Curve von Linien
des Complexes umbhiillt wird.

*

g :
*) Wir verstehen hier und im Folgenden unter einem hyperbolischen und’ einem elliptischen
Cylinder einen solchen, der von der unendlich weit entfernten Ebene beziiglich in zwei reellen oder
in zwei imaginiren geraden Linien geschnitten wird. Damach wird auch der imaginiire Cylinder als
ein elliptischer bezeichnet. Insbesondere kann sich der hyperbolische und der elliptische Cylinder in
das System zweier sich schneidender, beziiglich reeller oder imaginirer Ebenen auflgsen.
¥ Wenn die beiden Durchschuittslinien mit der unendlich entfernten Ebene in eine gerade Linie
zusammentallen, heisst der Cylinder ein parabolischer, auch wenn er sich in ein System. zweier paral-
leler, reeller oder imaginirer, Ebenen particularisirt.
Plicker, Geometrie: > 34
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Unter den Meridian-Curven einer beliebigen, dem Complexe angehorigen
Meridianfliche finden sich, keine Parabeln. Die beiden Meridian-Ebenen, in
“welchen in dem Falle hyperboloidischer Complexe Parabeln von den Linien
des Complexes umhillt werden, sind bei ellipsoidischen Complexen unab-
hingig von der Richtung der Doppellinie imagindr. In Folge dessen sind
simmtliche Cylinder, welche von Linien eines ellipsoidischen Complexes ge-
bildet werden, elliptische Cylinder. Ceik

273. Wir haben in der 163. Nummer fiir die Gleichung einer solchen
Aequatorialfliache, deren Breiten-Curven der Ebene FZ parallel sind, in
gemischten Punct- und Linien-Coordinaten x, u, », w», die folgende erhalten :

' Dw? + 2(La — S)ow 4 (Fa:— 2Rx 4 B)v?

+ 2(Mx +T)umw + 2(K2® — Oz — Quv + (Bx? +2Ux + Ol — (R (80)
Diese Gleichung enthilt dreizehn Constante, welche mit den zwei Constan-
ten, durch welche das Coordinaten-System particularisirt ist, die finfzehn -
Constanten geben, von denen die Aequatorialfiche abhiingt. :

Wenn wir die Axe 0.X so bestimmen, dass sie dem Durchmesser des
Complexes, welcher der zu ¥ Z genommenen beliebigen Ebene zugeordnet
ist, parallel lauft, so verschwinden die Constanten Z und W ; wenn sie mit
diesem Durchmesser zusammenfillt, so verschwinden gleichzeitig S und 7.
Es verschwindet A, wenn wir in ¥Z den beiden Axen O0F und 0Z eine
solche Richtung geben, dass die drei Coordinaten-Axen dreien zugeordneten
Durchmessern des Complexes parallel sind. Durch diese Coordinaten-Bestim-
mung verliert die allgemeine Gleichung der Aequatorialfliche finf weitere
threr Constanten, indem sie in die folgende tibergeht:

Dw?+ (Fa2 — 2Rz + B)v2 — 2(0x + G)uv
+ (Fa? 4 2U0x 4 C)uz = 0. (88)
Wenn wir die Coordinaten-Ebene 7'Z parallel mit sich selbst verschieben,
bis sie durch den Mittelpunct des Complexes geht, so reducirt sich die An-
zahl der Constanten, in Gremissheit der Bedingungs-Gleichung (36):
ER = IU,
um eine sechste Einheit.

274. Fir ellipsoidische Complexe sind alle Aequatorialflichen durch eine
Gleichung von der Form der letzten, (88), darstellbar, wie wir auch die
Richtung der Ebene ¥Z wihlen mogen. Wenn wir aber bei hyperboloi-
dischen Complexen insbesondere die Breiten-Ebenen der Aequatorialfliiche
einer Tangential-Ebene des Asymptoten-Kegels der Characteristik parallel
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nehmen, so ist der zugeordnete Durchmesser der Characteristik diesen Ebenen
parallel und in Folge dessen die vorstehende Coordinaten - Bestimmung nicht
mehr moglich. Dann verliert die allgemeine Gleichung der Aequatorialfliiche
(87) die Constante 2, so dass die Flache nur noch von vierzehn Constanten
abhingt.  Solche Aequatorialflichen haben wir parabolische genannt.

Dem Verschwinden von 2 entspricht, dass die Ebene - Z eine Tangential-
Ebene des Asymptoten-Kegels der Characteristik ist, als deren Mittelpunct
wir den Coordinaten-Anfangspunct genommen haben. Wir wollen die Axe
0Z mit derjenigen Seite des Asymptoten-Kegels zusammenfallen lassen, nach
welcher derselbe von der Ebene V' Z bertihrt wird. Dann verschwindet in
“der Gleichung der Aequatorialfliche die Constante M. Im allgemeinen Falle
sind die Coordinaten des Mittelpunctes einer beliebigen Breiten-Curve:

1) e e g Lx — S
& e

Wenn 7 verschwindet, rickt der Mittelpunct in der Ebene der Curve un-
endlich weit, und die Richtung, nach welcher er unendlich weit liegt, ist
durch die Gleichung: : '
b L
Lx— 8§
bestimmt, in welcher « den Winkel bezeichnet, den diese Richtung, die Axen-
Ric.htung der Parabel, mit 0Z bildet. Fir die unendlich weit liegende
Parabel kommt: .

tang ¢« =

o
L
Wenn W verschwindet, ist diese Axen-Richtung mit der Axe 02 parallel.
Die Richtung der Axe 0 F ist bisher noch unbestimmt geblieben. Wi
konnen dieselbe in ¥ Z senkrecht gegen 0Z nehmen. Wenn wir dann durch
OF eine zweite Tangential-Ebene an den Asymptoten-Kegel legen und die-
selbe als Ebene X¥ und die Seite des Asymptoten-Kegels, nath welcher sie
bertihrt wird, als Axe 0.Y nehmen, so verschwinden aus der Gleichung der
.Aequatorialﬂilche die zwei Constanten # und A. Dann schreibt sich die
Gleichung der Fliche unter der folgenden Form:
2Lz — S)vw — 2Rx — B)v2 + 2T uw
— 202 + Quv 4 (Ea2 +2Ux~+ C)uz = 0, (89)
Aus dieser Gleichung konnen wir durch schickliche Wahl des Anfangspunctes
noch weitere drei Constante fortschaffen.

tang o = -

34*
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275. Wenn sich der Ausdruck:

D2+ Eu? - Fv2 4 2Hup + 2Ltv,+ 2 M¢tu,
entsprechend der Bedingungs-Gleichung:

DEF — DK? — EL? — FM* 4 2KLM = 0, - (90)
in zwei Faetoren des ersten Grades auflost, so particularisirt sich
der Complex, indem er eine seiner neunzehn Constanten verliert.

Die vorstehende Bedingungs-Gleichung kommt darauf hinaus, dass, wenn
wir durch eine schickliche Annahme der Richtung der drei Coordinaten-Axen,
wie friher, A, L, M verschwinden lassen, dadurch zugleich eine der drei
Constanten 2, £, I’ verschwindet. Ist 2 die verschwindende Constante, so
wird die Gleichung des Complexes:

Ar? + Bs2 4 C+ Eo? + Fy?
4+ 26Gs 4+ 2Hr 4+ 21rs
—2Nre 4 20s9
4+ 2Pro 4 20ry + 2Rsqy — 2856 — 276 + 22U = 0. (91)

Aus dieser Gleichung, bei welcher wir, unbeschadet der Allgemeinheit,
das Coordinaten-System als ein rechtwinkliges annehmen wollen, konnen wir
noch weitere drei Constanten durch die Bestimmung des Anfangspunctes der
Coordinaten fortschaffen. .Wesentlich bei den folgenden Betrachtungen ist,
dass durch die Wahl der Richtung der Coordinaten-Axen ausser 2 nicht auch
. noch eine andere der Constanten /2, £, F verschwindet.

276. Wir haben durch die Gleichung: :

D2+ Eu? + Fo? + 2Kuv + 2 Ltv + 2Mtu + kw2 = 0
die Characteristik des Complexes dargestellt. Diese Characteristik ist in
dem allgemeinen Falle der hyperboloidischen und ellipsoidischen Complexe
eine Fliche des zweiten Grades mit einem Mittelpuncte. = Der Mittelpunct
~dieser Fliche und ihre absoluten Dimensionen, die von der willktirlichen
Constante 4 abhiéingen, konnen beliebig angenommen werden. In dem Falle
der -Complexe besonderer Art, die wir jetzt betrachten und die wir durch
die Gleichung (91) dargestellt haben, reducirt sich die Characteristik ‘auf eine
Curve zweiten Grades mit einem Mittelpuncte. Wir wollen diese Curve die

characteristische Curve des Complexes besonderer Art nennen.

Durch die Ebene der characteristischen Curve ist eine ausgezeichnete
Ebenen-Richtung fiir den Complex gegeben. Nehmen wir dieselbe der Coor-
dinaten-Ebene ¥ Z parallel, so verschwinden 2, L, M und die Gleichung der
Cnrve geht in" die folgende tiber:
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Eu® 4 v+ 2Kuv + kw2 = 0.
Wenn wir zwei zugeordnete Durchmesser der Curve, insbesondere die beiden
Axen derselben, zu Coordinaten-Axen OF und 0Z nehmen, so verschwindet,
A, und dann sind die Coordinaten-Axen dieselben, auf welche der'Complex
in der Gleichung (91) bezogen ist.

2717. Wir haben die Bestimmung der Richtung der zugeordneten Durch-
messer eines Complexes der allgemeinen Art auf die Betrachtung der Durch-
messer seiner characteristischen Fliche zurtickgefihrt. Die characteristische
Curve eines Complexes der besonderen Art konnen wir als die Grenze von
characteristischen Flichen ansehen, und, in Folge davon, sagen, dass von
zwei zugeordneten Durchmessern der Curve jeder zugleich allen Ebenen zu-
geordnet ist, welche nach beliebiger Richtung durch den jedesmaligen anderen
gelegt werden kénnen; dass jede durch den Mittelpunct der Curve hindurch-
gehende gerade Linie, welche nicht in der Ebene derselben liegt, dieser Ebene
zageordnet sei, und endlich, dass eine beliebige solche gerade Linie und zwei
zugeordnete Durchmesser der Curve ein System dreier zugeordneter Durch-
messer der Curve bilden.

Diese Relationen tibertragen sich unmittelbar auf Complexe der beson-
deren Art. Einer gegebenen Ebene entspricht ein Durchmesser des Com-
plexes, welcher der. Ebene der characteristischen Curve parallel ist und
dieser Ebene parallel bleibt, wie auch die Richtung der gegebenen Ebene .
sich &dndern mag; oder, mit anderen Worten, die Durchmesser aller
Aequatorialflachen des Complexes sind der Ebene seiner charac-
teristischen Curve parallel.

~ Wenn sich die gegebene Ebene um ihre Durchschnittslinie mit der
Ebene der characteristischen Curve dreht, so riickt der zugeordnete Durch-
messer des Complexes parallel mit sich selbst fort. s gibt also unendlich
viele unter sich parallele Durchmesser des Complexeq Wenn endlich die
sith drehende Ebene mit der Ebene der characteristischen Curve zusammen-
fallt, so wird der Durchmesser unbestimmt. Er verliert seine Richtung, indem
er unendlich weit riickt. .

In dem allgemeinen Falle der hypelbolmdlschen und ellipsoidischen Com-
plexe haben wir gezeigt, dass je zwei conjugirte Durchmesser von der Axe
desjenigen Complex-Cylinders geschnitten werden, dessen Seiten dem dritten
conjugirten Durchmesser parallel sind. In dem Falle der besonderen Com-
plexe, die wir hier betrachten, ist jedesmal der dritte conjugirte Durchmesser
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unendlich weit geriickt. Aber nach wie vor bestimmen je zwei beliebige,
der Central-Ebene parallele, conjugirte Durchmesser durch den Durchschnitt
ihrer zugeordneten Ebenen die Richtung der Seiten eines Complex-Cylinders,
dessen Axe die beiden Durchmesser schneidet. Wir sagen, dass dieser Cylin-
der und insbesondere seine Axe dem Systeme der be1den Durchmesser zu-
geordnet sei. ;

278. Zur Bestitigung und Erweiterung dieser Resultate wollen wir zu
den Gleichungen (5) zuriickgehen, welche in dem allgemeinen Falle der
Complexe den Durchmesser darstellen, der einer gegebenen Ebene:

ty +~uy + vz 4w =0 :
zugeordnet ist. Diese Gleichungen reduciren sich, wenn wir die Gleichung
der Complexe besonderer Art, (91), zu Grunde legen und z’, y’,‘:' in der
huheun BedeutunCr belbehalten, auf:

@ — =0,
Eu
gl T Eu Fo¥’ l (92)
4 e ) y I ;
B rem o
Danach ist; .
y—y') Fo — (2—2') Bu. (93)

Der Durchmesser ist, in Gemsssheit mit der ersten der d161 Gleichungen (92),
der Ebene ¥ Z parallel. Die brlelchung (93), in folgender Welse geschrieben ;
e f 5 L .
S s (94)
driickt unmittelbar aus, dass der Durchschnitt der gegebenen Ebene ¥ Z und
der dieser Ebene zugeordnete Durchmesser des Complexes die Richtung zweier
zugeordneter Durchmesser der characteristischen Curve haben die, nach dem
Verschwinden von A, dureh die Gleichung:
- 24 o2 kw? = 0
dargestellt wird. ! : L
Die Werthe fir 2', ', 2/, welche wir den Gleichungen (92) zu Grunde
gelegt haben, sind die folgenden:
r_ Ouwv+ Bv®> Stv — Tiu — Tu?
Eu* 4 Fy? g
2
]/,zﬂ_tv~}’uLvu~_SZ}j~—Tt +Utu 4
A (N—— tu—f—PuLf—‘)uv—Rlv;St2
Eu* + Fv?
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Der Abstand @’ des Durchmessers von der Ebene FZ bleibt. also fiir alle
Ebenen derselbe, deren Coordinaten die folgende Gleichung befriedigen :

(Buz 4 Fv2)a’ — Ouv o Ro* 4 Stv— Tty — Uys. (95)
* Alle solche Ebenen umhillen eine unendlich weit liegende Curve der zweiten
Classe. Indem in der vorstehenden Gleichung das Glied mit ¢2 fehlt, berthrt
diese Curve, unabhiéngig von der Annahme von ¥’y die in ¥'Z unendlich weit
liegende gerade Linie. Fir den Bertihrungspunct erhalten wir:

Sv — Tu = 0. : (96)

In dieser Gleichung kommt 2" nicht mehr vor.- Es ist durch dieselbe eine
fir den Complex ausgezeichnete Richtung bestimmt. :
Wenn « und » gleichzeitig verschwinden, werden die Coordinaten des
Punctes 2, y’, z’, durch welchen die Lage des Durchmessers bestimmt wird,
unendlich gross. Dabei verliert der Durchmesser, wie die Gleichungen (92)

. . . ¢ . . . 2
zeigen, i unendlicher Entfernung seine Richtung. Aber der Quotient L

behilt einen endlichen und bestimmten Werth. Wir erhalten aus (4), indem
wir # und » verschwinden lassen:
. = 7)

Der Durchmesser ist also in der durch die vorstehende Gleichung bezeichneten
Richtung parallel zu ¥ Z unendlich weit geriickt. Diese Richtung fallt mit der-
Jenigen zusammen, welche wir durch die Gleichung (96) bestimmt haben. Wir
konnen sagen, dass die unendlich vielen Durchmesser, welche im Complexe
der Ebene der characteristischen Curve zugeordnet sind, diese Ebene in dem-
selben unendlich weit liegenden Puncte schneiden. Dieser Punct ist der
Mittelpunct der in der Ebene der characteristischen Curve von Linien des
Complexes umhiillten Curve, und bleibt unverdndert, wenn die Ebene parallel
mit sich fortriickt.  Wir werden in den folgenden Nummern die analytische
Bestitigung fiir diese geometrische Folgerung erhalten.

279. Fiur die Durchschnitte der beiden, den Coordinateu - Ebenen X7
und XV zugeordneten, mit OF und 02 parallelen Durchmesser mit diesen
beiden Coordinaten-Ebenen erhalten wir

v = — —, =

i
£
P L e8y
=

BT RSTST

Setzen wir: 12 =1} ) =1y
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so verschieben wir die Ebenen X'Z und X'V so, dass, nach der Verschiebung,
die beiden diesen Ebenen zugeordneten Durchmesser die Axe O.X schneiden.

Von den Gleichungen-Paaren (18) der 240. Nummer, durch welche tiber-
haupt die Axen der drei Complex-Cylinder, deren Seiten den Coordinaten-

Axen 0X, OF, OZ parallel sind, dargestellt werden, zeigt das erste:
0 S , ’
= e = L (99)
dass eine der drei Cylinder-Axen mit O X zusammenfillt. Die beiden anderen
(leichungen-Paare geben:

(100)

Es sind also die beiden anderen Cylinder-Axen in denselben zu ¥ Z paral-
lelen Ebenen, in welchen die beiden zugeordneten Durchmesser liegen, un-
endlich weit gertickt.

Von den drei Coordinaten des Mittelpunctes des : Centralparallelepipeds,
dessen Kanten beztiglich 0 X, OF, 0Z parallel sind, fiir welche wir in dem -
allgemeinen Falle erhalten haben:
bleibt nur 2° endlich und vollkommen bestimmt, wihrend #° und z° unend-
lich gross werden. Das Verhaltniss zwischen y° und z° bleibt ein bestimmtes.
Wir erhalten fir dasselbe: ;

0 T
- — = 1l h

<

=

z

Durch diese (leichung wird dieselbe fiir den Complex ausgezeichnete
Richtung bestimmt, welche wir in der vorigen Nummer erhalten haben (97).

Der Mittelpunct des Centralparallelepipeds, welches wir ausgewihlt
haben, liegt in einer nicht nur der Richtung, sondern auch der Lage
nach bestimmten Ebene in dem durch die (leichung (101) bestimmten Sinne
unendlich weit. Wenn wir die Axe 0.Y als eine Seite des Centralparallel-
epipeds beibehalten und OF und 0Z beliebig zweien conjugirten Durch-
messern der characteristischen Curve parallel nehmen, so erhalten wir eine
Reihe von Centralparallelepipeden. Dieselben Betrachtungen, welche wir in
der 246. Nummer in dem Falle der hyperboloidischen und ellipsoidischen
Complexe angestellt haben, zeigen hier, dass der Mittelpunct aller dieser
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Centralparallelepipede in derselben Richtung und in derselben zu der Ebene
~der characteristischen Curve parallelen Ebene unendlich weit geriickt sind.

Wenn wir an Stelle der Axe 0.X eine andere Cylinder-Axe des Com-
plexes withlen, so erhalten wir eine neue Reihe von Centralparallelepipeden.
Der Mittelpunct aller dieser Parallelepipede ist in derselben Richtung, wie
vorhin, parallel mit der Ebene der -characteristischen Curve unendlich weit
geriickt, indem die Bestimmung dieser Richtung von der Wahl der Coordi-
naten-Axe O.X unabhingig war. Dagegen ist die Ebene, in welcher der
Mittelpunct des Parallelepipeds unendlich weit geriickt ist, im Allgemeinen
eine andere geworden. Denn wenn wir irgend zwei conjugirte Durchmesser
des Complexes auswéhlen und den éinen durch einen anderen, ihm parallelen,
ersetzen, so tndert sich dabei die in der Mitte zwischen den beiden con-
jugirten Durchmessern hindurch gehende Central-Ebene.

Wir sind so zu den folgenden Sitzen gekommen:

In .den Complexen besonderer Art, die wir betrachten, ist
der Mittelpunct parallel mit der Ebene der characteristischen
Curve nach gegebener Richtung:

iy kT

z Zy
unendlich weit gerickt.

Alle Central-Parallelepipeda, welche dieselbe im Endlichen
liegende Cylinder-Axe zu einer ihrer Kanten haben, besitzen
parallel zu der Ebene der characteristischen Curve dieselbe
Central-Ebene. :

280. Fur die Gleichung des Complexes der besonderen Art erhalten
wir, wenn wir die Axe irgend eines seiner Cylinder mit der Coordinaten-Axe
0X zusammen fallen lassen und OF und 0Z irgend zweten Durchmessern
der characteristischen Curve parallel annehmen, die folgende:

) Ar® 4 Bs? + C + Eo* 4 Fye
+ 2Gs + 2Hr + 21rs
— e e 2059

o 2y 2850 206 L 0T, — 0. (102)
Wir kénnen noch die Bedingungs-(leichung
el : (103)

hinzufiigen, und bestimmen damit, dass die der Axe 0.X zugehorige Central-
Ebene mit der Coordinaten-Ebene ¥ Z zusammentillt. Endlich koénnen wir

Plicker, Geomelrie. 35
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nach Belieben 8 oder ‘7' verschwinden lassen, indem wir eine der beiden
Axen OF, O0Z der durch die (Jlelchung (101) bestlmmten Richtung parallel
nehmen.

Unter Berueksmhtlcrung dieser Vereinfachungen enthalt die Gleichung
(102) elf von einander unabhanglge Constanten. Wenn wir zu denselben
die sieben Constanten hinzuzihlen, durch welche das Coordinaten-System
particularisirt ist, so erhalten wir die achtzehn Constanten des Complexes
der besonderen Art. _ : :

281. Der Asymptoten-Kegel der characteristischen Fliche eines Com-
plexes der allgemeinen Art wird bei Complexen der besonderen Art, die wir
hier betrachten, durch die beiden Asymptoten der characteristischen Curve
vertreten.

In dem Falle der allgemeinen Complexe bestimmt die Curve, nach
welcher eine gegebene Ebene den Asymptoten-Kegel schneidet, die Natur
der Complex-Curve in derjenigen Ebene, welche parallel mit der gegebenen
unendlich weit gertickt ist. In Complexen der besonderen Art lost sich diese
Curve in die beiden Durchschnittspuncte der gegebenen Ebene mit den
Asymptoten auf. s artet also in der unendlich weit gertickten Ebene die
Complex-Curve in ein System von zwei Punkten aus, die nach der
Richtung der beiden Asymptoten unendlich weit liegen.

Alle Aequatorialflichen, deren Breiten-Ebenen einer der heiden Asymp-
toten parallel sind, sind parabolische. Wir erhalten auch dann eine para-
bolische Aequatorialfliche, wenn wir die Breiten-Ebenen derselben der Ebene
der characteristischen Curve parallel nehmen. Die Gleichung dieser Fliche ist:

— 28vmw + (Fa2—2Rx 4 B)v? 4+ 27 uw :
— 202 4 GQuv 4 (Ex2 + 202 + C)u? = 0, (104)

und demnach die Flache dadurch particularisirt, dass die Axen der Parabeln
in allen Breiten-Ebenen gleich gerichtet sind. Diese Richtung ist, in Ueber-
elnstimmung mit der 278. Nummer, dieselbe, in welcher der Mittelpunct des
Complexes unendlich weit geriickt ist.

Wenn wir dieselbe Aequatorialfliiche, statt durch ihre Breiten-Curven,
durch ihre umbhiillenden Cylinder-Flichen bestimmen, so erhalten wir nach
den Entwicklungen der 182, Nummer die folgende (leichung:

(Fy'2 + Ez!9a2?— 2Ry’'? — Oy’'z" — Uz'2) & :
+ 20y +T2)y" - z+ (By': 4+ 26y'z" + Cz'?) = 0. (105)



Dieselbe stellt den Durchschnitt mit XZ desjenigen Complex-Cylinders dar,
dessen Seiten der durch das Verhéltniss IZL bestimmten Richtung parallel sind.

In der vorstehenden Gleichung fehlt das Glied mit z= Alle Complex-
Cylinder also, deren Seiten der Ebene der characteristischen Curve parallel
sind, sind parabolische Cylinder. Die Diametral-Ebenen derselben sind mit
der genannten Ebene parallel. Insbesondere losen - sich diejenigen beiden
Cylinder, deren Seiten einer der beiden Asymptoten der characteristischen
Curve parallel sind, in Systeme von zwei‘Ebenen auf, von denen die eine
unendlich weit riickt. In Folge dessen reducirt sich die Gleichung des Cylin-
ders auf den ersten Grad. Wenn wir endlich den Seiten des Cylinders die-
Jenige Richtung geben, in welcher der Mitfelpunct des Complexes unendlich
weit gertickt ist, so kommt:

S e R
und der Cylinder zerfillt in zwei Ebenen, welche beide der Ebene der charac-
teristischen Curve parallel sind.

282. Je nachdem die beiden Asymptoten der characteristischen Curve
reell oder imagindr sind, wollen wir den Complex der besonderen Art einen
hyperbolischen oder einen elliptischen nennen.

In beiden Arten von Complexen liegt in solchen Ebenen, welche der
Ebene der characteristischen Curve parallel sind, eine Linie des Complexes
unendlich weit. In elliptischen Complexen gibt es sonst keine Ebenen, welche
unendlich weit liegende Linien des Complexes enthalten. In hyperbolischen
Complexen lassen sich durch jede Linie des Raumes zwei reelle Ebenen legen,
die beziiglich den beiden Asymptoten der characteristischen Curve parallel
sind: die Complex-Curven in diesen Ebenen sind Parabeln. Mit Ausnahme
derjenigen Complex-Cylinder, deren Seiten der Ebene der characteristischen
Curve parallel verlaufen, sind sammtliche einem hyperbolischen Complexe
angehorige Cylinderflichen hyperbolische, die einem elliptischen Complexe
angehorigen elliptische Cylinder.

Wir konnen sagen, dass sich die in der unendlich weit liegenden Ebene
enthaltene Curve des Complexes in dem Falle der hyperbolischen Complexe
in ein System von zwei reellen, in dem Falle der elliptischen Complexe
in ein System von zwei imaginaren Puncten aufgelost hat.

283. Wenn wir, um die Gesammtheit der unendlich weit 'Iiegenden
Linien des Complexes darzustellen, nur die Glieder zweiten Grades

35 *
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betrachten, wie wir dies in dem allgemeinen Falle gethan haben (n. 267),
so erhalten wir aus der Gleiéh}mg (L0205
Eo* + Fqyt = (. : (106)

Diese Gleichung stellt in Linien-Coordinaten die beiden Asymptoten der
characteristischen Curve dar.’

Mit grosserer Anniherung aber, als es vermittelst der characteristischen
Curve geschehen kann, bestimmen wir die unendlich weit liegenden Linien
des gegebenen Complexes, wenn wir gegen zweite Potenzen von ¢ und 7,
nach wie vor, erste Potenzen derselben, sowie die Veréinderlichen 7, s und
Constante vernachlissigen, wéihrend wir erste Potenzen von ¢ heibe-
halten. Auf diese Art™) erhalten wir die folgende Gleichung:

Eo2* 4 Fp* — 2(Ss + 7)o = 0. (107)
Ein Glied mit V oder O tritt nicht hinzu. Es ist n#amlich:
— Nro + Osg = — Ny 4 (0— N)so,

das heisst, es bleibt 7¢ immer von der Ordnung der Glieder mit 5 und s¢
und kommt somit nicht in Betracht.

Die vorstehende Gleichung stellt einen neuen Complex dar, welchen wir
den Asymptoten-Complex des gegebenén nennen wollen.

Wie in dem allgemeinen Falle, ist die Anndherung des Asymptoten-
Complexes an den gegebenen vom ersten Grade, withrend dieselbe bei Nicht-
Berticksichtigung der Glieder erster Ordnung in ¢ nur von dem Grade ',
sein wrirde.

Wenn wir den Anfangspunct der Coordinaten beliebig verschieben, be-
halten .in der Gleichung (91), welche 2, A, L, M nicht enthilt, die beiden
Constanten § und 7" unverindert dieselben Werthe. Wie wir also den ge-
gebenen Complex und seinen Asymptoten-Complex parallel mit sich selbst
gegen einander verschieben mogen, ihre gegenseitige Beziehung zu
einander bleibt dieselbe.

Die Gleichung des Asymptoten-Complexes wird befriedigt, wenn gleich-
zeitig: 0=20,6=90, p»= 0.

LY

*) Analog hat ein Curvenzweig mit einer parabolischen Asymptote nur einen Punct, der, absolut
genommen, unendlich weit liegt, derjenige, in welchem derselbe von den Durchmessern der parabo-
lischen Asymptote geschnitten wird. Eine genauere Anschauung iiber die Lage der dem Unendlichen
sich néhernden Puncte erhalten wir durch die parabolische Asymptote selbst, deren Puncte, wenn sie
unendlich weit riicken, sowohl nach der Richtung der Axe als auch senkrecht dagegen unendlich
weit sich entfernen: aber so, dass, wenn die Grosse der Entfernung nach der Axe von der ersten
Ordnung ist, die Ordnung der Grosse der Entfernung von der Axe nur !/, betriigt.
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Alle durch den Coordinaten-Anfangspunct gehenden geraden Linien gehéren
dem Asymptoten-Complexe an. Der Complex umfasst ferner alle geraden
Linien, welche den beiden Gleichungen:

Bo* 4 Fy =0, g =
oder den folgenden beiden: : :
Eo? + Fy2 = 0y Ss + 7 = 0,

Gentige leisten. :

Eine jede gerade Linie also, welche die Axe 0.Y und die beiden in ¥ Z
liegenden Asymptoten der characteristischen Curve schneidet, ist eine Linie
des Asymptoten-Complexes. Und ferner gehort demselben jede gerade Linie
an, welche eine der heiden Asymptoten schneidet und der durch den Anfangs-
punct gehenden Ebene:

Sy + 7Tz =0,

welche diejenige Richtung bezeichnet, in welcher der Mittelpunct des gege-
benen Complexes in der Ebene der characteristischen Curve unendlich weit
gertickt ist, parallel ist. In Folge dessen artet die Complex-Curve in der
Ebene ¥Z in das System zweier Puncte aus, von denen der eine mit dem
Coordinaten-Anfangspuncte zusammenfillt und der andere in der durch die :
vorstehende Gleichung bezeichneten Richtung unendlich weit geriickt ist.
Die Aequatorialfiiiche des Asymptoten Complexes, deren Breiten-Ebenen zu
Y Z parallel sind, besteht; wie die des gegebenen Complexes, aus Parabeln.
Alle diese Parabeln werden von den beiden Ebenen beriihrt, welche sich
durch die Axe 0X und die beiden Asymptoten der Chalacteustlsehen Curve
hindurch legen lassen. Wenn die Breiten-Ebene parallel mit ¥'Z unendlich
weit riickt, artet die Parabel in ihr in das System zweier unendlich weit
liegender Puncte aus. Den Uebergang von einer Parabel in zwei unendlich
weit liegende Puncte haben wir uns so zu denken, dass auf zwei festen
Tangenten der Curve die Bertthrungspuncte unendhch weit gertickt sind.

284. Wenn die Ebene, in welcher der Mittelpunct unendlich weit ge-
riickt ist, eine der beiden Asymptoten enthilt oder unbestimmt wird, erhalten
wir eine entsprechende Particularisation des gegebenen Complexes in Beziehung
auf die Lage seiner Durchmesser und die Anordnung seiner unendlich weit
liegenden Linien. Derartige Complexe hingen, im Allgemeinen,  heztiglich
von siebenzehn oder sechszehn Constanten ab.

Wir wollen hier nur den letzten Fall betrachten, in welchem in der allge-
meinen Complex-Gleichung neben &, Z, 7 und 2 auch S und 7" verschwinden.
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Dann fallt aus der Gleichung des so particularisirten Complexes
die Veranderliche ¢ ganz aus.
Die allgemeinste Gleichungsform, in welcher diese Veranderliche fehlt, ist':
Ar: 4+ Bs* 4+ C+ 2Gs + 2Hr + 21rs
+ Eo* + Fy*+ 2Hoy
+ 2(0 — N)sog — 2Ny
+2Pro+ 207y + 2Rsy +2Up =0, (108)
Dadurch, dass wir die Coordinaten-Axen O F und 0Z zweien zugeordneten
Durchmessern der characteristischen Curve parallel nehmen, verschwindet
aus dieser Gleichung A. Indem wir die Axe 0.X, welche bisher willkiirlich
angenommen worden ist, mit der Axe eines Complex-Cylinders zusammen-
fallen lassen, verschwinden 2 und 0. Endlich erhalten wir durch Verschie-
bung der Ebene FZ parallel mit sich selbst die Relation:
Bl
Die Gleichung: : :
Ar2 4 Bs2 4+ C 4+ 26Gs + 2Hr -+ 21rs .
+ T 92 -+ F,,?:»
+ 2(0—N)sg — 2Ny
+ 2Rsy + 2Ue = 0, (109)
wobei: Rl
ist also als die allgemeine Gleichung der in, fraglicher Weise particu-
larisirten Complexe anzusehen. Sie enthilt zehn von einander unabhingige
Constanten, zu welchen noch sechs Constanten der Lage hinzugerechnet wer-
den miussen, die darauf kommen, dass einmal die Ebene ¥ 7 durch den
- Complex bestimmt ist, dass ferner die beiden Axen 0F und 0Z zugeordnete
Richtungen mit Bezug auf die characteristische Curve haben, endlich, dass
0X eine Cylinder-Axe des Complexes ist.
Der Bedingung also, dass sich ein Complex zweiten Grades durch eine
Gleichung zweiten Grades zwischen nur vier der fiunf Variabeln:
5 r, $, 6, 0, (r6 —so=n) !
darstellen lasse, entspricht einedreifache Particularisation des Complexes.®)

*) Statt, wie im Text, ¢ ausfallen zu lassen, konnen wir auch » wihlen, indem wir die Coordi-
naten-Ebene X ¥ der Ebene der characteristischen Curve parallel nehmen. Dann schreibt sich die
Gleichung dé Complexes unmittelbar als die allgemeine des zweiten Grades zwischen den vier Ver-
inderlichen r, s, 6, o, die uns als Linien-Coordinaten entgegentreten, wenn wir die gerade Linie durch ihre
Projection auf XZ und ¥Z bestimmen. Statt der fritheren Constanten.X, P, O konnen wir hier
M, T, U. verschwinden lassen, und erhalten, durch passende Verschiebung deér Coordinaten-Ebene
X ¥, die Relation: DP=ES. "



280, Es ist interessant, den so particulavisirten Complex niher zu
untersuchen. ;

Fir den Abstand desjenigen Durchmessers des Complexes, welcher einer
gegebenen Ebene:

: (& 4 uy + vz +w = 0
zugeordnet ist, von der- ihm parallelen Coordinaten-Ebene ¥ Z finden wir nach
den Formeln der 278. Nummer, indem wir S und 7' gleich Null setzen:
2 2

X = ]ll"_t_ﬁg—lf{})]?viq}i : (110)
Wenn wir dann die gegebene Ebene um ihren Durchschnitt mit der Ebene
der characteristischen Curve beliebig drehen, so bleibt der ihr zugeordnete
Durchmesser immer in derselben, durch den vorstehenden Werth von a
bestimmten Ebene, wihrend in dem allgemeinen Falle der hyperholischen
und elliptischen Complexe hei der Drehung der gegebenen Ebene der ihr zu-
geordnete Durchmesser seinen Abstand von der P*Z-Ebene findert,

Danach geht das frither gewonnene Resultat in das folgende tiber.

Die irgend zweien zugeordneten Durchmessern der characteristischen
Curve parallelen Durchmesser des Complexes liegen in zwei parallelen Ebenen,
die von einer festen Ebene gleichen Abstand haben. Wir woller diese
Ebene die Central-Ebene des gegebenen Complexes nennen. :

Die Coordinaten des Mittelpuncts des Complexes in der Central-Ebene

g s . : : 0
sind nicht mehr unendlich gross; ihre Werthe erscheinen unter der Form T

Der Mittelpunct liegt nicht mehr unendlich weit. Jeder Punct der Central-
Ebene kann als Mittelpunct des Complexes angesehen werden.

286. Bei den Complexen besonderer Art, die wir betrachten, liegen,
wie in dem allgemeinen Falle der hyperbolischen und. elliptischen Complexe,
in allen Ebenen, welche einer der beiden Asymptoten der characteristischen
Curve parallel sind, Linien unendlich weit, und die Complex-Curven in ihnen
sind Parabeln. In Ebenen aber, die der Central-Ebene und also beiden
Asymptoten parallel sind, werden die Complex-Curven nach dem Verschwin-
den von § und 7' durch die Gleichung:

(Fz? — 2Rz + B)vz—~ 202 + Guv+ (B2 20z - C)v2— 0 (111)
dargestellt. Sie horen auf, Parabeln zu sein, und sind in Systeme von zwei
Puncten ausgeartet, die nach Richtungen, welche von einer Ebene zur an-
deren sich andern, unendlich weit liegen. ;i
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Die Linien des Complexes in einer der Central-Ebene parallelen Ebene
bestehen also aus allen Linien der Ebene, welche zwei gegebenen parallel
sind. Diese Linien konnen .reell oder imaginir sein, sie kénnen endlich zu-
sammenfallen. Wenn die Ebene sich immer weiter yon der Central-Ebene
entfernt, néhert sich die Richtung der beiden Linien-Systeme immer mehr
der Richtung der beiden Asymptoten der characteristischen Curve.

Dem entsprechend arten die von Complex-Linien gebildeten Cylinder,
deren Seiten der Central-Ebene parallel sind, in Systeme mit dieser Ebene
paralleler Ebenen aus. Die Mittel-Ebenen zweier conjugirter Cylinder liegen
auf beiden -Seiten der Central-Ebene in gleichem Abstande von derselben.

Der Complex ist also, wenn wir zusammenfassen, in der Weise particu-
larisirt, dass jeder Punct einer in der unendlich weit entfernten Ebene
liegenden ausgezeichneten geraden Linie der Mittelpunct eines Complex-Kegels
ist, der sich in das System zweier Ebenen auflost, die sich nach der frag-
lichen Linie schneiden; ofler, was dasselbe sagt, dass jede Ebene, welche
durch eine ausgezeichnete gerade Linie der unendlich weit entfernten Ebene
sich legen lisst, eine Complex-Curve enthalt, welche sich in das System
zweier Puncte aufgelost hat, die auf der fraglichen geraden Linie liegen.

287. Wir haben in dem Vorstehenden denjenigen Fall discutirt, dass
sich der durch die allgemeine Gleichung zweiten Grades dargestellte Complex in
Folge davon, dass sich der Ausdruck:

Do2 -+ Eo? + Fy? + 2KHoy —2Loy—2Moo -
in zwei lineare Factoren auflosen lésst, in Beziehung auf seine unendlich
weit liegenden Linien particularisirt. Wir wollen jetzt die neue Parti-
cularisirung des Complexes betrachten, wo derselbe Ausdruck das Quadrat

einer linearen Function wird, dem entsprechend, dass gleichzeitig:

K2— BEF=0, L2— DF=0, M2—DFE— 0. (112)
Es kommt das darauf hinaus, dass bei gehoériger Bestimmung der Richtung
der Coordinaten-Axen zwei der drei Constanten 2, £, FF zugleich mit &, Z, M
verschwinden. Sind Z und Z die beiden verschwindenden Constanten, so ist

die Gleichung des Cmpplexes die folgende: ;

Ar: 4+ Bs* 4+ C+2Gs + 2Hr 4 21rs
+ D62
— 2Nrs 4 20so

" 2Pro 4+ 20ry+ 2Rsy —28s6 — 276 + 2Up = 0. (113)
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288. Die Gleichungen (2) der 234. Nummer geben zur Bestimmung
desjenigen Durchmessers des Complexes, der einer gegebenen Ebene:

tx +uy +vz+w=>0

zugeordnet ist:

A w Ouv 4+ Rv? 4 Stv — Ttu — Uu?
e et e )
v = Ntv — Puv — 00+ T2 4 Utu
R e Ervwtas ey ) (114)
L (IV O)tu + Pu® 4+ Quv — Rty — St2
R TR

Alle Durchmesser des Complexes sind zu der Axe 0.X parallel.
Die Richtung der Axe 0O.X ist sonach durch den Complex gegeben. Die
sechszehn Constanten des Complexes, der durch die drei Bedingungen (112)
particularisirt ist, finden sich in den vierzehn Constanten seiner Gleichung
(113) und denjenigen zwei Constanten wieder, durch die wir die Richtung
der genannten Axe bestimmt haben. Wir kénnen also, unbeschadet der
Allgemeinheit, fiir das Coordinaten- -System, auf welches der Complex in del
Gleichung (113) bezogen ist, ein rechtwinkliges nehmen.

Zur Bestimmung derjenigen drei Cylinder-Axen, welche den.drei Coor-
dinaten-Axen 0X, OF, 0Z beziglich parallel sind, erhalten wir aus den
Gleichungen (18):

y:OO’ Z :00,
=0 z:_i -
; R (115)
'L__OO Y =1
D

Alle Cylinder- Axen des Complexes sind unendlich weit geriickt.

Durch parallele Verschiebung der Axe 0.X kénnen wir aus der obigen
Gleichung (113) die beiden mit s¢ und ¢ behafteten Glieder fortschaffen.
Wir wihlen dann zum Coordinaten- Anfangspuncte den Mittelpunct der in
der Ebene V'Z liegenden Complex-Curve, der in dem Falle der Gleichung
(113) durch die folgenden beiden Gleichungen dargestellt wird:

vl S
e W A

Die Axe 0.X wird dadurch derjenige Durchmesser des Complexes, Welchel

von den beiden Axen der zu OF und 0Z parallelen Cylinder, die nach 0.

unendlich weit gertickt sind, geschnitten wird. Von den Kanten des durch
Pliicker, Geometrie. 36



die Richtung der drei Coordinaten-Axen im Complexe bestimmten Central-
parallelepipeds ist nur eine im Endlichen geblieben. Dem entsprechend wer-
den die Coordinaten des Mittelpunctes des Complexes, wie wir sie durch die
Gleichungen (21) bestimmt haben, sémmtlich unendlich gross. Der Quotient
je zweier derselben erscheint unter der Form 8 Der Mittelpunct des
Centralparallelepipeds ist in unbestimmter Richtung unendlich
weit gerickt.

289. Fur eine beliebige Ebene, welche die Axe 0.X enthalt und damit
allen im Endlichen liegenden Durchmessern des Complexes parallel ist, erhal-
ten die Coordinaten 2, y’, z* (114), indem ¢ verschwindet, unendlich grosse
Werthe. Aber ihr Verhiltniss bleibt ein endliches. Es ist die Complex-
Curve in einer beliebigen solchen Ebene eine Parabel und die Durchmesser-
Richtung dieser Parabel wird durch das endliche Verhiiltniss bezeichnet. Wir
finden fiir diese Richtung aus (114):

'ty iz = (Ouv + Rvz— Uu?): —o(Pu+ 0v): u(Pu -+ 0v),
und hieraus, wenn wir

’

z
3 ) Y
setzen und die Accente fortlassen:
#(Pz— Qy) = Ry* — Oyz — Uz, ' (116)
Diese Gleichung stellt eine Kegelfliche der zweiten Ordnung dar, deren Mit-
telpunct in den Coordinaten-Anfangspunct fillt und welche die Axe 0.X als
eine Seite enthilt. Diejenige zweite Seite, nach welcher die Kegelfliiche von
einer beliebigen durch die Axe 0.X gelegten Ebene geschnitten wird, gibt
die Richtung an, in welcher in der angenommenen Ebene der Mittelpunct
der Complex-Curve unendlich weit geriickt ist. Diese Richtung bleibt un-
verindert, wenn die angenommene Ebene parallel mit sich fortrickt. Denn
die Coefficienten 0, P, 0, R, U, welche in die vorstehende Gleibhung ein-
gehen, bleiben, nach den Transformationsformeln der 158. Nummer, bei einer
Verschiebung des Coordinaten-Systems ungeiéindert, sobald, wie in dem beson-
deren Falle, den wir betrachten, die Constanten Z, . A, L, M verschwinden.
Es sind also die Aequatorialfiichen des Complexes, deren Breiten-Ebenen der
Axe 0.X parallel sind, in der Art particularisirt, dass ihre Breiten-Curven,
welche Parabeln sind, dieselbe Durchmesser-Richtung besitzen. Die gemein-
same Richtung der Durchmesser aller Parabeln wird durch die Gleichung
(116) gegeben.



In dem Falle der elliptischen und hyperbolischen Complexe gab es eine
Aequatorialfiiche, welche in gleicher Weise particularisirt war: diejenige,
deren Breiten-Ebenen der Ebene der characteristischen Curve parallel waren.
Die allen Breiten-Curven dieser parabolischen Aequatorialfliche gemeinsame
Axen-Richtung bezeichnete den in der unendlich weit entfernten Ebene liegen-
den Mittelpunct des Complexes. Dem entsprechend erhalten wir fir die
Cbmplexe besonderer Art, die wir betrachten, unendlich viele Richtungen,
nach denen der Mittelpunct des Complexes unendlich weit gertickt ist, und
diese unendlich vielen Richtungen werden durch die Gleichung (116) bezeichnet.

In den Complexen besonderer Art, die wir betrachten, ist
der Mittelpunct unbestimmt geworden. Der geometrische Ort
fir denselben ist eine in der unendlich weit entfernten Ebene
liegende Curve der zweiten Ordnung.

290. Die Complex-Curven in allen mit 0.X parallelen Ebenen sind in
dem Falle, den wir betrachten, Parabeln. In Uebereinstimmung hiermit sind
nach den Gleichungen (115) alle Complex-Cylinder parabolische Cylinder, deren
Diametral-Ebenen die Axe 0.X parallel ist. Alle Linien, welche in der un-
endlich entfernten Ebene liegen und die Axe 0.Y schneiden, gehoren dem
Complexe an. Wir konnen sagen, dass sich die Curve, welche in der unend-
lich weit gertickten Ebene von Linien des Complexes umhillt wird, in ein
System zweier Puncte aufgelsst hat, die auf der Axe OX in un-
endlicher Entfernung zusammenfallen. Wir wollen einen derartigen
Complex, der friheren Bezeichnung entsprechend, einen parabolischen
Complex nennen.

Derjenige Cylinder, dessen Seiten der allen Durchmessern des Complexes
gemeinsamen Richtung parallel ist, 16st sich in ein System von zwei Ebenen
auf, von denen eine unendlich weitriickt.  Und wie in dem Falle der hyper-
bolischen und elliptischen Complexe derjenige Cylinder, dessen Seiten die
Richtung bezeichneten, nach welcher der Mittelpunct des Complexes unendlich
weit, gertickt war, in das System zweier, zu der Ebene der characteristischen
Curve paralleler Ebenen zerfiel, so wird sich in parabolischen Complexen ein
Jeder Cylinder, dessen Seiten eine beliebige derjenigen Richtungen besitzen,

nach welchen der Mittelpunct des Complexes unendlich weit geriickt ist, in
ein System zweier zu 0. paralleler Ebenen auflésen. Die analytische Be-
stitigung dieser Behauptung finden wir aus der Gleichung (27) der 182. Num-
mer, welche diejenigen Cylinder, deren Seiten der Ebene F Z parallel sind, —
36*
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einer beliebig angenommenen Ebene, die in keinerlei ausgezeichneter Be-
ziehung zu dem Complexe steht —, durch ihren Durchschnitt mit YZ
bestimmt. Diese Gleichung ist die folgende:
Dy'2.22 —2Ry’*— O0y'z" — Uz")x + (By'® + 26Gy’z" 4+ Cz"¥)-= 0.
Der Annahme entsprechend, dass
. By'r—0y'z'— Uz'2 —0,

das heisst, dass die Seiten des Complex-Cylinders die Richtung einer der-
jenigen beiden geraden Linien haben, nach welchen die Kegelfliche (116)
von der Ebene ¥Z geschnitten wird, zerfallt dieselbe in zwei lineare Factoren,
in welchen x nicht mehr vorkommt, und stellt also zwei zu 0.X parallele
Ebenen dar. ‘

291. Wenn wir in der Complex-Gleichung (113) gegen zweite Potenzen
von o, 6, n erste Potenzen dieser Veréinderlichen, so wie », s und Constante
vernachlissigen, so finden wir, um die unendlich weit liegenden Linien des
Complexes darzustellen:

Dio=—10): : (117)
Alle Linien, welche die Coordinaten-Axe O.X schneiden, gehoren dem vor-
stehenden Complexe an. Die beiden Asymptoten der characteristischen Curve
bei hyperbolischen und elliptischen Complexen fallen also bei parabolischen
Complexen in eine gerade Linie zusammen.

Mit grosserer Anniéherung aber; als dies durch die vorstehende Gleichung
moglich ist, konnen wir die unendlich weit liegenden Linien des Complexes
darstellen, wenn wir neben der zweiten Potenz von ¢ die ersten Potenzen
von o und % beibehalten. Die resultirende Gleichung:

Do2 — 2Ny + 20— N)so+ 2(Pr+ U)o+ 2(0r + Rs)n =0 (118)
stellt einen neuen Complex dar, welchen wir den Asymptoten-Complex
des gegebenen nennen wollen. Wie wir auch den gegebenen Complex und
seinen Asymptoten-Complex gegen einander verschieben mogen, ihre gegen-
séitige Beziehung zu einander bleibt dieselbe. Denn die Coefficien-
ten O, N, 0, P, 0, R, U behalten bei einer Verschiebung des Coordinaten-
Systems parallel mit sich selbst nach den Regeln der 157. Nummer in dem
Falle, den wir betrachten, dieselben Werthe.

Der Asymptoten-Complex, der durch die Gleichung (118) dargestellt
wird, umfasst alle geraden Linien, welche durch den Coordinaten-Anfangs-
punct hindurch gehen. Fir die Gleichung derjenigen Aequatorialfltiche des-
selben, deren Breiten-Ebenen der Coordinaten-Ebene ¥Z parallel sind, erhalten
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wir aus der 165. Nummel, indem wir die Constanten B, C, E, F, ¢, K, L
M, S, T verschwinden lassen, nach Ablésung des Factors x, die folgende:

20Ry? —200yz+2DUz* + 022 — 4RUx — (. (L)
Diese Gleichung ist vom zweiten Grade und stellt ein Paraboloid dar, wel-
ches in dem Coordinaten-Anfangspuncte die Ebene ¥Z bertihrt, und dessen
Durchmesser mit 0.X" parallel sind. Die Reduction der Gleichung 4. Grades
der allgemeinen Aequatorialfiiche auf den. 2. Grad kommt hier, in Ueber-
einstimmung mit den Entwicklungen der 258. Nummer, dadurch zu Stande,
dass sich von der Aequatorialfliche zwei Ebenen absondern, in denen von
den Linien des Complexes zwei Puncte umhillt werden, die in einen zusam-
menfallen. Es sind dies in dem vorliegenden Falle die Coordinaten-Ebene
FZ und die unendlich weit liegende Ebene.

Wir erhalten fir die Meridianfliche, welche OX zur Doppellinie

hat, aus der 169. Nummer die folgende Gleichung in gemischten Coordinaten :

(R tang?p — Otang ¢ — U)tw — (Otang ¢ — P)ow — 0. (120)

Es 16st sich also die Curve in einer beliebigen Meridian-Ebene in das System

zweier Puncte auf, von denen der eine mit dem Coordinaten-Anfangspuncte
zusammenfillt und der andere in der durch die Gleichung:

(B tang? ¢ — O tang ¢ — U)¢ — (0 tang ¢ — P)v = 0 (121)
bezeichneten Richtung unendlich weit gertickt ist. Derjenige Cylinder des
gegebenen Complexes, dessen Seiten diese Richtung besitzen, lost sich in
das System zweier zu der durch den Werth von tang @ bestimmten Ebene
parallelen Ebenen auf.

292. Wir erhalten eine letzte Particularisation des Complexes, wenn
die sechs Constanten der Gruppe

DSBS W

zugleich verschwinden. Dann enthalt die allgemeine Gleichung des Com-
plexes nur noch dreizehn von einander unabhéngige Constanten.

Um diejenigen Linien darzustellen, welche in dem so particularisirten
Complexe der (absolut) unendlich weit entfernten Ebene angehoren, erhalten
wir die Identitat:

4

(0} =0}
In den Complexen besonderer Art, die wir betr achten, gehért jede in der
unendlich weit entfernten Ebene liegende gerade Linie dem Com-
plexe an. Die Complex-Curve in einer beliebigen Ehene ist eine Pa-
rabel. Simmtliche Complex-Cylinder zerfallen in Systeme von zwei Ebenen,
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und reduciren sich, indem die eine derselben unendlich weit riickt, auf den
ersten Grad. Von Centralparallelepipeden des Complexes kann keine Rede
mehr sein. Der Complex hat seinen Mittelpunct verloren.

Als Asymptoten-Complex des gegebenen bezeichnen wir denjenigen,
dessen Gleichung sich aus der des gegebenen Complexes ableitet, indem wir
die Veranderlichen », s und Constante gegen die ersten Potenzen von 0, G;
vernachléssigen. Wir erhalten so:

—2Nre¢ + 20sp
+2Pro 4 20ry + 2Rsy — 28s6 — 276 + 2Up — 0. (122)

Die Beziehung des Asymptoten-Complexes zu dem gegebenen éndert sich,
zu Folge der Form dieser Gleichung, nicht, wenn wir denselben parallel mit
sich selbst um ein endliches Stiick verschieben.

Wir mogen zunichst bemerken, dass der Asymptoten-Complex, in dessen
Gleichung sowohl die Constanten:

A3 B GO, e T
als die Constanten: '
_ ), HS I DM
fehlen, in analoger Weise in Bezug auf den Anfangspunct particularisirt ist
als in Bezug auf die unendlich weit entfernte Ebene. Alle Linien; welche
unendlich weit liegen, sowie alle Linien, welche durch den Coordinaten-
Anfangspunct hindurch gehen, gehoren dem Asymptoten-Complexe an.

Wie in dem Falle des gegebenen Complexes arten alle von Linien des
Asymptoten-Complexes gebildete Cylinderflichen in das System zweier Ebenen
aus, von denen eine unendlich weit geriickt ist. Aber hier tritt die neue
Particularisation hinzu, dass Jedesmal die andere Ebene durch den Coordi-
naten- Anfangspunct hindurchgeht. Wihrend in einer heliehigen Ebene des
Raumes eine Parabel von Linien des Complexes umhiillt wird, zerfallt die
Complex-Curve in jeder Ebene, welche durch den Coordinaten- Anfangspunct
hindurchgeht, in das System zweier Puncte, von denen der eine mit dem
Coordinaten- Anfangspuncte zusammenfillt, wihrend der andere unendlich
weit geriickt ist. Eine jede Aequatorialfliiche des Complexes artet in Folge
dessen in einen Kegel der zweiten Ordnung aus, dessen Mittelpunct in den
Coordinaten-Anfangspunct fallt und der von den zugehorigen Breiten-Ebenen
in Parabeln geschnitten wird. Insbesondere bertihrt diejenige Breiten-Ebene,
welche durch den Coordinaten-Anfangspunct geht, die Kegelfliche nach einer
Seite, welche diejenige Richtung bezeichnet, in der einer der Puncte, in.
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welche sich die Complex-Curve in der fraglichen Ebene aufgelost hat, unend-
lich weit gertickt ist.

293. Wir haben in dem Vorstehenden die Lage der unendlich weit
entfernten geraden Linien und die entsprechenden Durchmesser-Verhiltnisse
bei Complexen des zweiten Grades discutirt und inshesondere durch ein-
fachere Complexe des zweiten Grades, welche wir als die Asymptoten-
Complexe der gegebenen bezeichneten, veranschaulicht. Wir sind dabei, wenn
wir zusammenfassen, zu einer sechsfachen Unterscheidung der Complexe
zweiten Grades gelangt.

In hyperboloidischen Complexen umhiillen die unendlich weit liegen-
den Linien des Complexes eine reelle, in ellipsoidischen Complexen eine
imaginidre Curve der zweiten Classe. Diese Curve lost sich in dem Falle
der hyperbolischen Complexe in ein System von zwei reellen, in dem
Falle der elliptischen Complexe in ein System von zwei imaginéiren
Puncten auf. Fallen diese beiden Puncte zusammen, so ist der Complex ein
parabolischer. Endlich kann der Fall eintreten, dass alle der unendlich
weit liegenden Ebene angehorigen geraden Linien Linien des Complexes sind.

§ 4

Tangential- und Polar-Complexe des ersten Grades,

294. Die im Vorstehenden gewonnenen Resultate lassen sich ohne
Weiteres verallgemeinern, indem wir alle Betrachtungen, die wir vorhin fiir
die unendlich - weit liegende Ebene angestellt haben, auf eine beliebige
Ebene und, nach den Regeln des Princips der Reciprocitit, auf einen be-
liebigen Punct tibertragen. Wir lassen indess vorab eine Reihe anderer
Ueberlegungen folgen, die bestimmt sind, die Sétze der vorhergehenden Para-
graphen zu erweitern und unter einen allgemeinen Giesichtspunct zu bringen.

Es sei ®2, eine homogene Function des n. Grades von beliebig vielen

Variabeln p, ¢, 7, - - - .. Tn Gemassheit des bekannten Theorems tiber homo-
gene Functionen erhalten wir alsdann:
4R, 0R, 082,
U e =n. 9, . (123)
Wir kéunen hiernach die Gleichung: _
2, =0 (124)

auch in folgender Weise schreiben:



