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§ 2.
Particularisirung der Complexe, die einen Mittelpunct haben. Complexe, deren Linien
eine Fliche zweiten Grades umhiillen.

250. Die zwanzig Constanten der allgemeinen Complex-Gleichung (T):
Ar2 + Bs* + C+ Do + Eg* + Frp
+26Gs+2Hr - 2Jrs + 2Kon—2Leon—2Moo
—2Nre 4 20s9
+2Pro 4 20rp+ 2Rsy — 2856 — 27T = b = {0),
welche, wenn wir durch eine beliebige derselben die tibrigen dividiren, ' die
neunzehn Constanten geben, welche zur Bestimmung des Complexes und
seiner Lage nothwendig sind, ordnen sich zu den folgenden sechs Gruppen
zusammen :
B C o inde E
) SR S N R
Wi )
O e RS, U
Die sechs Constanten der letzten Gruppe ordnen sich ihrerseits wieder in
verschiedener Weise zusammen, zweimal zu drei Paaren:

>

Zends o8 R und S, 7 und U,
P 0" VI

und einmal zu zwei Gruppen von drei:
PR S und S0l S

251. Wir haben im ersten Paragraphen nachgewiesen, dass, wenn die
drei Constanten A, 7, M verschwinden, die drei Coordinaten-Axen dreien
zugeordneten Durchmessern des Complexes parallel sind. Dann kénnen wir
durch schickliche Verlegung des Anfangspunctes der Coordinaten iiberdiess
noch drei neue Constanten aus der Gleichung des Complexes ausfallen lassen.
Wenn ,, 4, z, die Coordinaten des neuen Anfangspunctes sind, so erhalten
die sechs Constanten der letzten Gruppe die folgenden neuen Werthe, die
fae cdureh. Py, 0, R, 8o, 50 unterscheiden wollen (Nr. 15T

P0=P+ Bz, QO=Q—F3/O,
R, — R+ Fa,, So =8 — Dz, (41)
U= e =l — By

Wenn wir eine der acht Ecken des beziiglichen Central - Parallelepipeds zum
Anfangspuncte nehmen, verschwinden dre; der neuen Constanten. Je nach-
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dem (Fig. 12) diese KEcke eine derjenigen sechs ist, in welcher sich ein
Durchmesser und eine Cylinderaxe schneiden, oder eine der beiden noch
tibrigen Ecken, durch welche weder einer der drei conjugirten Durchmesser,
noch eine der drei, denselben parallelen, conjugirten Cylinderaxen gehen,
verschwinden beztiglich:

Su ) v() ) l'vtb > [{u > Sn) 5 »’ Yo > QO 5 RU ) S{» 3
])U! ()O! R()) L’vﬂ) -PUJ —(’l)} T(’), [J"), ])()3
und Sy, 0o, Uy, T i b

Die sechs neuen Constanten konnen nur dann gleichzeitig verschwinden,
wenn zwischen den urspriinglichen die folgenden drei Relationen bestehen :

IR s c TE 0 72 S
g e b8 S Beia 9
- —- 7 (0} 7 + 7 (01 - -+ b 0. 42)

Die Folge des Verschwindens der neuen Constanten ist, dass die drei
neuen Coordinaten-Axen mit drei zugeordneten Durchmessern
des Complexes zusammenfallen. Der neue Anfangspunct ist der
Mittelpunct des Complexes. Die Complex-Curven in den drei Coordi-
naten-Ebenen haben denselben auch zu ihrem gemeinschaftlichen Mittelpuncte,
und zugleich sind die drei Coordinaten-Axen die Axen dreier Complex-Cylinder.
Weil das Coordinaten-System noch von drei willkiirlichen Constanten ab-
hingt, so gibt es, im Allgemeinen, in jedem Complexe ein System dreier
zugeordneter Durchmesser, welche sich im Mittelpuncte desselben schneiden.
Wenn wir den Complex auf die drei sich schneidenden Durchmesser als Coor-
dinaten- Axen beziehen, wird seine Gleichung:
Art + Bs* 4 C + Do® + Eg* + Fy?
19 e 10 M A 9
—2Nre + 2059 = 0. (43)
Diese Gleichung enthalt zehn von einander unabhingige Constante, indem
das Coordinaten -System durch neun Bedingungen particularisirt ist.
Die Coordinaten des Mittelpunctes der Complex-Curve in einer heliebigen
durch den Mittelpunct des Complexes gehenden Ebene:
l'a+udy+0vz=0
sind in Gemiissheit der Gleichungen (2):

i
Y DI L Eui4 Fv?’
— NtV .
Y s A e (44)
DU  Eu'? 4 Fv*

e LT
DR R
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Da die Werthe der drei Coordinaten -, y, = nur dann gleichzeitig ver-
schwinden, wenn gleichzeitig zwei der drei Coordinaten der Ebene ¢, ', v
verschwinden, so gibt es, ausser den drei zugeordneten Durchmessern, die
zu Coordinaten-Axen genommen worden sind, im Allgemeinen sonst keinen
Durchmesser des Complexes, der durch den Mittelpunct desselben geht.

Die drei vorstehenden (Hleichungen geben, wenn wir zwischen denselben
¢, u', v eliminiren:

DOyrz2 L EN? 2222 4 F(N— OPRary* — NO(N—0)zyz — 0. (45)
Diese Gleichung stellt den geometrischen Ort fiir den Mittelpunct der Com-
plex-Curve in einer Ebene dar, welche durch den Durchschnitt der drei zu-
geordneten Durchmesser geht und um diesen Punct beliehig gedreht wird.*)

202, Eine Particularisirang des Complexes tritt ein, wenn wir neben
den sechs Constanten der letzten Gruppe cine der drei Constanten:

N 0, N—O
verschwinden lassen. Ist O die verschwindende Constante, so geben die
drei Gleichungen (44):

0k Wy vz = 0,
Dann liegt also in jeder durch den Anfangspunct gehenden Ehbene:
o +uy+ vz =0,

der Mittelpunct der Complex-Curve auf derjenigen geraden Linie, in welcher
die Coordinaten-Ebene ¥Z von dieser Ebene geschnitten wird, - und riickt
auf dieser Linie fort, wenn die Ebene um diese Linie sich dreht. Wenn
diese Ebene insbesondere durch die Coordinaten-Axe 0. geht, verschwindet
', und in Folge davon werden y und z gleichzeitig mit gleich Null: der
Mittelpunct der Curve fallt also mit dem Anfangspuncte zusammen, oder,
mit andern Worten, alle der Coordinaten-Axe 0. zugeordneten
Durchmesser gehen durch den Anfangspunct, und liegen in der
Ebene ¥Z. Jede Linie dieser Ebene, welche durch den Anfangspunct geht,
ist ein Durchmesser des Complexes, so wie sie die Axe eines Complex-
Cylinders ist.

Wenn neben den sechs Constanten der letzten Gruppe gleichzeitig die
beiden Constanten ¥ und 0 der vorhergehenden Gruppe verschwinden, so ver-

*) Die durch die Gleichung (45) dargestellte Fliche ist eine Complexfliche, die sich in der Art
particularisirt hat, dass sie drei, sich in einem Puncte schneidende Doppellinien besitzt: die drei
Coordinaten-Axen 0X, 0 7, 0Z. Dem entsprechend kann dieselbe auf dreifache Weise durch Drehung
eines veriinderlichen Kegelschnitts um eine feste Axe erzeugt werden,
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schwinden die Werthe von 2, y, z in den Gleichungen (44). Dann gehen
alle Durchmesser des Complexes durch den Mittelpunct dessel-
ben. Sie sind zugleich die Axen der Complex-Cylinder. Jede Complex-Curve,
deren Ebene durch den Mittelpunct des Complexes geht, hat diesen Punct
auch zu ihrem Mittelpuncte. ;

Die allgemeine Gleichung (I) wird in diesem Falle:

Ar: + Bs? 4+ C + D62 + Eo? + I'y?

+ 2Gs+2Hr + 2Jrs = 0. (45)
Sie stellt einen Complex dar, der dadurch, dass simmtliche Durchmesser des-
selben in seinem Mittelpuncte sich schneiden, finf seiner Constanten ver-
loren hat und nur noch, ausser von den sechs Constanten der Lage, von
acht Constanten abhéingt, die in seiner Gleichung sich wiederfinden. Er ist
auf irgend drei zugeordnete Durchmesser als Coordinaten-Axen bezogen, fiir
welche wir, unbeschadet der Allgemeinheit, auch die drei Axen desselben .
nehmen konnen.

253. Wenn alle Durchmesser dés Complexes in dem Mittelpuncte des-
selben sich schneiden und irgend drei dieser Durchmesser, welche einander
zugeordnet sind, zu Coordinaten-Axen genommen werden, gehen die Gleichun-
gen (3), (30), (12), (21) des vorigen Abschnitts in die folgenden {tiber:

D + (Fo*+ B)v* — 26 uv + (Ba* + O)w* = 0, (#6)
2 b i u? i .
(E% 4+ F)2r + D22+ (€% — 262 1 B) — 0, (47)

(F% +B)wr+ (B +26L + €)s —2(7L + H) o+ Ao = 0, (48)

e 2 1 NS t ‘ t ;
(BL+F)y+(c+B)2 + 20ty + 28 4 4—0. @9

Durch die beiden ersten der vorstehenden Gleichungen, (46) und (47),
wird in gemischten Coordinaten diejenige Aequatorialfliche dargestellt, welche
0X zu ihrem Durchmesser hat, einmal vermittelst ihrer Breiten-Curven,
deren jedesmalige Ebene durch ax bestimmt ist, das andere Mal vermittelst
ihrer umhiillenden Complex-Cylinder, deren Axen mit XZ Winkel bilden,

. . - 1 u . .
deren trigonometrische Tangenten gleich ( — T)) sind. Aus der Gleichung
\

(47) folgt, dass die Axen simmtlicher umhiillender Complex-Cylinder in ¥ Z
liegen und die Coordinaten-Axe O.X im Anfangspuncte schneiden.

Die beiden letzten der vorstehenden Gleichungen, (48) und (49), stellen
in gemischten Coordinaten diejenige Meridianfliiche dar, welche die Coordinaten-
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Axe OX zur Doppellinie hat, einmal vermittelst ihrer Meridian - Curven,
deren jedesmalige Ebene durch —‘Z—, die trigonometrische Tangente desjenigen

Winkels, den sie mit X Z bildet, bestimmt ist; das andere Mal vermittelst
ihrer umbhiillenden Complex-Kegel, deren jedesmaliger Mittelpunct auf 0.X

liegt, in einem Abstande (* —7,—0—> vom Anfangspuncte der Coordinaten. Wie

die Gleichung (48) zeigt, haben alle Meridian-Curven einen Mittelpunct, der
mit dem Mittelpuncte des Complexes zusammenfallt und als ein Mittel-
punct der Flache selbst zu betrachten ist.

2564. Wemn zugleich mit den fritheren elf Constanten auch noch die
Constante ¢ der Gruppe

: g1 4
verschwindet, so zeigt die Gleichung (46), dass alle Breiten-Curven der beztig-
lichen Aequatorialfiiche, deren Durchmesser 0.X ist, zwei zugeordnete Durch-
messer haben, die zweien zugeordneten Durchmessern des Complexes parallel
sind. Durch das Verschwinden von # und /7 particularisiren sich die Aequa-
torialflichen, deren Durchmesser 0 F und 02 sind, in gleicher Weise, wie
sich durch das Verschwinden von @ die Aequatorialfliiche particularisirt,
deren Durchmesser 0.X ist.

Wenn /7 und 7 gleichzeitig verschwinden, schneiden alle Complex-Kegel,
deren Mittelpunkte auf der Doppellinie der Fliche liegen, die ihr conjugirte
Diametral-Ebene in Curven, deren Mittelpuncte mit dem Mittelpuncte des
Complexes zusammenfallen (49). ;

Wenn die drei Constanten @, H, I gleichzeitig verschwinden, so sind
solche drei zugeordnete Durchmesser des Complexes zu Coordinaten - Axen
gewihlt worden, dass alle Kegel des Complexes, deren Mittelpuncte auf einem
dieser drei zugeordneten Durchmesser liegen, die Ebene der Jjedesmaligen
beiden anderen in Curven zweiter Ordnung schneiden, deren Mittelpuncte
simmtlich mit dem Mittelpuncte des Complexes zusammenfallen,

255. Die sechs Constanten

: s b L I
verschwinden gleichzeitig, wenn zu Coordinaten-Axen solche drei Durchmesser
des Complex-Kegels, dessen Mittelpunkt in den Anfangspunct fallt, genommen
werden, welche dreien zugeordneten Durchmessern des Complexes parallel
sind. - Dieser Bedingung kann, fiir einen gegebenen Complex, im Allgemeinen
n einziger Weise entsprochen werden. Denn Jje zwei concentrische Flichen

Pliicker, Geomelrie. 39
%
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zweiter Ordnung, insbesondere zwei Kegel mit demselben Mittelpuncte, haben
ein einziges System dreier zugeordneter Durchmesser gempin*). Fur die
beiden Kegel nehmen wir den Kegel des Complexes:

Az? 4 By + C22 + 2Gyz + 2Hxz + 212y = 0, (50)
dessen Mittelpunct in den Anfangspunct fillt, und den Asymptotenkegel der
Characteristik, dessen Mittelpunct wir ebenfalls in den Anfangspunct legen (11):

(B* — EF)az + (L* — DF)y + (M2 — DE)z
+ 200K — LM) yz + 2(EL — KM) 2z + 2(FM — KL)zy = 0. (51)
Das System der beiden gemeinschaftlichen drei conjugirten Durchmesser ist
das zu bestimmende Coordinaten-System.

256. In dem Falle, dass alle Durchmesser des Complexes in dem Mittel-
puncte desselben sich schneiden, und wir diejenigen drei Durchmesser dessel-
ben, welche sowohl in Beziehung auf den Complex als auch in Beziehung
auf den Complex-Kegel, der den Mittelpunct des Complexes zu seinem Mittel-
puncte hat, einander zugeordnet sind, zu Coordinaten-Axen nehmen, wird
die Gleichung des Complexes

r? 4+ Bs? 4 C + Do* + Ep? —{—1’17—() (52)

Diese Gleiehung enthalt finf von einander unabhingige Constanten,
die mit den neun Constanten der Lage die vierzehn Constanten geben,
von denen der Complex nur noch abhiingt.

257. Nach dem Verschwinden von &, #, 7 gehen die Gleichungen der
Aequatorialfliche in gemischten Coordinaten, (46) und (47), in die folgen-

den tiber:

]‘%—}—B Ex* 4 C

w? + v? + % el 0 (53)
711?7 + 7
D
g i 1, (54)

und lassen sich unmittelbar in die folgenden verwandeln, welche dieselbe
Aequatorialfliche bezi'wlich in Punct- und Plan-Coordinaten darstellen:

22 Dj £y
Vs —{—B+ T +C+1—O (55)
C§+B B
F*I’I; L2 + - | =T v? 4 w? =0. (.’36)

*) Siehe Geometrie des Raumes. Nr. 262.
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Die Meridianfliche, deren Doppellinie O X-ist, wird in dem fraglichen
Falle durch die folgenden Gleichungen in gemischten Coordinaten dargestellt:

l/‘l
st D J
z S
w? ; TR e o S — O, (57)
i EL L H
2 12
Pl v b
o LA ) (58)

Aus diesen Gleichungen erhalten wir unmittelbar die Gleichungen deérselben
Meridianfliiche beziiglich in Punct- und Plan-Coordinaten

Fi{: ol 4 e
e T S APV S
?r
A : 4 s s
o e i -+ Py <2 4 2 = (), (60) -
B =5 L & w?
w .

Die Aequatorialfliche, die OX zum Durchmesser, und die Meri-

dianflache, die 0X zut Doppellinie hat, bleiben auch nach der

Particularisation von der vierten Ordnung und der vierten Classe.
258.. Wenn die neue Bedingungs-Gleichung :

B — (T (61)
besteht, wonach:
da- B F. P
UL v < e

werden alle Breiten-Curven der Aequatorialfiache (55) d@hnliche und dhnlich-
liegende Curven des zweiten Grades. Die Gleichung derselben:
PSR D (B L) L (s B) (Bt €) == 0
verwandelt sich, wenn wir den gemeinschaftlichen Factor
DE (P2t + B) = DF (Ea* + ()
vernachlissigen, in die folgende:

2t i 2 Gt s
Tk e g e (62)
Die Aequatorialfiiche rveducirt sich also, indem wir von den beiden Ebenen:
E(F + By= F(Ba + ¢) — 0, (63)

die sich auf der unendlich weit liegenden Doppellinie der Fliche schneiden
und die Fliche auf der Axe 0X bertihren, absehen, auf eine Fliache d es
zweiten Grades und verliert ihren, in ¥Z unendlich weit liegen-
den Doppelstrall.

32%
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Die beiden Ebenen, welche durch die (leichung (63) dargestellt werden,
sind solche zwei Ebenen, in denen sich die von Linien des Complexes um-
hitllte Curve der zweiten Classe in zwei Puncte aufgelost hat, die in einen
zusammentallen.

In #hnlicher Weise verwandelt sich die Gleichung (56), wenn wir dieselbe
DE

mit multipliciven und berticksichtigen, dass in Folge der Bedingungs-

Gleichung (61):

in die folgende:
Dz + Ew + For + Qf - = 0, (64)

die Gleichung derselben Fliche des zweiten Grades in Ebenen-Coordinaten,
welche wir eben (62) durch ihre Gleichung .in Punct-Coordinaten darge-
stellt haben.

Wir vernachlissigen hierbei zwei Puncte:

Ew - Fo* = 0, , (65)
welche auf der unendlich weit liegenden Doppelaxe liegen, die dadurch eben-
falls verschwindet. Diese beiden Puncte sind solche zwei, fiir welche sich
der von Complexlinien gebildete Kegel der zweiten Ordnung in zwei Ebenen
aufgelost hat, die in eine zusammenfallen.

Die Gleichung der Meridianfliche in Punct-Coordinaten (59) reducirt

sich, wenn wir mit [/‘IF multipliciren, in Folge der Bedingungs-Gleichung
(Gally =ats :
7L y? 22 A
Bl e S 21 )
pr TR (66)

Die Gleichung derselben Fliche in Plan-Coordinaten (60) geht, wenn wir mit
S (Cez + Ew2) ;5 (B2 + Fw?)
multipliciren, in die folgende tiber:
G > 1 e ey =
Tﬂ -+ Fu? —§~Fv2—|—gf 71)-—0.. (67)

Die Meridianfliiche reducirt sich, in Folge der Bedingungs-Gleichung (61), auf
den zweiten Grad und verliert ihre Doppellinie. Wenn wir sie als
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den geometrischen” Ort von Puncten betrachten und demgemiiss, nach der
Reduction, durch die Gleichung (66) darstellen, liegt der Grund dieser
Reduction darin, dass wir von den beiden Ebenen:

B (Fyr 4 E2?) = F (B2 + Cz2) = 0, (68)
die dem vernachlissigten Factor entsprechen, absehen. Diese beiden Ebenen
schneiden sich auf 0.X' und sind diejenigen beiden Tangential-Ebenen der
Fliche, welche sich durch 0.X an dieselbe legen lassen. Die Complex-Curve
in jeder derselben hat sich in ein System zweier Puncte aufgelost, die in
einen zusammenfallen. Wenn wir die Meridianfliche als von Ebenen um-
htillt betrachten und nach der Reduction durch die Gleichung (67) darstellen,
ist diese Reduction Folge davon, dass wir von den beiden Puncten:

BBt + Fnvy == F (Ctz + En®) — 0 (69)
absehen, welchen der vernachlissigte Factor entspricht. Diese beiden Puncte
sind diejenigen beiden, in welchen die Fliche von der Axe 0. geschnitten
wird. Der Complex-Kegel, welcher einen beliehigen dieser beiden Puncte
zum Mittelpuncte hat, artet in ein System zweier Ebenen aus, die in eine
zusammenfallen.

259. Indem wir eine Fliche des zweiten Grades als Aequatorialfliche
betrachten, ist zugleich ein Durchmesser derselben bestimmt, der einer gege-
benen Ebenen-Richtung zugeordnet ist; indem wir sie als Meridianfliche
betrachten, ist unmittelbar ein Durchmesser derselben, der fritheren Doppel-
linie entsprechend, gegeben. '

260. ‘In Polge der Bedingungs-Gleichung (61):

B —eC
gehen die Aequatonal- und die Meridian-Fliche, welche 0.X beziiglich zum
Durchmesser und zur Doppellinie haben, beide in Flichen zweiten Grades
tiiber. 'Wenn die doppelte Bedingungs-Gleichung:
AD = BE - CF (70)
befriedigt wird, werden diese beiden Flachen identisch dieselben.

Fiir ihre gemeinschaftliche Gleichung in Punet-Coordinaten konnen wir die
folgende nehmen:

el Ll e Ry (T1)

A Sies B (64
mnd=——ayeh mit —— und -2 vertau hen.
T s e tauschen
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Die doppelte Bedingungs-Gleichung (70) sagt in Verbindung damit; dass

G, i I, A, L, M verschwinden, aus, dass der Complex-Kegel und der Asymp-
toten-Kegel der Charakteristik, welche den Mittelpunct des Complexes zu
ihrem gemeinschaftlichen Mittelpuncte haben, identisch werden. Allgemeiner,
wenn die obigen sechs Constanten nicht verschwinden, erhalten wir aus den
beiden  Gleichungen (50) und (51), um diese Identitiit auszudrticken, die fol-
gende funffache Bedingungs-Gleichung: '

kK: — EF . L2 — DF : M2 — DFE: DK —LM:EL-—/(M:FM—](L

— e B (s G ik 1. (72)
Wenn aber die beiden genannten Kegel identisch werden, kénnen wir Jjedes
System zugeordneter Durchmesser derselben zu Cooxdmaten-Axen, jeden
beliebigen Durchmesser als Axe 0. nehmen. Die Aequatorialfliche und die
Meridianfliiche, welche einen beliebigen Durchmesser des Complexes beziiglich
zu ihrem Durchmesser oder zu ihrer Doppellinie hat, sind identische Flichen
des zweiten Grades,

Betrachten wir diejenigen beiden Meridianflichen, welche, bei der
gewiihlten Coordinaten-Bestimmung, beztiglich 0.X und OF zur Doppellinie
haben, so sind die Durchschnitte dieser beiden Flichen mit den drei Coordi-
naten-Ebenen identisch.- Zunichst ist beiden Flichen die in X¥ liegende
Complex-Curve gemeinsam. Aber auch die Durchschnitts-Curven in XZ und
in VZ fallen zusammen, insofern die in jeder der beiden Coordinaten-Ebenen
liegende Complex-Curve einmal Meridian-Curve der einen Meridianfliche, dann
aber auch DBreiten-Curve der mit der anderen Meridianfliche identischen
Aequatorialfliche ist. In Folge dessen fallen sammtliche Meridianflichen
und Aequatorialflichen, welche einen beliebigen Durchmesser des Complexes
beztiglich zu ihrer Doppellinie oder zu ihrem Durchmesser haben in dieselbe
Fliache zweiten Grades zusammen.

Alle Linien eines so particular 1%1rten Complexes zweiten
Grades, der nunmehr nur noch von neun Constanten abhingt,
umhiillen eine Fliache des zweiten Grades. Wir konnen sagen, dass
diese Flache durch die Gleichung des Complexes dargestellt werde,

Erst dadurch, dass der allgemeine Complex einer zehnfachen Be-
schrinkung unterworfen wird, geht derselbe in einen solchen tber, dessen
Linien eine Fliche zweiten Grades umbhiillen. Diese Beschriinkungen kénnen
wir: geometrisch darin zusammenfassen, dass erstens alle Durchmesser des
Complexes in demselben Puncte sich schneiden, und dass zweitens der



s 0

Complex-Kegel und der Asymptoten-Kegel der Charakteristik des Complexes,
die diesen Punct zum gemeinschaftlichen Mittelpuncte haben, identisch die-
selben sind. Der ersten Voraussetzung entsprechen fiinf Bedingungs - (lei-
chungen, die sich in allgemeinster Form ergeben, wenn wir zwischen ‘den
acht Gleichungen, die wir durch Annullirung der acht letzten Coefficienten
der auf den neuen Anfangspunct (a0, 0, 29) bezogenen Complex-(leichung (VI)
erhalten, die drei Coordinaten 2% % 2° eliminiren. Der zweiten Voraus-
setzung entsprechen die finf Bedingungs-Gleichungen (72).

Wenn wir, in anderer Reihenfolge, - dieselben Bedingungs - Gleichungen
befriedigen, gelangen wir, durch andere Particularisationen, zu demselben ;
Resultate.

261. Wir wollen uns nochmals zu der Gleichung (52) zuriickwen-
den und diejenigen halben Durchmesser der Curven des Complexes in
den drei Coordinaten-Ebenen ¥ Z, ZX, XV » welche beztiglich in 0/ und
0Z, 0X und 0Z, O0Z uwnd OF fallen, durch 4, und Ory ay umd e, a and
by bezeichnen. Dann ist:

o ' 9 B
//1‘ o ey "[; 3 G = — ’/" b
9 (/' 2 /I 4
(lz‘:*f.’('z‘=* E’[ . ((3)
B i
BRSNS v A s THE R
s e s

Dieselben sechs Grossen, in folgender Weise zusammengestellt :
by und ¢,, a; und ¢, @ und b, ,

sind- zugleich die, beztiglich in O0F und 02 , OX und 0Z, OX und 07V fal-
lenden Halbdurchmesser der Basen in ¥ Z, XZ, XV derjenigen drei Com-
plex-Cylinder, deren Seiten mit 0X, OF, 0Z parallel sind. Wir erhalten :

a? b e = a2 b cp?. (74)

Wenn zwischen den sechs Constanten der Gleichung (69) die doppelte

Bedingungs-Gleichung (70):

AD = BE — CF
besteht, schneiden die drei Complex-Curven in den drei Coordinaten- Ebenen
die drei Coordinaten-Axen in denselben Puncten. Diese drei Complex-Curven
fallen mit den Basen der drei Complex-Cylinder zusammen.

Dann erhalten
Wir,. wenn . wir die Marken von «, 4, ¢ unterdriicken :
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R T
c A .
R o (75)
T e S
Doiga il i

Wir konnen eine der sechs Constanten der Complex-Gleichung (52) beliebig
annehmen. Setzen wir: '
C=ad,
so geben die letzten Gleichungen:
i A= b, B=ac,

D— — @, FE=—0bF=—c
Die fragliche Gleichung geht alsdann in die folgende iiber:
Bor e 4@t —ao £ Bt o, (16)

Sie stellt einen Complex dar, dessen Linie eine Fliche zweiten Grades mit
einem Mittelpunct umhiillen; sie stellt diese Fliche selbst dar.
Die Gleichung derselben Flache in Punct-Coordinaten ist:

2 2 2
- (7)

@ b* 6

und in Ebenen-Coordinaten : :
a2 - b2+ vt = nl. . (78)
262. Um eine gegebene Fliche des zweiten Grades, fiir deren allge-

meine (leichung in Punct-Coordinaten wir die folgende nehmen wollen:

ar® 4+ dy + a7 22 4+ 28 ay + 20'xz 4 2byz 4 2¢x

+ 2y + 224+ d =0, (79)
durch eine Complex-Gleichung darzustellen, brauchen wir bloss die Gleichung
des der Fliche umschriebenen Kegels zu bestimmen, welcher irgend einen

gegebenen Punct (2; 4/, 2) zu seinem Mittelpuncte hat. Fir diese Gleichung
erhalten wir, wie bekannt®):

#) Die Gleichung des Textes leitet sich auf die folgende Weise ab.
Die Gleichung einer jeden Fliche zweiten Grades, die eine gegebene Fliche zweiten Grades:
2 =0
lings der Durchschnitts-Curve mit einer Ebene:
p=20
beriihrt, fillt unter die Form
: 1 — p* =0,
wo 1 eine willkiirliche Constante bezeichnet. Fiir p ist hier die Polar-Ebene des Punctes (', 4/, #)
mit Bezug auf die gegebene Fliche (&) genommen, und 1 ist so bestimmt, dass die neue Fliche durch
den Punct (2, 9/, z’) hindurch geht.
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(@22 +dy*+a"z22 4+ 28" 2y + 25 22+ 20yz4-2ca+42cy+2¢"2 + d)
(@2 dy'*+d'22+ 28"’y 4 26 2’2 + 20’2+ 2ca’ + 20y + 2072 +d)
=[l@x+Vy+bz:te)a’+ " a+dy+bz+ Ny +Wa+by+dz+ ¢y
. ~ Fleatcy+ez+a) (80)
Die Gleichung dieses Kegels ist, wenn wir 2, ¥, Z neben z, y, z als veran-
derlich betrachten, die Complex- Gleichung der Fliche. Wir kénnen sie
wirklich unter der allgemeinen Form schreiben:
A@—2)+ Bly—y)+ Cc—2p
+ Dy —y' 20+ E(@z—a)y+4 Flay — 2y)?
+26(—y) G—2) + 2H@—2) (—2)+2 Ie—2) (y—y)
+2h 2y —a'y) (¥2—a2)+2 L(xy' —2'y) @7 —y2)+2 M(a'z—=zz) yz'—y'z)
+2N(@—2) (yZ—y2)+20(y —Y) @z—2)+2. V(2 —7Z) (zy' —2y)
+2P2—2) (¥z2—22)4-20(x— 2) (xy —2'z2)
T2R(y—y) @y — 29 +2 S —y) 47—y 2)
+27(z—2) (92 —y2)+2 U(z—2) (2"2— Zal—0
indem wir 5

ad— ¢* = A, dd — = B, ety el C,
dd"— k=D, ad' — V2 = F, ad — ' = F,
bd —c'¢” = @, vd— o' — H, V'd—ecc =1,
Vo' —ab = K, b —db = L, bl — 'V = M, :
V' —b8é =N, be—t'd—0, ¥ 1" " 81
Ve—ac” =P, ac — Ve = (),
V¢ —de = R, g = e S,
b —d'd =T, s we—bel =TI
setzen.
Dabei ist:
R R N (82)
und :
Hog N — VoW 20¢ + be, | (33)
O=0 —V' =—¥¢ 4 2bc —¥c- |

263. Um die Fliche zweiten Grades zu bestimmen, wenn ihre Com-
plex-Gleichung gegeben ist, erhalten wir aus den vorstehenden Gleichungen
(81) unmittelbar eine Reihe solcher Relationen, in welche die Constanten
der Gleichung des Complexes und der Fliche linear eingehen. Beispielsweise

ergeben sich aus den sechs Gleichungen :
Plicker, Geometrie. 33
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dd —hr=2D, Wk e ad —U'2=1F,
V' —ab =N, b’ —db =L, b —d't =M

17

die folgenden sechs zur Bestimmung der Verhiltnisse von «, &, d”, b, 0, 0"

Pty oy
i W e PO ),
M P RE =,
ey e A g
PRLHE I
DL

Wir unterlassen es, diese Relationen, aus denen sich durch Elimination der
Grossen 4, @ u. s. w. auch unmittelbar die Bedingungen ergeben, welche die
Constanten der allgemeinen Complex-Gleichung zu erfiillen haben, damit die
Complexlinien eine Fliche des zweiten Grades umbhiillen, vollstindig hin-
zuschreiben.

264. So wie, wenn wir uns der Punct-Coordinaten x, y, z bedienen,
die Gleichung der einer gegebenen Fliche zweiten Grades umschriebenen
Kegelfiiiche, indem wir die Coordinaten 2/, y', =" seines Mittelpunctes eben-
falls als verfinderlich betrachten, die Complex-Gleichung der Fliche in
Strahlen-Coordinaten ist, so ist, wenn wir uns der Plan-Coordinaten
4 i, v bedienen, die Gleichung der Durchschnitts-Curve einer Fliche zwei-

’

ten Grades mit einer beliebigen schneidenden Ebene (¢, «, »), wenn wir
die Coordinaten derselben ebenfalls als veréinderlich betrachten, die Complex-
(leichung dieser Fliche in Axen-Coordinaten. In ganz analoger Weise, wie
wir von der Complex-Gleichung einer gegebenen Fliche zweiten Grades in
Strahlen-Coordinaten zu ihrer gewdhnlichen Gleichung in Punct-Coordinaten
iibergehen, konnen wir von der Complex-Gleichung derselben Fliche in
Axen-Coordinaten sogleich zur Gleichung der Fliche in Plan-Coordinaten
hergehen. Da tiberhaupt, wenn eine der beiden Gleichungen eines Com-
plexes in Strahlen- und in Axen-Coordinaten gegeben ist, es beide zugleich
sind, so ist in dem Vorstehenden auch der einfachste Weg angezeigt, um
von einer der beiden Gleichungen einer Fliche zweiten Grades in Punct- und
in Plan-Coordinaten zu der anderen derselben tiberzugehen.

265. Der Grund der Darstellbarkeit einer Fliche zweiten Grades durch
eine Complex-Gleichung liegt in der Eigenschaft dieser Flichen, dass jede
Ebene dieselbe in einer Curve der zweiten Classe schneidet und jeder
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Punct fiir dieselbe dér Mittelpunct eines Umhillungs - Kegels der zweiten
Ordnung ist. :

Die Fliche kann einerseits in eine Kegelfliche, andererseits in eine
ebene Curve ausarten. In beiden Fillen lisst sich dieselbe durch eine Glei-
chung zwischen Linien-Coordinaten darstellen.

In dem ersten Falle arten simmtliche Complex-Kegel in Systeme von
zwei Ebenen aus, welche die dargestellte Kegelfliiche bertihren. Alle durch
den Mittelpunct der Fliche gehenden geraden Linien gehoren dem Com-
plexe an.

In dem zweiten Falle artet die Complex-Curve in einer beliebigen Ebene
in ein System zweier Puncte aus, in denen die dargestellte Curve von der
gegebenen Ebene geschnitten wird. Alle in der Ebene der Curve liegenden
geraden Linien sind Linien des Complexes.

Withrend in Punct-Coordinaten sich eine ebene Curve, in Ebenen-Coordi-
naten sich eine Kegelfliche nicht durch eine Gleichung darstellen lisst,
finden beide geometrische Gebilde ihre Darstellung in Linien-Coordinaten.
Wihrend aber eine Kegelfliche, durch eine Gleichung zweiten Grades zwi-
schen Punct-Coordinaten bestimmt, von der zweiten Ordnung, und eine
ebene Curve, durch eine Gleichung zwischen Ebenen-Coordinaten gegeben,
von der zweiten Classe ist, kann ein Complex zweiten Grades nur einen
Kegel der zweiten Classe und eine Curve der zweiten Ordnung
darstellen.

Ein Kegel zweiter Classe kann sich auflosen in zwei sich in seinem
Mittelpuncte schneidende Axen; eine Curve zweiter Ordnung in zwei in ihrer
Ebene liegende Strahlen. Kegel und Curve sind nach dieser Particularisation
identisch dasselbe und finden, nach wie vor, ihre Darstellung in einer (lei-
chung zwischen Linien-Coordinaten.

Noch von einer anderen Seite kommen wir auf dieselbe Particularisation
des Complexes zweiten Grades. Die Gleichung desselben kann sich in
lineare Factoren auflosen und diese Factoren wiederum konnen der Bedin-
gung gentigen, Complexe ersten Grades von der besonderen Art darzustellen,
deren sitmmtliche Linien eine feste gerade Linie schneiden. Wenn die beiden
auf diese Art dargestellten geraden Linien durch denselben Punct hindurch-
gehen, oder, was dasselbe heisst, in. derselben Ebene liegen, so haben wir
einmal den particularisirten Kegel zweiter Classe, das andere Mal die par-
ticularisirte Curve zweiter Ordnung.
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