
Abschnitt L.

Discussion der allgemeinen Gleichung der Complexe des zweiten Grades.

6

Durchmesser der Complexe. Systeme dreier zugeordneter Durchmesser. Die drei Axen

Systeme zugeordneter Complex-Cylinder. Gentral-Parallelepipede. Mittelpunet

des Complexes.

234. Die- Gleichung (IV) gibt unmittelbar für jede gegebene Ebene

(1, W, v’), indem wir, w, v’ als constant, 7, u, v als veränderlich betrachten,

die Complex-Curve, welche diese Ebene enthält, im Raume durch Plan - Coor-

dinaten dargestellt. Wenn wir = : 2, s = , statt 7, w, v’ und = ; Es =
wen nn’ mw’ mw

statt 4, u, v einführen, so können wir die angezogene Gleichung unter der

folgenden Form schreiben:

(Di? + EuW’+ FV?’+2KuUv+2Llv+ 2Mt'uW)mw’

—2(Dt'wW + LUn’ + Mu'n’— Ouv—Rv’—Stv +TtW+ Uu’)tw

—2(Euw + KVW® +Mt’n+NtV+ Puv + Ov?— Ti?” — Ut'v)un

—2 (Fvn + Kunw+ Ll!w —(N—O)tW—Pu?—Quv+ Rt'v+St'’)vw

— 2 (Av—En?’+?—HtW—Itv—Otn+ Puw— OvVw)uv

—2(BtVv—Ln’—6Gtu+ Hu?—Ju v’ + Nuw + Rvw—St'w)tv

—(CtW—Mm?— GtV—Huv + IV?—(N—vn+ TtwW— Uum)tu

+(Dw? + Bv?’+ Cu?—26uWV— 28V w+2TuWmw)t”

+ (Em? + Av?’ + Ct?—2Ht'V +2PVw—2 Ur w)u?

+(Fw? + Au? + Bi?—2Jt'W—20uUw + lna)— &)



Für die Gleichung des Mittelpunetes der Curve erhalten wir, indem wir
die Gleichung der Curve in Beziehung auf » differentiiren ‚ die folgende:

(DE? + Eu? + FV2+2Kuvt2Ltv +2Mtu)»
— (DiW +LUn"4 Muw— OuVv’ — Rvr?— Stv +TrW+ UW2t
— (EuwW + Kl/W® +Mt'w-+ NtvV + Duo +0OvW?—-Tr2— Ur’W)u

—(PVw+Kuw+Lt’wW —(N—O)td—Pu?— QwvHRrV!HSV0. (1)
Die drei Coordinaten des Mittelpunctes der Curve sind hiernach,: wenn wir
zugleich, der Kürze wegen,

Di®+ EuW2 + Fv2 +2 Kuv 121. +2MtuW= EP
setzen: i

=  
 

Di+-IVv+Mu , OuWv + Ri? + Stv’ — Tv — U?TER Fear «Ww E:Iera ?& .
-

Bu tKvu- Mi :,' NERDrum002a= —anmwa.20...rom5
„2 Fuae Zi nn . (H-OtuW+ Pu?+0uUv—Rriv— St?

0: @
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Die Gleichung der Ebene ee Ti ist:

vatuytVztn — 0r (5)
und wird durch die vorstehenden Coordinaten-Werthe befriedigt.

255. Wenn wir 7’, «, v'als constant, »’ als veränderlich betrachten,
rückt die Ebene (3) parallel mit sich 'selbst ‚fort, während in ihr die Com- '
plex-Öurve sich fortwährend ändert. Lassen. wir insbesondere »’ verschwin-
den, so erhalten wir für den Mittelpunet der Curve in der bezüglichen durch
den’ ‚Anfangspunct gehenden Ebene von der gegebenen Richtung, deren
Gleichung ist:

latuytVz—=0,
die folgenden Coordinaten-Werthe, die wir zur Unterscheidung accentuiren
wollen:

UTeeEee
’

ee Ze NUR nnOUe Ti? + UtuDeeeER, (4. „

ee, BZEOEWF Pu? -4- Ouv — Rrv _ steeee
a

 

*) Die Complex -Curve tritt in der Darstellungsweise des Textes als Fläche zweiter Clund ihr Mittelpunet wird wie der Mittelpunct einer solchen Fläche bestimmt.8. 192.
:

asse auf,
Geometrie des Raumes.

2



ee

Wir können hiernach die früheren allgemeinen Coordinaten-Werthe(2) in der

folgenden Weise schreiben:
sr Di 20+ Mu

BSR REı—-. —= ae
&

; Eu KV + MV 5
U E Ven re ° 0

. A *

BP.FvarTHbi

Hiernach u sich die nachstehende DeGleichung:

 

  

x — a ET y—y en Zn A 6

DU+IV+HMÜ ButKkV+Mi FUt+KW+Lt’ (6)

‚der wir auch die folgende Form geben können:

mer.een
aea (M)
di du dv :

Die vorstehenden Doppel-Gleichungen stellen, wenn wir in ihnen w, y, z

als veränderlich betrachten, eine gerade Linie dar. Aus ihnen ist »’ eliminirt.

Die dargestellte gerade Linie ist also der geometrische Ort für die Mittel-

puncte der Complex-Curven in parallelen Ebenen, welche, bei willkürlicher

Annahme von »', durch die Gleichung (3) dargestellt werden. Wir nennen

diese Linie einen Durchmesser des Complexes und sagen, dass er, in dem

Complexe, dem Systeme der parallelen Ebenen und insbesondere jeder dieser-

Ebenen zugeordnet sei. |

In einem Complexe des zweiten Grades. ist jedem Systeme

paralleler Ebenen fm Allgemeinen ein einziger Durchmesser, zu-

geordnet, welcher die Mittelpuncte aller. Curven zweiter Classe

enthält, die in den parallelen Ebenen liegen.

Die Complex-Curven in parallelen Ebenen bilden eine; Acquatorialfläche:

der Durchmesser der Fläche ist ein Durchmesser des Complexes.

236. Wenn der durch (6) dargestellte Durchmesser des Complexes auf

der Ebene (3), ‘welcher er conjugirt ist, senkrecht stehen soll, so erhalten

wir die folgenden beiden Bedingungs-Gleichungen:

Di’Unoeu 22
nn ?

 

ERee a
Wim wer —.
ER22]

welche wir in der Doppel-Gleichung:



  
 

  

t = u en) Be
Ge a, (9)
dt’ du dv

zusammenfassen können. Der Durchmesser ist in diesem Falle eine Axe
des Complexes. Die -letzte Doppel-Gleichung ist mit derjenigen identisch,
die wir zur Bestimmung der Richtung der drei Hauptschnitte einer Fläche

zweiter Classe erhalten, welche, indem wir = = Se als Plan-Coordinaten

und als veränderlich betrachten und durch % eine willkürlicheConstante be-
zeichnen, durch die Gleichung.

ea
dargestellt wird.*)

237. Diese Fläche hängt lediglich von den sechs Complex - Constanten
DE, E, MD M ah. 'Da diese Constanten dieselben bleiben, wenn der '
Anfangspunct der Coordinaten seine Lage beliebig ändert (Nr. 157 .), SO kön-
nen wir die Fläche, parallel mit sich selbst, verschieben, ohne ihre Beziehung
zum Complexe zu ändern. Der willkürlichen Annahme von # entsprechend,
können sich die Dimensionen derselben in jedem beliebigen Verhältnisse
‚ändern. Wenn wir den Coordinaten-Axen eine- andere Richtung geben, so
erhalten in dem neuen Coordinaten-Systeme die obigen sechs Complex-Con-
stanten andere Werthe und dieselben Werthe entsprechen den sechs Con-
stanten der Fläche, wenn wir auch diese auf die neuen Coordinaten-Axen
beziehen.

Die so definirte Fläche, deren Mittelpunet und deren Dimensionen be-liebig angenommen werden können, wollen wir die Characteristik desComplexes nennen. Die Gleichung des Complexes wollen wir wieder in fol-gender Weise schreiben:

Ar + Bst CıDe 1 Bo? + Fi
+26s +2Hr +2Jrs 2Ksyn —2Lon — 2Mec

— 2Nr6 +20so
aRre 2 20rn  2Rın — 2856 —_ 2742 U—0,. (D

Für die Gleichung der Characteristik des Complexes erhalten wir, wenn wirden Anfangspunct zum Mittelpuncte dieser Fläche nehmen, nach Unter-drückung der Accente die folgende:
 

*), Siehe Geometrie des Raumes Nr. 103 und Nr. 152.

*
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Dt:+ Ew+ F® + 2Kuv +2 Ltv+ 2Mtu+ m :

zsitm=0. (10)

Wir haben in dieser Gleichung, unbeschadet der Allgemeinheit, #der Einheit

gleich gesetzt. .

Die Characteristik eines Complexes überhebt uns jeder analytischen Dis-

cussion über die Richtung der Durchmesser desselben. Einem Systeme paral-

leler Ebenen ist ein Durchmesser, der Characteristik zugeordnet und diesem

Durchmesser ist derjenige parallel, welcher in dem Complexe denselben Ebe-

nen zugeordnet ist. Dreien' zugeordneten Durchmessern der Characteristik

sind drei Durchmesser des Complexes parallel, die wir ihrerseits als drei’

zugeordnete Durchmesser des Complexes bezeichnen wollen. Wir

können jeden gegebenen Durchmesser des Complexes für einen dreier zugeord-

neter Durchmesser desselben nehmen, dann sind die beiden andern denjeni- .

gen Ebenen parallel, denen der gegebene zugeordnet ist. Jeder von drei

zugeordneten Durchmessern ist denjenigen Ebenen zugeordnet, welchen die

jedesmaligen beiden andern parallel sind.

Ein Complex hat im Allgemeinen ein einziges System von drei Axen,

die auf einander senkrecht stehen. Die Ebenen, welche diesen Axen, paar-

weise genommen, parallel sind, wollen wir als Hauptschnitte des .Complexes

bezeichnen. Die Axen sind den Hauptschnitten zugeordnet.

Zum Behuf der Bestimmung der zugeordneten Durchmesser eines (om-

plexes können wir an die Stelle der Characteristik den Asymptotenkegel der-

selben setzen, und diesen Kegel, parallel mit sich selbst, beliebig verschieben.

Nehmen wir den Anfangspunet der Coordinaten als seinen Mittelpunet, so

wird derselbe in Plan-Coordinaten durch die beiden Gleichungen:

Er DU

dargestellt, in Punct-Coordinaten durch die einzige Gleichung:

(K®—ER) + (R— DPF» + (M— DE):
+2(DK— LM)yz + 2(EI—KM)az+2(FM—Klay=0. (11)

Drei zugeordnete Durchmesser eines Complexes haben gegen einander-

eine wesentlich verschiedene Richtung, je nachdem, die Characteristik des

Complexes ein (ein- oder zweischaliges) Hyperboloid mit reellem Asymptoten-

kegel oder ein (reelles oder imaginäres) Ellipsoid ist, dessen Asymptotenkegel

auf einen ellipsoidischen Punct sich reducirt. Der letztere Fall ist dadurch

angezeigt, dass die drei Ausdrücke =

Ze IDR M:— DE (12)



— 9

im Zeichen übereinstimmen, während im erstern Falle diese Uebereinstim-
mung nicht stattfindet.

258. Wenn insbesondere die Characteristik eine Umdrehungsfläche ist,
so hat der Complex, wie diese Fläche, eine Hauptaxe und daneben unend-
lich viele Axen, die sämmtlich gegen die Hauptaxe' und, paarweise genom-
men, auch gegen einander senkrecht gerichtet sind. Dieser besondere Fall
ist, unter Voraussetzung rechtwinkliger Coordinaten-Axen, dadurch bezeich-
net, dass ;

LM HM A HRE Nae: (15)
und dann bestimmt die folgende Doppel

-

Gleichung:
Kı= Ly= Mz (i4)die Richtung der Hauptaxe.*) ,

Ein mehr untergeordneter Fall ist derjenige, dass die Characteristik ineine Kugel übergeht, dem entsprechend, dass die doppelte Bedingungs- Glei-chung (13) in die folgenden Gleichungen sich auflöset:
er En N

D=-E=.F
Dann sind alle den Raum durchziehenden Ebenen Hauptschnitte des Com-
plexes, auf welchen die zugeordneten Durchmesser senkrechtstehen. JederDurchmesser des Complexes ist eine Axe desselben..

239. Wenn: wir die Coordinaten- Axen, auf welche die allgemeine Glei-chung (T) des Complexes zweiten Grades bezogen ist, irgend dreien zugeord-neten Durchmessern des Complexes parallel nehmen, so verschwinden aus‚dieser allgemeinen Gleichung, wie aus der Gleichung der Characteristik, dreiConstanten. Dann ist nämlich:
a gg,

Es ‚geschieht dieses insbesondere, wenn rechtwinklige Coordinaten- Axen den‚ "Axendes Complexes parallel genommen werden. Es kann diess unendlichoft geschehen, wenn die Characteristik eine Rotationsaxe, der Complex eineHauptaxe hat. Eine ‘der drei Coordinaten-Axen ist dann der Hauptaxeparallel zu nehmen, während irgend zwei gerade Linien, welche auf einanderund auf der Hauptaxe senkrechtsind, für die beiden anderen Coordinaten-Axen genommen werden können. Wenn nach einander OX, OER0 der.

 

*) Geometrie des Raumes. Nr. 154.



Hauptaxe parallel genommen werden, so werden bezüglich die Coefficienten

E und F, D und F, D und# einander gleich. Aus der Gleichung .eines

-Complexes, welcher nur .rechtwinklige zugeordnete Durchmesser hat und auf

ein beliebiges System rechtwinkliger Coordinaten-Axen bezogen. wird, ver-

schwinden X, Z, M und die drei Övefficienten D, Z, F werden einander gleich.

‚Wir wollen uns in diesem Paragraphen auf den allgemeinen Fall be-

schränken, dass die Characteristik eine Fläche zweiter Classe mit einem

Mittelpuncte ist. Diejenigen Fälle, wo das Verschwinden von X, L, M das

gleichzeitige Verschwinden einer der drei Constanten D, Z,,F zur Folge hat,
bleiben hiernach einstweilen von der Discussion noch ausgeschlossen.

240. Wir haben für denjenigen Durchmesser, der solchen Ebenen, die

einer gegebenen Ebene:

fs+uy+Vz=0

parallel sind, zugeordnet ist, die folgende Doppel-Gleichung:.

a eu0a,
? tIv+ Mu Eu Eu EMeT er zuee

erhalten. Der successiven Annahme entsprechend, dass * Be
‚

v —=:0: und v0,

 
 

Vel Ze

ae ee,

ist nach der 234. Nummer bezüglich:
IR SsED a De erHDi, ® 0, u u x 9’

D Te ‚ U ‚ ‚ p
ee De ul Dr (15)

‚ , , R 1 i 0 5 :
Eee Ye y--5 z=(.

Hiernach löst sich die vorstehende Doppel-Gleichung nach einander in die

folgenden drei Paare von Gleichungen auf:

M&— Dy+T=0, L2—Dz:—S—=(,

My — Es — U=0, HaBe 20 (16)

Vz Ron N, Kz—Fy—0=0,

welche diejenigen Durchmesser des Complexes darstellen, die bezüglich den

mit FZ, XZ, XY parallelen Ebenen zugeordnet sind.

Wenn wir die drei 'Coordinaten-Axen insbesondere so annehmen, dass,

sie irgend dreien zugeordneten Durchmessern des Complexes parallel sind, so

verschwinden die drei Constanten A, Z, M und wir erhalten zur Bestimmung
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der absoluten Lage dieser drei den Coordinaten- Axen 0X,O0Y,0Z parallelen
Durchmesser die folgenden drei Gleichungen - Paare:

Il Ss

eo, 0m et
U 2

eg Een 1m)
R 0Ze Ve:

Drei zugeordnete Durchmesser schneiden sich also, paarweise genommen, im
Allgemeinen nicht. Sie bestimmen aber, wie überhaupt irgend drei gerade
Linien, welche sich nicht schneiden, ein Parallelepiped, das wir hier, weil
es für den Complex bezeichnend ist, näher betrachten und ein Central-
Parallelepiped des Complexes nennen wollen.

Die vorstehenden sechs Glei-
chungen (17) stellen, einzeln genom- zZ
men, die sechs Seitenebenen eines a /
Üentral-Parallelepipeds dar. Jede &| /
von zwei gegenüberliegenden Seiten- | Re
ebenen geht durch einen von zwei
der drei zugeordneten Durchmesser Y a aa
und ist dem anderen der zwei pa- B
rallel. Drei sich nicht schneidende er

 

 

Kanten des Parallelepipeds sind die 2 3 |
drei zugeordneten Durchmesser, für 7 =u,welche wir in der 12. Figur AB, KL
CD, EF nehmen wollen. Wir können Z x
dieselben sechs Gleichungen (17), die, Figur 12.
paarweise genommen, die drei zugeordneten Durchmesser des Complexes dar-stellen, auch noch in folgender Weise zusammenordnen:

 

0 Pa a
R Ss+ E er

(18)

U MREh Fa Name

Dann stellen die drei Paare von Gleichungen diejenigen drei Kanten desParallelepipeds dar, welcher den drei zugeordneten Durchmestehen. Diese drei Kanten DE„BA, BO; die; auchPlücker, Geometrie,

ssern gegenüber-
ihrerseits sich nicht
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schneiden, bilden mit den drei in die zugeordneten Durchmesser fallenden

Kanten ein räumliches Sechseck ABCDEF. Die Eckpuncte des Sechsecks

sind sechs der acht Eckpuncte des Parallelepipeds.. Drei Diagonalen des

Parallelepipeds sind die drei Diagonalen des Sechsecks, die beiden Puncte
G, H, welche die vierte Diagonale verbindet, haben zu Coordinaten

 R J> pP
zen Er FDR ze Pr

U o Ss (19)

AN ee>;
Für die Längen der Kanten, welche bezüglich den drei Coordinaten- Axen

OX, OT, 0Z parallel sind, ergibt sich :

ER-+FU DO+FT DP+ES (20)
EF z DF 2 DE a

und für den Mittelpunct des Parallelepipeds, dessen Coordinaten wir, zur

Unterscheidung, durch x", y°, z0 bezeichnen wollen:

ERZEN DE—EL ae
eta

  

241. Die durch die Gleichungen-Paare (18) dargestellten Kanten des

Central-Parallelepipeds stehen zu dem Complexe in einer einfachen geometri-

schen Beziehung, die wir unmittelbar erhalten, wenn wir zu den Gleichun-

gen derjenigen drei Complex-Cylinder zurückgehen, deren Seiten den drei

Coordinaten-Axen parallel sind. Die Gleichungen dieser Cylinder werden (Ab-

schnitt I. $5 Gl. 32), wenn wir, wie in der vorigen Nummer, die Coordi-

naten-Axen OA, OF, OZ irgend dreien zugeordneten Durchmessern des (om-

plexes parallel nehmen und demnach 4, Z, Y gleich Null-setzen, die fol-

genden:

FE +E2+20y—2Pz=(, |

F&®+D2—2Rr+2Sz=(, } (22)

Ex?+Dyp%+2Ur —2Ty=(. j

Die drei Axen dieser Cylinder werden durch die drei Gleichungen-Paare (18)

dargestellt. Während drei Kanten des Central-Parallelepipeds, AB, CD, EF,

in drei zugeordnete Durchmesser des Complexes fallen, fallen die drei gegen-

überliegenden Kanten desselben, DE, FA, BC, in die Axen derjenigen

dreiCylinder, deren Seiten den drei zugeordneten Durchmessern

parallel sind.

242. Wenn ein Complex zweiten Grades gegeben ist und wir eine Ebenen-
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richtung willkürlich annehmen, so ist jeder Linienrichtung, die dieser Ebenen-
richtung parallel ist, eine zweite solche Linienriehtung zugeordnet. Jeder
gegebenen Ebenenrichtung (jedem Systeme paralleler Ebenen) ist eine einzige
Linienrichtung zugeordnet und gegenseitig jeder gegebenen Linienrichtung
eine einzige Ebenenrichtung. Jeder gegebenen Linienrichtung sind unendlich
viele Paare von Linienrichtungen zugeordnet, welche der der gegebenen
Linienrichtung zugeordneten Ebenenrichtung parallel sind. So gibt es un-
endlich viele Systeme dreier zugeordneter Linienrichtungen, in der Art, dass
jeder gegebenen Linienrichtung einerseits unendlich viele Paare zugeordneter
Linienrichtungen ‚entsprechen, welche der zugeordneten Ebenenrichtung paral-
lel sind, und andererseits die Ebenenrichtung, welche irgend zweien dreier
zugeordneter Linienrichtungen parallel ist, der dritten dieser Richtungen zu-
geordnet ist. Es gibt endlich unendlich viele Systeme dreier zugeordneter
Ebenenrichtungen: sie sind je zweien von drei zugeordneten Linienrichtungen
parallel.

Es gibt einerseits drei zugeordnete Durchmesser des Complexes, welche
die Richtung dreier zugeordneter Linienriehtungen haben, andrerseits drei
Axen von Complex -Cylindern, welche dieselben Richtungen haben, und die
wir ihrerseits als drei eonjugirte Cylinderaxen bezeichnen können. Die
drei zugeordneten Durchmesser und die drei zugeordneten Cylinderaxen bil-
den ein räumliches Sechseck, dessen gegenüberliegende Seiten parallel sind.
Die Seiten desselben sind abwechselnd Durchmesser und Cylinderaxen. Jeder
Durchmesser wird von zwei Cylinderaxen geschnitten, welche derjenigen
Ebenenrichtung parallel sind, die der Richtung des Durchmessers zugeordnetist. Jede Cylinderaxe wird von zwei Durchmessern geschnitten, welche der-Jjenigen Ebenenrichtung parallel sind, die der Richtung der Cylmderaxe zu-geordnet ist.

Einer gegebenen Ebene sind unendlich viele Durchmesser des Complexesund die Axen unendlich vieler Complex -Cylinder parallel. Einerseits bildenJene Durchmesser, andrerseits diese Cylinderaxen eine Linienfläche. Der ge-gebenen Ebene ist ein Durchmesser des Complexes zugeordet, so wie ihr dieAxe eines Complex-Cylinders zugeordnet ist. Jener Durchmesser ist dieserCylinderaxe parallel. Die Axen aller Complex-Cylinder, welche der gegebe-nen Ebene parallel sind, schneiden die zugeordneten Durchmesser, alle Durch-messer des Complexes, welche der Ebene parallel sind, schneiden die zu-geordnete Cylinderaxe,

30*
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245. Es erscheint zweckmässig, die vorstehenden geometrischen Betrach-
tungen durch einige analytische Entwicklungen zu bestätigen und zu ver-
vollständigen.

Die Gesammtheit aller Curven, welche in Ebenen liegen, welche der
Ebene FZ parallel sind und somit eine Aequatorialfläche bilden, wird
(Abschn. I, $2 Nr. 163) durch die folgende Gleichung dargestellt:

Dn? + 2(Lx— S)vw + (Fa —2Rz + Bw
+2(Mx+T)un + 2(K— 02— G)uv + (E® +2Mz+C)e = 0. (23)

Die Ebene der Curve ist durch x bestimmt und dann die Curve in ihrer Ebene

durch die Linien -Coordinaten - und — Wenn die Axe OX die der Ebene

FZ zugeordnete Richtung haben soll, so verschwindet Z und M; wenn sie
mit.dem dieser Ebene zugeordneten Durchmesser des Complexes zusammen-
fallen soll, so müssen auf ihr die Mittelpuncte aller Curven liegen. Diess
fordert, neben:

= U. ME 0;
überdiess noch:

DS 0 08

Dann vereinfacht sich die vorstehende Gleichung folgendergestalt:
Dm+(F22—2Rz+B)v”+2(Kr—02—G)uv+(Er°+2 Ux+0)e —0. (24)

Dieselbe Aequatorialfläche, welche durch die vorstehende Gleichung ver-
mittelst ihrer Breiteneurven dargestellt wird, wird (Abschn. I, 85 dl. 30)
unter Berücksichtigung, dass Z, 7, $ und 7 verschwinden, durch die fol-
gende Gleichung: ‚

(Fr +2Kuv+ Ew)a? + Dvez2
+ 2(AR +0Ow— Uw)z + (Br —2Guv-+ 2, 0 (25)

vermittelst ihrer umschriebenen Complex-Cylinder, deren Axen der Coordi-
naten-Ebene YZ parallel sind, dargestellt. Nachdem wir durch willkürliche

® . . . . .
Annahme von „, die Axenrichtung eines dieser umschriebenen Complex-Cy-

linder bestimmt haben, stellt die letzte Gleichung in XZ die Curvezweiter
Ordnung dar, nach welcher der bezügliche Cylinder diese Coordinaten-Ebene
schneidet. Die mit FZ parallele Axe des Cylinders geht durch den Mittel-
punet dieser Durchschnitts-Curve, welcher auf der Coordinaten-Axe OX liest,
und auf dieser Axe durch den Coordinaten-Werth

Rv?: +Ouv — Uu?

FR RnDrDe (26)
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bestimmtist. Beziehen wir die Coordinaten y und z auf irgend einen Punct
irgend einer mit FZ parallelen Cylinderaxe, so ist

An ae Yy
ee ee are: +7,59)

u z

und wir erhalten

weU02 (27)Fy®— 2Kyz-t Bz2 i
als Gleichung des geometrischen Ortes für die der Ebene FZ paral-
lelen Axen von Complex-Cylindern.

In der letzten Gleichung ist ausgesprochen, dass in jeder durch einen
gegebenen Durchmesser gelegten Ebene eine einzige Cylinderaxe liegt, welche
der dem Durchmesser zugeordneten Ebenenrichtung parallel ist; während in
jeder Ebene, welche diese Richtung hat, zwei auf dem Durchmesser sich
schneidende Cylinderaxen liegen.

244. Es gibt einen andern Weg zur Bestimmung der beiden Cylinder-
axen, die in einer gegebenen Ebene, welche wir hier der Coordinaten- Ebene
YZ parallel genommen haben, enthalten sind. Wenn wir nämlich die Glei-
chung (24) in Beziehung auf x differentiiren, kommt:

(Fz—BR” + (2 K2x— O)uv + (Kr Vu — 0.
Diese Gleichung gibt sofort den eben gefundenen Werth von x in» und «
(26). Die Richtung der beiden Cylinderaxen in der Ebene FZ selbst ist
durch die Wurzeln der folgenden Gleichung gegeben:

Re? + 0w—- Ver —o0.
Ein Complex-Cylinder, dessen Axe in einer gegebenen Ebene liest, hatzu zweien seiner Seiten zwei parallele Tangenten derjenigen Complex-Curve

zweiter Classe, welche in dieser Ebene liegt. Die Axe des Cylinders gehtalso durch den Mittelpunct der Complex -Curvye. Projieiren wir auf die ge-gebene Ebene die Complex-Curve in der ihr parallelen benachbarten Ebenenach derjenigen Richtung, die diesen Ebenen conjugirt ist, so wird auchdiese Projeetion von den beiden Cylinderseiten berührt; mit andern Worten,die beiden unter sich parallelen Ebenen, welche den Cylinder nach diesenSeiten berühren, berühren gleichzeitig die Aequatorialfläche, welche O.X zumDurchmesser hat. Es handelt sich hiernach darum, diejenigen Puncte derComplex-Curve in der gegebenen Ebene zu bestimmen, in welchen die Aequa-torialfläche von solchen Ebenen berührt wird, die dem Durchmesser dieserFläche parallel sind. Der der Aequatorialfläche umschriebene Cylin-der, dessen Seiten dem Durchmesser derselben parallel sind, berührt die
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Fläche nach einer räumlichen Curve, welche von einer Ebene in vier Puncten
geschnitten wird. Sie wird insbesondere von der gegebenen Ebene, welche
eine Breitenebene der Fläche ist, in solchen vier Puneten geschnitten, welche

die Scheitel zweier Durchmesser der Complex-Curve in der gegebenen Ebene

sind. Die beiden, diesen Durchmessern zugeordneten Durchmesser der Com-

plex-Öurve sind die beiden zu construirenden, in der gegebenen Ebene liegen-

den Cylinderaxen. |

245. Wir wollen die Axe OX, welche nach der bisherigen Annahme
mit irgend einem Durchmesser des Complexes zusammenfiel, nunmehr so ver-

schieben, dass sie mit der diesem Durchmesser parallelen Axe eines Complex-

Cylinders zusammenfällt. Die Gleichung desjenigen Cylinders, dessen Axe der

Coordinaten-Axe O.X parallel ist, hat überhaupt zur Gleichung (Nr. 249):

Fy —2Kyz + E2+20y—2Pz+4=(0.

Damit die Axe des Cylinders mit O.X zusammenfalle, erhalten wir die bei-
den Bedingungen:

PD, 00.

Die allgemeine Gleichung der Complex-Curven in Plan-Coordinaten (X),

welche wir an die Spitze der Entwicklungen dieses Paragraphen gestellt

haben, stellt dann insbesondere die in einer beliebigen, durch die Cylinder-

axe gelegten Ebene:

vy+vVz=0,

enthaltene Complex-Curve dar, wenn wir in derselben 7’ und »’ gleich Null
setzen. Unter Berücksichtigung, dass ? und 0 verschwinden, erhalten wir
für diese Curve die Gleichung:

(Zu? +2Kuv + FV2)w — 2(UW2— Ouv— Rv:)tw

— 2(HAu2— Ju v)tv + 2(Huv — Jvtu

+ (CW2 —2GuWV + BV2)t

+ AuW'vw— vu: = 0. . (28)

Der Mittelpunct dieser Curve liegt auf der Coordinaten-Axe O.X, und ist auf

dieser Axe durch den Coordinaten - Werth:

Av+Ouy—Dur
FvV?+2Kuv + Eu? 29)  

bestimmt.
r

. s . . V
Die vorstehende Gleichung (28) stellt, wenn wir in derselben y als ver-

änderlich betrachten, eine Meridianfläche dar, welche die Axe eines Complex-



—'2393 —

Cylinders zu ihrer Doppellinie hat. Sie ist dadurch characterisirt, dass die
Mittelpunete ihrer sämmtlichen Meridiancurven auf der Doppellinie liegen.

246. Nach Vertauschung von‘ = und — werden die beiden Gleichungen

(27) und (29) identisch. Wenn wir daher durch Fr (die Richtung einer Cy-

linderaxe bestimmen, welche der Ebene FZ parallel ist und demnach denjenigen
Durchmesser des Complexes, der mit 0X parallel ist, schneidet, so liegt diese
in einer Ebene, welche die Cylinderaxe OX. in dem durch (29) bestimmten
Puncte schneidet. Diejenige gerade Linie, welche in dieser Ebene liegt und

‚ durch diesen Punct geht und deren Richtung der Richtung der durch 7 be-
stimmten Ebene der Complex-Curve und also auch der Richtung der durch
— bestimmten Cylinderaxeconjugirt ist, ist der gesuchte Durchmesser desu

Complexes.

Um hiernach den fraglichen durch den Mittelpunet der Curve (28) gehen-
den Durchmesser des Complexes zu construiren, bedienen wir uns der Cha-
racteristik der Fläche. Wir wollen die bisher unbestimmt gebliebenen Rich-
tungen der beiden Coordinaten-Axen OF und OZ, der Einfachheit wegen,
mit irgend zwei zugeordneten Durchmessern der Durchschnitts-Curve der Cha-
racteristik mit der Coordinaten-Ebene FZ zusammenfallen lassen. Dann
verschwindet A aus der Gleichung des Complexes, und die Gleichung dieser
Durchschnitts-Curve wird: r

F® + Ew + km = 0,

Zur Bestimmung der Richtung, welche der Richtung 2 zugeordnet ist, die

wir durch — bezeichnen wollen, erhalten wir die Gleichung:

v v E
k

" Wenn wir vermittelst dieser Gleichung in (29) Fr statt 7 einführen, kommt:
F?VV2 + EFOuv — E2Ru: 5BEEDE F (8)

Wenn wir endlich y und z auf irgend einen Punct des fraglichen mit FZparallelen Durchmessers des Complexes beziehen, erhalten wir:
BO Yy
=,

u z

=  
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und hiernach

—FtÜy?+EROyz + BIRz 5ee a
Diese Gleichung stellt, wenn wir x, y, z als veränderlich betrachten, den
geometrischen Ort für diejenigen Durchmesser des gegebenen
Complexes dar, welche der Ebene FZ parallel sind.

=  

Sie sagt aus, dass in jeder durch die Axe eines gegebenen Complex-
Cylinders gelegten Ebene ein einziger Durchmesser des Complexes liegt, wel-
cher der der Cylinderaxe zugeordneten Ebenenrichtung parallel ist, während
in jeder Ebene von dieser Richtung zwei Durchmesser liegen, welche auf der
Axe des gegebenen Cylinders sich schneiden.

Eine beliebige Ebene AFFEG@A
schneidet den Durchmesser AB des Com-
plexes und die Axe DE des Complex-Cylin-
ders, deren Richtung ihr zugeordnet ist,
in zwei Puncten A und E. In dieser Ebene
liegen zwei Cylinderaxen AF und AF’, die
den Durchmesser AB inA, und zwei Com-
plex-Durchmesser EF und EF’, welche die
Cylinderaxe DE in E schneiden. Die Rich-
tungen der beiden Durchmesser in dieser
Ebene sind bezüglich den Richtungen der
beiden Cylinderaxen in derselben conjugirt.

Figur 13. Die Ebene gehört gleichzeitig zweien Cen-
tral-Parallelepipeden an, welche zwei gegen-

überliegende Kanten, die in den Durchmesser AB und die ihm parallele
Cylinderaxe DE fallen, gemein haben. Die gegenüberliegenden Seitenflächen
des Parallelepipeds fallen in dieselbe Ebene BC’CDHHB. Die beiden in
dieser zweiten Ebene liegenden Durchmesser des Complexes, CD und mE
sind die den beiden Cylinderaxen in der ersten Ebene, so wie die beiden -
Cylinderaxen in der zweiten, BC und BC’, die den beiden Durchmessern in
der ersten Ebene gegenüberliegenden Kanten der beiden Parallelepipede. Der
gemeinsame Mittelpunct der beiden Central- Parallelepipede liegt in einer
Ebene, welche parallel mit den beiden gegenüberliegenden Seitenflächen , die
wir ihrerseits, wie bisher, der Coordinaten-Ebene FZ parallel nehmen wol-
len, in der Mitte zwischen beiden hindurchgeht. Sie halbirt also den Abstand
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eines Durchmessers und einer Cylinderaxe des Complexes, welche unter sich
und mit FZ parallel sind. Dadurch, dass wir, parallel mit FZ, die ge-
meinschaftliche Richtung beider von vorneherein annehmen, sind die beiden
gegenüberliegenden Seitenflächen eines Parallelepipeds in lingarer Weise be-
stimmt.

Wenn wir die Gleichung (27), wie die Gleichung (32), auf ‚Coordi-
naten-Axen OF und OZ beziehen, welche zweien zugeordneten Durchmessern
des Complexes oder, was dasselbe heisst, zweien zugeordneten Cylinderaxen
desselben parallel sind, so verschwindet auch aus ihr X und es kommt:

Er RUEU: aem 83)
Unter der Voraussetzung, dass > in der vorstehenden Gleichung (33) und

der Gleichung (32) derselbe Werth beigelegt werde, bedeutet ® in den beiden
Gleichungen die Abstände einer Cylinderaxe des Complexes und eines Durch-

messers desselben, deren Richtung dieselbe und durch Z gegeben ist, von

der Coordinaten-Ebene FZ. Die halbe Summe dieser Abstände, welche wir
durch 2° bezeichnen wollen, gibt also den Abstand des Mittelpunctes des be-
züglichen Central-Parallelepipeds von derselben Coordinaten- Ebene. Wenn
wir die fraglichen Gleichungen (32) und (33) addiren, so kommt in Ueber-
einstimmung mit (21):

BU. can ee
Der Werth von x ist unabhängig von dem beliebig angenommenen Werth
von z. Ueberdiess liegen die Mittelpunete aller Central-Parallelepipede, deren
gegenüberliegende Kanten in den FZ zugeordneten Durchmesser und die die-
ser Ebene zugeordneten Cylinderaxen fallen, auf der Mittellinie zwischen die-
ser Cylinderaxe und jenem Durchmesser. Wir ziehen hieraus den Schluss,
dass alle Central-Parallelepipede, deren eine Kante in einen gegebenen Durch-
messer des Complexes und deren gegenüberliegende Kante demnach in die
dem Durchmesser parallele Cylinderaxe fällt, einen gemeinschaftlichen
Mittelpunct haben.

Der vorstehende Satz gibt uns unmittelbar neue Reihen von Central-
Parallelepipeden, welche unter sich und mit den Parallelepipeden der ersten
Reihe denselben Punct zum Mittelpunete haben. Wir brauchen bloss zuPlücker, Geometrie.

Sl
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diesem Ende an die Stelle des gegebenen Durchmessers irgend einen neuen
zu setzen, der demselben zugeordnet ist, und, so fortfahrend, den Jedesmaliger
neuen durch irgend einen ihm zugeordneten zu ersetzen. Einem gegebenen
Durchmesser der Characteristik des Complexes ist aber jeder Durchmesser,
welcher in der gegebenen zugeordneten Diametralebene liegt, zugeordnet.
Zwei gegebene Durchmesser haben also beide denjenigen zum zugeordneten
Durchmesser, nach welchem die beiden Diametralebenen, welche den beiden
gegebenen Durchmessern zugeordnet sind, sich schneiden. So können wir
also auch von jedem gegebenen Durchmesser eines Complexes zu jedem zwei-
ten gegebenen Durchmesser desselben in der Art übergehen, dass wir an die
Stelle des ersten gegebenen Durchmessers zunächst einen demselben zugeord-
neten dritten Durchmesser setzen und dann, an die Stelle dieses dritten,
den zweiten gegebenen, der seinerseits diesem zugeordnet ist. Wir gelangen
somit zu dem folgenden Satze:

Alle Central-Parallelepipede eines gegebenen Complexes
haben denselben Punct zu ihrem Mittelpuncte.

Den gemeinschaftlichen Mittelpunct aller Central-Parallelepipede wollen
wir den Mittelpunct des Complexes, jede Ebene, welche durch den-
selben geht, eine Centralebene, jede durch ihn gehende gerade Linie eine
Centrallinie desselben nennen.

Ein Complex des zweiten Grades hat im Allgemeinen einen
Mittelpunct.

Eine Ebene, welche parallel mit irgend zweien zugeordneten
Durchmessern oder mit irgend zweien zugeordneten Cylinder-
axen eines Complexes in der Mitte zwischen denselben hindurch-
geht, ist eine Centralebene des Complexes.

Jedem Durchmesser eines Complexes ist die Axe eines Cylin-
ders desselben parallel: die Mittellinie zwischen beiden ist eine
Centrallinie des Complexes.

247. Wenn wir für 7Z eine Centralebene des Complexes und für die
Axe 9.X einmal den ihr zugeordneten Durchmesser, das andere Mal die ihr
zugeordnete Cylinderaxe nehmen, so werden die beiden Linienflächen, von
welchen die eine alle durch den zugeordneten Durchmesser gehenden, mit 7Z
parallelen Oylinderaxen, die andere alle durch die zugeordnete Cylinderaxe
gehenden, mit FZ parallelen Durchmesser des Complexes enthält, durch
folgende beide Gleichungen dargestellt:



Ry: — Oyz — U?

Bes!

MRNe
Ey: + Ez?

Wenn wir die beiden Linienflächen und mit ihnen zugleich die bezügliche
Coordinaten-Axe O.X parallel mit sich selbst und mit der Centralebene ver-
schieben, ändern sich ihre beiden Gleichungen nicht. Wenn, nach der Ver-
schiebung, der conjugirte Durchmesser mit der conjugirten Cylinderaxe zu-
sammenfällt, stellen die vorstehenden Gleichungen die beiden Flächen, auf
dasselbe Coordinaten-System bezogen, dar. In ihnen ist dann die geometri-
sche Beziehung derselben zu einander unmittelbar ausgesprochen.

Wir können hierbei immer voraussetzen, dass in F/Z die beiden Coor-
dinaten-Axen OF und OZ, welche irgend zweien zugeordneten Durchmessern
«les Complexes parallel sind, auf einander senkrecht stehen. Wenn wir ins-
besondere für die gegebene Centralebene einen der drei Hauptschnitte des
Complexes, die durch den Mittelpunct desselben gehen, nehmen, so steht
auch OX auf OF und OZ senkrecht. Dann ist, wenn wir die Centalebene
als spiegelnde Ebene betrachten, eine der beiden Linienflächen, nach schick-
licher gegenseitiger Verschiebung derselben, das Spiegelbild der andern.

248. Wenn wir den Mittelpunct des Complexes zum Anfangspuncte der
Voordinaten nehmen und durch denselben die drei Coordinaten-Axen parallel
mit irgend dreien zugeordneten Durchmessern und Cylinderaxen legen, so
wird die Gleichung des Complexes, indem wir K, L, M gleich Null setzen:

A721 Ds 61 De: +Eo+ Fr

+26s+2Hr +2Jrs

—2Nro+20so
Bro + 2077 Ren — 2856 — 275 1 2Ug = 0, (35)

wobei die folgenden drei Bedingungs-Gleichungen (Nr. 240) erfüllt sind:

v=

R U 0 1 D Ss ia u Er N
aus welchen die folgende sich ableitet:

PRT = OSU. (36a)Dann bestimmen die drei Coordinaten-Paare:
RT. 0 S D
ed awen ee
Bun a N 37= SE r> _ 7 a | ( )
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die Lage der drei zugeordneten Durchmesser, und dieselben drei Coordinaten-

Paare, mit entgegengesetztem Vorzeichen genommen, die. Lage der drei zu-

geordneten Cylinderaxen.

Die Coordinaten-Axen werden rechtwinklige, wenn wir sie den drei

Axen des Complexes parallel nehmen. Dann ist auch das durch diese be-

stimmte Central-Parallelepiped ein rechtwinkliges. Die Quadratlänge der

Hälfte seiner vier Diagonalen ist:

ee
Unter diesen vier Diagonalen ist eine ausgezeichnete, welche keine der drei
Axen des Complexes und keine der drei zu denselben parallelen Cylinderaxen

schneidet. Wenn wir die Winkel, welche dieselbe mit den drei Coordinaten-

Axen OX, OY, 0Z bildet, durch «, ß, y bezeichnen, ist:

ae (39)

Der achte Theil des Inhaltes des Centralparallelepipeds ist:
PR? wO8® M
DER (40)

249. Nachdem wir die sechs Constanten der Lage in Abrechnung ge-

bracht haben, beträgt die Anzahl der Constanten des Complexes nur noch

dreizehn, die sich, wenn wir die Bedingungs-Gleichungen (36) berücksich-

tigen, in der Gleichung (35) wiederfinden. Die einzige Bedingung, die

befriedigt werden muss, wenn. wir der Gleichung des Complexes die

vorstehende Form geben wollen, besteht darin, dass keine der drei Con-
stanten D, Z, F gleichzeitig mit A, Z und M verschwindet. Dann kön-
nen wir, unter der Voraussetzung rechtwinkliger Coordinaten-Axen,

im Allgemeinen in einziger Weise den Complex durch die Gleichung (35)

darstellen.

Die besonderen Fälle, dass eine oder mehrere der drei Constanten D,

E, F gleichzeitig mit A, Z, M verschwinden, werden wir später ($ 3) be-

handeln.


