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wird von den Polarebenen derselben geraden Linie in Beziehung
auf alle umhiullenden Complex-Kegel.

179. Durch jede die Axe OX schneidende gerade Linie lassen sich an
die Complex-Fliche vier Tangential-Ebenen legen, von welchen zwei durch
diese Axe gehen. Diese Axe ist also eine Doppelaxe der Meridian-
flache. Von einem beliehigen Puncte aus lisst sich an die Flache ein Kegel
vierter Classe legen, der eine durch 0.X gehende Doppelebene hat. Wenn
inshesondere der Punct auf der Doppelaxe der Complex-Fliche angenommen
wird, so wird dieselbe auch eine Doppellinie des Berihrungskegels vierter
Classe, das heisst eine durch den Mittelpunct desselben gehende gerade Linie,
welche von unendlich vielen Tangential-Ebenen umhillt wird. Dadurch redu-
cirt sich der Kegel auf die zweite Classe, indem er ein Complex-Kegel wird.

Wenn wir die in diesem und dem vorhergehenden Paragraphen erhalte-
nen Resultate in Verbindung bringen, so gelangen wir zu der Folgerung,
dass die Coordinaten- Axe 0AX zugleich ein Doppelstrahl und eine Doppelaxe
derselben Meridianfliche ist. Wir konnen also von der Doppellinie
der Meridianflache sprechen und dieselbe einmal als Doppel-
strahl, das andere Mal als Doppelaxe auffassen. :

§ 5.
Aequatorialfiichen, von Cylinderflichen des Complexes umhiillt, deren Seiten einer
festen Ebene parallel sind.

180. In die Reihe der Complex-Kegel, welche eine Meridianfliche um-
hillen, gehort ein Cylinder, dessen Mittelpunct auf der Doppellinie derselben
unendlich weit liegt. Es gibt unendlich viele solcher Cylinderflichen. Jeder
gegebenen Richtung sind die Seiten eines solchen Cylinders so wie die Axe
desselben parallel. Es ist augenscheinlich, dass nicht irgend zwei Cylinder
eine gemeinsame Seite haben, dass alle Seiten aller Cylinder den Inbegriff
aller Linien des Complexes bilden. Wir kénnen die Cylinder zu Gruppen
von je unendlich vielen zusammennehmen, deren Axen einer gegebenen Ebene
parallel sind. Dann umhillen solche Cylinder eine Fliche. Zur leichtern
Uebersicht eines Complexes konnen wir also auch die unendlich vielen (oc?)
Linien desselben zu unendlich vielen (s0?) Gruppen verbinden, deren jede aus
den Seiten eines Cylinders besteht, und wiederum statt der unendlich vielen
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() Cylinder unendlich viele (c0) Flichen, deren jede von unendlich vielen
(o) solchen Cylindern umbhitillt wird, einfithren.

Diejenige Fliche, welche von den unendlich vielen Complex-Cylindern
umhiillt wird, deren Axen einer gegebenen Ebene parallel sind, ist keine
andere, als diejenige Aequatorialfliche, die von Complex-Curven in Ebenen,
welche der gegebenen parallel sind, gebildet wird. Die Aequatorialfliche ist
als eine der vorhin betrachteten Complex-Fliachen anzusehen, deren Doppel-
linie unendlich weit liegt und deren Polare ihr Durchmesser ist.

181. Um durch eine einzige Gleichung den Inbegriff aller Complex-Cy-
linder darzustellen, brauchen wir bloss in der Gleichung (19) des vorigen
Paragraphen a’, »/, 2 unendlich gross zu nehmen. Dann erhalten wir die
folgende, in Beziehung auf diese Grossen homogene Gleichung:

[Fa?—2La'2 + D2?ly*—2[ Ka*—La'y' — Ma'z + Dy 2 lyz + [ Ea"*—2 Mo’y + Dy'?]z2
+2[02°+ By —No'2—Sy' 2’ T2y —2 [ Po'*— (N—O)a'y — Sy + Ux' 2 +Ty'7]z
+[A22 4200’y + By?+ 2Ha'Z + 26y 2+ C2'?] = 0. (24)

Wenn wir, unter Annahme rechtwinkliger Coordinaten-Axen, die Winkel,
welche die jedesmalige Richtung der Axe des Cylinders mit den drei Coordi-
naten-Axen hildet, durch «, $, y bezeichnen, so ist:

Ze i o —HCOR I COR B COs
wir kénnen demnach cos «, cos §, cos p an die Stelle von 2/, y, z in die
letzte Gleichung einfilhren. Nachdem diese drei Cosinus bestimmt worden
sind, stellt dann die vorstehende Gleichung diejenige Curve zweiter Ordnung
dar, in welcher der beziigliche Cylinder die Coordinaten-Ebene ¥ Z schneidet.
Wenn wir die drei Cosinus cos @, cos f, cos y, zwischen welchen die be-
kannte Relation besteht:

COSB Gl RCOSEI T Gos2 o =1
ebenfalls als veriinderlich ansehen, so kénnen wir dieselbe Gleichung
(24), welche jetzt die folgende Form angenommen hat:

[Fcost «—2 L cos e cos y — D cos? ply?
— 2[A cos® e — L cos & cos f— M cos « cos y + D cos f cos yyz
+ [£ cos? « — 2 M cos e cos B+ D cos? ] z2
+ 2[0 cos® e+ R cos & cos f— N cos « cos y — 8 cos B cos y — 7' cos? 71y
— 2[Pcos? « — (N—0) cos e cos f— 8 cos* f + U cos & cos y — 7' cos f cos 7]z
~[4cos? e+-2Jcos e.cos f+ Beos® f4- 2 Heos ecos y+26cos f cos p+- Ceos? y]=0, (25)

auch als die Gleichung des Complexes selbst ansehen. In ihr kom-
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men simmtliche Constante der allgemeinen Complex-Gleichung vor. Die
hier auftretenden Grossen:
cos f3 CoS y

ity cos e’ COS o
vertreten bei dieser Darstellung des Complexes die Verénderlichen 7, s, o, ¢
der Gleichung (I) oder p, ¢, , » der Gléichung (111).

182. Setzen wir voraus, dass die Axen aller Cylinder einer gegebenen
Ebene, fiir welche wir die Ebene .XZ nehmen wollen, parallel sind, so ver-
schwindet 5 gegen 2’ und 2z, oder cos ¢ wird gleich Null. Die vorstehende
allgemeine Gleichung (24) geht alsdann in die folgende tiber: :

[Fa? 2Lz D2l — Sl — Mel|x gz -1 B o
4+ 2[0a*—Na'2—T2y—2[P2'+ Uz 2"z 4 [A274-2 Ha'z'4-€2"7] = 0. (26)

Zum Behuf der Uebereinstimmung mit den Entwickelungen des zweiten
Paragraphen wollen wir, unter Bertcksichtigung der Vertauschungsregeln
des ersten Paragraphen, die heiden Axen 0. und OF mit einander ver-
tauschen. Dann finden wir:

[Fy:—2Ky'2 + Ez?a* — 2[Ly — M2y - vz Dy'? - 22
— 2[Ry2—O0y'7 —Uz?x + 2[Sy + TNy -2+ [By? 426y 2’4 C2"%] = 0. (27)
Diese Gleichung stellt den Inbegriff der Cylinder dar, deren Axen der Ebene
¥ Z parallel sind, oder, was dasselbe heisst, die Aequatorialflache,
welche von diesen Cylindern umbhiillt wird.

Die letzte Gleichung geht, wenn wir durch z? dividiren und nach der
Division: :

Y COS « .
/:' g tans
setzen, in die folgende tiber:
[F tang?y—2 K tangy + E]a*—2[L tangy — M| tangy - xz + Dtang?y - 2*
— 2[R tang?y — O tang y — Ulx + 2[Stang y + J] tang y - z
+ [B tang? y + 26 tang y + C] = 0. (28)

Wir wollen schliesslich, statt der bisher betrachteten Durchschnittscurve
mit XZ, die Durchschnitts-Curve des Cylinders mit derjenigen Ebene bestim-
men, welche auf der Axe des Cylinders senkrecht steht. Zu diesem Ende
vertauschen wir in der vorstehenden Gleichung, wihrend « ungeiindert bleibt,

z mit z-cos . Dann kommt, wenn wir mit cos?® y multipliciren:
[Fsiny —2 Ksiny cosy + Ecos?yla?—2[Lsiny — Mcosylsiny - vz + Dsin?y-2*
— 2[R sin2y — Osiny cosy — Ucos?y]a + 2[Ssin y + Tcosy]siny - 2
+ [Bsin?p + 26 sin y cos y + Ceos? ] = 0. : 29
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183. Um die Gleichung der Aequatorialfliche in Plan-Coordinaten zu
erhalten, fiihren wir zunichst in die Gleichung (28) vermittelst der Gleichung :

v
tang y — it

. . - v u . .
den Quotienten der heiden Coordinaten w tnd - einer Tangential- Ebene

des Cylinders ein, die auch eine Tangential-Ebene der Aequatorialfliche ist.
Die Gleichung (28) verwandelt sich hiernach in die folgende, wenn wir zu-
gleich mit »* multipliciren: :
[Fo?+2Kuv+ Ew]ar — 2[Lov+ Mulv-22 4+ Do?. 22

— 2[R* 4 Ouv— Uwla+ 2(Sv—Tuwv -z + [Be—2Guv+ Cwf] = 0. (30)

Die Gleichung (28) stellt fiir einen gegebenen Werth von 7 die Durch-
schnittscurve des beziiglichen Cylinders mit der Coordinaten-Ebene X2 in
Punct-Coordinaten « und z dar. Wir wollen, statt dieser Coordinaten, die

- . i i . 4 w
Coordinaten der Tangenten der Curve einfithren und fir dieselben =< vl i

nehmen. Diese beiden Coordinaten der Tangente an die Durchschnittscurve
sind aber zugleich zwei Coordinaten der Tangential- Ebene des Cylinders und
der Aequatorialfitiche, deren dritte Coordinate 71: ist. Auf diese Weise fin-
den wir fiir die Gleichung der Aequatorialflache in Plan-Coordi-
naten, nach Division durch »?:
(Lo~ Mu)p? — D(Fo2+ 2 Kuv + )| w?
+ 2[(Sv—Tw) (Fv? + 2 Kuv -+ Lw?) — (Lv+ Mu) (R 4+ Oup — Uw)w
+ (B + Ouv— U2y — (Fo> + 2 Kuv Ew?) (Bv2—2Guv + Cu)]
—2[D(Bv+ Ouvo— Uw?) — (Lo - Mu) (Sv—Tu)]tw
— 2[(Lo+ Mu) (Bv>—2Guv+ Cu?) — (So—Tu) (Rv2 4+ Oup— Uu?)]¢
+ [(Sv—Twp — D(Bv>—2Guv + Cwd)] 2 = 0. (31)

Die Aequatorialflachen sind also, wie die Meridi ‘

zugleich von der vierten Ordnung und der vierten Classe, Die in
- ¥'Z unendlich weit liegende Doppelaxe der Fliche ist in der vorstehenden

Gleichung dadurch angezeigt, dass » und » in keiner niedeven Potenz vor-
kommen, als der zweiten. Die unendlich weit liegende Doppelaxe der Aequa-
torialfliiche ist nach dem zweiten Paragraphen zugleich ein Doppelstrahl der-
selben. Wir kénnen also sagen, dass die Aequatorialfiiichen eine unendlich
weit liegende Doppellinie haben. '

184. Die Polarebene der in ¥Z unendlich weit liegenden Doppellinie

anfliachen,
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in Beziehung auf einen beliebigen Complex-Cylinder, der die Ebene X'Z nach
der Curve (28) schneidet, geht durch denjenigen Durchmesser der Durch-
schnittscurve, welche der Richtung der Coordinaten-Axe 0Z zugeordnet ist.
Fir die Gleichung dieses Durchmessers erhalten wir, indem wir die Glei-
chung (28) nach z differentiiren:
— (Ltang y— M)z + Dtangy -2z + (Stangy+7) — 0
und hieraus fir die Gleichung der Polarebene:
— (Ltangy— M)x — Dy + Dtangy-z + (Stangy + 7) = 0.

Diese Gleichung wird inshesondere, unabhiingig von tang y, befriedigt, wenn
zugleich :

Dz— La + 85=0,

Dy — Mz —171 = 0.
Also schneiden sich die Polarebenen der in FZ unendlich weit liegenden
geraden Linie in Beziehung auf alle Complex -Cylinder, deren Axen dieser
Ebene parallel sind, in einer festen geraden Linie, die durch die vorstehen-
den beiden Gleichungen dargestellt wird. ;

Diese beiden Gleichungen sind aber dieselben, welche wir frither (Nr. 164.)
gur Bestimmung des Durchmessers der Aequatorialfliche erhalten haben.

Der Durchmesser einer Aequatorialfliche steht also zu der-
selben in der doppelten Beziehung, dass er einmal der geome-
trische Ort ist fir die Mittelpuncte der Breiten-Curven, welche
die Flache erzeugen, andererseits dass er umhillt wird von den
Polarebenen derjenigen geraden Linie, welche in den Ebenen
der Breiten-Curven unendlich weit liegt, in Beziehung auf die
umhillenden Complex-Cylinder. :

185. Die folgenden drei Gleichungen stellen in V'Z, XZ, XF die Basen
derjenigen drei Complex-Cylinder dar, deren Axen beziiglich den drei Coor-
dinaten-Axen 0X, OV, 02 parallel sind:

By 2liye + Bl 20y~ 2 Prande— 105

Fa2— 2Laz + Dz? 98Tz == Ry L IBE—— ()Y (82)

Ear— 2May+ Dy + 2Ux — 2Ty + € = 0. J
Die zweite dieser Gleichungen .ergibt sich unmittelbar aus der Gleichung (30),
wenn wir in dieser Gleichung U gleich Null setzen, und dann ergeben sich
nach den Vertauschungsregeln der 155. Nummer die beiden itbrigen.



