Die Complexe des zweiten Grades.

Abschnitt I.

Zwiefache analytische Darstellung eines Complexes des zweiten Grades. Complex-

Curven zweiter Classe, von Linien des Complexes umhiillt; Complex - Kegel

zweiter Ordnung, von Linien desselben beschrieben. Complex - Fliichen vierter

Ordnung und Classe, einerseits von Complex - Curven beschrieben , andererseits
von Complex-Kegeln umhiillt.

§ 1.

Die allgemeine Gleichung der Linien-Complexe des zweiten Grades in Strahlen-
und Axen-Coordinaten.

149. Von den vier Strahlen-Coordinaten :
ZSTR0 0
bedeuten » und s die trigonometrischen Tangenten derjenigen Winkel, welche
die beiden Projectionen des Strahles in den Coordinaten-Ebenen XZ und V2
mit der Coordinaten-Axe 0Z bilden, o und o die Segmente, welche diese
beiden Projectionen von den Coordinaten-Axen OX wund O F abschneiden.
Daraus ist die funfte Strahlen-Coordinate:
=170 50
abgeleitet.
Die allgemeine Gleichung des zweiten Grades zwischen den finf Coor-
dinaten sei die folgende:
A7t 4+ Bs? 4 C 4 De2 + Fo® 1 L2
+26s + 2Hr 4 2Jrs + 2Kon — 2 Loy — 2 Moo
— 2Nre + 20sg
+2Pro+ 207y + 2Rsy — 2856 — 2T 2Ug — 0.9 (T

*) Dieselben Riicksichten, die uns bestimmten, in der allgemeinen Gleichung der Complexe
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Diese Gleichung enthilt neunzehn von einander unabhéngige Constante.
Es ist unnothig, ein letztes Glied + 2 V9 hinzuzufiigen: das wiirde darauf
hinauskommen, die absoluten Werthe der Constanten & und 0 um V' zu ver-
mindern. Durch Einftihrung eines solchen iiberzihligen Gliedes wiirde die
Symmetrie im Allgemeinen zwar gewinnen; allein es ist nicht réthlich, bei
speciellen Untersuchungen ein derartiges Glied beizubehalten, um so weniger,
als wir es eintretenden Falles ohne Weiteres hinzuftigen kénnen.

150. Von dieser allgemeinen Gleichung koénnen wir sogleich zu der
folgenden tibergehen, in welcher 2/, 3, 2 und 2, y, z als die Coordinaten
irgend zweier Puncte einer Linie des Complexes auftreten:*)

Al i Blgpi—gObeich by oGt

Dy isyizr o B resang Bl a il Wia st )
4 26(y—y) c—2) + 2H(@z—2) ¢—7) + 2T (@—2) 4—)

+ 2K(xy —2'y) (&' z—a2) + 2 L(xy' —2'y) (yZ —y 2) + 2 M(3'z—272) (y2'—y'2)

+ 2N@—2) (W7 —¥y2) + 20(@y—y) (@'z—22)

+ 2P —2) (@z—22) + 20(@—2) (vy —=2'y)

+ 2R(y—y) (ay —2"y) + 28 (4 —¥) (yZ'—¥'2)

+ 27 (z—2) W2’ —¥y2) + 20 (z—2) (@ z—a)y = 0.7) (1)
Diese allgemeine Complex-Gleichung wird, indem wir 2/, 7, z* als die Coor-
dinaten irgend eines festen Punctes betrachten und demmach constant neh-
men, wihrend wir @, y, z verinderlich lassen, die Gleichung einer Kegel-
flache zweiter Ordnung. Diese Kegelfliche hat den festen Punct
zu ihrem Mittelpuncte, und ihre Seiten sind diejenigen Linien
des Complexes, welche durch den festen Punct gehen.

151. Von den vier Axen-Coordinaten:
Do, =

bedeuten die beiden letzten x und x, reciprok und negativ genommen, das

ersten Grades zwischen fiinf Strahlen- oder Axen-Coordinaten beziiglich die Coefficienten von ¢ und =
mit negativen Vorzeichen zu nehmen (vergleiche die Note zur 26. Nummer), veranlassen uns, in den
entsprechenden Gleichungen der Complexe zweiten Grades dasselbe zu thun.

#) Einleitende Betrachtungen Nr. 2.

##) Den beiden Gliedern:

oN(w—2) (y7 —y'2) +20@—y) (@' z—a7)
wiirde sich das tiberzihlige Glied:
2V = 2V (z—7) (xy —a'y)
anschliessen. Dann aber liessen sich die drei Glieder in die folgenden beiden:
2(N—¥) (e—a) (g7 —¥ 2) + 2(0—7) (y—y) @ z—a2)

zusammenziehen.
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2 und y derjenigen beiden Puncte, in welchen die beztigliche gerade Linie
die Ebene XZ und ¥ Z schneidet. Verbindet man diese beiden Puncte mit
dem Anfangspuncte der Coordinaten durch gerade Linien, so bilden diese
Linien in den Coordinaten-Ebenen XZ und ¥ Z mit der Axe 0 Z zwei Winkel,
deren trigonometrische Tangenten, reciprok und negativ genommen, p und ¢
sind. Daraus ist die finfte Coordinate:
i == —igT

abgeleitet.

Die Gleichung desselben Complexes zweiten Grades, den wir oben
durch die Gleichung (I) in Strahlen-Coordinaten dargestellt haben, wird unter
Anwendung der Axen-Coordinaten die folgende:

Dp+E¢+ F+ Ax? + Br2 - (o2
+ 2K~ 2Ly + 2Myy - R — I Hwn — 2Jxx
—2Npx 4 20¢x
—I—QS/):T—{—2Tpco—|—2Ugm—2pgz—2Q%—|—237r=O.*) (IIT)

152. Von dieser allgemeinen Gleichung konnen wir sogleich zu derjeni-
gen ibergehen, in welcher 7, «, ¢’ und ¢, u, v als die Coordinaten irgend
zweier Ebenen, welche in der beziiglichen Linie sich schneiden, auftreten:

D —1P b LB ) -+ Lv—0)2
+ A@v' —uvpr + B{fv— w)eE 4 O — t"u)?
+ 2Eu—u)(e—v) + 2L({—8) (v— V) + 2M(— 1) (u—u)

+ 26G(d —tu) ('v—0) 2H(td — 1t w) (uv’ — ' v) + 2J(C v —10) (wv’ — o/ v)

+ 2N — ) (w' —uw'v) + 2 O0(@w—u) ({'v—1v)

+28(F—2) Co—) L 27 (t—2) (td — 1 w)

ain 200 (W) (b — ), = 2 Pu—u) (uv' —u'v)

+ 20@—v) (wv' —u'v) + 2R —v) o—tv) — o) = (1Y)

Die Gleichung (IV), welche die allgemeine Gleichung der Complexe des
zweiten Grades ist, stellt, wenn wir ¢, ¥, v auf eine beliebige feste Ebene
beziehen und, dem entsprechend, als constant betrachten, eine Curve
zweiter Classe dar, welche in der festen Ebene von den in der-
selben liegenden Linien des Complexes umhullt wird.

153. Die Vertauschungen von

*) Einleit. Betr, Nr. 5.
##) Einleit. Betr. Nr. 3.
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rpasyldiys = 630
und
e e T ]
so wie die entsprechenden Vertauschungen von:
@—a), W—y), —2), Wd—y7), @Wz—27), @y —ay)
und
(wv' —u'v), ((v—00), ((W—t'w), (—), w—u), (©—7),
welche wir machen mitissen, um beziiglich die Gleichungen (I) und (III) und
die (eichungen (IlI) und (IV) aus einander abzuleiten, kommen darauf hin-
aus, einerseits:

e

und

g, T
andererseits:

T, s Tl
und

A T L RO
s0 wie beides Mal:
A B0, G H T, L2l R
und
ST UGR L2, SR
gegenseitig mit einander zu vertauschen.

154. Die Gleichung (I) wird erst dann symmetrisch, wenn wir sie durch
Einfithring einer sechsten Veréinderlichen, wie diess bereits (Einl. Betr. Nr. 6.)
angedeutet ist, homogen machen. Ist % die neue Vertinderliche, und behalten
wir tiberdiess die tiberzihlige Constante V bei, so geht (I) tiber in:

Ar: + Bs? 4+ Ch2 + Do* + Eo? + I'y?
+ 2Gsh +2Hrh + 2Jrs + 2Kon —2Loy — 2Moc
—2Nre 4+ 20s9 + 2Vhy
4+ 2Pro+ 20ry+ 2Rsy + 28s6 — 27Tho + 2Uho = 0.7%) W)

#) Die Einfiilhrung von ~ kommt darauf hinaus, die beiden ersten der drei Projectionen der
geraden Linie (r, o, s, 6):

xz=rz+to, y = sz+a0, ry=sx—+n
durch die folgenden beiden zu ersetzen:
hx =rz-to, hy = sz+o.

Hiernach kénnen wir die gerade Linie in symmetrischer Weise durch die beiden Gleichungen je zweier
ihrer drei Projectionen darstellen, durch die letzten heiden, wie durch die folgenden:
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155. Einer Vertauschung der drei Coordinaten- Axen unter einander ent-
spricht eine Vertauschung der Constanten in der allgemeinen Gleichung der
Complexe zweiten Grades. Wir wollen dabei die Gleichung (IT) zu Grunde
legen, der Symmetrie wegen aber das Glied: '

2V'(z—2) (2 —2'y)
hinzufiigen, indem wir ¥ und 0 mit & und ¢ vertauschen und
=N, = ]

setzen. Wenn wir alsdann erstens die beiden Coordinaten-Axen 0.X und
OF mit einander vertauschen, so vertauschen sich gegenseitig (z —2’) und
(y—¥'), withrend (z—2’) unverindert bleibt, sowie (2'z—a2) und —(y—y'2),
withrend (vy —ay) sein Zeichen wechselt. Hiernach werden von der Ver-
tauschung in keiner Weise herithrt die Coefficienten :

G s,
withrend beziiglich
4, D, 6 K

und
B b T

ohne Zeichenénderung, mit gleichzeitigem Zeichenwechsel
N U BT

und
0580 1]

sich gegenseitig vertauschen und V7’ sein Zeichen andert,
In der Gleichung (V) vertauschen sich hiernach gegenseitig :
7 und o
beztiglich mit
s und o,
withrend 5 sein Zeichen wechselt.
Vertauschen wir zweitens die beiden Axen 0.Y und 07
so vertauschen sich in (II) die Ausdriicke (z—2) und (z
(¥ —¥') ungetindert bleibt

mit einander,
—2'), wihrend
, ebenso (yz'—y'z) und — (*y"—2a’y), wihrend

sx=ry—mg, sz = hy—o,
und die folgenden:
ry=sx-4ng, rz=hax—p,
wobei die Bedingungs - Gleichung erfiillt wird: ;
r6—s0 = hn.

Es ist wohl kaum nothwendig, zu bemerken, dass, wenn wir (z—2) fiir A schreiben, die Gleichung
(V) in die Gleichung (II) iibergeht.

Pliicker, Geomelrie,

20
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(¥'z—uaz’) sein Zeichen dndert. Dem entsprechend vertauschen sich in (V)
7 und o
mib
h und —9,
withrend ¢ sein Zeichen wechselt. Von der Vertauschung werden hiernach
nicht bertihrt die Coefficienten:

B HeE
withrend sich die Coefficienten
' A B, 6, K
beziiglich mit
(B S B

ohne Zeichenwechsel, mit gleichzeitiger Zeicheninderung:
WP e
beztiglich mit
Vi ali S %0
vertauschen und O’ sein Zeichen wechselt.
Vertauschen wir drittens die beiden Axen OF und OZ mit einander,
50 vertauschen sich in (II) die Ausdriicke (y—') und (z—2"), so wie (xy'—2a'y)

und — (2’z—az) mit einander, wihrend (¢ —2a) unverindert bleibt und
(y2’ —y z) sein Zeichen wechselt. In (V) vertauschen sich:

ssnnd o
mit

A und 7,

withrend o sein Zeichen #ndert. Von der Vertauschung werden hiernach
nicht bertihrt:

A ek
wihrend sich die Coefficienten:
: BB H E
beziiglich mit
(Ged/dasel i

ohne Zeichenwechsel, unter gleichzeitigem Zeichenwechsel
O R
beziiglich mit
Ve 0.l S
vertauschen und N’ sein Zeichen wechselt.
Es bleiben noch die Modificationen zu erdrtern, welche dann eintreten,
wenn wir das tberzihlige Glied fortfallen lassen.
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Setzen wir in der ersten Vertauschung P’ gleich Null, so vertauschen
sich zugleich mit den Coordinaten-Axen 0O.X und OF die Coefficienten
N und 0O
unter Zeicheninderung.
Setzen wir in der zweiten Vertauschung ¢/ gleich Null, so kommt

V'= —0, N = N—0; mit den Coordinaten-Axen 0.X und 0 Z vertauschen
sich 7" und N’ unter Zeichenwechsel, oder, was dasselbe ist,
O und N — 0

ohne Zeicheninderung,
Endlich vertauschen sich in dem dritten Falle gleichzeitig mit den
Coordinaten-Axen OF und 0Z unter Zeicheniinderung die Coefficienten
N und ¥ — 0,

Es ist nicht zu tbersehen, dass in allen Gleichungen nach der Ver-
tauschung die Dlehungsmomente von OX nach OF, von OF nach 0Z, von
0Z nach 0X genommen sind.

156. Da die Gleichung (Il), wenn sie, auf dieselben Coordinaten- Axen
bezogen, denselben Complex zweiten Grades darstellen soll, als die Gleichung
(I), dieselben Constanten in anderer Reihenfolge enthiilt, so behalten die in
der vorigen Nummer entwickelten Vertauschungs- Regeln auch fiir die Glei-
chung des Complexes in Axen-Coordinaten ihre vollstindige und unmittelbare
Geltung.

157. Wenn wir den Anfangspunct der Coordinaten in irgend einen Punct
(%0, Yo, 20) verlegen, so treten, withrend » und s unveriindert bleiben, an
die Stelle von ¢, ¢, 5 (Einleit. Betr. Nr. 14.) die folgenden Ausdriicke

Oiat 72— Tos
Gske 32— o5
N A= Sx — 7Yy,

wonach die Glelchung (I) in die folgende tibergeht:
4 + Bz o= Fyo? — 2 &K yozy - 2 Pz, — 20y r?
+ (B + Dz + Fa2 — 2Lz, z, + 2Rxy — 282z)s2
+ (C + Dy + Exf?—2 Mgy, + 2Ty, — 2 Ux)
+ Do® + EHo> + Iy
+ 2(6 — Dyozo — Hao* + Lagyo + Mzoz, — Oz, + Syy — Tz)s
+ 2CH — Exyzy + Koy, — Ly? + My,z, + Ny, — Pz, Uzy)r
+ 2 — Fayy, + Koz + Lyozo — Mz —(N—0)z,+ 02, — ~ Ryo)rs
+2Koy —2Loy —2Moo
20+



e D T

— 2(N+ Hxy—2Ly, 4 Mz))ro + 2(0 4+ 2 Kao— Ly,— Mz)se
+ 2P+ Ezo — Ky))ro+ 2(0 — Fyo + Kzo)ry
+ 2(R+ Fa, — Lzg)ysy —2(8 — Dzy + Lay)se
—2(T + Dyo—Mz))e + 2(U— Ez, + Mys)o = 0.%) (VD)
158. Um die Gleichung des Complexes in Axen-Coordinaten auf den
neuen Anfangspunct zu beziehen, brauchen wir bloss in der vorstehenden
Gleichung dieselben Vertauschungen vorzunehmen, durch welche wir in der
153. Nummer die Complex-Gleichung (IIT) aus (I) abgeleitet haben. Auf diese
Weise ergibt sich unmittelbar:
Dp + Eqg + F
+ A+ Bz + Fy? — 2Kyozo + 2Pzy — 20y,) 2
+ B+ Dz + Fa2 — 2Layz, + 2R20 — 28z,) 72
+ (C+ Dy + Bz — 2M a0y + 2Ty — 2 Uny)o®
+2Kq+ 2Lp + 2Mpgq :
+ 2(6 — Dyozo — Ha? + Layy, + Mxozo — Oxy + Syo —Tz)ww
— 2(H — Exozo+ Haoyo— Ly + Myozo +~ Ny, — Pz Uz)xo
— 2(J — Faoyo+ Koz + Lyozo — Mzi2 —(N—0)z0+ Q2 — Ryo)ax 3
— 2N+ Koo — 2Ly + Mz))pn + 2(0+2Ka,— Ly, — Mz)gn
+ 2(8S — Dz + Lay)pr 4+ 2(T+ Dyy,— May)po
+ 2(U—Fxo+My))go— 2(P+Ezy— Hyo)gx
—2(0 —Fyo+ Kz))n + 2R+ Fay — Lzg)w = 0. (VIL)
159. Wir wollen ferner das Coordinaten-System, auf welches der Com-
plex (I) urspriinglich bezogen war, durch ein anderes ersetzen, dessen Axen
sich in dem urspriinglichen Anfangspuncte schneiden, aber beliebig ihre Rich-
tung gefindert haben. In den einleitenden Betrachtungen ist diese Coordinaten-
Verwandlung auf drei successive Operationen zurtickgefithrt worden, in wel-
cher jedesmal eine der drei Coordinaten-Axen beibehalten wird, withrend
die beiden anderen in ihrer Ebene beliebig gedreht werden. Wir begniigen
uns hier damit, das Resultat einer dieser drei unter sich.ihnlichen Operatio-
nen hinzuschreiben.  Von einem rechtwinkligen Coordinaten-System aus-

*) Wenn wir statt der beiden Glieder
— 2Nro -+ 20s¢
die drei Glieder:
— 2Nro -+ 20so+2Vhy
einfiihren, so kénnen wir die Werthe, welche wir nach der Umformung fiir diese Glieder erhalten,
schreiben:
— 2(N—Lyy+Mzy)ro + 2(0+ Kxg— Mzy)so + 2(V— Kag+Lyp)n.
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gehend, wollen wir die Coordinaten-Axe 0Z beibehalten und die beiden
anderen Coordinaten-Axen 0X und OF in XV so drehen, dass sie in ihrer
neuen Lage mit 0.X in der urspriinglichen Lage die Winkel « und ¢ bilden,
wonach der Winkel, den die Axen 0.X und OF in der neuen Lage mit ein-
ander bilden, (¢'—e¢) = & wird. Dann geht die Gleichung (I), indem wir
(Einleit. Betr. Nr. 14):
r mit 7 eos e - s cos o, s mit 7 sin ¢ - s sin o,
0 mit o cose 4+ ¢ cos «, 6 mit o sin & + ¢ sin ¢,
n mit % gin &
vertauschen, in die folgende tiber:
(4 cos? ¢+ B sin? ¢ + 2J sin « cos &)7? + (Bsin? o + Acos? o + 2J sine’ cose) 52
=G
~+ (Dsin® ' + E cos? o/ —2 Msin o cos &)6* + (Ecosta+ Dsin?g— 2 Msin e cos e) g2
+ Fsin? § . 2
+ 2(6sin « + Heos ) s + 2 (H cos ¢+ @ sin o) r

+ 2(J(sine cose’ =+ sin & cos @) + dcose cosa + Bsine sing)rs

+ 2 (A cose — Lsin ) sin #-0n — 2(Lsine' — A cose’)sin -0y

— 2(M (sine cos’ + sine’ cos ) — Dsine sin o’ — Eeose cos’)o G

— 2(Nsine cose — Osine cose’ — Peose cos e + Ssine sine’)r ¢

+ 2(0sine cose— Nsine cose’ + Psine sine’ — Scosacose)so

+ 2(Pcos?a — (N—0)sine cos e — Ssin? @)79 + 2(0cose -+ Rsin a)sin -7y
+ 2(Rsind + Qcosc)sin s N —2(Ssin*e’ + (N—0)sine’ cos o — Peostd) s ¢

— 2(T'sine’ — Ucos &) 6 + 2(Ucosa— Tsina) o — 0. (VIII)
Setzen wir
T . ’ ’ .
o — ol Sl ¢ = ¢os ¢, C8 ¢ = — sin ¢,

so ist das Coordinaten- System ein rechtwinkliges geblieben und bloss durch
einen Winkel ¢ um die Axe 0Z gedreht worden.
Bei derselben Aenderung des Coordinaten-Systems geht die Gleichung (IIT)
in die folgende tiber:
(Dsinze’ + Fcos? o — 2 Msin ¢ cos )2 4 (Feos? ¢+ Diinze— 2 Msin « cos «) g2
+ Fsin? ¢
+ (deosta + Bsin?e + 2 Jsin e cos o) x? - (Bsin?e’ 4 dcos?e’ + 2Jsine cos o) 2
+ Co?
+ 2(Acose— Lsine) sind - ¢ + 2 (Lsine' — A cose) sin & p
+ 2(M (sine cose’ +sine’ cose) — Dsing sing — & cose cosa)pg
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4+ 2(Gsine’ + Heose)ww — 2(Hceose+ Gsine)zo
— 2(J(sine cose 4 sin ¢ cose) + Acosacose’ 4 Bsinesine)xx
— 2(Nsine cose— Osine cosd — Peose cose’ + Ssinesine)px
+ 2(0sine cose — Nsine cose’ + Psine sine’ — Scose cose)gx
+ 2(Ssin? ¢’ + (N—0)sind cose’ — Peos? o) px + 2 (T'sine’ — Ucos & )pw
+ 2(Ucosa— T'sine) g — 2 (Pcos?a— (N—0)sine cos e — Ssin®e) p
— 2(Qcos e+ Rsine) sin &z 4 2 (Rsine' 4 Qcose) sin#- 7 = 0.  (IX)

§ 2.
Aequatorialfliichen, beschrieben von einer Complex-Curve, deren Ebene parallel mit
sich selbst fortriickt.

160. Bei der grossen Complication eines Complexes des zweiten Grades
miissen wir darauf Bedacht nehmen, dass wir die Uebersicht erleichtern und
dadurch der Anschauung zu Hiilfe kommen. Hierzu ist uns ein Mittel in
den beiden Sitzen geboten, welche wir in dem vorigen Paragraphen bereits
als den unmittelbaren geometrischen Ausdruck der Gleichungen (II) und (IV),
die, in der zwiefachen Coordinaten-Bestimmung, die Complexe des zweiten
Grades darstellen, gegeben haben. Indem wir einerseits nidmlich die unend-
lich vielen Linien des Complexes, welche in derselben Ebene liegen, in eine
einzige Gruppe zusammenfassen, konnen wir, statt derselben, die von ihnen
umhiillte Curve zweiter Classe einfithren. Indem wir andererseits
die unendlich vielen Linien des Complexes, welche durch denselben Punct
gehen, zu einer Gruppe vereinigen, kénnen wir, statt derselben, in analoger
Weise diejenige Kegelfliche zweiter Ordnung einfiihren, welche von
ihnen gebildet wird.

Dann brauchen wir einerseits, weil tiberhaupt alle Linien des Raumes
mit einem gegebenen Puncte in einer Ebene liegen, um alle Linien des Com-
plexes zu umfassen, nur diejenigen Complex-Curven in Betracht zu ziehen,
deren Ebenen durch den gegebenen Punct gehen; andererseits erhalten wir,
da alle Linien des Raumes eine gegebene Ebene schneiden, alle Linien des
Complexes, wenn wir nur diejenigen Kegel in Betracht ziehen, deren Mittel-
puncte in der gegebenen Ebene liegen. So treten an die Stelle von unend-
lich vielen (0o?) Complex-Linien, unendlich viele (0?) Complex-Curven, be-
ziiglich unendlich viele (o0?) Complex-Kegel.



