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4. die beiden Directricen sind imaginär und gehen durch keinen reellen

Punct der Axe der Congruenz, haben aber eine reelle Richtung.

In den beiden ersten Fällen sind die Complexe der zweigliedrigen Gruppe,

welche die Congruenz bestimmen, reell, in den beiden letzten Fällen imaginär.

u

Congruenzen dreier linearer Complexe. Linienflächen.

99.. Es seien:

2=4Ar Bs +0 —- Bor oo + m -%

2=Ar+Bs+0'—- Do +Fo+Ffn=d, (1)

"= 4A'r+B's+0"— Do +Ero +Ffn 09

die allgemeinen Gleichungen dreier gegebener Complexe des ersten Grades.

Die geraden Linien, deren Coordinaten diese drei Glejchungen befriedigen,

gehören gleichzeitig den drei gegebenen Complexen an. Sie gehören gleich-

zeitig allen Complexen der dreigliedrigen Gruppe an, welche, indem wir

durch « und w zwei unbestimmte Coefficienten bezeichnen, durch die fol-

gende Gleichung dargestellt wird:

s 2tu—ı. (2)

Solche Linien bilden nach der 22. Nummer eine Fläche der zweiten Ord-

nung und Classe, also, wenn wir zunächst nur reelle gerade Linien in's

Auge fassen, ein einschaliges Hyperboloid, das auch in ein hyperbolisches

Paraboloid ausarten kann. Wir müssen hierbei indess nicht übersehen, dass

nur die Linien der einen der beiden Erzeugungen desselben durch die Com-

plex-Gruppe bestimmt werden. Diese Erzeugung wollen wir als die erste

Erzeugung der Fläche bezeichnen.

100. Drei aus der dreigliedrigen Gruppe beliebig auszuwählende Com-

plexe 2,2, 2° bilden, paarweise genommen, drei Congruenzen (#2 A), (AR)

und (&'2”). Die Linien der Fläche gehören also auch diesen drei Congruenzen

an und schneiden folglich die beiden Direetricen jeder der drei Congruenzen.

Zur Bestimmung der Fläche sind drei der sechs Direcetricen hinreichend,

wonach wir die gewöhnliche Construction des Hyperboloids erhalten. Aber

zugleich begegnen wir neben dieser ersten Erzeugung der Fläche ihrer zweiten

Erzeugung. Die Linien der ersten Erzeugung sind diejenigen, welche sämmt-

lichen Complexen der dreigliedrigen Gruppe angehören, die Linien der zweiten
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Erzeugung sind die Direetricen aller Congruenzen, die wir erhalten, wenn
wir die Complexe der Gruppe paarweise zusammenstellen.

101. Wir können auch, um die Linienfläche zu eonstruiren, zu den
Complexen der dreigliedrigen Gruppe zurückgehen, und zu diesem . Behufe
wiederum die drei Complexe 2, &/, 2” auswählen. Es sei 4030 irgend eine
gegebene gerade Linie und AB, AB, 4’B” seien die drei zugeordneten
Polaren dieser Linie in Beziehung auf die drei Complexe. Diejenigen Linien,
welche bezüglich 192° und AZ, 4°B® und AB’, AeB® und 47” schneiden,
gehören den Complexen 2, 2 und 2’ an. Es gibt im Allgemeinen zwei
gerade Linien, welche vier gegebene schneiden. Die beiden geraden Linien
also, welche 4°B° und gleichzeitig AB, AB’, A’B" schneiden, gehören sämmt-
lichen*drei Complexen, also der Strahlenfläche an. Wir erhalten dieselben
beiden Strahlen der Fläche, wenn wir an die Stelle der Complexe 2,2, 9"
irgend andere Complexe der Gruppe (2) treten lassen. Die Polaren der ge-
gebenen geraden Linie, in Beziehung auf alle Complexe der Gruppe, bilden
eine Congruenz, welche die beiden Strahlen der Fläche zu ihren Directricen hat,

Die beiden Puncte, in welchen die gegebene gerade Linie von den bei-
den Strahlen der Fläche getroffen wird, können reell und imaginär sein und
zusammenfallen. Im letzten Falle wird die Fläche von dieser Linie berührt.

Wir können insbesondere die gerade Linie AP Bo so wählen, dass sie eine
der beiden Directricen der Congruenz ist, welche den Complexen 2 und &°
angehört, wonach die Polare 43° mit AB zusammenfällt. Dann schneidet
jeder Strahl der Fläche die beiden Linien 40 Bo und AB: diese Linien ge-
hören ihrer zweiten Erzeugung an. Zugleich aber schneiden die Strahlen
der Fläche auch 4”2”, so wie die Polaren von 4PB°, in Beziehung auf alle
Complexe der Gruppe.

Wir gelangen, indem wir zusammenfassen, zu folgenden allgemeinen
Sätzen:

Ein einschaliges Hyperboloid gehört gleichzeitig dreien von
einander unabhängigen Complexen und in Folge davon allen
Complexen einer dreigliedrigen Gruppe an. Die allen Complexen
gemeinschaftlichen geraden Linien sind die Strahlen seiner
ersten Erzeugung, während die Directricen der Congruenzen je
zweier dieser Complexe die Linien seiner zw
bilden.

Die Polaren einer gegebenen geraden Linie in Beziehung
Plücker, Geometrie,

eiten Erzeugung
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auf alle Complexe einer dreigliedrigen Gruppe bilden eine Con-

gruenz, deren beide Directricen diejenigen beiden Strahlen der

Fläche sind, welche die gegebene gerade Linie schneiden. Die

Polaren einer beliebigen Linie der zweiten Erzeugung der Fläche

in Beziehung auf sämmtliche Complexe der Gruppe sind Linien

derselben Erzeugung.

102. Die Central-Ebene irgend dreier Congruenzen, denen die Fläche

angehört, schneiden sich in einem Puncte, in welchem drei Durchmesser der

Congruenzen — diejenigen drei geraden Linien, welche durch diesen Punct

gehen und die beiden Direetricen der drei Congruenzen schneiden — sich

gegenseitig halbiren. Diese Durchmesser sind zugleich drei Durchmesser

der Fläche. Ihre Scheitel sind die Durchschnitte derselben mit den Directri-

cen, die Linien der zweiten Erzeugung der Fläche sind.

Die Central-Ebenen aller Congruenzen einer dreigliedrigen

Gruppe:
2tultula”= 0

schneiden sich in demselben Puncte: in dem Mittelpuncte der

Fläche, welche durch die Gruppe gegeben ist.*)

*) Da ein directer Beweis dieses Satzes wünschenswerth erscheinen möchte, so füge ieh Folgen-

des hinzu:
Der Ausdruck:

A.B— AB e

verwandelt sich, wenn wir an die Stelle der beiden Complexe 2 und & irgend zwei andere der

zweigliedrigen Gruppe:
Hi—0,

etwa die den Werthen 4° und 4, entsprechenden nehmen, in den folgenden:

(A414) (B+B') — (A+4°4)) (BHB) = (M— 10) (AB-4B2).

Der vorstehende Ausdruck — und dasselbe gilt gleichmässig für alle Ausdrücke, 40—Al, B'C—BC,

.., welche in gleicher Weise aus zwei Paaren sich entsprechender Coefficienten der Gleichungen der

beiden Complexe & und &' gebildet sind — ändert also nach der Vertauschung der Complexe seinen

Werth nur dadurch, dass ein Factor (A,—4°) hinzutritt, welcher lediglich von der Auswahl der beiden

Complexe aus der zweigliedrigen Gruppe abhängt.

Die Central-Ebene der der zweigliedrigen Gruppe entsprechenden Congruenz, für deren Glei-

chung wir die folgende nehmen wollen:

"_d,
ist unabhängig von der Auswahl der beiden Complexe, die wir zur Bestimmung der Congruenz an-

wenden. In Folge davon müssen die Coeffieienten ihrer Gleichung homogene Functionen desselben

Grades von (43 — AB’) und entsprechend gebildeter Ausdrücke: (4 0—4A0), (B’C— BC), ..., sein.

Aehnliches gilt für die beiden Congruenzen:

Pro 0, Krey — il),

deren Central-Ebenen die folgenden Gleichungen haben mögen:

pP EUR i Da:
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Zwei beliebige Linien der zweiten Erzeugung der Fläche können wir
als Directrieen einer Congruenz betrachten, welcher die Linien ihrer ersten
Erzeugung angehören, und ebenso zwei beliebige Linien ihrer ersten Er-
zeugung als Directricen einer Congruenz, der die Linien ihrer zweiten Er-
zeugung angehören. |

Jede Ebene, welche irgend zweien Linien -derselben Er-
zeugung eines Hyperboloids parallel ist und den Abstand der
selben halbirt, geht durch den Mittelpunet der Fläche.

Der Ort der Mittelpunete aller Flächen, die durch zwei sich nicht schnei-
dende Linien gehen, ist eine Ebene. Der Ort der Mittelpuncte aller Flächen,
die durch ein räumliches Viereck gehen, ist‘ eine gerade Linie.

Wenn zu den beiden Linien einer Erzeugung noch eine dritte Linie der-
selben Erzeugung hinzukommt, so ergeben sich durch paarweise Zusammen-
stellung der drei Linien drei Congruenzen, welche diese Linien-Paare zu
Direetricen haben. Die Fläche ist durch diese Congruenzen vollkommen be-
stimmt. Der Durchsehnittspunet der drei Central-Ebenen der Congruenzen
ist der Mittelpunet der Fläche; die drei geraden Linien, welche durch den
Mittelpunet gehen und die beiden Directricen schneiden, sind drei Durch-
messer derselben.

103. Eine Ebene, welche eine Fläche zweiten Grades in einer geraden

In unserem speciellen Falle sind die Ausdrück
den drei Gleichungen enthalten.

Nehmen w

e von der fraglichen Form nur in linearer Weise in

ir irgend eine Congruenz der dreigliedrigen Complex-Gruppe undstellen diesel)
Rum+u, A) + RRDrmo 0und ihre Central-Ebene durch:

»e durch:

Udar, so ergibt sich nach dem Vorstehenden leicht, indem wir:
zZ, “— Kr rnl A 0IE TE U lsetzen:

‚ e=rp+tnp-+np,womit der Beweis geführt ist, dass sämmtliche Central-Ebenen in demselben Puncte sich schneiden.Wir können diesen Satz in folgender Weise ausdrücken:
Die Central-Ebenen der Congruenzen einer dreigliedrigen Complex-Gruppe bil-den ihrerseits eine dreigliedrige Gruppe von Ebenen.
Wie die Gleichung der Complex-Gruppe das Symbol einer Strahlenfliche ist, ist die letzteGleichung das Symbol eines Punctes, des Mittelpunctes der Fläche, in welchem unendlich vieleCentral-Ebenen sich schneiden.
Ich muss mich hier damit begnügen, dadurch, dass ich den $Form ausspreche, eine entfernte Andeutung davon zu geben, wie derselbe einem allgemeinen, weitreichenden Gesichtspuncte sich unterordnet. Wenn es mir vergönnt sein sollte, die Entwickedie sich hier auf gerade Linien beschränken, später auf Kräfte, Rotationen,würde dieser Satz seine bescheidene Stelle ii

atz des Textes unter ‘der neuen

lungen,
Dynamen auszudehnen,

n einem systematischen Ganzen finden.

io
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Linie schneidet, schneidet sie ausserdem noch’ in einer zweiten. Die beiden

Durchschnittslinien gehören den beiden verschiedenen Erzeugungen der Fläche

an. Jede solche Ebene ist eine Tangential-Ebene und der Punct, in wel-

chem die beiden Erzeugenden in ihr sich schneiden, der Berührungspunct.

Jede Linie, welche durch den Durchschnitt zweier Linien verschiedener Er-

zeugung geht und in der durch diese Linien gehenden Ebene liegt, ist eine

Tangente der Fläche. Eine Ebene, welche durch eine gegebene Erzeugende

und den Mittelpunct der Fläche geht, ist eine Tangential-Ebene, in welcher

der Berührungspunct nach der Richtung der gegebenen Erzeugenden unendlich

weit liest, indem die zweite Erzeugende der gegebenen parallel wird.

Die Ebenen, welche man in jeder von drei Congruenzen, denen die

Linien der ersten Erzeugung einer Fläche angehören, durch jede der beiden

Directricen, parallel mit der Central-Ebene legen kann, sind Tangential-

Ebenen in den Scheiteln des bezüglichen Durchmessers. Die Central- Ebene

ist, in Beziehung auf die Fläche, dem Durchmesser zugeordnet. Die beiden

Directricen sind Linien der zweiten Erzeugung in den Tangential-Ebenen;

die Linien der ersten Erzeugung in denselben erhält man, wenn man durch

den Scheitel des Durchmessers in jeder Tangential-Ebene eine gerade Linie

zieht, welche der Directrix in der anderen parallel ist.

104. Nach dem Vorstehenden geht eine Ebene, welche irgend zwei

Linien derselben Erzeugung parallel ist und ihren Abstand halbirt, durch

den Mittelpunct. der Fläche. Lassen wir die beiden Linien zusammenfallen,

so geht die fragliche Ebene durch diese Linie selbst und wird dadurch zu

einer durch den Mittelpunct gehenden Tangential-Ebene. Der Berührungs-

punct rückt unendlich weit.” - Wenn die gerade Linie durch eine continuir-

liche Bewegung die Fläche erzeugt, umhüllt die fragliche Ebene eine Kegel-

fläche, welche zugleich von einer geraden Linie beschrieben wird, die durch

den Mittelpunct geht und der die Fläche erzeugenden geraden Linie in

allen Lagen derselben parallel bleibt. Dieselbe Kegelfläche erhalten wir,

wenn die die Fläche beschreibende gerade Linie der anderen Erzeugung

angehört. Diese Kegelfläche, die hiernach von jeder Ebene berührt wird,

die durch den Mittelpunct und irgend eine Linie einer der beiden Erzeugungen

seht, und die jede Linie, welche irgend einer Linie einer der beiden Er-

zeugungen parallel durch den Mittelpunct gelegt wird, zu einer ihrer Seiten

hat, heisst der Asymptoten-Kegel der Fläche. Die Seiten des Asymptoten-

Kegels sind nicht die einzigen geraden Linien, welche die Fläche in unend-
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licher Entfernung berühren. Jede gerade Linie, welche in einer Tangential-
Ebene des Asymptoten-Kegels liegt und derjenigen Seite parallel ist, nach
welcher dieser Kegel .berührt wird, ist eine Asymptote der Fläche.
Durch jeden Punet ausserhalb des Kegels lassen sich zwei solcher Asymptoten
legen, die zweien Seiten desselben parallel sind.

105. Die beiden Linien der zweiten Erzeugung einer Fläche, welche
durch die beiden Scheitel irgend eines Durchmessers derselben gehen, sind
die beiden Direetricen einer Congruenz, der die Fläche angehört. Die Central-
Ebene der Congruenz ist die dem Durchmesser, in Beziehung auf die Fläche,
zugeordnete Diametral-Ebene. Wenn wir die beiden Directricen nach dem
Durchmesser auf die Central-Ebene projieiren, erhalten wir die Asymptoten
der Durchschnitts-Curve der Fläche mit der Central-Ebene. Je zwei zugeord-
nete Durchmesser der Durchschnitts-Curve fallen in zwei zugeordnete Neben-
durchmesser der Congruenz. Irgend ein Durchmesser der Congruenz und
zwei zugeordnete Nebendurchmesser in ihrer Central-Ebene sollen drei zu-
geordnete Durchmesser der Fläche heissen.

Je nachdem der Durchmesser der Fläche begegnet oder nicht, sind die
Directricen der bezüglichen Congruenz reell oder imaginär, dem entsprechend
sind auch die beiden Asymptoten der Durchschnitts-Curve in der Central-
Ebene reell oder imaginär. Diese Curve ist in dem einen Falle eine Hy-
perbel, in dem anderen eine Ellipse. Die Durchschnitts-Curvenin Ebenen,
welche der Central-Ebene parallel sind, sind gleich orientirte Hyperbelnoder Ellipsen. Die Hyperbeln arten in den Ebenen, welche durch die End-punete des Durchmessers gehen und Tangential-Ebenen sind, in Systemevon geraden Linien aus. Die Ellipsen behalten immer endliche Dimensionen,weil die entsprechenden Tangential- Ebenen imaginär sind. Wennwir eineSeite des Asymptoten-Kegels als Durchmesser betrachten, fallen die Directricender bezüglichen Congruenz zusammen (vergl. Nr. 68.), und die Ebene, welchenach dieser Seite den Asymptoten-Kegel berührt, wird Central-Ebene der-selben. Die Durchschnitts- Curve der Fläche mit der ‚Central-Ebene artet inein System von zwei parallelen Linien aus, deren Durchmesser die Kegelseiteist. Die Durchschnitts- Curven in parallelen Ebenen sind Parabeln, derenDurchmesser der Kegelseite parallel sind.

106. Jedem Durchmesser der Fläche entsprechen zwei verschiedeneCongruenzen, deren Directricen in den Endpuncten des Durchmessers sichschneiden und Linien der beiden verschiedenen Erzeugungen der Fläche sind.
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Solche zwei Congruenzen haben wir (Nr. 79.) zwei in Beziehung auf den

Durchmesser conjugirte genannt. Derjenigen dieser zwei Congruenzen, welche

zwei Linien der zweiten Erzeugung zu Directricen hat, gehören die Linien

der ersten Erzeugung an; der anderen, die zwei Linien der ersten Erzeugung

zu Direetricen hat, gehören die Linien der zweiten Erzeugung an.

107. Die zugeordneten Polaren einer gegebenen Linie des Raumes, A,Bo,

in Bezug auf die verschiedenen Complexe der dreigliedrigen Gruppe:

2er Htud=0,
durch welche eine Linienfläche bestimmt ist, bilden eine Congruenz, deren

beide Directricen Linien der ersten Erzeugung der ersten Fläche sind (Nr.101.).

Die gegebene gerade Linie schneidet die beiden Directricen in zwei Puncten.

Diese beiden Durchschnittspuncte seien A, und 3); sie sind zugleich die

beiden Durchschnittspunete der gegebenen Linie mit der Fläche. Die beiden

Direetricen seien 4,4% und 3,B°. Die Ebene, welche durch 4,2% und A, 4°

geht, berührt, weil AA eine Linie erster Erzeugung ist, die Fläche; der

Berührungspunet, der auf dieser Linie liegt, sei A%. Ebenso berührt eine

Ebene, die durch 4,3, und 3,BV geht, die Fläche in einem Puncte von

B,B®;, dieser Punct sei 3%. Wir wollen die beiden Berührungspuncte A und

B®, welche auf den beiden Directricen und also auf der Fläche liegen, durch

eine gerade Linie A’verbinden.

Wenn eine Tangential-Ebene der Fläche durch eine Linie erster Er-

zeugung derselben, bezüglich durch 4, 4° oder B,B gelegt wird, so ist die

Linie zweiter Erzeugung, welche durch den Berührungspunct, bezüglich durch

A» oder B® geht, dadurch bestimmt, dass sie irgend eine andere Linie erster

Erzeugung, bezüglich 2, 2° oder A, AP, schneidet. In der obigen Construction

sind also 42° und 4°2, Linien der zweiten Erzeugung. 4,4% BVB, ist ein

der Fläche aufgeschriebenes Viereck, dessen beide Paare gegenüberliegender

Seiten der zwiefachen Erzeugung der. Fläche angehören. Die beiden Diago-

nalen des Vierecks sind 4,2, und AB. Die Seiten des Vierecks sind zu-

gleich vier von den sechs Kanten eines Tetraeders; die Flächen desselben,

deren jede zwei auf einander folgende Seiten enthält, berühren die Linien-

Aäche in den vier Winkelpuncten des Vierecks. 4,3, und 4° 2° sind die bei-

den übrigen, einander gegenüberstehenden Kanten des Tetraeders.

108. Aus dem Vorstehenden folgt unmittelbar, dass die Beziehung der

“beiden Linien AB, und 4°B° zur Fläche eine vollkommen gegenseitige ist.

Die beiden Tangential-Ebenen, welche durch jede derselben an die Fläche
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sich legen lassen, berühren dieselbe in den beiden Durchschnittspuncten der
jedesmaligen anderen; die Tangential-Ebenen in den Durehschnittspuncten
jeder derselben mit der Fläche schneiden sich auf der jedesmal anderen. Wir
nennen die beiden Linfen zwei zugeordnete Polaren in Beziehung
auf die Fläche. Zu jeder Linie des Raumes gehört eine zweite als zu-
geordnete Polare.

Wenn wir eine Congruenz dadurch bestimmen, dass wir irgend zwei
Linien einer Fläche als Directricen derselben nehmen, so ordnen sich die
der Congruenz angehörigen Linien paarweise so zusammen, dass jeder dieser
Linien eine andere entspricht, mit der sie, in Beziehung auf die Fläche,
zwei zugeordnete Polaren bildet. Diejenigen dieser Linien, die mit ihren
zugeordneten Polaren zusammenfallen, gehören der Fläche an.

Je zwei Linien der einen Erzeugung bilden mit je zwei Linien der
anderen ein der Fläche aufgeschriebenes Viereck, so wie die vier Kanten
eines ihr umschriebenen Tetraeders; die beiden Diagonalen dieses Vierecks,
oder, was dasselbe heisst,. zwei gegenüberliesende Kanten des Tetraeders,
sind, in Beziehung auf die Fläche, zwei eonjugirte Polaren.

109. Drei Linien der einen und drei Linien der anderen Erzeugung einer
Linienfläche schneiden einander in neun Puneten, welche der Fläche an-
gehören. Diese Punete lassen sich in drei Gruppen:

DO, Rs, DesO De 722,20, 20: (8)
so vertheilen, dass in den drei Puneten derselben Gruppe die drei Linien der
einen Erzeugung die drei Linien der anderen Erzeugung schneiden. Den
neun Puncten entsprechen neun Ebenen, welche die Fläche in diesen Puncten
berühren:

pP 9; 7, By ds Fr, Bud. (4)Die drei Linien der einen Erzeugung enthalten die Puncte:
DOAR, 0 PE2OS OFAR DA

die Linien der anderen Erzeugung die Puncte:
PERLNOR ORDER, BRNO.

Die neun Puncte bestimmen drei der Fläche aufgeschriebene Sechsecke:
PDARPr-GRR
RO PRO) INZE (5)
DRONESDBRO Ra)

In ähnlicher Weise erhalten wir drei sechsflächige Körper, gebildet von den
Tangential-Ebenen in den Eckpuneten der drei Sechsecke. Das ganze geo-
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metrische Gebilde ist gleichmässig bestimmt, gleichviel, ob wir von den

drei Puneten einer der drei Gruppen (3), oder den drei Tangential-Ebenen

in solchen drei Puncten, oder endlich von einem der drei Sechsecke (5) aus-

gehen und, dem entsprechend, drei Puncte der Fläche, oder drei Tangential-
Ebenen derselben oder ein der Fläche aufgeschriebenes Sechseck von vorne

herein willkürlich annehmen. 3

Gehen wir von drei Puncten der Fläche ?, 0, R aus, so ist durch diese

drei Puncte eine Ebene (7, 0, %) und durch die drei Tangential-Ebenen in

diesen Puneten ein Punct (p, g, r) bestimmt. Die drei Durchschnittslinien

der drei Tangential-Ebenen sind die drei Diagonalen des dritten Sechsecks:

Die 'drei Diagonalen eines der Linienfläche aufgeschriebe-
nen Sechsecks schneiden sich in demselben Puncte. L

Das erste aufgeschriebene Sechseck hat ?’ und 2”, 0’ und 0”, X und #”

zu gegenüberstehenden Winkelpuncten; die Tangential-Ebenen in den drei

Paaren gegenüberstehender Winkelpuncte schneiden sich in den drei Linien

(P, 0), (P, R), (0, R), welche die gegebenen Puncte ?, 0, R paarweise mit

einander verbinden und also in derselben Ebene liegen.

Die Tangential-Ebenen in je zwei gegenüberliegenden Win-

kelpuncten eines der Linienfläche aufgeschriebenen Sechsecks

schneiden sich in drei geraden Linien, welche in derselben

Ebene liegen.

110. Ein aufgeschriebenes Sechseck, für welches wir das erste nehmen

wollen, bestimmt drei aufgeschriebene Vierecke. Die Seiten jedes Vierecks

sind solche vier Seiten des Sechsecks, welche, paarweise genommen, in zwei

gegenüberliegenden Winkelpuncten desselben zusammenstossen. Die drei Dia-

gonalen des Sechsecks: (A, AR”), (0°, 0”), (#5, P”), welche in dem Puncte

(p, g; r) sich schneiden, sind drei Diagonalen der drei Vierecke; die drei

zweiten Diagonalen dieser Vierecke sind (?, 0), (P, R), (0, R), welche in der

Ebene (?, 0, R) liegen. In Gemässheit der Nummer. 104. haben hiernach

drei gerade Linien, welche durch denselben Punct gehen, solche drei gerade

Linien zu zugeordneten Polaren, die in derselben Ebene liegen. Also:

Die zugeordneten Polaren aller Linien, die in demselben

Puncte sich schneiden, liegen in derselben Ebene.

Es entspricht hiernach jedem Puncte des Raumes eine Ebene und jeder
Ebene ein Punct. Die Ebene ist in Beziehung auf die Fläche die Polar-

Ebene des Punctes, der Punct der Pol der Ebene. Nach dem Vor-
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stehenden umhüllen die Tangential-Ebenen der Fläche in den Puneten einer
ebenen Durchschnitts-Curve eine Kegelfläche, die durch diese Curve geht und
den Pol der schneidenden Ebene -zu ihrem Mittelpuncte hat. Umgekehrt
berühren alle Tangential-Ebenen der Fläche, welche durch einen Punct gehen,
die Fläche in einer ebenen Curve, deren Ebene die Polar-Ebene des gegebe-
nen Punctes ist.*) ;

111. Wir lassen noch einige analytische Entwicklungen folgen, die
bestimmt sind, die vorstehenden geometrischen "Anschauungen, die weiter zu
verfolgen hier nicht der Ort ist, zu unterstützen und zu erweitern. Wir
wollen eine Strahlenfläche, welche durch die Gleichungen dreier Complexe
des ersten Grades, die wir aus einer dreigliedrigen Gruppe

aeod
willkürlich auswählen können, gegeben ist, durch eine Gleichung in gewöhn-
lichen Punct-Coordinaten darstellen.

Wir werden zunächst für die drei Complexe der Gruppe drei solche
Complexe nehmen, deren sämmtliche Linien die Axe derselben. schneiden.
Bestimmen wir den Anfangspunct willkürlich und legen die drei Coordinaten-
Ebenen durch die drei Axen der Complexe, so erhalten wir ftir die Glei-
chungen der drei Complexe die folgenden: ’

2=(0—Dso+Eo —0, (6)
N=Bs—Do+Ffn—0, (d)
M=Ar + Eon + Ffm—d. (3)

Wir haben zwischen den Coordinaten irgend eines Punctes x, y, z, welcher
auf irgend einem Strahle liest, und den vier Coordinaten r,s, og und o des
Strahles die beiden Relationen:

ne og, Kes2 ©
woraus zur Bestimmung der fünften Coordinate folst:

Yy—se—n.
Wenn wir zwischen den vorstehenden sechs Gleichungen die fünf Strahlen- '

*) Ich habe die drei zusammengehörigen, der Fläche aufgeschriebenen Sechsecke bereits vorlängerer Zeit in dem „System der Geometrie des Raumes“ betrachtet (vergl. Nr. 87.—93.), und durchanalytische Symbole den Beweis geführt, dass einerseits die drei Puncte, in welchen die Diagonalen
der drei Sechsecke sich schneiden, in einer geraden Linie liegen, und andererseits die drei Ebenen,welche die Durchschnittslinien der Tangential-Ebenen in den gegenüberstehenden Winkelpuncten derdrei Sechsecke enthalten, sich auf einer zweiten geraden Linie schneiden, und endlich, dass diesebeiden geraden Linien zwei zugeordnete Polaren in Beziehung auf die Fläche sind.

Plücker, Geometrie.
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Coordinaten eliminiren, so stellt die resultirende Gleichung in x, y, z die

Strahlenfläche in Punet-Coordinaten dar.

Eliminiren wir zuerst n, so erhalten "wir statt der beiden letzten Com-

plex-Gleichungen (7) und (8):
Barn)st+ Ey-r Dee

("+F’yr—F’x-s+Erod=0,

und wenn wir dann o und o eliminiren, kommt:

Ez:r —Dz:s— C—-Es+Dy—=)0,

Fy-r+(B—-Fx+Do)s—Dy—=0,

A’+Fy—Erd)r—F’rs+Eır=\.

Bestimmen wir die Werthe von s und ” aus den beiden letzten der vor-

stehenden drei Gleichungen und setzen sie in die erste dieser Gleichungen

ein, so kommt:

|

Exz[E'(BP —-Fx+D)—DF'y

+ Dyz[D’ (A’ + F’y—E’z) + E"Fa]

+ (C+ Ba — Dy)[(d + FP’y— E'2)(B — Fa + Dr) + FR'ay) = 0.
Aus dieser Gleichung verschwinden die höheren Potenzen von x, y, z und

wir erhalten: :

ARCHE AKBE-- CP)EDGEADEE(#D — BE')z

— HNBE: —BDE P=-CD

+(CDF'+ BDE")yz + (CE'’F+ADE)az + (BEF"+ADF)ay=0.

Dividiren wir diese Gleichung durch 4’ 3° C und schreiben für:

E D F' D Hr Y

a" ERDE
 

7 A RR

bezüglich:
‚ 2 2 ‚ ‚ „
Vs Weser le le Ur

so ergibt sich die folgende Gleichung:

1+lÖ+MNM) 2 +W+Ä)y+@+)z
+" + WWHVV"z2

+ WW+Myzt+kV!+l)az ti rlu)ay—0. (9)

Diese Gleichung stellt dieselbe Fläche in Punct-Coordinaten dar, welche ur-

sprünglich durch die drei Complex-Gleichungen (6), (7) und (8) dargestellt

wurde. Diese drei Gleichungen werden, wenn wir die sechs neuen Constan-

ten einführen:
toe+Wo+1-=0,

Arne (10)
un vVo+r-—=0, )
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und folglich ist, wenn « und w zwei unbestimmte Coefficienten bezeichnen,
die allgemeine Gleichung der dreigliedrigen Complex-Gruppe, durch welche
die Strahlenfläche bestimmt wird, die folgende:

(e+Wc+l)+ußo-+ Un—s)+u(Wn — Vetrn—=0. (11)
112. Setzen wir in der Gleichung (9) nach einander 2, y und x gleich

Null,‘ so erhalten wir:

Watuy+D ("a tuy+ De Ur
Wz +" +1) !zttr +) = 0,
My RrtN. WyFvz a:

Die Durchschnitts-Curven der Fläche mit den drei Coordinaten-Ebenen arten
also in Systeme von zwei geraden Linien aus. Die Fläche wird von den
drei Coordinaten-Ebenen XP, XZ, FZ berührt ; die Linien der zweiten Er-
zeugung der Fläche in diesen Ebenen sind:

VatWy+1l=0, )

vz + "za +1—0,\ (12)
vuy+VÜz 1-0, |

die Linien der ersten Erzeugung:

Uatuy+i1-)0, )

Vz +ls+1=0, (13)
Wy+vVzt1—0. |

Die Berührungs-Punete in den drei Coordinaten-Ebenen sind die Durehschnitte
der Linien erster und zweiter Erzeugung in jeder der drei Ebenen. Die drei
Linien zweiter Erzeugung sind die Axen solcher drei Complexe der drei-
gliedrigen Gruppe, auf denen alle Linien der Complexe sich schneiden, oder
mit anderen Worten, drei Direetricen dreier Congruenzen der Gruppe. Wenn
wir die drei Linien zweiter Erzeugung mit den drei Linien erster Erzeugung
vertauschen, so treten an die Stelle der drei Complexe (10) die folgenden:

Zoo0,
Volts—o, (14)
Wm—votr — D>

und zur Bestimmung derselben Strahlenfläche erhalten wir die neue drei-
gliedrige Complex-Gruppe:

Gero +rY)tmnffctintu W@n—rg+a 02 (5)
Jeder Congruenz einer der beiden dreigliedrigen Complex-Gruppen (11) und
(15) entspricht in der andern eine conjugirte Congruenz.

16*
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113. Wenn insbesondere:

wa We us 0, Veen 0, (16)

nimmt die Gleichung der Fläche die folgende einfachere Form an: ;

1-8 — Wyp — vr+ 2uv-yz +2 tvVaz+2ltVday=0. (NM

Dann sind die beiden Linien verschiedener Erzeugungen in jeder der drei

Coordinaten-Ebenen einander parallel und stehen gleich weit vom Anfangs-

puncte der Coordinaten ab. Dieser ist der Mittelpunct der Fläche. Die drei

Coordinaten-Ebenen berühren den Asymptoten-Kegel der Fläche.

114. Wenn die Fläche insbesondere en hyperbolisches Paraboloid

ist, bleiben die drei geraden Linien (12) Linien derselben Erzeugung des-

selben, sind aber der Bedingung unterworfen, dass sie einer gegebenen Ebene

parallel sind. Nehmen wir für die Gleichung dieser Ebene:

axtby+tcez—=0, (18)

so kommt:

a 7a b' u G v

Dee. ee
woraus sich die folgende Bedingungs-Gleichung zwischen den sechs Constan-

ten, von welchen die Fläche abhängt, ergibt:

WUA (20)

In Folge derselben Bedingungs-Gleichung sind die Linien der zweiten Er-

zeugung einer zweiten gegebenen Ebene parallel. Nehmen wir:

  

da+by+cz=0 (21)

für die Gleichung dieser Ebene, so kommt:
= 2 v u £ y”

De en

Entwickeln wir die Gleichungen (18) und (21), so kommt:
tv +uvVy+VvVz—=0,

tva+uvy+oVvVz —=0. }

Die Durchschnittslinie dieser beiden Ebenen, denen die Linien der ersten

und zweiten Erzeugung des Paraboloids parallel sind, bestimmen die Rich-

tung der Durchmesser desselben.

Wir finden für dieselbe unter Berücksichtigung der Bedingungs-Glei-

chung (20):

(23)

 

ELx SE uuy = v v” z E (24)

en ll u > W ge v X v % 2

116. Wir haben bisher gerade Linien vorzugsweise als Strahlen be-

trachtet, weil diese Vorstellungsart unserer Auffassung näher liegt und Kürze
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uns geboten ist. Die Auffassung einer geraden Linie als Axe ist aber eine
gleichberechtigte. Die Strahlen-Congruenzen treten dann als Axen-Congruen-
zen, die Strahlen-Fächen als Axen-Flächen auf. Wir wollen hier dieselbe
Fläche, welche wir eben als Strahlen-Fläche betrachtet haben, nunmehr als
Axen-Fläche betrachten und durch die früheren Complexe 2, 2, 2°’, welche
nun nach Einführung der fünf Axen-Coordinaten 2, 9, 2%, #, » durch die
folgenden Gleichungen:

D= Co + Dpy+E —=0, (25)
Ber Ba+DoH FF: —0, (26)
PHH+Erg+ r" —0 2%

dargestellt werden, bestimmen. Wir erhalten die Gleichung dieser Fläche
in Plan-Coordinaten 7, z, v, wenn wir zwischen den vorstehenden drei Glei-
chungen und den Gleichungen:

ESBER;
u=yv-+z,

pu—dl=o
die fünf Axen-Coordinaten eliminiren. Eliminiren wir zunächst zwischen derersten und sechsten, der zweiten und vierten, der dritten und fünften dervorstehenden sechs Gleichungen bezüglich ©, x und z, so kommt:

Naq:
(Bt+F) = (By DD:
(Av+ ZEN)g = du— 2),

und hieraus, wenn wir diese drei Gleichungen mit einander multiplieiren:
le2)mm |,
Bt+F) (Cu+ D) (Av EN äDividiren wir Zähler und Nenner des Bruches auf der ersten Seite dieserGleichung durch 4°.B'.C, so kommt, wenn wir wiederum der Kürze wegendie früheren Constanten 7 und 7, W und w, v und »* einführen:
e-N@-w)w—- ev) :euMen," FiIn dieser Gleichung fällt, wenn sie entwickelt wird, das Product der dreiVeränderlichen aus. Sie stellt dieselbe Fläche in Plan-Coordinaten dar, diewir früher durch die Gleichung (9) in Punct-Coordinaten dargestellt haben.116. Die vorstehende Gleichung wird befriedigt, wenn gleichzeitig:
2a0 GeN
=, Dr08 ‚ (29)
Bl), le 8
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und ebenso, wenn gleichzeitig:
Del U, vv — 0,

UN tt" =0, (30)

v—_ U —(,

Die Gleichungen (29) und (30), welche sich auf sechs verschiedene redu-

ciren, stellen, einzeln genommen, sechs Puncte dar, von denen zwei auf

jeder der drei Coordinaten-Axen liegen. Paarweise zusammengestellt, wie

vorstehend geschehen, stellen sie Axen dar, welche in den drei Coordinaten-

Ebenen und zugleich auf der Fläche liegen, einmal die drei Linien zweiter

Erzeugung der Fläche (12), das-andere Mal die drei Linien erster Erzeugung

derselben Fläche (13). Die Fläche wird von den drei Coordinaten-Ebenen

berührt.

Wir können die Fläche, ihrer doppelten Erzeugung entsprechend, durch

jede der folgenden beiden dreigliedrigen Gruppen linearer Axen-Complexe

darstellen:

—-Wp+tg+ratip -)+IE regAt Be

up + a+aha+p —- M)ruk+ vg—u)—=0Q, (32)

indem wir durch 2, %, A, X, unbestimmte Coefficienten bezeichnen.

117. Wenn wir für die drei Coordinaten-Ebenen irgend drei Tangential-

Ebenen des Asymptoten-Kegels der Fläche nehmen, so nimmt in Folge der

Relationen (16)
2 =e Bl => De 5 W ae a gr 0, v . v” Br N

die Gleichung der Fläche in Plan-Coordinaten die folgende Form an:

e-wein (33)
EHNUtNR+r)

In dem Falle des hyperbolischen Paraboloids partieularisirt ‘sich die allge-

meine Gleichung (28) dadurch, dass das constante Glied bei der Entwicke-

lung fortfällt, was wieder zu der früheren Bedingungs-Gleichung (20) führt.

118. Wir haben in den letzten Nummern dieselbe Erzeugung derselben

Fläche, einmal durch drei lineare Gleichungen in Strahlen-Coordinaten, das

andere Mal durch drei lineare Gleichungen in Axen-Coordinaten dargestellt

und aus den drei linearen Gleichungen die Gleichung derselben Fläche ein-

mal in Punet-Coordinaten, das andere Mal in Plan-Coordinaten abgeleitet.

Wir wollen als zweites Beispiel eine Linienfläche durch drei Complexe

der besonderen Art bestimmen, indem wir für die Gleichung derselben drei
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‚solche nehmen, die aus den früheren hervorgehen, wenn wir die Constanten
derselben mit ihren reeiproken Werthen und

7,5,0,6,9 mit ,9,7,2,0
gegenseitig vertauschen.

Auf diesem Wege erhalten wir, indem wir der Kürze wegen die reci-proken Werthe von 7, 1”, W, u”, v, v” durchER bezeichnen,statt der drei Complex-Gleichungen (10) die folgenden:
Sata tıl-0,
afty 0, (34)
yo—zZatp—=0. i

119. Wenn wir zwischen diesen drei Gleichungen und den drei Glei-chungen:

i=pv-4n, u—-gv-,, Dir— 0
die fünf Axen-Coordinaten P» 9, 2, #, o eliminiren, erhalten wir die folgendeGleichung der Fläche in Plan-Coordinaten:

I+@++ YyHMNu+E@+2)
+Y’er Hyatt

FIELENae"z)w+ (ey + y)tu— 0, (35)Diese Gleichung ergibt sich unmittelbar, wenn wir in der Gleichung (9)DE BESD U, v. v' durch 2.0,9° 9,2, 2 und 2, y,z durch % w, v ersetzen.Um dieselben Complexe (34) in Strahlen-Coordinaten auszudrücken, er-halten wir:

a

Erz nertı 2g; (86)
ee0,

und wenn wir zwischen diesen drei Gleichungen und den drei folgenden:12 1.20% Y=sz-6, y—sı=n,die Strahlen-Coordinaten r, s> 0, 6, n eliminiren, kommt:
werd.Geraeet IE (37)

Diese Gleichung erhalten wir unmittelbar, wenn wir in der Gleichung (28)Bene yo it nnd: de, u, v mit x, Y: z ver-tauschen.

Die beiden Gleichungen (35) und (37) stellen dieselbe Fläche in Plan-und Punct-Coordinaten dar, die in Axen- und Strahlen-Coordinaten durch dieSysteme linearer Gleichungen (34) und (36) dargestellt wird,
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120. Wenn wir in der Gleichung (35) nach einander v, « und 7 gleich

Null setzen, so erhalten wir:

@ityat+ld@ityurd-0,
(tt + Ydfrvr td) =et, (38)

yuatzv+dDYuteotrd)-I.

Während also im Allgemeinen die Tangential-Ebenen einer Fläche zwei-

ter.Ordnung und Klasse, welche einer gegebenen geraden Linie parallel sind,

einen Cylinder umhüllen, artet dieser Cylinder, wenn wir für die gerade

Linie nach einander die drei Coordinaten-Axen nehmen, in ein System von

zwei parallelen geraden Linien aus. Die Coordinaten-Axen sind also irgend

dreien Erzeugenden der Linienfläche, oder, was dasselbe ist, irgend dreien

Seiten des Asymptoten-Kegels der Fläche parallel. Denn alle Ebenen, welche

durch irgend eine Linie der Fläche gehen, sind Tangential-Ebenen der Fläche.

Den drei Linien der ersten Erzeugung, denen die drei Coordinaten-Axen

parallel genommen worden sind, sind drei Linien der zweiten Erzeugung

parallel. Die beiden Puncten-Paare, in welchen die Ebenen FAX, XZ, ZF

von den Linien beider Erzeugungen, die bezüglich den Axen 02, 02-.0X%

parallel sind, getroffen werden, werden durch die Gleichungen (38) dar-

gestellt.

121. In Uebereinstimmung hiermit erhalten wir, um die Gleichung (37)

zu befriedigen, einmal die drei Gleichungen-Paare:
ll

ya, |

y—-YyY-=d, 2 —-—=(, (39)

Bez u u )

welche die drei Linien zweiter Erzeugung, das andere Mal die drei Glei-.

chungen-Paare:
m Zu Ze),

y—-Yy-—)9, Mr 0, (40)

oe; y—-Yy=o0,

welche die drei Linien erster Erzeugung darstellen, die den drei Coordinaten-

Axen, bezüglich 0Z, 0X, 0F und OF, 0Z, 0Xparallel sind. >

123. Die drei Complexe besonderer Art, durch welche die Fläche be-

stimmt ist, die einmal durch die Gleichungen (34), das andere Mal durch die

Gleichungen (36) dargestellt werden, haben zu Axen diejenigen Linien zweiter

Erzeugung, die durch die Gleichungen-Paare (39) dargestellt werden, und

andererseits dadurch bestimmt sind, dass sie den Coordinaten-Axen OA, OF,
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OZ parallel sind und die bezüglichen Coordinaten-Ebenen FBZ NR inPuncten schneiden, welche in diesen Ebenen durch die Gleichungen:
Yu+zı+ıl=0, )
aDe (41)
eu |

dargestellt werden.
Wenn wir drei Seiten des Asymptoten-Kegels selbst zu Coordinaten-Axen

nehmen, kommt:

+." —=0, Yy+fY-_0, !+’—N(, (42)Dann nimmt die Gleichung der Fläche in Plan-Coordinaten die folgendeForm an:

1— sr yaZee 2yz-w+2rT!.wı 227y-mw=0, (43)die Gleichung derselben Fläche in Punct-Coordinaten die folgende:
e-)Y-W)k-7)WFEWFNeFT =124. Wir wollen endlich, zunächst unter der Voraussetzung recht-winkliger Coordinaten-Axen, für die Complexe einer dreigliedrigen Gruppe:
2Fug ug = 0»

durch welche eine Linienfläche bestimmt ist, die folgenden drei nehmen:
N =De )
N=o us0 (45)
De |

Dannfallen die Axen der drei Complexe in die drei Coordinaten-Axen O.X,OF, 0Z, sind also, wie diese, auf einander senkrecht und schneiden sich imAnfangspuncte der Coordinaten. Die Parameter sind Ve Tor k,, Wennwir die drei Complexe paarweise zusammenstellen, erhalten wir drei Con-gruenzen (2, 2”), (2, 2), (2, 2), deren Hauptaxen bezüglich in OX, or,OZ und deren Paare von Nebenaxen bezüglich in OF und 0Z, 0x und0Z, OX und OFfallen.
“ Wenn wir, wie früher, vermittelst der drei Gleichungen:

m 720, Y=sz-6, va—sy—ın
6, g und n eliminiren, so kommt:

" UN Ur

2les 0,

ei
Aus den beiden ersten der vorstehenden Gleichungen folet:

Plücker, Geometrie,
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(kk+dr— zz + hy;

(kh+z2)s= —yr + hs,

und wenn wir zwischen diesen beiden Gleichungen und der dritten der vor-

hergehenden drei Gleichungen » und s eliminiren:
k,24+ ky? + kr? + kıkak; — 0,

oder:
x? 1 2 2? r

aie a
Diese Gleichung bleibt ungeändert dieselbe, wenn die Werthe der drei

Constanten Ä,, As, 4, gleichzeitig ihr Zeichen ändern. Dann treten an die

Stelle der drei gegebenen Complexe drei andere, deren drei Durchmesser

nach wie vor in die drei Coordinaten-Axen fallen und deren drei Parameter

bloss ihr Zeichen geändert haben, das heisst, die drei neuen Complexe sind

entgegengesetzt gewunden, als die drei gegebenen. Darin ist die doppelte

Erzeugung der Fläche ausgesprochen. Die Linien der einen Erzeugung ge-

hören gleichzeitig den drei ursprünglichen, die der anderen gleichzeitig den

drei neuen Complexen an.

125. Wenn die Parameter der drei ursprünglichen Complexe sämmtlich

positiv und demnach die Parameter der drei neuen Complexe negativ sind,

oder umgekehrt, wenn jene negativ und diese positiv sind, so ist die Fläche

imaginär. In allen übrigen Fällen, so lange die Werthe der Parameter

reell bleiben, ist die Fläche ein einschaliges Hyperboloid. Dann stimmen

die Werthe zweier der drei Parameter der beiden Gruppen von Complexen

im Zeichen überein, und der Werth des jedesmaligen dritten Parameters

hat das entgegengesetzte Zeichen. Je nachdem der Parameter des ersten,

zweiten oder dritten Complexes der Gruppe im Zeichen von den Parametern

der beiden übrigen Complexe abweicht, fällt‘ die imaginäre Axe des Hyper-

boloids bezüglich in die Coordinaten-Axen ON, OF, 0OZ. In dem ersten

Falle erhalten wir:
De y\2 ae ”

ee u),
indem wir:

Iok, = a, |

kb=—b,\ ” (48)

klk=— ec

setzen.

Wenn wir den vorstehenden Entwickelungen statt Punct-Coordinaten
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Linien-Coordinaten zu Grunde legen und demnach die Linien der Complexe,
statt als Strahlen, als Axen betrachten, so erhalten wir für dieselbe Linien-
fläche, die nunmehr als Axenfläche auftritt, die folgende Gleichung:

kht + hke kr ti—0. (49)
126. Jeder gegebenen geraden Linie im Raume sind die Durchmesser

eines der unendlich vielen Durchmesser einer dreigliedrigen Gruppe parallel.
Wir können daher die drei Coordinaten-Axen als Durchmesser dreier Com-
plexe betrachten, durch welche eine Linienfläche bestimmt ist. In dem
Falle rechtwinkliger Coordinaten-Axen stellen die Gleichungen (45) drei Com-
plexe dar, deren drei Axen in die drei Axen der Linienfläche fallen. Die
Hauptparameter der drei Complexe sind A, %,, A. Wenn wir als Coordi-
naten-Axen irgend drei zugeordnete Durchmesser derselben Linienfläche neh-
men, stellt die Gleichung (45) immer noch drei Complexe der dreigliedrigen
Gruppe dar. Nur sind dann A,, A,, A, nicht mehr die Hauptparameter der
drei Complexe, sondern die Parameter derjenigen drei Durchmesser derselben,
welche mit den drei Coordinaten-Axen zusammenfallen. Diese drei Para-
meter wollen wir zur Unterscheidung durch %,%, %,0, 7,0 bezeichnen und den
drei obigen Constanten ihre Bedeutung als Hauptparameter der drei Com-
plexe lassen. Drei Complexe der dreigliedrigen Gruppe, deren Durchmesser
irgend dreien zugeordneten Durchmessern der durch diese Gruppe bestimmten
Linienfläche parallel sind, wollen wir, in Beziehung auf die Linienfläche,
drei conjugirte Complexe nennen. Es seien €”, €’, e die drei WinkelX0Y, X0Z, YOZ, welche die drei Coordinaten-Axen, paarweise genom-men, mit einander bilden, und 0”, 6, 6, die Neigungs-Winkel von OZ gegenXF, von OF gegen XZ, von OX gegen FZ. Dann sind die drei Aus-
drücke: .

sin €” sin d”, sin €’ sin 0’, sin e sin d
einander gleich. Bezeichnen wir sie, der Kürze wegen, durch Yy, so er-
halten wir:

KH, he — 2,= a
und hieraus:

IIREITale: Vans (50)
Setzen wir, den Gleichungen (48) entsprechend,

had ky0 — a, |

kpkp — — bi, \ ; (51)
Krk — Co,

17*
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so erhalten wir für die Gleichung der Linienfläche in, schiefwinkligen Coor-

7-0)== os
Es bedeuten 4 V/—1, bs, co diejenigen Halbdurchmesser der Fläche, welche

mit den drei Coordinaten-Axen 0X, OF, OZ zusammenfallen. Setzen wir

ya bc? = 9, (53)

so ist bekanntlich ® eine Grösse, welche sich nicht ändert, wenn wir statt

der drei gegebenen zugeordneten Durchmesser der Fläche irgend drei andere

zugeordnete Durchmesser zu Coordinaten-Axen nehmen.

127. Wenn wir gliedweise die beiden letzten Gleichungen (51) mit

einander multiplieiren und durch die erste dieser Gleichungen dividiren, so

dinaten:

 

kommt:

k,02 — Lo Co
Me re

0

und wenn wir %, statt 4, einführen;

ki = y2 Co = ee =
OS 2 ERE

: 4, Ay

Hiernach ist: )
© ? v

Bed (54)
0

k, ist der Hauptparameter desjenigen Complexes der dreigliedrigen Gruppe,

dessen Durchmesser der Axe OX parallel sind und 4, (mit entgegengesetztem

Zeichen genommen) das Quadrat desjenigen Halbdurchmessers der Fläche,

welcher in diese Axe fällt. Da wir von vorne herein als Coordinaten-Axe

jeden beliebigen Durchmesser der Linien-Fläche nehmen können (wobei, je

nachdem der neue Durchmesser die Fläche schneidet oder nicht, @,? mit po-

sitivem oder negativem Zeichen genommen werden muss), ergibt sich der

folgende Satz unmittelbar:

Der Hauptparameter desjenigen Complexes einer drei-

gliedrigen Gruppe, dessen Durchmesser irgend einem Durch-

messer der durch die Gruppe bestimmten Linienfläche parallel

sind, ist umgekehrt dem Quadrate der Länge des Durchmessers

der Fläche proportional.

128. Einer beliebigen durch den Anfangspunct gelegten Ebeneist gleich-

zeitig ein Durchmesser der Linien-Fläche, der Hauptdurchmesser einer Con-

gruenz, der diese Fläche angehört, und ein Durchmesser eines Complexes



der dreigliedrigen Gruppe, durch welche die Flächa bestimmt wird, zuge-
ordnet. Dieselben Ebenen, welche dem Durchmesser der Fläche zugeordnet
sind, sind der Central-Ebene der Congruenz parallel und in dem Complexe
ebenfalls dem mit dem Durchmesser der Fläche zusammenfallenden Durch-
messer zugeordnet. Es folgt dies unmittelbar aus den Gleichungen der drei
conjugirten Complexe (45), durch welche, auch in der Annahme schiefwink-
liger Coordinaten, eine Linienfläche bestimmt wird. Dem Durchmesser eines
der drei Complexe, welcher in eine der drei Coordinaten-Axen fällt, ist die
Coordinaten-Ebene, welche durch die beiden andern Coordinaten-Axen geht,
zugeordnet, und dieselbe Ebene ist einerseits die Central-Ebene derjenigen
Congruenz, welche durch die beiden übrigen Complexe bestimmt wird undandererseits die Diametral-Ebene der Fläche, die demjenigen Durchmesser
derselben conjugirt ist, welcher mit dem Durchmesser des Complexes zu-
sammenfällt.

Ein Complex einer dreigliedrigen Gruppe ist vollkommen bestimmt, wenndie Richtung seiner Durchmesser gegeben ist. In der vorigen Nummerhaben wir, vermittelst der entsprechenden Linien-Fläche, in einfachsterWeise seinen Parameter erhalten. Die vorstehenden Erörterungen geben uns
für einen seiner Durchmesser die zugeordneten Ebenen. Die Construction
seiner Axe ist hiernach auf die 46. Nummer zurückgeführt.

Man trage auf demjenigen Durchmesser der Fläche, welcher die gege-
bene Durchmesser-Richtung des Complexes hat, vom Mittelpunete aus denParameter des Complexes auf und projieire denselben auf die dem Durch-inesser zugeordnete Diametral-Ebene der Fläche. Der Parameter ist nachder vorigen Nummer, wenn wir die Länge des Halbdurchmessers der Fläche

 oO„3 , die Projeetion desselben, wenn wir den0

Winkel, den der Durchmesser der Fläche mit der ihr conjugirten Ebene bil-
det, do nennen, gleich

durch ro? bezeichnen, gleich

®
an OR
rn,

Wenn wir dann den Durchmesser der Fläche, parallel mit sich selbst, von der
projieirenden Ebene um eine Strecke entfernen, die dieser Projection gleich
ist, so ist der verschobene Durchmesser der Fläehe in der neuen Lage dieAxe des Complexes.

Diese Verschiebung kann nach entgegengesetzter Richtung vorgenommen
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werden. Dem entsprechend erhalten wir die beiden gleichweit vom Mittel-

puncte abstehenden, unter sich parallelen Axen zweier verschiedenen Com-

plexe. Diesen beiden Complexen gehören die beiden verschiedenen Erzeu-

gungen der Linienfläche an.

129. Wir erhalten für die Parameter der bezüglich in 0X, OF, 0Z

fallenden Durchmesser der drei conjugirten Complexe:

 

I)0

wort, mr woer by Co

und für die Hauptparameter dieser Complexe:
o ne +

TR A Mr (56)

In Gemässheit der Gleichungen (58) haben 4° und %,° übereinstimmende

Zeichen und %,° weicht von ihnen im Zeichen ab, woraus unter Berücksich-

tigung der Proportionen (50) folgt, dass auch A, und A, unter sich gleiche,

mit A, entgegengesetzte Zeichen haben. . Wir müssen demnach sowohl in

den Gleichungen (55) als auch in den Gleichungen (56) die drei obern und

die drei untern Zeichen zusammennehmen.

Wenn wir die drei Gleichungen (55) gliedweise mit einander multipli-

ciren, so kommt: \
hy kz0 hy —= + Mobs Co. (57)

Das Product der Parameter derjenigen Durchmesser dreier

conjugirter Complexe, welche mit den drei zugeordneten Durch-

messern der Linienfläche zusammenfallen, ist dem Producte der

drei halben Durchmesser der Fläche gleich.

Wenn wir die drei Gleichungen (56) gliedweise mit einander multipli-

ciren, so kommt:
O° Z

kı Yes; Ver = SEENTER En DR do bo Ci == - z2. abe,
Ag du Co re

mithin
kykyky
a— + p2. (58)

Aus denselben drei Gleichungen (56) erhalten wir ferner:

1 ii ıE
Di BE N ER Bank er: Sa,

(a, bo Co ) 2 oO er E: I, —- N

und hieraus:
I il 1 as02 62 -+++. 3Grm (59)
St

2 fü Er abc

  

Die Summe der reciproken Werthe der Parameter irgend
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dreier, in Beziehung auf eine gegebene Linienfläche zugeord-
neter, Complexe ist constant.

130. Wir wollen die Axen der Complexe einer dreigliedrigen Gruppe,
durch welche eine Linienfläche bestimmt ist, parallel mit sich selbst ver-
schieben, bis sie durch den Mittelpunct der Fläche gehen und dann, indem
wir die Durchmesser der Fläche als Leitstrahlen betrachten, auf jedem der-
selben vom Mittelpuncte aus den Hauptparameter desjenigen Complexes auf-
tragen, der diesen Durchmesser auch zu dem seinigen hat. Dann erhalten
wir eine neue Fläche, welche in Beziehung auf die Linienfläche dieselbe :
Rolle spielt, als die characteristische Curve einer Linienfläche in Beziehung
auf diese. Wir wollen die neue Fläche die characteristische Fläche der
Linienfläche nennen.

Wenn wir irgend einen Leitstrahl der characteristischen Fläche durch
r und den entsprechenden Leitstrahl der Linienfläche durch 7, bezeichnen,
so ist:

oO
r— + Be

Wir wollen die Linienfläche (47) auf ihre drei Axen als Coordinaten-Axen
beziehen. Indem wir dann diejenigen drei Winkel, welche ein beliebiger
Leitstrahl ”, mit den drei Axen bildet, «, ß, y nennen, können wir die
Gleichung dieser Fläche in der nachstehenden. Weise schreiben:

 

cos?« cos? ß cos? y it
a? BassER 2 2

und erhalten die Gleichung der characteristischen Fläche, wenn wir in dieser2 ec : £Gleichung für —; seinen Werth + 5 einsetzen. Auf diesem Wege er-1

gibt sich:

 

. J cos? @ cos? ß cos? yeen
und wenn wir zu den rechtwinkligen Punct-Coordinaten zurückgehen:

DEE ER A Fe H ;Oo n E: zZ =+r, (60)
Wenn wir die beiden Seiten der letzten Gleichung quadriren und für 72 und@: bezüglich (@? + y2 + 22) und abe? schreiben, so kommt:

+ 2 2 aea? b2 c2 15 Di - Sr = — (a2 4 yE+ 22)5, (61)

oder:
(Bei: — way? — a#22) — ab2er (a2 4Ze (62)
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131. Die vollständige characteristische Fläche zerfällt in zwei Theile,

welche einzeln durch die Gleichung (60) dargestellt werden, wenn wir in

dieser Gleichung ” nach einander mit entgegengesetztem Vorzeichen nehmen.

Es gibt immer zwei dreigliedrige Gruppen von Complexen, welche in einer

solchen geometrischen Beziehung zu einander stehen, dass die Complexe der
beiden Gruppen sich bloss dadurch von einander unterscheiden, dass ihre

Parameter entgegengesetzte Zeichen haben. Solchen zwei Complex-Gruppen

entsprechen die beiden Erzeugungen derselben Fläche. Es gibt also insbe-

sondere auch zwei Systeme von drei conjugirten Complexen, deren Durch-

messer irgend dreien zugeordneten Durchmessern der Linienfläche parallel

und deren Parameter bezüglich gleich aber von entgegengesetztem Zeichen

sind. Durch die beiden Gruppen zugeordneter Complexe sind die beiden

Erzeugungen der Lmienfläche bestimmt. Die characteristische Fläche

bezieht sich gleichmässig auf beide Erzeugungen.

132. In Gemässheit der Relationen (48) können wir in die Gleichung

der characteristischen Fläche, statt der drei Halbaxen der Linienfläche, die

Hauptparameter derjenigen drei conjugirten Complexe einführen, deren

Durchmesser den Axen der Linienfläche parallel sind. Auf diese Weise

finden wir:

: (+ hy + 2) = (+ y? + 2), (63)

während die Gleichung der ‚Linienfläche selbst, nach Einführung derselben
Constanten, die folgende wird:

kE+kP+kz — Inhake. (64)
Wenn wir in der Gleichung (63) nach einander x, y, z gleich Null

setzen, so erhalten wir für die Durchschnitts-Curven der characteristischen

Fläche mit den drei Coordinaten-Ebenen:

(ka + hy? — (at + 9),
(1.4 ka — (+ 2), (67)

(kp + 2) = (yi + zZ).
Durch drei conjugirte Complexe einer Linienfläche, paarweise genom-

men, sind drei Congruenzen bestimnit, die wir ihrerseits als drei conju-

girte Congruenzen der Linienfläche bezeichnen können. Den beiden

Systemen dreier conjugirter Complexe, deren Durchmesser den drei Axen der

Linienfläche parallel sind, entsprechen zwei Systeme dreier conjugirter Con-

gruenzen, deren jede eine Axe der Linienfläche zur Hanptaxe und die jedes-

maligen beiden andern Axen derselben zu Nebenaxen hat. Die drei Con-
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gruenzen eines der beiden Systeme entsprechen einer der drei Congruenzen
des andern Systems der andern Erzeugung der Linienfläche. Die erste der
drei Gleichungen (67) stimmt vollkommen mit der Gleichung (149) des
vorigen Paragraphen überein. Daraus entnehmen wir den folgenden Satz:

Die drei Durchschnitts-Curven der ch aracteristischen Fläche -
einer gegebenen Linienfläche mit den drei Hauptschnitten XF,
NZ, YZ dieser letztern Fläche sind, in diesen Hauptschnitten,
die Projeetionen der characteristischen Curven dreier conju-
girter Congruenzen, welche bezüglich 0Z, OF, 0X zu ihren
Hauptaxen haben.*) g

Wir verweisen, was die Discussion der Durchschnitts-Curven (6 7) betrifft,
auf den vorigen Paragraphen und bemerken bloss ‚ dass die m XF und XZ
liegenden Durchschnitts-Curven aus vier Schleifen bestehen und im Mittel-
puncte der Fläche einen vierfachen Punct haben ‚ während für die n FZ
liegende Durchschnitts-Curve dieser Punct ein isolirter ist.

133. /Umädie Gleichung der characteristischen Fläche (63) zu befriedigen,
können wir gleichzeitig:

Kap Her — + u: kılkı, |
3 ai. / (68)ET WE ze — u

V

Ahr A Jsetzen, indem wir durch z und x, zwei beliebige Constanten bezeichnen,
zwischen denen die folgende Relation besteht:

Be
Diese Relation wird insbesondere befriedigt, wenn die beiden Constanten gleichEins sind. Es lässt sich eine characteristische Fläche durch eine räumlicheCurve beschreiben, welche der Durchschnitt einer Kugel mit zweiFlächen zweiter Ordnung ist. Diese Curve bestimmt in jeder ihrer Lagensolche Complexe, deren Parameter, abgesehen vom Zeichen, gleich sind.

In unserm Falle ist die gegebene Linienfläche ein einschaliges Hyper-
boloid. Führen wir in die letzten beiden Gleichungen statt der Parameter
die Halbaxen-Quadrate desselben wieder ein, so erhalten wir:

x? IE 2?

Beeckig. nk. . (69)
Mr2 mVEBE,. |

 

*) Den Satz des Textes können wir auf drei beliebige zugeordnete Complexe einer gegebenenLinienfläche und die drei entsprechenten zugeordneten Durchmesser ausdehnen.
Plücker, Geometrie,

18
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Wenn wir z und =, gleich Eins setzen, so stellt die erste der beiden vor-

stehenden Gleichungen, wenn wir das untere Vorzeichen nehmen, das gege-

bene einschalige Hyperboloid dar, wenn wir das obere Zeichen nehmen, ein

zweischaliges Hyperboloid. Die beiden Hyperboloide - haben denselben

Asymptoten-Kegel und die Quadrate irgend zweier gleichgerichteter Durch-

messer derselben sind gleich und von entgegengesetztem Zeichen. Ein ein-

schaliges und zweischaliges Hyperboloid, welche in dieser gegenseitigen Be-

ziehung zu einander stehen, wollen wir überhaupt zwei zusammen-

gehörige Hyperboloide nennen.

Die characteristische Fläche eines gegebenen einschaligen

Hyperboloids geht durch die Curve, nach welcher das gegebene

einschalige Hyperboloid und das mit diesem zusammengehörige

zweischalige Hyperboloid von einer Kugel geschnitten wird,

deren Radius der Cubik-Wurzel aus dem Producte der drei Halb-

axen des gegebenen einschaligen Hyperboloids gleich ist.

Wenn wir die linearen Dimensionen der beiden Hyperboloide im qua-

dratischen, den Radius der so bestimmten Kugel im cubischen Verhältnisse

continuirlich wachsen lassen, so beschreiben die Durchschnitts-Curven die

characteristische Fläche.

134. Die vollständige characteristische Fläche theilt sich in zwei Theile,

die durch den Asymptoten-Kegel von einander getrennt sind. Der eine Theil

besteht aus Curven-Zügen, die auf den einschaligen Hyperboloiden liegen.

Durch ihn sind die Parameter solcher Complexe bestimmt, deren Durch-

messer den reellen Dvrchmessern des gegebenen einschaligen Hyperboloids

parallel sind. Der andere Theil besteht aus Curven-Zügen, die auf den

zweischaligen Hyperboloiden liegen. Durch ihn sind die immer reellen

Parameter derjenigen Complexe bestimmt, deren Durchmesser den (ihrer

Länge nach) imaginären Durchmesser des gegebenen einschaligen Hyper-

boloids parallel sind. Während die Durchmesser der Fläche, durch die Seiten

des Asymptoten-Kegels hindurchgehend, unendlich gross werden, werden die

entsprechenden Parameter gleich Null. Diesem Durchgange entspricht der

Uebergang zwischen reellen und imaginären Durchmessern der Fläche, zwi-

schen positiven und negativen Parametern der Complexe.

135. Wir haben bisher bloss das einschalige Hyperboloid betrachtet,

dessen Erzeugende reelle gerade Linien sind. Der imaginären Linienfläche,

die wir imaginäres Ellipsoid nennen wollen, entspricht, dass die Para-
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meter der drei Central-Complexe dasselbe Zeichen haben. Wenn wir dem
entsprechend

Ru,

kı le, fücde DE,
(70)

kl = ce: :
setzen, erhalten wir für das imaginäre Ellipsoid folgende Gleichung:

2 2 „2PR;
(7)

Aber die Gleichung (64), welche die Linienflläche darstellt, bleibt auch
dann noch reell, wenn die Parameter der drei Central-Complexe gleichzeitig
imaginär werden. Wenn wir für Merle, Ks die imaginären Werthe 4y=
kYV—1, kV—L einsetzen, geht diese Gleichung in die folgende tiber:

Aa Muya-inte — Kelgakkgn (72)
Hier haben wir wiederum zwei Fälle zu unterscheiden: entweder haben von
den drei neuen Constanten nur zwei dasselbe Zeichen und die dritte hat das
entgegengesetzte Zeichen, oder die Zeichen derselben stimmen sämmtlich
überein. In dem ersteren Falle können wir

Te a,

khk—=—i, (75)
ae ; ;

setzen und erhalten: j
x? y? 2? =
aUr (74)

Dann ist die Fläche ein zweisch aliges Hyperboloid. In dem zweiten
Falle können wir

kl = a,

kk,— DB, (75)
ki = co

setzen und erhalten:

% v =
rhgend: (76)

Dann ist die Fläche ein ‚Ellipsoid.
In jedem Puncte des zweischaligen Hyperboloids und des Ellipsoidsschneiden sich zwei imaginäre Erzeugende. Die Flächen werden in doppelter

Weise von imaginären geraden Linien erzeugt, die beiden imaginären geradenLinien, welche in jedem Puncte der Flächen sich schneiden, gehören denbeiden Erzeugungen derselben an.

18*
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136. Die Betrachtungen über characteristische Flächen in der 133. Num-

mer runden sich erst dann ab, wenn wir neben der characteristischen Fläche

des einschaligen Hyperboloids auch die characteristische Fläche der imagi-

nären Linienfläche, welche reell bleibt, und die imaginären characteristischen

Flächen des zweischaligen Hyperboloids und des Ellipsoids betrachten.

Das einschalige und das zweischalige Hyperboloid, welche durch die.

beiden Gleichungen (47) und (74) dargestellt werden, haben wir, in dem

Falle, dass A, = Ay), kg = Äy, hy — ky, zwei zusammengehörige Hyperboloide

genannt. Unter derselben Voraussetzung sagen wir, dass das imaginäre und

reelle Ellipsoid, welche durch die Gleichungen (72) und (76) dargestellt wer-

den, zusammengehören. ;

Um die Gleichung der characteristischen Fläche für das imaginäre El-

lipsoid (72) zu erhalten, brauchen wir bloss in der Gleichung dieser Fläche

für das einschalige Hyperboloid (47) die Zeichen von 5? und ce? zu ändern.

Dann kommt statt (61):

er+ZN = ette (7)
und wir erhalten statt (69) die folgenden beiden Gleichungen:

rt
5 (78)

2+ pt z2=mVede,

wobei zwischen x und x. die frühere Bedingungs-Gleichung fortbesteht. Die

characteristische Fläche besteht hier aus einem reellen und einem imaginären

Theile. Diese beiden Theile werden bezüglich von Curven erzeugt, nach wel-

chen zusammengehörige reelle und imaginäre Ellipsoide von Kugeln geschnit-

ten werden. Unter den imaginären Ellipsoiden befindet sich insbesondere

das gegebene. Das mit diesem zusammengehörige reelle Ellipsoid wird von

der characteristischen Fläche immer in einer reellen Curve geschnitten, die

gleichzeitig auf einer Kugel liegt, deren Radius der dritten Wurzel aus dem

Producte der drei Halbaxen dieses Ellipsoids gleich ist.

Wenn die Gleichung der für den Fall des einschaligen Hyperboloids und

des imaginären Ellipsoids reellen characteristischen Fläche (63) auf den Fall

des zweischaligen Hyperboloids und des reellen Ellipsoids bezogen werden

soll, so müssen wir Ay, Ay, A, mit A’V—l, AyYV—l, kr Y—1 vertauschen.

Dann wird das Quadrat des Leitstrahles der characteristischen Fläche negativ,

die Fläche selbst also imaginär. Wir erhalten aber eine neue reelle Fläche,
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wenn wir für den imaginären Leitstrahl »/—1 nehmen. Dann kommt:

Ke+khyıth2)’—- (tr tn),
und wenn insbesondere A, —aks;, ist diese Gleichung die-
selbe, von der wir ausgegangen sind.

Die characteristische Fläche eines einschaligen Hyperboloids
bestimmt also zugleich die imaginären Parameter aller Com-
plexe des zugehörigen zweischaligen Hyperboloids, so wie die
characteristische Fläche eines imaginären Ellipsoids zugleich
die imaginären Parameter aller Complexe des zugehörigen reel-
len Ellipsoids bestimmt.

137. Wir haben in der 98. Nummer vier verschiedene Arten von Con-
gruenzen unterschieden. Jeder Durchmesser einer Fläche zweiter Ordnung
und Classe, welche einen Mittelpunct hat, fällt, der Richtung und Grösse
nach, mit dem Hauptdurchmesser einer Congruenz, der die Fläche angehört,
zusammen. Es entspricht hierbei jedem Durchmesser des einschali gen
Hyperboloids eine Congruenz der ersten oder zweiten Art, je nachdem
dieser Durchmesser das Hyperboloid schneidet oder nicht schneidet. Den
Uebergang bezeichnet der Fall, dass die beiden Directricen der Congruenz in
einer Asymptote der Fläche zusammenfallen.

Jedem Durchmesser eines imaginären Ellipsoids entspricht eine
Congruenz der zweiten Art.

Jedem Durchmesser eines zweischaligen Hyperboloids entspricht,
je nachdem er die Fläche schneidet oder nicht schneidet, eine Congruenz
der dritten oder vierten Art.

Jedem Durchmesser eines reellen Ellipsoids entspricht eine Congruenz
der dritten Art.

138. Von den vorstehenden Entwickelungen sind diejenigen Flächenzweiter Ordnung und zweiter Classe ausgeschlossen, welche keinen Mittel-punct haben und einmal von reellen, das andere Mal von imaginären ge-
raden Linien erzeugt werden: das hyperbolische und elliptische Paraboloid.

139. Wir haben bereits früher in der 111. Nummer eine Fläche zwei-
ter Ordnung durch drei Complexe bestimmt, deren Parameter gleich Nullsind. Es kommt dies darauf hinaus, die Axen solcher drei Complexe alsLinien der zweiten Erzeugung der Fläche zu betrachten, die von den Linienihrer ersten Erzeugung geschnitten werden. Durch die drei Linien der zwei-
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ten Erzeugung haben wir drei beliebige Ebenen gelegt und diese Ebenen zu

Coordinaten-Ebenen genommen. Dann berührt die Fläche diese drei Ebenen.

Diese Ebenen schneiden die Fläche, ausser in den drei Linien der zweiten

Erzeugung, auch noch in drei Linien der ersten Erzeugung. In jeder dieser

Ebenen ist der Durchschnitt der beiden Linien der zwiefachen Erzeugung
der Punct, in welchem dieselbe von der Fläche berührt wird. "Unter ana-

logen Voraussetzungen können wir auch das zweischalige Hyperboloid und

das Ellipsoid bestimmen. Wir nehmen irgend drei Tangential-Ebenen einer

dieser Flächen zu Coordinaten-Ebenen. Dann geht jede dieser Ebenen durch

zwei conjugirt imaginäre Linien der Fläche und diese Linien schneiden sich

in dem reellen Puncte, in welchem die Ebene von der Fläche berührt wird.

Wir wollen in Uebereinstimmung hiermit, indem wir zur angezogenen Num-

mer zurückgehen,

Vieh Eu

U,UV =ewtWw vaı- : (79)

v,v = +%va

setzen. Dann gehen die Gleichungen (12) und (13) dieser Nummer, welche

die drei Linien der zweiten und die drei Linien der ersten Erzeugung, welche

in den drei Coordinaten-Ebenen liegen, darstellen, in die folgenden über:

(+V-De (vwV/-Dy +16, |

+V-Dz+b -AV-YDe+1=0, (80)
wu—Dy+ a =Vz F1=0, )

und

G—bVY—d)er+ (0 + wV—1)y ea |

HuDziura, (81)

(to Poae - (vo + urDe + 1 — 0. |

Die Coordinaten der drei Berührungspuncte in den drei Coordinaten-Ebenen

VENTEN7 sında

   

 

E ,
na SE UNE Be ln
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Lug + % % 0
h P

al) bh% = 7 >, ee s 82

Id, Tb do Ivy + % do e
. ,

mei eh D
U Ge enE ee

3 Udo t %do
f. EEE ’

Uydy + Un vo

*) Die Gleichungen (81) geben unmittelbar:

Rute Zerypzen
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Wir erhalten für die Gleichung der Linienfläche aus (0):
1+ 242 +2uy + 292 + (6 +6)+ (Lo? -+ Un *)y2 + (v0? + 002) 22
+ 2 (u—%v)yz + (ku —hw)az + 2(h%—bu)ey=0. (88)

Je nachdem

(+2 (ni%v) (hd — by vo),
oder

(+ b2) = (lvo— %vo) (b %— tyvo),
stellt diese Gleichung ein zweischaliges Hyperboloid oder ein Elli-
psoid dar.*)

Setzen wir in dieser Gleichung %, w, ®, gleich Null, so kommt:
1+%4?2 4 wey — w?z — 2uo voYyz = ahHurz — 2hway—0. (84)

Dann ist die Fläche ein zweischaliges Hyperboloid, das auf seinen Mittel-
punet als Anfangspunet der Coordinaten bezogenist.

140. Die Bestimmung des elliptischen Paraboloids ist der Bestimmung
des hyperbolischen in der 114. Nummer ganz amalog. Die Bedingungs-
Gleichung (20) geht in die folgende über:

Io U, vo20: _ Ne r1 3= Zr Sr Eu :. (85)

Mit den Linien der beiden Erzeugungen werden die beiden Ebenen, denen
sie parallel sind, conjugirt imaginär. Wir erhalten für dieselben die folgen-
den Gleichungen, welche wir in eine einzige zusammenziehen:

(do +4) + (bw —hv)V—1] © + [Wr + ww) + (wo + Uvo) V—1] Y
+ 0+%2)z = 0 . (86)

und aus (24) zur Bestimmung der reellen Durchmesser- Richtung:
+2 se in u: en u Bene Ka usmen (87)

141. Wir haben hiermit die sämmtlichen reellen Flächen der zweiten
Ordnung und Classe durch die Gleichungen dreier linearer Complexe, deren
Parameter verschwinden, dargestellt und aus den Systemen solcher drei
Gleichungen die Gleichungen derselben in Punct -Coordinaten abgeleitet: das
einschalige Hyperboloid (9), dasselbe bezogen auf seinen Mittelpunet (17),
das hyperbolische Paraboloid (9), unter Voraussetzung der Bedingungs- Glei-

eine geometrische Beziehung zwischen irgend drei Tangential-Ebenen einer gegebenen Fläche zweiterOrdnung und Classe, welche zu Aiscutiren hier nicht der Ort ist. :
*) Geometrie des Raumes Nr. 26.
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chung (20), das zweischalige Hyperboloid und das Ellipsoid (83), ersteres

auf seinen Mittelpunet bezogen (84), und endlich, unter Voraussetzung der

Bedingungs-Gleichung (85), das elliptische Paraboloid (86). Ausgeschlossen

bleibt hier, für den Fall des zweischaligen Hyperboloids, des elliptischen

Paraboloids und des Ellipsoids, die Annahme, dass der Anfangspunct der

Coordinaten innerhalb der genannten Flächen liege. Für den Fall des ein-

schaligen Hyperboloids gibt es kein Innerhalb und kein Ausserhalb. Die

imaginäre Fläche ist ganz ausgeschlossen. Die Coordinaten-Bestimmung wird

- illusorisch, wenn der Anfangspunct auf der Fläche angenommen wird.

142. Dieselben Flächen der zweiten Ordnung und Classe, die wir durch

drei lineare Gleichungen in Strahlen-Coordinaten dargestellt haben, haben

wir in analoger Weise auch durch drei Gleichungen in Axen-Üoordinaten

dargestellt und, wie wir aus jenen die Gleichung der Flächen in Punct-

Coordinaten abgeleitet haben, aus dieser die Gleichung derselben Flächen in

Plan-Coordinaten abgeleitet. Die Gleichung (28), welche wir in der 115. Num-

mer erhalten haben, geht für solche reelle Flächen, welche nicht durch reelle

gerade Linien erzeugt werden, in die folgende über:

(d—I)Do—1) (C=) Azz—1) (— u) —uN)

teHov-) ((u —u) %v-) (ev) +W v-)

Wenn wir entwickeln, verschwindet aus dieser Gleichung das Imaginäre.

 
 te

143. Reelle und imaginäre Kegelflächen so wenig als reelle und imagi-

näre ebene Curven lassen sich durch drei lineare Gleichungen, weder in

Strahlen-Coordinaten noch in Axen-Coordinaten, darstellen. Jene sind nicht

als Flächen zweiter Classe, diese nicht als Flächen zweiter Ordnung zu

betrachten.

144. I die Frage, ob die Linienflächen, die wir durch das Symbol:

2+uR ae)

dargestellt haben, durch Particularisation der Complexe 2, &, 2” nicht

dennoch in andere geometrische Gebilde ausarten können, ist hiermit nicht

erledigt.

Wir wollen einem der drei Complexe seine ganze Allgemeinheit lassen,

aber annehmen, dass die beiden anderen Complexe von der besonderem Art

seien, dass sämmtliche Linien jedes derselben einer festen geraden Linie

begegnen, und dass die beiden festen geraden Linien sich schneiden, oder,

was dasselbe heisst, in derselben Ebene liegen. Wir wollen die beiden
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Coordinaten-Axen OZ und OF mit ihnen zusammenfallen lassen. Dann
stellen die Gleichungen

N=z1zr0 0 —=(, N=o=0
die fraglichen beiden Complexe dar. Diese beiden Gleichungen haben zur
Folge, dass entweder o oder gleich Null ist. Hiermit in Uebereinstim-
mung gehören einerseits alle Linien, deren Coordinaten die drei Gleichungen:

Ar+Bs+C=0, (89)

an? nad
befriedigen, andererseits alle Linien, deren Coordinaten die drei Gleichungen:

Bs+C0—-Do=0,
=, r—0 } ag)

befriedigen, der durch die dreigliedrige Complex-Gruppe dargestellten Linien-
fläche an. Alle Linien, welche den drei Complexen (89) gleichzeitig an-
gehören, liegen in der durch die Gleichung:

Ar + By+lz=0 (91)
dargestellten Ebene und gehen, in dieser Ebene, durch den Anfangspunct
der Coordinaten. Alle Linien, welche den drei Complexen (90) gleichzeitig
angehören, liegen in der Coordinaten-Ebene FZ und gehen in dieser Ebene
durch den Punct, der durch die Gleichung:

C(u— Bv+Dvr=0 (92)
dargestellt wird. Die Ebene (91) bleibt dieselbe für alle Complexe der drei-
gliedrigen Gruppe:

Ar—Bs+C)+uwe+twWo=0,
sie ist für alle die Ebene, welche dem Anfangspunct der Coordinaten ent-
spricht. Der Punct (92) bleibt derselbe für alle Complexe der dreigliedrigen
Gruppe:

(Bs+C—Do)+wtur=0,
er ist für alle der Punct, welcher der Coordinaten-Ebene FZ entspricht.

Die der so bestimmten Linienfläche angehörigen Linien liegen also in
zwei Ebenen und gehen in jeder dieser beiden Ebenen durch
einen festen Punct der Durchschnittslinie der beiden Ebenen.
Die beiden Ebenen und die beiden Puncte entsprechen einander
in allen Complexen der dreigliedrigen Gruppe,

Wir können die Linienfläche durch eine Gleichung zweiten Grades in
Punet-Coordinaten darstellen. Dann erhalten wir die beiden eben bestimm-
ten Ebenen; aber es verschwindet jede Spur der Erzeugung dieser Ebenen

Plücker, Geometrie. 7
19
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durch eine gerade Linie, welche innerhalb derselben um einen festen Punet

sich dreht. Wenn wir uns der Plan-Coordinaten zur Darstellung der Linien-

Häche bedienen, so erhalten wir die beiden Puncte; es verschwindet aber

jede Spur der Umhüllung dieser Puncte durch eine gerade Linie, welche in

einer festen Ebene liegt.

145. Die geometrische Bestimmung der Linienfläche kommt in diesem

Falle darauf hinaus, diejenigen geraden Linien zu bestimmen, welche zwei

gegebene einander schneidende gerade Linien schneiden und überdiess einem

gegebenen Complexe angehören. Diese Linien liegen entweder in der Ebene
der beiden gegebenen geraden Linien und gehen durch den in dem Complexe

dieser Ebene zugeordneten Punct, oder sie gehen durch den Durchschnitts-

punet der beiden gegebenen geraden Linien und liegen zugleich in derjenigen

Ebene, welche in dem Complexe diesem Puncte entspricht.

Die vorstehenden geometrischen Betrachtungen ergänzen sich noch da-

durch, dass unter den Complexen der Gruppe sich einer von der besondern

Art befindet. Die feste Linie, die von allen Linien dieses Complexes ge-
schnitten wird und welche im Allgemeinen den beiden gegebenen geraden

Linien nicht begegnet, wird, wie diese, von den Linien der, Linienfläche ge-

schnitten. Diese Linienfläche ist im Allgemeinen ein einschaliges Hyper-

boloid, dessen Linien einer Erzeugung die drei gegebenen geraden Linien

schneiden, artet aber, wenn zwei der drei gegebenen Linien sich schnei-

den, in ein System von zwei Ebenen, bezüglich in ein System von zwei

Puncten aus.

Wenn die feste Linie einer der beiden gegebenen, sich schneidenden, ge-

geraden Linien begegnet, so ändert sich in den vorstehenden Beziehungen

wesentlich nichts. Dann wird eine der drei Linien derselben Flächen-Er-

zeugung von den beiden übrigen in zwei Puncten: geschnitten, oder, was

dasselbe heisst, die drei Erzeugenden liegen in zwei Ebenen. Diese beiden

Ebenen einerseits, die beiden Durchschnittspuncte andererseits sind diejeni-

gen, in welche die Linienfläche ausartet.

146. Wenn insbesondere aber in den Complexen der dreigliedrigen Gruppe

der Durchschnittspunct der beiden gegebenen geraden Linien der Ebene ent-

spricht, welche durch diese Linie geht, so verschwinden die Constanten A

und € in den vorstehenden analytischen Entwickelungen: dann fällt die Ebene

(91) mit der Coordinaten-Ebene F/Z, der Punct (92) mit dem Anfangspuncte

der Coordinaten zusammen.
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Die Linienfläche artet in diesem Falle in ein System von zwei zu-
sammenfallenden Ebenen, bezüglich in ein System von zwei in diesen
Ebenen zusammenfallenden Puncten aus.

147. Von dem zuletzt betrachteten Falle sind diejenigen wohl zu unter-
scheiden, in welchen ohne weitere Bedingung:

o—o, 0—0, =, (93)
oder |

20; 0—=(, nd. (94)
In dem ersten Falle befriedigen die dreigliedrige Complex-Gleichung die
Coordinaten jeder durch den Anfangspunet gehenden geraden Linie, in dem
zweiten Falle die Coordinaten jeder in der Ebene FZ liegenden geraden
Linie.

So wie zwei zusammenfallende Directricen erst dann eine Congruenz
bestimmen (Nr. 68), wenn die Bedingung hinzukommt, dass die Linien der-
selben einem gegehgenen Complexe angehören, der eine mit den Directricen
zusammenfallende Linie hat, so bestimmen drei durch denselben Punct gehende
Erzeugenden eine Linienfläche erst dann, wenn noch die Bedingung hinzu-
kommt, dass die Linien derselben einem gegebenen Complexe angehören.
Wenn diese doppelte Bedingung fehlt, so erhalten wir in dem ersten Falle
statt der Congruenz einen Complex von ‚besonderer Art, dessen Linien die
beiden zusammenfallenden Directricen schneiden, Im zweiten Falle bedingen
zwei der drei Complex- Gleichungen :

e=(, NE 02 50, (95)
dass ”6 gleich Null werde, und dieser Bedingung kann sowohl durch das
Verschwinden von o als durch das Verschwinden von 7 entsprochen werden.
Demnach sind die beiden vorstehenden Gleichungen einmal mit den dreiGleichungen (93), das andere Mal mit den drei. Gleichungen (94) gleichbedeu-
tend. Die Congruenz besonderer Art, welche durch die beiden Gleichungen
(95) dargestellt wird und die Coordinaten-Axen OZ und OF zu Directricen
hat, umschliesst (Nr. 68) einmal alle Linien, welche in FZ, der Ebene der
beiden Direvtricen liegt, das andere Mal alle Linien, welche durch 0, den
Durchschnitt der beiden Directricen, gehen. Kommt in der Gleichung (93)
die Bedingung 6 = 0 hinzu, so werden dadurch von der Congruenz alle
Linien, welche in der Ebene der beiden Direetricen liegen und nicht durch
ihren Durchschnitt gehen, ausgeschlossen. Kommt in der Gleichung (94) die
Bedingung » = 0 hinzu, so ‘werden dadurch von der Congruenz alle die-

. 19%
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jenigen Linien ausgeschlossen, welche durch den Durchschnitt der beiden

Directricen gehen und nicht mit ihnen in derselben Ebene liegen. Wir kön-
nen also sagen, dass die beiden Gleichungen (95) und (94) zusammen die

Congruenz besonderer Art darstellen. Die Linien des einen Theiles der Con-

gruenz umhüllen einen Punet, den wir als eine Linienfläche erster Classe

betrachten und durch eine Gleichung in Plan-Coordinaten darstellen können.

Die Linien des anderen Theiles der Congruenz liegen in einer Ebene, die wir

als Linienfläche erster Ordnung betrachten und durch eine Gleichung in
Punct-Coordinaten darstellen können.)

148. Wir haben in dem vorliegenden Paragraphen, indem wir die gerade

Linie, in ihrer doppelten geometrischen Bedeutung als Strahl und Axe, statt

des Punctes und der Ebene, als Raumelement eingeführt haben, durch drei

lineare Gleichungen zwischen Strahlen- oder Axen-Coordinaten eine Fläche

der zweiten Ordnung und der zweiten Ölasse bestimmt, in der Art, dass

jede einzelne ihrer beiden Erzeugungen durch drei soleyer Gleichungen dar-

gestellt wird. Während die Fläche und demnach ihre Tangential- Ebenen
und in diesen die Berührungspuncte reell sind, können die beiden Durch-

schnittslinien der Tangential-Ebene mit der Fläche, die beiden Erzeugenden,

welche durch den Berührungspunct gehen, sowohl reell als imaginär sein.

Unter dem so erweiterten Gesichtspuncte können wir alle Flächen zweiter

Ordnung und Classe als Linienflächen ansehen. Die gesammten Eigenschaften

solcher Flächen lassen sich, wozu der Weg in dem Vorstehenden angebahnt

ist, in gleicher Weise aus der Discussion der drei linearen Gleichungen zwi-

schen Strahlen- und Axen-Coordinaten ableiten, wie diess bisher aus der

Discussion einer quadratischen Gleichung in Punct- oder Ebenen-Coordinaten

geschehen ist.

*) Um bei der analytischen Discussion der fraglichen particulären Fälle möglichen Trrthümern

vorzubeugen, ist es im Allgemeinen träthlich, homogene Gleichungen zwischen den sechs Linien-

Coordinaten zu Grunde zu legen. Wenn wir zum Beispiel in der vorstehenden analytischen Discussion

die Coordinaten-Axen OZ und OX mit einander vertauschen, könnten wir leicht zu übereilten Schlüs-

sen indueirt werden.


