
Einleitende Betrachtungen.

Se

Coordinaten der geraden Linie im Raume. Strahl und Axe.

1. Eine gerade Linie können wir unter zwei verschiedenen, gleich all-

gemeinen Gesichtspuncten auffassen.

2. Wir können erstens die gerade Linie als einen geometrischen Ort von

Puncten, als von einem Puncte beschrieben, als einen Strahl betrachten. In

dieser Auffassung können wir uns der Punct-Coordinaten x, y, z bedienen

und, in gewohnter Weise, eine gerade Linie durch die Gleichungen ihrer

Projectionen auf zwei der drei Coordinaten-Ebenen: XZ und FZ, darstellen: _
®—T2r0,

Y=s2+6, ©

aus welchen dann die Gleichung der Projection auf die dritte Coordinaten-

Ebene XP:
ry— sa =(r6 — so), (2)

unmittelbar folgt. Wir können, indem wir der Kürze wegen

ro—so=n i (3)
setzen, :

1,35 00,70.,M (4
als die fünf Coordinaten der geraden Linie, die wir als Strahl

betrachten, bezeichnen. Diese fünf Coordinaten lassen sich in Folge der zwi-

schen ihnen bestehenden Relation (3) auf die zur Bestimmung der geraden

Linie erforderlichen vier Constanten zurückführen.

Für einen Strahl, der durch einen gegebenen Punkt (x, y’, z’) geht, ist

an nz 0, En

vo eo

Mithin kommt:
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Statt der obigen fünf Coordinaten (4) der geraden Linie können wir hier-

nach die folgenden sechs nehmen, denen wir einstweilen noch ein beliebiges

Vorzeichen geben:

ee), U ee
el Fern I 6)

Erst wenn wir irgend fünf der sechs Coordinaten durch die sechste dividi-

ren, erhalten wir Werthe, welche eine bestimmte Beziehung zu der dar-

gestellten geraden Linie haben, und durch deren Vermittelung wir diese

construiren können. — Auf diese Weise wird die Coordinaten-Bestimmung

in ‘Beziehung auf die drei Coordinaten-Axen eine symmetrische. Zwischen

den sechs neuen Coordinaten besteht die Bedingungs-Gleichung:

@ 2) We -yd+W—-y)@z— a2) +e@- Mer2Nd—0 (6)
welche in Beziehung auf x, y, z, «', y’, z’ eine identische ist.

Indem wir x, y’,:z’ sowohl als x, y, z als Ser betrachten,

wird ein Strahl durch zwei Puncte (x, y, 2) und (a, y’, z/), die beide will-

kürlich auf demselben angenommen ni können, Pasta In Folge

der Willkürlichkeit dieser Annahmeredueiren sich die sechs Coordinaten, von

welchen die Lage zweier Puncte abhängig ist, auf vier, die zur Bestimmung

einer geraden Linie gehören. ;

3, Wir können zweitens eine gerade Linie als von einer sich drehenden

Ebene umhüllt, als eine Axe betrachten, in der sich alle umhüllenden Ebenen

schneiden. Um eine gerade Linie in dieser zweiten Bedeutung durch zwei

Gleichungen darzustellen, müssen wir von Plan-Coordinaten Gebrauch

machen. Nehmen wir die drei Constanten der folgenden Gleichung, welche

eine Ebene in Punct-Coordinaten darstellt:

a t+wy+vH+1=0, (M

als die Coordinaten der Ebene, so bedeuten diese die mit entgegengesetztem

Zeichen genommenen reciproken Werthe derjenigen Segmente, welche die

Ebene von den drei Coordinaten-Axen abschneidet. Die beiden Gleichungen:

a e
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stellen, einzeln genommen, zwei Punkte in den beiden Coordinaten-Ebenen
NZ und FZ dar; wir können sagen, dass das System beider Gleichungen
die gerade Linie darstellt, welche die beiden Punete verbindet: eine Arc.
Die Gleichung: ;

pu— gl= (pr — gm), (9)
welche aus den Gleichungen (8) sich ergibt, wenn wir die Veränderliche
v eliminiren, stellt denjenigen Punct dar, in welchem die dritte Coordinaten-
Ebene Avon derselben geraden Linie geschnitten wird. In ganz analoger
Weise, wie wir früher r, s, 0, g, n als die fünf Coordinaten eines Strahles
betrachtet haben, nehmen wir nun, indem wir der Kürze halber:

pr -qyıa=o (10)
setzen,

P» 0. 2,4, @ E at)

als die fünf Coordinaten der als Axe betrachteten geraden Linie.
Wenn wir die Coordinaten einer gegebenen durch die Axe gehenden

Ebene durch 1, uw, v’ bezeichnen, so kommt:

ZI Dom,

Dar
und hieraus ergibt sich:
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Hiernach können wir zur Bestimmung von Axen statt der früheren fünf
Coordinaten (11) auch die folgenden sechs nehmen:

ao, Buer
+ (wv‘ — u’v), + (v — tv), + (u — tu),

indem wir einstweilen die Vorzeichen noch unbestimmt lassen. Erst wenn

wir irgend fünf dieser sechs Coordinaten durch die sechste dividiren, erhalt-
ten wir Ausdrücke, die zur Construction der geraden Linie dienen können,

Zwischen den sechs neuen Coordinaten einer Axe besteht die folgende, in
Beziehung auf /, v, v, £/ u, v’ identische Gleichung:

(E — ©) (wv’ — u) + W— u) !v— vw) + @— v)) (uw — tu) = 0. -(13)

Indem wir /, uw’, v’ sowohl als z, w, v als veränderlich betrachten, wird

eine gerade Linie, in der Bedeutung einer Axe, durch irgend zwei Ebenen

(t, vw, v) und (f, w’, v’), welche in ihr sich schneiden, bestimmt.

(12)
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4. Wenn dieselbe gerade Linie einmal als Strahl, das andere

Mal als Axe bestimmt werden soll, so muss jeder der beiden Punete (x, y, z)

und (x’, y', 2’), durch welche der Strahl bestimmtist, ‘in jeder der beiden Ebe-

nen (£, u, v) und (f', w', v’) liegen, welche zur Bestimmung der Axe dienen,

oder, was dasselbe heisst, jede der beiden Ebenen muss durch jeden der

beiden Puncte gehen. Dem entsprechend erhalten wir die folgenden vier

Gleichungen:
iz +uy +vVz +1=9,

tYatwWy+vVz+1=0,

i2 + uy +v’+1-0,

vd +uyH+oVz +1-0,

welche die Bedingungen enthalten, dass der durch die sechs Coordinaten (5)

bestimmte Strahl mit der durch die sechs Coordinaten (12) bestimmten Axe

zusammenfalle.

(14)

Aus den beiden ersten und den beiden letzten der Gleichungen (14) folgt:

(e — tl) z+W—- WW) y+oe-—-ı) 2=-d

(0,2. We) y PUT oa) 2 0,

und hieraus, wenn wir nach einander (ve — v') und (uw — w’) eliminiren:

— (22 — 22) (ÜHeeen

ya)9-Wr —-yde-I—- 10.
Diese Gleichungen lassen sich in die, in dem folgenden Ausdrucke zusammen-

gefassten, Proportionen auflösen :

e.—- 2). @=- 2.2) 5

je -yarleı zen. 220):

Aus der ersten und dritten, der zweiten und vierten der Gleichungen (14)folgt:

Gayad u+r@— z)e—=0,

@—- U+ WW - M)ure@- Zr

und hieraus, wenn wir nach einander (2 — 2’) und (y — y') eliminiren:

— (iv a) @— 2) + We — ud) (y —y)—d;

(du? — tu) (a — ®’) — (ww! — ul) (z — aA

Diese Gleichungen lassen sich in die folgenden Proportionen auflösen:

ea, GI se)
— (uw — u): (vr — tv): (eu — Cu). (16)

‘Wenn wir endlich etwa zwischen den beiden ersten Gleichungen (14) ®,

zwischen den beiden letzten x” eliminiren, so kommt:

(15)
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(w -day —- ko — MM) z+uU -V-d,

(u — to) y— (dv — io) 2+ E— Al,

und dann wiederum zwischen diesen Gleichungen etwa (!’v — {v’), so ergibt sich:

vegeyder za);

(u — tu): E —-t)= @— 2): (y2' — y’2). (17)

Diese neue Proportion verbindet die Ausdrücke (15) und (16) und führt so

zu der folgenden allgemeinen Zusammenstellung gleicher Verhältnisse:

= Be u). @ 2): We ur): @2-- 27): (ag — @y)

— (m — u): (dv — W): (te —ee eeva (18)

Wir wollen die unbestimmt gebliebenen. Vorzeichen der sechs Coordinaten

so nehmen, wie sie in den vorstehenden Proportionen auftreten. Es nöthigt

uns dazu die Rücksicht auf die spätere Anwendung derselben Coordinaten

zur Bestimmung von Kräften und Rotationen*). Bei dieser Annahme bedeu-

ten nämlich, indem wir uns hier auf Betrachtung von Kräften beschränken,

die sechs Coordinaten (5) die drei Projeetionen auf die Coordinaten- Axen

und die drei doppelten Drehungsmomente in Beziehung auf dieselben der-

jenigen Kraft, deren Angriffspunet (#, Y, z,) deren Intensität dem Abstande

der beiden Puncte (x, y, z) und (a’, y, z‘) gleich, und die von dem ersten

Puncte zu dem zweiten gerichtet ist.

5. In der Zusammenstellung (18) sind die Bedingungen enthalten, unter

welchen, in der doppelten Coordinaten-Bestimmung, ein und dieselbe gerade

Linie (als Strahl und Axe betrachtet) dargestellt wird. Wenn wir zu den

ursprünglichen fünf Strahlen-Coordinaten und den ursprünglichen fünf Axen-

Coordinaten zurückgehn, so verwandelt sich (18) in:

wonach:

LS: 1 N (EN

— — x: 27:(P& —4m)=0) : RSS RR 1 (19)

Wir behalten 6 und # mit dem negativen Vorzeichen bei, weil dieses die

Symmetrie der Coordinaten-Bestimmung in Beziehung auf 0Z verlangt.

6. Wir können die Proportionen (19) als aus den Proportionen (18)

dadurch abgeleitet betrachten, dass die Vorderglieder derselben durch (z — 7’),

die Hinterglieder derselben durch (v — v’) dividirt worden sind. Die beiden

Divisoren können wir ganz beliebig und unabhängig von einander bestimmen.

  

*) Vergl. Fundamental views regarding Mechanies. Phil. Transactions. 1866. p. 361. 369.



Danach können wir wiederum die Vorderglieder der Proportionen (19) durch

eine beliebige Grösse %, die Hinterglieder mit einer beliebigen Grösse /

multiplieiren und diese Grössen können wir selbst (vergleiche die folgende

Nummer) imaginär nehmen. Die fünf absoluten Coordinaten sind dann

einmal:

ne (20)
das andere Mal:

% Bu I) q
Be IED (21)

Die Gleichungen der drei Projectionen der geraden Linie (1) und (2) wer-

den alsdann:

h2=rz-£0o,

hy=sz-+6,

hoy— sı) = (r6 — so) =n. (22)

Die Gleichungen der drei Puncte, in welchen die Coordinaten-Ebenen von

der geraden Linie geschnitten werden, (8) und (9),. erhalten die Form:

ME — wo ae

u=gv-+»,

I(pu — ydD= (pr -ymM)=o. (25)

7. Eine reelle gerade Linie lässt sich sowohl durch zwei imaginäre als

durch zwei reelle Puncte bestimmen. Wir wollen, um auch diese Bestim-

mungsweise einzuschliessen, die Coordinaten der beiden Punete (z, %, 2) und

(x, y, 2) in folgender Weise bestimmen:

Dern A

Y Ye UN Frl: (24)
Br Zu 202,

wobei wir durch ’ die Einheit oder Y—ı bezeichnen, je nachdem die beiden

Puncte reell oder imaginär sind. Die sechs Strahlen-Coordinaten (5), mit dem

richtigen Vorzeichen genommen, werden alsdann:

2ixo, Diyo, Dnz,

2i (yoz? — y°zo), 28 (820 — 202), 21 (a0y! — &°Yo).

Da bei der Bestimmung eimer geraden Linie nur die Quotienten je zweier

ihrer sechs Coordinaten in Betracht kommen, können wir den reellen oder

imaginären Factor 27, der in allen vorstehenden Ausdrücken vorkommt,

weglassen, und erhalten dann für die sechs Strahlen-Coordinaten die folgen-

(25)

den Ausdrücke:



a

%o, Yo; 20)
(Yyoz°’ —y’z), (825 — 802), (a0y! — 2°yYyo). (26):

Die Bestimmung der geraden Linie vermittelst der Grössen x, y°, z° und

%0> Yo, 20 Ist also immer eine reelle. Es sind x°, y°, z° die Coordinaten

der immer reellen Mitte zwischen den beiden reellen oder imaginären Punc-

ten (x, y, 2) und (a, y', 2’), durch welche die gerade Linie geht. Der

Abstand der beiden Puncte von einander ist 2/yYx,?+yy? die Cosinus

der drei Winkel, welche die zu bestimmende Linie mit den Coordinaten-

Axen u OF, 0Z bildet, verhalten sich wie &o: Yo: Zu.

Die Betrachtungen der vorigen Nummer übertragen sich unmittelbar

auf den Fall, dass wir die gerade Linie statt als Strahl als Axe betrachten

und demnach durch Ebenen bestimmen. Setzen wir:

t=0 + it, = 1 — it,

v=u’-+ iu, u = u’ — iu, (27)

v=v' + iv, v’ = vo’ — iv,

so erhalten wir als neue Axen-Coordinaten, die den Strahlen-Coordinaten

(26) entsprechen, die folgenden:
Do: U, vo,

(uov? — uw), (lv, — Lov), (Lou — fPuo). (28)

8. Wenn die neuen Coordinaten-Bestimmungen (26) und (28) sich auf

dieselbe gerade Linie beziehen sollen, so ist:

x ; DAL : 20 : (Y2° — yP2o) : (202, — 202°) : (XoyP — 2°Yo)

— (100 — wo) : (Lv, — 100) : (u— Lüo) : Co ; Im) ; 20..(29)

9, Wir haben im Vorstehenden gerade Linien durch Puncten-Paare und

Ebenen-Paare bestimmt und für diese, was die Coordinaten-Bestimmung reell

lässt, auch conjugirte imaginäre Puncte und Ebenen genommen. Wir kön-

nen aber auch, worauf wir hier nicht eingehen, imaginäre, Linien durch

ihre imaginäre Coordinaten in die Betrachtung einführen.

10. Wir können endlich den sechs Coordinaten der geraden Linie, sei

es, dass wir dieselbe als Strahl oder als Axe betrachten, eine allgemeinere

Form geben, wenn wir die Punete und Ebenen, von welchen wir ihre Con-

struction abhängig gemacht haben, statt, wie bisher, durch drei Coordinaten,

nunmehr durch vier Coordinaten, in der bekannten Weise, bestimmen. Wir

wollen demnach für die Coordinaten der früheren beiden Puncte und beiden

Ebenen:
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nehmen, was darauf hinaus kommt, in den bisherigen Entwicklungen
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mit
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w’ w’ w’ w’ WW’ w’

zu vertauschen. Nach dieser Vertauschung erhalten wir für die Bestim-

mung der geraden Linie die Strahlen-Coordinaten:

(ava7), (gr — yr), (@r’— 27), (y2’—y2), (@2—22), (ey ey) (80)
und die Axen-Öoordinaten!

(u— ur), dv tv), (ld— tu), (In —t'n), (uw — un), vw —vw), (81)

St N J 2 . j:
wo wir in der ersten Bestimmung den Factor a der zweiten er

fortgelassen haben.

Zum Behuf der geometrischen Construction der geraden Linie, die wir

in den vorliegenden Untersuchungen als Raumelement betrachten, müssen

wir von ihren Coordinaten zu den vier Constanten, von denen sie in allen

Fällen abhängt, zurückgehn. Hierzu bieten die neuen Ausdrücke für die

Coordinaten eine grössere Anzahl von Constanten, über die wir frei ver-

fügen können, und hierin liegt, abgesehen von der grösseren Symmetrie,

ihr Vorzug vor den Coordinaten (5) und (12).

11. Zur Erleichterung der Anschauung wollen wir Alles, was auf die

Construction einer geraden Linie in der doppelten Coordinaten-Bestimmung

Bezug hat, übersichtlich zusammenstellen.

Wir wollen für die drei Projectionen der zu bestimmenden geraden

Linie auf FZ, XZ, XFdie folgenden Gleichungen nehmen:

Ma Son

ha n2e10,Ss?

I
S

Yen



 

ni RiFigur 1.

Sie seien in der beigefügten Figur (1) durch die Linien DZ, FG, HI dar-.

gestellt. Die Gleichungen der drei Puncte, in welchen dieselbe gerade Linie

die Coordinaten-Ebenen schneidet, seien:

uw=gqv+%,

iG —_ ne Em

pu — gt = T.

Die drei Puncte, welche auf den drei Projectionen DZ, FG, 41 liegen,

sind A, 2, €. Die Coordinaten eines beliebigen Punctes4, welcher auf der

geraden Linie liest, sind:
meu,0 2 iR:

die drei Coordinaten einer beliebigen Ebene ZUV, welche durch die gerade

Linie geht:
1 it 1

eeaD
Wir können die Coordinaten der drei Puncte A, 3, C in doppelter Weise

bestimmen; einmal aus ihren Gleichungen, das andere Mal aus den Glei-

chungen der drei Projectionen I#, F@, HI], indem wir in denselben die

bezüglichen Punct-Öoordinaten gleich Null setzen. Auf diese Weise kommt:
Plücker, Geometrie. 2
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Ebenso können wir die Coordinaten der drei Projectionen DZ, FG, HI ein-

mal aus ihren Gleichungen, das andere Mal dadurch bestimmen, dass wir

in den Gleichungen der auf ihnen liegenden Puncte A, B, C die bezüg-

lichen Linien-Coordinaten gleich Null setzen, und erhalten so:
1 s 7= +: --5

Al OE 6 p
aN 3

Rz OD ee

M r Kı=-- m -+5 =--nHY 06 Q q ;

ge DE ee lg’

; 1 hr “

mi.Do,Dee Be
Se OR

Aus der vorstehenden Zusammenstellung leiten wir hier nur noch die fol-

genden Relationen ab:

“= +7 = tang DEZ, + 5 #- tang F6Z,

el en tang A407. En = em & = tang BO2.e%
ho q p

12. Die Coordinaten eines Punetes und die Coordinaten einer Ebene

ändern sich, wenn die Coordinaten-Axen, welche ihre geometrische Con-

struction vermitteln, ihre Lage und Richtung ändern. Die alten Coordina-

ten sind lineare Functionen der neuen, die als Constanten diejenigen Grössen

enthalten, durch welche die Lage des neuen Coordinaten-Systems gegen das

alte bestimmt wird. Ein Gleiches gilt für die Coordinaten der geraden

Linie, sei es, dass wir dieselbe als Strahl oder als Axe betrachten.

Wir wollen mit den Strahlen -Coordinaten, für welche wir die sechs Grössen:

(34)



oa, y-y, z—E, ye—yz, dz— ar, ay —.ay,

nehmen wollen, beginnen. Nach einer parallelen Verschiebung der Coordi-

naten-Axen bleiben die drei ersten Coordinaten unverändert. Wenn wir die

Coordinaten des neuen Aufangspunctes durch 2°, y°, z° bezeichnen und zur

Unterscheidung die neuen Coordinaten-Werthe in fetter Schrift schreiben,

ergibt sich:
‚

wazn ge2 Pe)ZUM)
(X2 — xz) = (#2 — 27) — (2— 27) + 2(2— a’), (35)

eyz7 - ay- 29) + ay—Y) —- Vle—r),

und hieraus:

uare3»Va rn) Ay-y) |
(Wz— a7) = K2—x7) + 20(2 — 7) — z(X— x), (36)

Baeyzn)2y)tO@z), |
wobei («— x), (y—y), (<—z') identisch sind mit (&— x), (y—y), (2— 2).

Wenn wir für die ursprünglichen Coordinaten r, s, 6, @g, 7 nehmen und die

entsprechenden neuen Coordinaten durch 7’, s‘, 67, 0, m bezeichnen, erhalten

wir aus den letzten Gleichungen unmittelbar:

—y, s=Ss),

= co+y — 25, | (37)

!.

=— ws! + yr. )

13. Wir können den Uebergang von einem Coordinaten-System zu

einem anderen, in welchem die Richtung der Coordinaten-Axen eine ver-

schiedene ist, in drei einzelne Schritte zerlegen. In dem einfachsten Falle

zum Beispiel, wo ein rechtwinkliges Coordinaten-System XYZ durch Drehung

um den Anfangspunet irgend eine andere Lage X’F’Z’ annimmt, wollen

wir erstens das ursprüngliche Coordinaten-System XYZ um die Axe 0Z

so drehen, dass die Coordinaten-Ebene XZ, nach der Drehung, durch die

der Lage nach gegebene neue Axe OZ’ geht. Wir wollen zweitens, nach

vollbrachter Drehung um 0Z, das Coordinaten-System um die Axe OF in

ihrer neuen Lage so drehen, dass in der Ebene NZ die beide® Axen OZ und
OZzusammenfallen. Dann bleibt drittens nur noch übrig, das System um

-0Z' so zu drehen, dass die beiden Axen OX und OF, die durch die beiden

ersten Drehungen in die Coordinaten-Ebene A’F’ gebracht sind, mit 0X

und OF’ zusammenfallen. Die drei Drehungswinkel, von welchen die Lage
DE:

n
m

Q
A
s
S



der neuen Axen gegen die alten bestimmt ist, treten als Constante in den

bezüglichen Verwandlungsformeln der Coordinaten des Punctes, der Ebene,
der geraden Linie auf. Wir wollen diese Winkel ein für allemal in dem
Sinne rechnen, wie dieses bei den Drehungsmomenten zu geschehen pflegt,
d.h. von OX nach OF, von OF nach OZ und von OZ nach 0X.

Wenn OZ seine Lage behält, während in der Ebene XF die beiden

Axen OX und OF sich beliebig um 0Z drehen und in ihrer neuen Lage
OXund OF’ zwei Winkel « und « mit O.X in der ursprünglichen Lage
bilden, so erhalten wir zwischen den alten Punct-Coordinaten ©, y, z und

x, y,z und den neuen, die wir durch x, y,z und x’, y,z’ bezeichnen wollen,
die folgenden Relationen:

2 =xXcoIa+ty cos,

a—=X Cosa + ycos,

y=-xsine+y sind,

y-=xsna-+ ysind,

2 a Bee

und hieraus

(e—2) = (X —X) 608 « + (y—Y) cos d‘,

(„—-yY) = (x —x)sine + (y—y)sin dc,

ea) nn a (38)
(y—yz) = — (X2—xz) sine + (y2 —yz) sin «,

(z— a7) = (XZ—xz) cos a — (y2—yz) cos ce),

@yY—ay)= @yY—-xy)sin®,
wenn wir der Kürze wegen

“—eu=t

setzen. Nehmen wir statt der sechs Strahlen-Coordinaten in den beiden

Systemen die fünf Coordinaten 7, s, 6, 0, und >’, $‘, 0', 0, m, so erhalten wir

aus den vorstehenden Gleichungen unmittelbar die entsprechenden:

r= rcosa@a+ 5cosd,

s = rsn«a-+ ssine,

02 Sina or sın da (89)

o = 0c08s«@ + 06c08c,

n = Ssin®.

Wenn insbesondere auch die neuen Axen OA” und OF’ auf einander senk-

recht stehen, kommt:
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— rcs«ae— sine,

= rsne-+tscos«

—= osin« + 0’°c08«, b (40)

= 0 c08«@ — 0sine,
en N #

Wenn wir, statt die beiden Axen OXund OF zu drehen, die beiden Axen OX

und OZ in ihrer Ebene um 0 drehen und durch y und y die Winkel bezeich-

nen, welche .diese Axen in ihrer neuen Lage OA” und 0Z’ mit OZ in der

ursprünglichen Lage bilden, so erhalten wir, um die sechs alten Strahlen-

Coordinaten durch die neuen auszudrücken, durch blosse Buchstabenver-

tauschung aus den Gleichungen (38) die folgenden:

(x —x) sin y + (z—z) sin y, \2

Ba
(@—7) = (<X—x)cosy + (2—z) cos y, (41)

Y2y2)—=  (y2-—y2) co— (xy —xy)oosy,
Vz— az) = (x’2—xz) sin 9,

(ey —y) = — (y2 —y2) siny-+ (xy —xy) sin y,

wobei wir der Kürze halber

aER
gesetzt haben. Hieraus ergibt sich, wenn wir wiederum zu den fünf Strahlen- °

Coordinaten übergehen:

wonach ferner

6=

0

n=

r' sin y’ + sin y

r' cosy’ + cosy ’
‚

s

reosytcosy
cos y + mcosy’ \

r' cosy + cosy

0 sin #

rcosy+cosy’

6 siny + „sin y

rTeosy+cosy

>

 (42)
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Wenn insbesondere die neuen Coordinaten-Axen OX’ und OZ’ auf einander

senkrecht stehen, verwandeln sich die vorstehenden Gleichungen in die

folgenden:



ee

r' cos y + sin y
r= —o—

— r siny- cosy ’

Sene
—_rsnp-tcosy ’

er
en 3

ee en
9 — rsıny- cosy

DEINLo
En ern co

e_e
s Sr

Wenn wir die Axen OF und OZ um OX drehen, so erhalten wir die

entsprechenden Verwandlungsformeln unmittelbar durch Buchstaben -Vertau-

schung, nieht nur für den Fall der sechs, sondern auch der fünf Strahlen-

Coordinaten, wenn wir, was letztere betrifft, von den Formeln (42) aus-

gehen. Darum erscheint es unnöthig, die neuen Formeln hinzuschreiben.

Indessen ist zu bemerken, dass bei dieser Vertauschung die Drehung von OZ

nach OF gerechnet wird, also in demselben Sinne, wie der Winkel, dessen

trigonometrische Tangente in den Grund-Gleichungen (1) mit s bezeichnet

worden ist. Soll sie in dem oben festgestellten Sinne, d.h. im Sinne des

Drehungsmomentes um ON, genommen werden, so ergibt sich die Zurück-

führung darauf sogleich.

14. Wir können auch direet von den fünf Strahlen-Coordinaten in dem

ersten Systeme zu den fünf Strahlen-Coordinaten in dem zweiten übergehn.

Es seien 7, s, 0, 6, 7 die Coordinaten einer geraden Linie in dem ersten

Coordinatensysteme, dann sind:

000,

Y—s206, (44)

ry—se—=1n,

die Gleichungen ihrer drei Projectionen. Sind »', 5, 0, 0,7‘ die Coordinaten

derselben geraden Linie in dem zweiten Coordinatensysteme, so sind die

Gleichungen ihrer drei Projectionen in diesem Systeme:

Sr mon

Yesatro, (45)

Ty—-Ssx—n.

Sind die neuen Coordinaten-Axen den alten parallel und beträgt die Ver-

schiebung nach 0X, OF, OZ bezüglich x", y%, 20, so ist:



x— 1 —4), y=y—w, z—= 2 —2.

Hiernach verwandeln sich die letzten drei Gleichungen in:

z=rz+ (0 +2 — r20),

y=sz+(ö+yV — s2),
rty—sıi=- en try —sı,

und damit diese Gleichungen mit den Gleichungen (44) identisch werden,

ergibt sich, wie in der Nummer 12. (37):
N; ‚

r—=r, s=S$,
un ZU 700—=0 + (EN

c=o+y — s2,

n=nHtry — sa.

Drehen wir, wie in der 13. Nummer, die Axen OX und OF in ihrer Ebene

um 0, so gehen die ersten beiden Gleichungen (44), indem wir

7

v—= Xc8a+ Yycosc,

y=xsine-+ ysin«

setzen, in die folgenden über:

xcse+tycsd—=rz-+o,

xsiıme+ysnd=sz+ 0.

Aus diesen Gleichungen ergeben sich, wenn wir wiederum «@ — « = % setzen,

die folgenden:

 

  

r sin @ — s cos @ oe sin @ — 6 cos «@

Beoc, 2 ar zn 2

r sin «a — Ss cos « oEsSIn« — 008 «

Poein aan.“
welche, wenn wir sie den beiden ersten der Gleichungen (45) identisch setzen,

die folgenden Relationen geben:

rsn® — rsn« —scos«,

— ssn$ — rsn«a —scose,

o sind —= osin« — 0cos«,
— 6 smd = osina — 6co8a,

und hieraus folst, in Uebereinstimmung mit den Gleichungen (39):

S = reos«e ts cos«,

= !sme-+ssin«,

07C086& 7 008%,

= ed sn«-+ 0 sine‘,

n
u

|

Q
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und

n—nsind

Auf gleiche Weise lassen sich die Formeln (42) ableiten.

15. Wir können in Folge der Proportionen (19) aus den entwickelten

Formeln für die Verwandlung der Strahlen-Coordinaten einer gegebenen

geraden Linie sogleich die Verwandlungsformeln für die Axen-Coordinaten

derselben ableiten. Wenn wir die Axen-Coordinaten in dem ursprünglichen
Systeme mit:

Be U, RD;

in dem neuen Systeme mit:

De TREO

bezeichnen, so ist:

u 6
ze PR Dez y’

Q ‚ 0
FI Se Mn E75

7 N 7 7
s 7 5

men, Be
N N
r ’ r

Mn a
N 7
il 7 li

Dr =, De z.
N N

Wenn wir hiernach die Richtung der Coordinaten-Axen beibehalten und den

Anfangspunet in irgend einen Punet (=°, y°, z') verlegen, so geben die

Gleichungen (37):

Penen
euDIR

gta+u
Ta

Rn
2 = 46

= 1—-.a'n — y’« ’ ee
En

or =

©

1-28 — y’«'
2

©

ey!

Wenn die Axen OX und OF so in ihrer Ebene gedreht werden, dass sie

in ihrer neuen Lage mit O.XY in der ursprünglichen Lage die Winkel « und «

hilden, so geben die Gleichungen (39):



p sine — gsin«
ER — = ’

/ sın »

g cos «a — p’ cos a’
Den er

sın ®

x sine — x sın«a
1 N oe (47)

sın ®

#“cosa — xcos «
4 = : >

sın #
2

o
© = E

: sin $

Wenn wir endlich OX und OZ in ihrer Ebene um © drehen, so geben,

unter Beibehaltung der früheren Bezeichnung, die Gleichungen (42):

p' cos y —cos y'
p= 7 3

— p siny + siny

g sın $
Do 7 u 3

—= pr ame + sin Y

ı = P
enname

“sin y— o' siny
Bm —— nn —— 3

—p smy-F sıny

o
u

—psiny+ siny

v2
Ueber Complexe und Congruenzen im Allgemeinen.

16. Wenn

(—.a) : y—y) : @—?) : yE—y'2) : (a2 — a7) : (ey —ay)

—= uvV—uov):(!v—tv):(W—u): (dt) : (w—u) : W—v),

so gehören die Strahlen -Coordinaten:

(@=2),N). @=2), W7-yd, @2z—22), (ey—ay)
und die Axen-Coordinaten:

"wv —uv), (v—tvV), (WU — tu), (Ef), (u—u), w—v)

derselben geraden Linie an. Folglich sind es auch dieselben geraden

Linien, deren Strahlen- und Axen-Öoordinaten die folgenden beiden Gleichun-

gen befriedigen:

Fla—a),Y) EI), WE-yd, @a2), ay—Äyl=,—-0 W
Ffiuv—uv), ((v—tvV), (W—tu), (—(), w—W),, @—v)] =B,—(, (2)

wenn F dieselbe homogene Function der jedesmaligen sechs
Plücker, Geometrie. 2



ihres Grades sind, kann unter denselben sich einer befinden, dessen Grad

geringer ist. Das findet Statt in dem Falle der Gleichungen (5) und (6), in

welchen, wenn m >n, der Grad der Complexe im Allgemeinen m ist, aber

für den besonderen Fall, dass « unendlich gross wird, auf » sich redueirt.

Es bilden die Congruenzen, in welchen die Anzahl der Linien, welche

durch einen gegebenen Punct gehen oder welche in einer gegebenen Ebene
liegen, 4 beträgt, so viele eoordinirte Arten, als die Zahl 4 sich in Factoren

m und n zerlegen lässt; also nur eine einzige, wenn / eine Primzahl ist.

Daher bezeichnen wir die Art der Congruenz durch das Symbol:

[a, n]. (7)

22. Die Strahlen- oder Axen-Coordinaten derjenigen Linien, welche

dreien Complexen zugleich angehören, befriedigen gleichzeitig die entsprechen-

den Gleichungen der drei Complexe, die wir durch:

20, 20, 2,0, (8)
oder durch:

=, ah 21-0 (9)
darstellen wollen. Sie sind dadurch dreien Bedingungen unterworfen. Da

eine gerade Linie durch vier ihrer fünf Coordinaten bestimmt ist, so folgt,

dass jede dieser Coordinaten Function jeder der drei anderen, oder, was das-

selbe ist, jede dieser Coordinaten Function einer beliebig angenommenen

Veränderlichen ist. Nehmen wir für diese, spätern Entwickelungen vor-

greifend, die Zeit, so ist durch das Vorstehende ausgesprochen, dass die

bezügliche gerade Linie, wenn wir die Zeit sich continuirlich ändern lassen,

eine Fläche erzeugt. Eine solche Fläche, die durch die Bewegung einer ge-

raden Linie erzeugt wird, wollen wir — die triviale Bezeichnung als wind-

schiefe Fläche vermeidend — eine Strahlen- oder Axenfläche nennen, und,

indem wir diese Ausdrücke als synonym betrachten, eine solche Fläche auch

als Linienfläche bezeichnen.

Die zusammenfallenden Linien dreier Complexe bilden eine

Strahlen- oder Axenfläche.

Die Strahlen- oder Axen-Fläche gehört gleichzeitig allen Complexen an,

welche, wenn u und w unbestimmte Coefficienten bedeuten, durch jede der

beiden Gleichungen:

tut WR, = 0; (10)

D,+ ud, + ud, = 0 (11)

dargestellt werden; sie gehört jeder Congruenz an, die durch irgend zwei

 



dieser Complexe bestimmt wird. Wir sagen, dass sämmtliche Öomplexe, wel-

chen eine gegebene Strahlenfläche angehört, eine durch jede der beiden vor-

stehenden Gleichungen dargestellte, dreigliedrigeComplexgruppe bilden.

Wenn wir 2,, 2, und 2, als Functionen der fünf Strahlen-Coordinaten

r,$,0,6,n betrachten, so erhalten wir die Gleichung der Strahlenfläche in

Punct-Coordinaten x, y, z, wenn wir zwischen den drei Gleichungen (8) und

den folgenden drei Gleichungen:
n=1r6—50,

x — 12-0

y—=sz +6

die fünf Strahlen -Coordinaten eliminiren. Die resultirende Gleichung in #, y, x

ist im Allgemeinen vom Grade 2mng.

Wenn wir ®,,®,, ®, als Function der fünf Axen-Coordinatenp, 9, =, #, o

betrachten, so erhalten wir die Gleichung der Axenfläche in Plan-Coordinaten

{, u, v, wenn wir zwischen den drei Gleichungen (9) und den folgenden

drei Gleichungen:
0 — pr — 4,

i=pv+m,

u=-4qyv-+tı

die fünf Strahlen-Coordinaten eliminiren. Die resultirende Gleichung ist im

Allgemeinen vom Grade 2mng.

Eine Strahlen- oder Axenfläche ist im Allgemeinen von

gleicher Ordnung und Classe.

Strahlen-Flächen einer gegebenen Ordnung und Classe ordnen sich im

verschiedene coordinirte Arten. Diese Arten ergeben sich durch den Grad

der die Fläche bestimmenden Complexe. Bezeichnen wir Ordnung und Classe

der Fläche durch 2%, so ist die Anzahl solcher Arten gleich der Anzahl der

möglichen Zerlegungen von % in drei Factoren. Nehmen wir =, n, gy für

irgend drei solcher Factoren, so können wir die Art der Fläche näher durch

das Symbol:

Im, n, gl
bezeichnen.

23. Vier Öomplexe haben nur eine endliche Anzahl von Linien gemein.
Wenn der Grad der vier Complexe bezüglich m, n, g, h ist, so beträgt diese

Anzahl: |

2mngh,



RO

wie sich unmittelbar ergibt, wenn wir zwischen den vier Gleichungen der
Complexe und der Gleichung:

n=r6—so,
oder bezüglich:

 a—= pa

die fünf Coordinatenwerthe bestimmen.

92,

24. Ebene Curven werden entweder durch ihre Puncte oder durch ihre

Tangenten bestimmt. Zwei solcher Curven haben eine gewisse Anzahl von
Durehschnittspuneten und von gemeinschaftlichen Tangenten. Gehen wir von

den beiden Dimensionen der Ebene zu den drei Dimensionen des Raumes

über, so erheben wir uns von ebenen Curven zu Flächen, die entweder durch

ihre Puncte oder durch ihre Tangentialebenen bestimmt werden. Zwei

Flächen schneiden sich in einer räumlichen Curve und werden von einer

Abwickelungsfläche umhüllt; drei Flächen haben eine gewisse Anzahl von

Durchschnittspuneten und gemeinschaftlichen Tangentialebenen. Von Flächen

steigen wir zu Complexen auf, welche aus geraden Linien bestehen, die wir

einerseits als Strahlen, andererseits als Axen betrachten können. Die ge-

raden Linien, welche in zwei Complexen zusammenfallen — in welchen ge-

wissermassen die beiden Complexe sich schneiden — bilden eine Congruenz,

diejenigen, welche dreien Complexen zugleich angehören, eine Strahlen- oder

Axenfläche. Vier Complexen zugleich entspricht nur eine gewisse Anzahl

von Strahlen oder Axen.

Es gibt eine Analysis zweier veränderlichen Grössen, die sich in der

Ebene, eine Analysis dreier Veränderlichen, die sich im Raume bildlich dar-

stellen lässt. Die Analysis von vier Veränderlichen findet ihre bildliche Dar-

stellung, wenn wir diesen Veränderlichen die Bedeutung von Linien-Coor-

dinaten geben.

25. Hiermit ist für die Entwicklungen des vorliegenden Bandes die

Gränze gezogen. Aber der Weg zu neuen Verallgemeinerungen ist angebahnt.

Wir können zu den vier unabhängigen Coordinaten der geraden Linie noch

eine fünfte hinzufügen. Hier begegnen wir wieder coordinirten Beziehungen,

dem entsprechend, dass wir die gerade Linie einmal als Strahl, das andere

Mal als Axe betrachten. Wenn wir in der ersten Auffassung zu den vier

Coordinaten einer geraden Linie als fünfte Coordinate ein der Grösse nach

gegebenes Segment nehmen, das wir auf der geraden Linie entweder beliebig,

oder von einem gegebenen Puncte aus, auftragen, so haben wir dadurch

u



eine Kraft bestimmt. Ihre fünf Coordinaten sind ihre Intensität und die vier
Strahlen-Coordinaten der geraden Linie, nach welcher sie wirkt. Die Sym-
metrie und Einfachheit der Darstellung verlangt, dass wir auch hier, statt
der vier unabhängigen Strahlen-Coordinaten, die fünf Coordinaten r, s, 0, 6,7
nehmen, zwischen welchen die Relation besteht, dass:

n=16—50,
und die wir aus den sechs Coordinaten der geraden Linie dadurch ableiten,
dass wir eine derselben in die fünf anderen dividiren. Wir haben aber
bereits beiläufig hervorgehoben, dass diese sechs Coordinaten die Projectionen
N, X, Z einer beliebigen, nach der geraden Linie wirkenden Kraft auf die
Coordinaten-Axen und die doppelten Momente Z, 7, N dieser Kraft in Be-
ziehung auf dieselben Axen bedeuten. Wenn die Grösse der Kraft gegeben
ist, so sind diese sechs Grössen, zwischen welchen die Relation:

X-L+Y/MZZ.N=0
fortbesteht, als die sechs Coordinaten der Kraft zu betrachten. Die-
selben Coordinaten, welche für Strahlen nur relative Werthe erhalten, be-
kommen für Kräfte absolute Werthe. Strahlen- Complexe werden durch
homogene Gleichungen, Kräfte-Complexe durch allgemeine Gleichungen
zwischen den sechs Coordinaten dargestellt.

So wie wir eine Kraft durch eine, als Strahl betrachtete, gerade Linie
und durch zwei auf ihr liegende Puncte darstellen, so können wir eine Ro-
tation (richtiger ausgedrückt, die andere Art von Kraft, welche eine Rotation
hervorbringt) durch eine als Axe betrachtete gerade Linie und durch zwei
durch die Axe gelegte Ebenen darstellen. Indem wir dann Punet-Coordinaten
mit Plan-Coordinaten und, dem entsprechend, Strahlen-Coordinaten mit Axen-
Coordinaten vertauschen, gehen die sechs Kräfte-Coordinaten:

AU VE ZELL MN

über in andere Ausdrücke:

Bl
zwischen welchen die

LHYIMIEN -
besteht. Diese sechsI bestimmen eine ne und sind als die
sechs Coordinaten dieser Rotation anzusehen. Sie redueiren sich in
Folge derletzten Bedingurigs-Gleichung auf die fünf unabhängigen Coordinaten
derselben. Dieselben Coordinaten, welche für Axen nur relative Werthe besitzen,
erhalten für Rotationen absolute. Homogene Gleichungen zwischen den sechs



Coordinaten einer Rotation stellen Axen-Complexe, nicht homogene

Gleichungen zwischen denselben Coordinaten Rotationen-Complexe dar.

Während aber Strahlen und Axen an und für sich identisch dasselbe

sind, stellen sich Kräfte und Rotationen wiederum eoordinirt neben einander,

analog wie Puncte und Ebenen. Das Princip der Reciprocität findet auf

Kräfte und Rotationen dieselbe Anwendung als auf Puncte und Ebenen. Aber

Aehnliches, wie beim Uebergange von den drei Coordinaten von Punceten und

Ebenen zu den vier Coordinaten gerader Linien, findet auch dann Statt, wenn

wir von den fünf unabhängigen Coordinaten von Kräften und Rotationen zu

den sechs unabhängen Coordinaten von Dynamen übergehen.

Durch den Ausdruck „Dyname* habe ich die Ursache einer beliebigen

Bewegung eines starren Systems, oder, da sich die Natur dieser Ursache,

wie die Natur einer Kraft überhaupt, unserem Erkennuugsvermögen entzieht,

die Bewegung selbst: statt der Ursache die Wirkung, bezeichnet. Da beide

proportional sind, kommt dies in der mathematischen Darstellung darauf

hinaus, an die Stelle einer idealen Einheit eine concrete zu setzen. — Be-

liebige Kräfte und Rotationen lassen sich, wenn sie gleichzeitig wirken, in

unendlich verschiedener Weise sowohl auf zwei Kräfte als auf zwei Rotatio-

nen zurückführen. So können wir also eine Dyname in zwiefacher Weise

auffassen und bestimmen: einmal durch zwei Kräfte, das andere Mal durch

zwei Rotationen, und dem entsprechend das eine Mal durch die Coordinaten

zweier Kräfte, das andere Mal durch die Coordinaten zweier Rotationen

darstellen.

Die sechs Coordinaten einer Dyname aber sind dieselben sechs Grössen

An VEN Ne

oder
EDaeae

welche uns ursprünglich zur Bestimmung von geraden Linien gedient haben,

indem wir ihnen nur relative Werthe beilegten und zwischen ihnen eine

Bedingungsgleichung statuirten; damn zur Bestimmung von Kräften und

Rotationen, indem wir ihnen, unter Voraussetzung der beschränkenden Be-

dingungsgleichung, absolute Werthe gaben. Dadurch, dass diese Bedingungs-

gleichung fortfällt, werden sie die Coordinaten von Dynamen. Für eine

gegebene Dyname erhalten die sechs Coordinaten absolute Werthe, und um-

gekehrt, wenn wir diesen Coordinaten beliebige Werthe beilegen, bestimmen

sie in linearer Weise eine Dyname.
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So wie in einer geraden Linie die Reciprocität zwischen Punct und Ebene

aufgeht, so geht in einer Dyname die Reeiproeität zwischen Kraft und Ro-

tation auf. In zwiefacher Coordinaten-Bestimmung können wir einen Linien-

Complex durch eine Gleichung darstellen, ebenso in zwiefacher Coordinaten-

Bestimmung einen Dynamen-Complex. Die Eigenschaften beider Complexe
sind in analogem Sinne dualistisch.

In der vorstehenden Deduetion über Coordinaten ist ein Mittelglied un-

berücksichtigt ‘geblieben, betreffend denjenigen Fall, dass die sechs fraglichen

Coordinaten der beschränkenden Bedingung nicht unterworfen sind, wir den-

selben aber nur relative Werthe beilegen, und, dem entsprechend, an die

Stelle der allgemeinen Gleichungen, welche Dynamen-Complexe darstellen,

homogene Gleichungen treten lassen. Dann entschwindet das specifisch Mecha-

nische, und, um mich auf eine kurze Andeutung zu beschränken: es treten

geometrische Gebilde auf, welche zu Dynamen in derselben Beziehung stehen,

wie gerade Linien zu Kräften und Rotationen.

In den Dynamen finden die vorstehenden Betrachtungen ihren Abschluss.

‚Plücker, Geometrie. 4


