
EXPLICATIO SIGNORUM.

ab denotet complexum orznzum punctorum cum punctis a, b in recta

ab=c «

||

Xe—A «

9; «

Or «

sitorum.

recte ab in a bifariam sectee dimidium illud, quod punc-

tum b complectitur.

complexum omnium punctorum, qu& cum punctis a,b, c

(non in eadem recta sitis) in eodem plano sunt.

plani abc per ab bifariam secti dimidium, punctum c com-

plectens.

portionum, in quas abc per complexum rectarum bä, be

dividitur, minorem ; sive angulum, cuius bä, bE crura

sunt.

(si d in abe sit et ba, cd se invicem non secent) porti-

onem ipsius abc inter bä, bc, cd comprehensam ; bacd

vero portionem plani abc inter ab, cd sitam.

angulum rectum.

cab= acd.
congruens.*

x tendere ad limitem a.

peripheriam circuli radii r.

aream circuli radii 7.

* Sit fas, signo hocce, quo summus Geometra GAUSS numeros congruos insignivit, congruentiam

geometricam quoque denotare: nulla ambiguitate exinde metuenda.

I. Boryaı, Appendix.
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ST.

Si rectam aM non secet plani eiusdem recta bfl, at secet quavis bp Fig. ı.

(in abn): designetur hoc per
bn || am.

Dari talem bfi, et quidem unicam, e quovis puncto b (extra am),

atque
bam--abrı non >2R

esse patet; nam bc circa b mota, donec

bam-+abc=2R

fiat, b© aligquando Primo non secat ar, estque tunc bc| am.

Nec non patet esse bn || em, ubivis sit e in an (supponendo in omni-

bus talibus casibus esse am ae).

Et si, puncto c in al abeunte in infinitum, semper sit Ö=cb: erit

semper
cdb — (cbd <nbe);

ast nbe-—o; adeoque et adb-<o.

22.

$7 bn|lam; est guogue cn||am. : Fig. 2.

Nam sit d ubicunque in macn. Si c in bit sit; bd secat am (propter

bn || am), adeoque et cd secat am; si vero ce ın bP fuerit; sıt ba || cd:

cadit bg in abn ($. 1.) secatque ar, adeoque et OD secat al. Ouzxvis cd

igitur (in acn) secat in utroque casu am absque eo, ut cfi ipsam am

secet. Est ergo semper cn|| am.

Ir
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$.3,

Sı tam br guam cs sit ||am, et c non sit in br; zum BE, c$ se invı-

cem haud secant.

Si enim bf, c$ punctum d commune haberent; (per $. 2.) essent dr

et ds simul ||am, caderetque ($. ı.) d$ in dFet c in br (contra hyp.).

S. 4.

Si man>mab; pro quovis puncto b ipsius ab datur tale c in am,

ut sit beom= nam.
Nam datur (per $. ı.) bbm>nam, adeoque mdp=man, caditque b in

nadp. Si igitur nam iuxta am feratur, usquequo afi in dP veniat; ali-

quando afi per b transiisse, et aliquod bem=nam esse oportet.

N

S7 bn ||am, datur tale punctum | in äm, ut sıt fm =bn.

Nam (per$. ı.) datur bom>cbn; et si ce=cb, adeoque ec-=bc; patet

esse bem<ebn. Feratur p per ec, angulo bpm semper x, et angulo pbn

semper v dicto; patet z esse prius ei simultaneo v minus, posterius vero

esse maius. Crescit vero z a bem usque bem continuo; cum (per $. 4.)

nullus angulus >bem et <bcm detur, cui x aliquando = non fiat;

pariter decrescit v ab ebn usque cbn continuo: datur itaque in ec tale f,

ut bim=fbnsit.

$. 6.

S$7 bn||am, atgue ubivis sit e in dm et Qg in bn: Zum an ||em ef

emIgn.
Nam (per $. ı.) est bn||em, et hinc (per $. 2.) gn||em.

Si porro fm =bn ($. 5.); tum mfbn—nbfm, adeoque (cum bn|| fmsit)

etiam fm ||bn, et (per przec.) emgn.
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S. 2

Si tam bn guam cp sit ||\am, et c non sit in bn: est etiam bn||Bo

Nam bit, c$ se invicem non secant ($. 3.); sunt vero am, bn, cp aut

in plano, aut non; atque in casu primo am aut in bncp est, aut non.

Si am, bn, cp in plano sint, et am in bncp cadat; tum quavis bä

(in nbe) secat dm in aliquo puncto d (quia bn||am); porro cum dm|| cp

sit ($. 6.), patet dG secare cp, adeoque esse bn || cp.
Si vero bn, cp in eadem plaga ipsius am sint; tum aliqua earum ex.gr.

cp intra duas reliquas bn, Amt cadit; quavis bg (in nba) autem secat art,

adeoque et ipsam CP. Est itaque bn || cp.

Si mab, mac angulum efhiciant: tum cbn cum abn nonnisi bfi, am

vero (in abn) cum bfi, adeoque nbc quoque cum aifı, nihil commune ha-

bent. Per quamvis bd (in nba) autem positum bcd secat ar, quia (propter

bn ||am) bd secat ar. Moto itaque bed circa bc, donec ipsam am prima

vice deserat, postremo cadet bcd in befi. Eadem ratione cadet idem in

bep; cadit igitur bn in bep. Porro si bri|lcp; tum (quia etiam am || cp)

pari ratione cadit br in bam; nec non (propter br ||cp) in bcp. Itaque

br ipsis mab, pcb commune, nempe ipsum bfi est, atque hinc bn|| cp.

Si igitur cp ||am, et b extra camsit: tum sectio ipsorum bam, bcp,
nempe bil est || tam ad am, quam ad cp.*

$.:8,

S bn|] et =cp (vel brevius bn || = cp), atgue am (in nbcp) rectam Fig.5.

be derpendicularıter bisecet; tum bn || am.

Si enim bfi secaret affi, etiam cf secaret affi in eodem puncto (cum

mabn = macp), quod et ipsis bil, cß commune esset, quamvis bn|| cp sit.

Quzsvis bg (in cbn) vero secat cp; adeoque secat bg etiam art. Conse-

quenter bn|| am.

* Casu tertio praemisso duo priores, adinstar casus secundi $. ı0. brevius ac elegantius simul absolvi

possunt. (Ed. I. Tom. I. Errata Appendicis).
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0

Si bn ||am, map Lmab, aigue angulus, quem nbd cum nba (in ea

plaga ipsius mabn, ubi map est) facıt, sit <R: tum map et nbd se invr-

cem secant.

Nam sit
bam= 2, oc L.bn

(sive in b cadat c, sive non), et

ce_Lbn (in nbÖ);

erit (per hyp.) ace<X, et af(_Lce) in ace cadet. Sit aß sectio (punctum

a commune habentium) abf et amf; erit

bap=bam

(cum sit bam _Lmap). Si denique abf in abın ponatur (a et b manenti-

bus); cadet aß in am; atque cum

ac Lbn er mac

sit, patet af intra bfi terminari, adeoque bf in abn cadere. Secat autem

bf ipsam aß in oc situ (quia bn am), adeoque etiam in situ Primo ap

et bf se invicem secant; estque punctum sectionis ipsis map et nbd

commune: secant itaque map et nbd se invicem.

Facile exhinc sequitur map et nbd se mutuo secare, si summainter-

norum, quos cum mabn efficiunt, <2X sit.

S. 10:

$2 tam bn guam cp sıt || am; est etiam bn|| = cp.

Nam mab et mac aut angulum efficiunt, aut in plano sunt.

Si prius; bisecet adf rectam ab perpendiculariter; erit dq Lab, adeo-

que dq||am ($. 8.); pariter si ®$ bisecet rectam ac perpendiculariter,

est er||am; unde dq|ler ($. 7.). Facile hinc (per $. 9.) consequitur, qdf
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et 5 se mutuo secare, et sectionem fs esse ||dq ($. 7.), atque (propter

bn ||dq) esse etiam
fs || bn.

Est porro (pro quovis puncto ipsius fs)

Date,

caditque fs in planum taf, rectam bc perpendiculariter bisecans. Est vero

(per $. 7.) (cum sit fs ||bn) etiam

at || bn.

Pari modo demonstratur gt |cp esse. Interim gt bisecat rectam bc per-

pendiculariter; adeoque tgbn =tacp ($. 1.) et

bn || = cp.

Si bn, am, cp in plano sint; sit (exZra hoc planum cadens) fs || = am;

tum (per praec.) fs |] = tam ad bn quam ad cp, adeoque et bn || = cp.

$ ur

Complexus puncti a, atque ommıum punctorum, quorum quodvis b

tale est, ut si bn ||am sit, sit etiam bn =am; dicatur /: sectio vero ipsius

F cum quovis plano rectam am complectente nominetur Z.

In quavis recta, que ||am est, 7 gaudet puncto, et nonnisi uno;

atque patet / per am dividi in duas partes congruentes; dicatur aM

axis ipsius Z; patet etiam, in quovis plano rectam am. complectente,

pro axe am unicum Z dari. Quodvis eiusmodi Z, dicatur Z zPdsius am

(in plano, de quo agitur, intelligendo). Patet per Z circa am revolutum,

F describi, cuius am axzs vocetur, et vicissim / axı am alttrıbuatur.

Nero,

Si b ubivis in L idsius am Juerit, et bn|| = am ($. 11); tum L

ipsius am et L ipsius bil coincidunt.
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Nam dicatur Z ipsius bit distinctionis ergo /; sitque c ubivis in /, et

cp || = bn ($. ı1.); erit (cum et bn || = am sit) cp || = am ($. 10.), adeoque

c etiam in Z cadet. Et si c ubivis in Z sit, et cp|| = am; tum cp || = bn

(9. TO), eadıtque C etiam ın 7 IS. 11). Itaque Z er / sunt eadem; ac

qusvis bfi est etiam axis ipsius Z, et inter omnes axes ipsius /, = est.

Idem de 7 eodem modo patet.

N 13.

S7 bn||am, cp ||dq, ez bam--abn=2R sit; tum etiam dcp+odg=aR.

Sit enim ea=eb et efm=dcp ($. 4.); erit (cum

e bam-+-abn=2R=abn + abg
sıt)

ebg= eaf;

adeoque si etiam ba=afsit,

Aecbg=A af, beg=.aef,

cadetque g in fe. Est porro gfm-+-fan=2X (quia egb=efa). Est etiam

an|ifm ($. 6.); itaque si mfrs=pcdq, tum rs || an ($. 7.), et r in vel extra

fg cadit (si cd non —=fg, ubi res iam patet).

I. In casu primo est frs non >(2R —ıfm=fan), quia rs ||fm; ast

cum rs || gn sit, est etiam frs non <fgn; adeoque frs=fgn, et

fm+ frs= afm-+ fan= 2X.

Itaque et dcp+cöq=2R.

II. Sir extra fg cadat; tunc ngr=mfr, sitque mfgan—=nahl=Ihfo et

ita porro, usquequo ff = vel prima vice >fr fiat. Est heic Eo || hl || fm

($.7.). Si E in r cadat; tum fo in rs cadit ($. 1.); adeoque

rm+frs=Hm-+flo=Mm+fon=2R;

si vero r in hf cadat, tum (per I.) est

rhl+hrs= aR=rfm+frs=dcp + cda.
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5 $. 14.

57 bn || am, cp ||dq, eZ bam-habn<2R sit; tum etiam cp-Hdg<2R.

Si enim dcp-Hcöq non esset <, adeoque (per $. 1.) esset =2X; tum

(per $. 13.) etiam bam-Habn— 2X esset (contra hyp.).

$. 15;

Perpensis $$. 13. et 14. Syszema Geometriae hypothesi veritatis

Axiomatıs Euchdei X]. insistens dicatur >; et hypothesi contrariae

superstructum sit S. Omnia, quae expresse non dicentur, in > vel in

S esse; absolute enuntiari, i. e. dlla, sive 2 sıve S reipsa sıt, vera

assert intelligatur.

$. 16.

Se am.sız axıs altcuus L; tum Lin Z veca Lam est.

Nam sit e quovis puncto b ipsius Z axis bn; erit in I’

bam-+ abn = 2bam=2X,

adeoque bam—R. Et si c quodvis punctum in ab sit, atque cp ||am;

esE (per 2.13, cp am adeogne €. in 77. AS, ur

In Svero nulla 3 puncta a, b, c ıpsius ZL vel F in recta sunt.

Nam aliquis axium am, bn, cp (ex. gr. am) intra duos reliquos cadit;

et tunc (per $. 14.) tam bam quam cam<A.

S 17.

L est etiam in S linea, et F superficies.

Nam (per $. ı1.) quodvis planum ad axem am (per punctum aliquod

ipsius 7”) perpendiculare secat ipsum / in peripheria circuli, cuius pla-

num (per $. 14.) ad nullum alium axem bit perpendiculare est. Revolva-

tur / circa bn; manebit (per $. 12.) quodvis punctum ipsius 7 in #, et

sectio ipsius 7 cum plano ad bit non perpendiculari describet super-

I. Bor.yaı, Appendix. 2

Bio, >.
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ficiem: atqui 7 (per$. 12.), qusecunque puncta a, b fuerint in eo, ita

stbi congruere poterit, ut a in b cadat; est igitur Z superficies uni-

formis.

Patet hinc (per $$. ıı1. et 12.) Z esse /ineam uniformem.*

Se18,

Cuiusvis plani, per punctum a ipsius F ad axem am oblique po-

sıtı, secho cum F in S peripheria circuliest.

Nam sint a, b, c 3 puncta huius sectionis, et bn, cp axes; facient

ambn, amcp angulum; nam secus planum (ex $. 16.) per a, b, c deter-

minatum ipsam am complecteretur (contra hyp.). Plana igitur, rectas ab,

ac perpendiculariter bisecantia se mutuo secant ($. Io.) in aliquo axe f3

(ipsius 7), atque fb=fa=fe. Sit ah Lfs, et revolvatur fah circa fs; de-

scribet a peripheriam radii ha, per b et c euntem,et simul in F et abc

sitam ; nec Z et abc preter O ha quidquam commune habent($. 16.).

Patet etiam extremitate portionis fa linee Z (tanquam radio) in #

circa f mota ipsam Oha describi.

S..10,

Perpendicularıs bt ad axem bn vpsius Z (in planum ipsius Z cadens)

est in S tangens ipsius L.

Nam Z in bt prater b nullo puncto gaudet($. 14.), si vero bq in tbn

cadat, tum centrum sectionis plani per bq ad tbn perpendicularis cum

F ipsius bfi ($. 18.) manifesto in bg locatur, et si bq diameter sit, patet

bg lineam Z ipsius bit in q secare.

$: 20.

Per quaevis duo puncta in F linea L determinatur ($$. ı1. et I8.);

atque (cum ex $$. 16. et 19. Z perpendicularis ad omnes suos axes sit)

* Demonstrationem ad S restringere haud necesse est; quum facile ita proponatur, ut absolute (pro

S et ®) valeat. (Ed. I. Tom. I. Errata Appendicis).
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guivis angulus Llineus in F angulo planorum ad F per crura per-

pendicularıum aequalıs est.

NS 2T

Duae lineae Lformes aß, bd in eodem F, cum tertia Lformi. ab

summam internorum <2R efficientes, se mutuo secant (per dp in F

intelligendo Z per a, p ductum, per aß vero dimidium illud eius ex a

incipiens, in quod p cadit).

Nam si am, bn axes ipsius 7 sint; tum amp, bnd secant se invicem

($. 9.); atque 7 secat eorundem sectionem (per $$. 7. et I1.); adeoque

et ap, bd se mutuo secant.

Patet exhinc Axioma XI. et omnia, qu& in Geometria Trigonometria-

que (plana) asseruntur, adso/lute constare in 7, rectarum vices lineis Z

subeuntibus : ideirco functiones trigonometric® abhinc eodem sensu acci-

pientur, quo in >veniunt; et peripheria circuli, cuius radius Zformis

==7.n..2, est, —2n9, et panter ©7. ın 2) — ads per. ze intellivendo

Z OT mn #, sive notum 371415926,

N 122%

7 ab fuerit L ıpsius am, et c ın am; atgue angulus cab (e recta

ai et Zformi linea ab compositus) feratur prius duxta ab, Zum vuxta

ba semper porro in infinitum : erit via od ipsius € linea L ıpsius cm.

Nam (posteriore / dicta) sit punctum quodvis d in cd, dn|cm, et b

punctum ipsius Z in dn cadens; erit bn=am, et ac=bd, adeoque

On == cm, consequ. d in /. Si vero d in / et dn||cm, atque b punctum

ipsius Z ipsi d1 commune sit; erit am-bn et cm=dn, unde manifesto

bd=.ac, cadetque d in viam puncti c, et sunt / et cd eadem. Designe-

tur tale /ener AZ.

8.428,

Si linea Z formis cdf || abe ($. 22., et ab=be, atque art, bfi, ep sint

axes; erit manifesto cO=Pdf; et si quaelibet 3 punctaa, b, e fuerint ipsius

2%

Fig. 6.

Fig. 9.

Fig. 9.
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ab, ac ab=n.cd: erit quoque ae=n.c; adeoque (manifesto etiam pro

ab, ae, dc incommensurabilibus)

abeeo  aQe:c,

estque ab: cd ab ab zndependens et per ac Prorsus determinatum. De-

notetur quotus iste, nempe ab:cd litera maiore eiusdem nominis (puta

per A), quo ac litera minuscula (ex. gr. x) insignitur.

8.12%

Quaecungue x et y fuerint; est y=X#(£. 23).

Nam aut erit alterum (ipsorum x, y) multiplum alterius (ex. gr. y

ipsius x), aut non.

DI = na; Sbdccaab SS, usgqueque al  »y Hat; sitporra

cd || gell hl; erit ($. 23.)

Ne ab cn coolatchl,
adeoque

ei)bl 223002
sive

u
Keen

Six, y multipla ipsius 7 sint, puta

mi et mn,
est (per przc.)

Reh 1,
consequ.

n y

xVexrDeN

Idem ad casum incommensurabilitatis ipsorum x, y facile extenditur.

Si vero fuerit =y—x; erit manifesto O=Y: X.

Nec non manifestum est, in 2’ pro quovis x esse X=1, in S vero

XD>1 esse, atque pro gurbusvis ab, abe dari tale cdf || abe, ut sit cdf=ıb,
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unde ambn=amep erit, etsi hoc illius qualevis multiplum sit; quod sin-

gulare quidem est, sed absurditatem ipsius ‚S evidenter non probat.

3. 28:

In quovis rectilineo triangulo sunt peripheriae radiorum laterıbus Fig. ıo.

aegualium, uti sinus angulorum opposilorum.

Sit enim abc—=X, et am_Lbac, atque sint bn, cp ||am; erit cab_Lambn,

adeoque (cum cb_Lba sit) cb_Lambn, consequ. cpbn Lambn. Secet 7

ipsius cp rectas bn, AM (respective) in d, e, et fascias cpbn, cpam, bnam

in lineis Zformibus cd, ce, de; erit ($. 20.) cde — angulo ipsorum ndc,

nde, adeoque —= R; atque pari ratione est ced= cab.

Est autem (per $. 21.) in Zlineo triangulo ced (heic radio semper

=1I posito)
vobe sinnder — 12 sinscab

Est quoque (per $. 21.)

Bere ErOO Im Zr)

— Gacsberis. 10];
adeoque est etiam

Orae» oObe- T.sin.cab,

unde assertum pro quovis triangulo liquet.

$220.

In gquovis sphaerico triangulo sunt sinus laterum, uti sinus angu- Fig. ıı.

lorum disdem oppositorum.

Nam sit abc= X, et ced perpendiculare ad spher& radium oa; erit

ced Laob, et (cum etiam boc Lboa sit) cd Lob. In triangulis ceo, cdo

vera est (per N. 25.)

O ec: © 0C: Ode = sin. coe ::T-: sin.cod

— si.ae. 2 sine,
interim ($. 25.) etiam
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Dec: Ode — sincde: si. ceür
itaque

sin. ac: sin. bce= sin. cde: sin. ced;

est vero de= R=cba, atque ced—= cab. Consequenter

sin,.at:sın. De 1: sn 0.

E quo promanans Trigonometria sphaerica ab Axiomate ÄT. inde-

pendenter stabilita est.

or

Si ac, bd sint Lab, et feratur cab iuxta ab; erit (via punctic dicta

heic cd)
cd:ab=sin.z:sin.v.

Nam sit de_Lca; est in triangulis ade, adb (per $. 25.)

ORrd: O00:© ab sin. zers.mn

Revoluto bacd circa ac, describetur Oab per b, Oed per d; et via

dictee cd denotetur heic per ®cd. Sit porro polygonum quodvis bfq...

ipsi ©@ab inscriptum; nascetur per plana ex omnibus lateribus bf, fg &,

ad ®ab perpendicularia, in ©cd quoque figura polygonalis totidem late-

rum; et demonstrari (ad instar $. 23.) potest, esse

ed:ab=Ohrbibie

adeoque
oh-+-hE-r..-: bi-+fg+ —=cd: ab

Quovis laterum bf, fg,... ad limitem o tendente, manifesto

bi-+fa+.-—Oab et dh+hi-+00.

Itaque etiam
O8:Dab—co:ab

Erat vero
O®8:Oab=sin.«:sin.v.

Consequ.
cd:ab=sin.u:sin.v.
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Remoto ac a bÖd in infinitum, manet

cd:ab
adeoque etiam

sin. 2: sin. v

constans; u vero — ($. ı.), et si dm||bn sit, v-—z; unde fit

co=ab-- 1:sin.z.

Via dicta cd denotabitur per cd || ab.

98°

52 bn|jj = am, ei c ın af, atgue ac—=x sit: erit XS. 23.) Fig. 13.

—=sI0.4:80,7,

Nam si cd et ae sint Lbn et bf Lam; erit (ad instar $. 27.)

OB, O.C0, sin2. sind.

Est autem evidenter bi=ae: quamobrem

Den: Ooc — sind su, z.

In superficiebus vero /formibus ipsorum am et cm (ipsum ambn in

ab et cg secantibus) est (per $. 21.)

Sen. 00c— aberea
Est itaque etiam

X— sin. 2. sın 9,

$, 29

S! bam=R, ab=y, et bn||am sı2; erit in S Fig. 14.

I
Va cot. 2:
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Nam si fuerit ab=ac, et cp am (adeoque bn|| = cp), atque pcd=gcd;

datur ($. 19.) ds_Lod, ut ds || cp, adeoque ($. 1.) Öt||cq sit. Si porro be_Lds;

erit ($. 7.) ds || bn, adeoque ($. 6.) bnles, et (cum Ötlicq sit) ballet;

consequ. ($. 1.) ebn= ebg.

Reprzsententur, bcf ex Z ipsius. bn, et fa, Oh, ck et el ex Zformi-

bus lineis ipsorum ft, dt, cq et et; erit evidenter ($. 22.)

ho=df=dt=he:
itaque

each 22:
Pariter patet

bg oh22
esse. Est vero

be=bg—.cg;
quapropter

Val)

adeoque ($. 24.)
ya za

Est demum ($. 28.)

Z=ı: sn) er la: sin. (R —_ en
2 2

consequ.
]

aco
2

N 30,

Verumtamen facile (ex $. 25.) patet, resolutionem problematis 777-

gonometriae planae in SS, peripheri@ per radium express® indigere;

hoc vero rectificatione ipsius Z obtineri potest.

Sint ab, cm, 'm’_Laf, atque b ubivis in ab; erit ($. 25.)

sin u, sn m. 00.
et

sin, 2 sin,o= OA:
adeoque

sm el. ;

nom ee

Est vero (per $. 27.)
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sin, vo: sin. 2.r= cos, 4:008°%,;
consequ.

sin. u sin. #' r
Sy pe 7

cos. u

OÖ

cos. u

 

seu
Oy:Oy=tang. w:tang.u —=tang. w:tang.w.

Sint porro cn||ab, cn’ ||ab et cd, c’d’ linee Zformes ad ab perpen-

diculares; erit ($. 21.) etiam

DIPSRH,

adeoque
r:r—=tang. w:tang.w..

Crescat iam 5 ab a incipiendo in infinitum ; tum w-—2 et w'-—z'; qua-

propter etiam
r:r—tang.2:tang.2.

Constans r:tang.z (ab r independens) dicatur 7; dum y-—-o, est

V ıtanoız2ana1,

 

 

I er
adeoque

BE
tang. 2

E28:29. Dt

tang.=(VY-));

itaque

Y—Y-: ;
seu ($. 24.)

>
BYTES,
we 1.

J!—ı

Notum autem est, expressionis istius (dum y-—o) limitem esse
2

log.nat. 7’ est ergo

Bor: et‘ J=e=27182818...,

I. Boryaı, Appendix. 3
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quae quantitas insignis hic quoque elucet. Si nempe abhinc 7 illam rectam

denotet, cuius /=e sit, erit r—=vtang,2.. Erat autem ($. 21.) Oy—2nr;

est igitur
Oy-amlanz2mn>

= " z — 7Ty nnmern. Doga
Der. N. 24.

SS

Ad resolutionem omnium triangulorum rectangulorum rectilineorum

trigonometricam (e qua omnium triangulorum resolutio in promtu est)

in 5 3 zequationes sufficiunt: nempe (a, 5 cathetos, c hypotenusam, et

a, ß angulos cathetis oppositos denotantibus) aquatio relationem expri-

mens Primo inter a, c, a, secundo inter a, a, ß, Zertio inter a, b, c;

nimirum ex his religuae 3 per eliminationem prodeunt.

T2Ex SS. 25° et, 30; est

1:sin.a= (C—- (71): (A— AmM)=(ei—e i):(e—e ');

(sequatio pro a, c, a).

II. Ex $. 27. sequitur (si Am || yn sit)

E98.@:S.@ —- 1. su.
ex $. 29. autem fit

1: sin.u— es (4A+4=);
itaque

a a

(ei+ e®) ßcos. a. sin. d— —(4+4=3) —

vw
|
-

(zequatio pro «, ß, a).

III, Si 0x1 Bay, atque 88 et: yy: Juerat Io 27. atgne

Pay'Laa'; erit manifesto (uti in $. 27.)

==4449)yy sin. u 2

a — er (B+ BD,

ao 2
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ac

ea
ao 2 “

consequ.

—(C+N) =—(4+4n)— (B+B),
sive

ee ae
re: aller Zar),

(sequatio pro a, b, c).

Siyad=R, et Bd_Lad sit; erit

BC 9asn.
et |

OOdd)— 1xcos.n,

adeoque (O x? pro quovis x factum Ox.Ox denotante) manifesto

O0+-0O#=0O

Bstvero Iper 8. 27. er IN.)

Od=Ob. .ie)
consequ.

& E a a b b a a

lei —e !’—

alla zquatio pro a, db, c (cuius membrum secundum facile ad formam

symmetricam seu invariabilem reducitur).

Denique ex
cos. & 1 4
seaar )

atque

c8P _ 1pr BP)
sın. & 2. i

fit (per III.)

Cat, 0.C0L,9 - (eiei) ;

(equatio pro a, ß, ec).

3%
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8 230:

Restat adhuc modum Prodlemata in Sresolvendi breviter ostendere,

quo (per exempla magis obvia) peracto, demum quid theoria haecce

pr&stet, candide dicetur.

I. Sit ab linea in plano, et y=/(x) zquatio eius (pro coordinatis

perpendicularibus), et quodvis incrementum ipsius 2 dicatur dz, atque

incrementa ipsorum x, y, et arex =, eidem dz respondentia, respective

per dx, dy, du denotentur; sitque bh || cf, et exprimatur (ex $$. 31. et 27.)

a. per y, ac quaratur ipsius nn Zimes tendente dx ad limitem! o,

(quod, ubi eiusmodi limes quaeritur, subintelligatur): innotescet exinde

etiam limes ipsius 2 adeoque tg.hbg; eritque, (cum hbc manifesto

nec > nec < adeoque = R sit), tangens in b ipsius bg per y deter-

mınata.

II. Demonstrari potest, esse

dz’
Zee

Hinc /imes ipsius nn. et inde 2 integratione (per x expressum) Te-

peritur.

Et potest linee cuiusvis ın concreto datae xquatio in S inveniri,

ex. gr. ipsius Z.

Si enim art axis ipsius / sit; tum quavis ch ex ai secat Z (cum

per $. 19 qusvis recta ex a preeter dm ipsum Z secet); est vero (si bfi

axis sit)
er ssinschie (97.23,

atque

y-co cbn (8,29%),

unde fit we

Y=X-+ Er

seu  
I: x le 13

e-=e’'+- her —ı .
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xquatio quzsita. Erit hinc

ay u.
de —AIX )) J

atqui

N<1:sin.chn— X

adeoque
I

dy “ Zu 20%

Be vi

+e—le

>EX 1230 —1I)7'

irAK) >

atque

ee

unde per integrationem invenitur

wıern —=icot.chbn
(uti $. 30.).

III. Manifesto
__hfebh

Ge X.

quod (nonnisi ab y dependens) ijam primum per y exprimendum est;

unde x integrando prodit.

Siab=2, üc=g, et Cd=7, atque cabde= s sit; potertt. (utı m IL, mer.

ostendi esse

quod

atque integrando
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Potest hoc absque integratione quoque deduci.

Aequatione e, 9. cırculı (ex $. 31, 3111.rectz (ex Ss. a7. II, sectio-

nis coni (per prac.) expressis; poterunt arex quoque his lineis claus&

exprimi.

Palam est, superficiem Z ad figuram planam / (in distantia g) || lam

esse ad 5 in ratione potentiarum secundarum linearum homologarum,

sive uti
q q
ee

Porro computum soliditatis pari modo tractatum, facile patet duas

integrationes requirere (cum et differentiale ipsum hic nonnisi per inte-

grationem determinetur); et ante omnia solidum a # et Z ac complexu

omnium rectarum ad 5 perpendicularium, fines ipsorum /, Z connecten-

tium, clausum quarendum esse. Reperitur solidum istud (tam per inte-

grationem quam sine ea)
2 2a

mspiie: ib +82.

Superficies quoque corporum is ‚5 determinari possunt, nec non cur-

valurae, evolutae, evolventesgue linearum qualiumvis ©. Quod curva-

turam attinet; ea in S aut ipsius Z est, aut per radium circuli, aut

distantiam curvs adrectam ||lse ab hac recta, determinatur; cum e

przecedentibus facile ostendi possit, preter Z, lineas circulares, ac rect®

|| las, nullas in plano alias lineas uniformes dari.

IV. Pro cueculo est (ut mn III.)

DOX
DE —OX,

unde (per $. 30.) integrando fit
x x

Ox—ni’(?—-2-+e- ').

WM. Pro area caböc- u (linea Z4ormı abx wie Ila © y, ac

rectis ac, bb=x clausa) est
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atque ($. 24.)

adeoque (integrando)

u=ri(i—e ').

x
Crescente x in infinitum, fiet in $ e’--o, adeoque u-—ri. Per

quantitatem ipsius mabn in posterum limes iste intelligetur.

Simili modo invenitur, quod si 5 sit figura in 7; spatium a / et

complexu axium e terminis ipsius $ ductorum clausum = di sit.

VI. Si angulus ad centrum segmenti z sphaerzs sit 2u, peripheria Fig. 10.

circuli maximi sit Ö, et arcus fc (anguli zv) =x; erit ($. 25.)

1:142: O.De,

 

 

 

et hinc
Obe=3sin.u.

Interim est

a ac ar .
27T 27T

Est porro
dz
79 bc,

et hinc
dz 2
du en— sın. u,

unde (integrando)
a sin. Vers. 4. 5,

228 27 Di

Cogitetur 7 in quod 5 (per meditullium f segmenti transiens) cadit;

planis fem, cem per af, ac ad / perpendiculariter positis, ipsumque in

feg, ce secantibus; et considerentur Z formis cd (ex c ad feg perpendi-

cularis) nec non Z formis cf; erit ($. 20.)

cef=u,
et ($. 21.)

fü- sin. vers. %
DIR 27 2
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adeoque
210,D

Astıl$, 21)

p=n.f0g,
ıtaque

3 —n.fd.fdg.
Est autem ($. ar.)

Pd. g=fe.fe;
consequ.

znlee Qlcım 2

SH jan Djci 7; ent (S: 20.)

ee
adeoque($. 21.)

Orr mir =mir
Est quoque (IV.)

O2 =m’(Y’’—2+Y°);

igitur O27 (in A) =©2y, adeoque ef superficies z segmenti sphaerici

aequatur circulo, chorda fc tanguam radio descripto.

Hinc tota sphaere superficies

= oOfg=fdg.p=TE J

suntque superficies sphaerarum, uti secundae potentiae peripheriarum

earundem maximarum.

VII. Soliditas spheere radii x in ‚S reperitur simili modo

ni a e
=ne(M—X2) — 2nı?x ;

superficies per revolutionem lines cd circa ab orta

De=mp09)
et corpus per cabdc descriptum

=mp (9-09.
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Quomodo vero omnia a (IV.) hucusque tractata etiam absque

integratione perfici possint, brevitatis studio supprimitur.

Demonstrari potest, omnis expressionis literam i continentis (adeo-

que hypothesi, quod detur ı, innix®) /imitem, crescente i in infinitum,

exprimere quantıtatem plane pro 2 (adeoque pro hypothesi nullrus 7),

siquidem non eveniant aequationes identicae. Cave vero intelligas pu-

tarı, systema ipsum varıarı posse (quod omnino ın se et per se deter-

minatum est) sed tantum Aypothesin, quod successive fieri potest, do-

nec non ad absurdum perducti fuerimus. Poszto igitur, quod in Zalı ex-

pressione litera 2 pro casu, si S esset reipsa, 2//am quantitatem unicam

designet, cuius Z/=e sit; si vero revera 3 fuerit, /Jimes dictus loco ex-

pressionis accipi cogrtefur: manifesto omnes expressiones ex Aypothesi

realitatis ipsius 5 oriunde (hoc sensu) absolute valent, etsi prorsus

ignotum sit, num >sıt, aut non sit.

Ita e. g. ex expressione in $. 30. obtenta facile (et quidem Zam

differentiationis auxilio, gquam adbsgwe eo) valor notus pro 2 prodit

Om 271008

ex ]. ($. 31.) rite tractato, sequitur

sa0.0;

ex Il vero
cos. «&
an adeoque a+ß=R;

zequatio drima in III. fit identica, adeoque vale? pro >, quamvis nihil

in eo determinet; ex secunda autem fluit

GC dd.

Aequationes notae fundamentales trigonometriae planae in 2.

Porro inveniuntur (ex $. 32.) pro &’ area et corpus in III., utrumque

=Ppg;
ex IV.

2

On

I, BoLyaı, Appendix, 4
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ex VII. sphara radii x

3
4
ud
3

x

I.

Sunt quoque theoremata ad finem (VI.) enuntiata manifesto incondı-

honate vera.

$. 33.

Superest adhuc, quid theoria ista sibi velit, (in $. 32. promissum) ex-

ponere.

I. Num >’ aut S aliquod rerpsa sit, indecisum manet.

II. Omnia ex hypothesi fa/sztatis Ax. XI. deducta (semper sensu

$. 32. intelligendo) adso/ufe valent, adeoque hoc sensu nulli hypothest

innituntur. Habetur idcirco frigonomelria plana a priori, in qua solum

systema verum ignotum adeoque solummodo absolutae magnitudines

expressionum incognitse ımanent, per unzcum vero casum notum, mani-

festo totum systema figeretur. Trigonometria spha&rica autem in $. 26.

absolute stabilitur. (Habeturque Geometria, Geometrie plan® in &’pror-

sus analoga in Zr).

III. Si constaret 2' esse, nihil hoc respectu amplius incognitum esset;

si vero constaret non esse 23, tunc ($. 31.) (e. g.) e lateribus x, y et an-

gulo rectilineo ab iis intercepto, in concreto datis manifesto in se et per

se impossibile esset triangulum absolute resolvere (i. e.) a priori determi-

nare angulos ceteros et rationem lateris tertil ad duo data; nisi X, Y

determinentur, ad quod zn concreto haberi aliquod a oporteret, cuius A

notum esset; atque tum 7 unitas naturalis longitudinum esset, (sicuti

e est basis logarithmorum naturalium). Si existentia huius z constiterit;

quomodo ad usum saltem quam exactissime construi possit, ostendetur.

IV. Sensu in I. et II. exposito patet, omnia in spatio methodo re-

centiorum Analytica (intra ıustos fines valde laudanda) absolvi posse.

V. Denique lectoribus benevolis haud ingratum futurum est; pro

casu illo, quodsi non &’ sed ‚S reipsa esset, circulo aquale rectilineum

construl.
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$. 34-

Ex d ducitur dm||an modo seqguente. Fig. 12.

Fiat ex d
ob Lan;

erigatur e puncto quovis aliquo a recte ab

ac_Lan (in dba),
et demittatur

de Lac;
er: 18227.)

@OR9IEOGB 18 sın. 2

siquidem /uerit dm|| bn.

Est vero sin.z non >1, adeoque ab non >de. Descriptus igitur quad-

rans radio ipsi de aaquali ex a in bac, gaudebit puncto aliquo b vel o

cum bd communi. Priore in casu manifesto z= X; in posteriore vero

TENDE)
(O0 O8:0ahb 1:sın.aob,

adeoque
2—u0D:

Si itaque fiat z=aob, erit dm|| bn.

$en35:

Si fuerit 5 reipsa; ducetur recta ad anguli acuti crus unum per- Fig. 18.

pendicularis, quae ad alterum || sit, hoc modo.

Sit am_Lbe, et accipiatur ab=ac tam parvum (per $. 19.), ut si du-

catur bn|lam ($. 34.), sit abn > angulo dato. Ducatur porro cp || am

($. 34.), fiantque nbq, pcd utrumque x»quale angulo dato; et bg, cd se

mutuo secabunt. Secet enim b4, (quod per constr. in nbc cadit) ipsam

c$ in e; erit (propter bn=cp) ebe<ech, adeoque ec<<eb. Sint

ef=ee, efr=ecd, et fsllep;

cadet fs in bfr. Nam cum bnilcp, adeoque bn|lep, atque bnilfs sit;

4*
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erit ($. 14.)
fon + bis <2R= fbn + bir;

itaque bfs<bfr. Quamobrem ff secat ep, adeoque cd quoque ipsam ed

in puncto aliquo d.

Sit iam dg=dc, atque dat=dcp=gbn; erit (cum cd = 99 sit)

br’2 at cp.

Si fuerit linee Zformis ipsius bn, punctum in bg cadens f ($. 19.),

et axis El; erit
bn fl,

adeoque
bil bab Seh,

sed etiam
U >c9:

cadit ergo f manifesto in q, estque at||bn. Si vero ho ipsum bg perpen-

diculariter bisecet; erit ho | bn constructum.

$. 36.

Si fuerint data recta c$ et planum mab, atque fiat cb_Lmab, (in bcp)

bn ıbe, et cq||bn ($. 34.); sectio zpsius cp (si haec in beq cadat) cum

bii (in chn), adeoque cum mab reperitur. Et si fuerint data duo plana

peq, mab, et sit cb_Lmab, cr Lpcg, atque (in ber) bn_Lbe, cs Ler; ca-

dent br in mab, et cs in pcg; et sectione ipsarum bn, cs (si detur) re-

perta, erit perpendicularis in pcq per eandem ad c$ ducta manifesto

sectio ipsorum mab, Peg.

N 37:

In it || bn reperitur Zale a, ut sit am-=bn; si (per $. 34.) construatur

extra nbm gt|bn, et fiant bg Lat, ge—ab, atque cp|gt; ponaturque

tgd ita, ut efliciat cum tgb angulum illi aqualem, quem pcä cum peb

facit; atque quaratur (per $. 36.) sectio dq ipsorum tg8, nbä,; fiatque
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ba_Ldq. Erit enimvero ob triangulorum Zlineorum in 7 ipsius bn

exortorum similitudinem ($. 21.) manifesto db=da, et am = bn.

Facile hinc patet (Zlineis per solos terminos datis) reperiri posse

etiam Zerminos proportionis quartum ac medium, atque omnes construc-

tiones geometricas, que in > in plano fiunt, hoc modo in Z adsque

XI. Axiomate perfici posse. Ita e. g. 4 in quotvis partes aquales

geometrice dividi potest, si sectionem istam in I perficere licet.

N2.38%

Si construatur \per 9.37.) e. g. nbga—= 3 R, et fiat (per $. 35.) in Sad Fig. 14.

bg perpendicularis am|| bn, atque determinetur (per $. 37.) jn-=bn; erit,

Sea © 16 (1:28)

X=1:sin. R=2,

atque x geometrice constructum.

Et potest nbq ita computari, ut ja ab 7 quovis dato minus discrepet,
Re 1

cum nonnisi sin.nbgq= esse debeat.

$. 39

Si fuerint (in plano) pq et st, || rectse mn ($. 27.), et ab, cd sint per- Fig. 19.

pendiculares ad mn aequales; manifesto est

Adec=A bea,

adeoque anguli (forsan mixtilinei) ecp, eat congruent, atque

ec =—=ed.

Si porro cf=agq, erit
Adct=A cag,

et utrumque guadrilaterı fagc dimidium est. Si fage, hagt duo eius-

modi quadrilatera fuerint ad ag, inter pq et st; aqualitas eorum (uti

apud EucLipEem), nec non triangulorum agc, agh eidem ag insistentium,
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verticesque in pq habentium, aqualitas patet. Est porro

ach 694, Icg— ca,
atque

acf-+acg+ aq=2R
($. 32.), adeoque etiam

dag Facaca2N,

itaque in quovis eiusmodi triangulo ac9 summa trium angulorum = 2X.

Sive in ag (qu& || mn) ceciderit autem rec/a aq, sive non; triangulo-

rum rectilineorum agc, agh am ıipsorum, guam summarum angulo-

rum ipsorumdem, aequalitas in aperto est.

$. 40.

Aegualia triangula abc, abd (abhinc rectilinea) uno latere aequali

gaudentia, summas angulorum aeguales habent.

Nam dividat mn bifariam tam ac quam be, et sit pq (per c) || mn;

cadet d in fg. Nam si bd ipsum ri in puncto e, adeoque ($. 39.) ipsum

pg ad distantiam ef=eb secet; erit

Aabe= A abf,
adeoque et

Aabd = A abf,

unde d in f cadit: si vero bd ipsum it non secuerit, sit c punctum,

ubi perpendicularis rectam ab bisecans ipsum pq secat, atque gas—ht

ita, ut st Hroductam bd in puncto aliquo F secet (quod fieri posse modo

simili patet, ut $. 4.); sint porro sl=sa, lo || st, atque 0 sectio ipsorum

DR et lo; esset tum ($. 39.)

A.abl — A abe,

adeoque
Aabe> A abd

(contra hyp.).
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SL

Aegualia triangula abc, def aegualibus angulorum summis gau- Fig. 21.

dent.

Nam secet mn tam ac quam bc, ita pq tam df quam fe bifariam, et

sit rs || mn, atque fo || pq; erit perpendicularis aq ad rs aut zqualis per-

pendiculari dh ad to, aut altera e. g. Oh erit maior: in quovis casu

Odf e centro a cum dS punctum aliquod F commune habet, eritque

($. 39.)
Aabt = Adbe= A der.

Est vero Aafb (per $. 40.) triangulo dfe, ac (per $. 39.) triangulo abc

aeguiangulum. Sunt igitur etiam triangula abc, def zquiangula.

In S converti quoque theorema potest. Sint enim triangula abc, def

reciproce aquiangula, atque Abal=A def; erit (per preec.) alterum alteri,

adeoque etiam Aabc triangulo abl zquiangulum, et hinc manifesto

bd-+blc-+-cbl=2R.

Atqui (ex $. 31.) cuiusvis trianguli angulorum summa in S est <a2R:

cadit igitur | in c.

NAD,

Si fuerit complementum summae angulorum trianguli abc ad 2R Fig. 22.

s u,

trianguli def vero
v,

est
Nabe: Adef=u:v.

Nam si quodvis triangulorum aca, gch, heb, dfk, Fe sit =, atque

Nabe mp, Adef- np;

sitque s summa angulorum cuiusvis trianguli, quod = /f est: erit mani-

festo



Bio r2.

32 IOANNIS BOLYAI

2R—-u=ms— (m —ı)2aR=2R—m(2R—S),
eb

u=mß@aR—s),
et pariter

vnR—S).
Est igitur

Aabe: Adel = mın=u:v,

Ad casum incommensurabilitatis triangulorum abc, def quoque extendi

facile patet.

Eodem modo demonstratur triangula in superficie spharica esse uti

excessus summarum angulorum eorundem supra 2%. Si duo anguli tri-

anguli spherici recti fuerint, tertius 2 erit excessus dictus; est autem

triangulum istud (peripheria maxima 5 dicta) manifesto

22 vos
2IU 270

consequenter quodvis triangulum, cuius angulorum excessus —=2, est

ep:a.

$. 43.

Jam area trianguli rectilinei in S per summam angulorum expri-

metur.

Si ab crescat in infinitum; erit ($. 42.)

Aabe:(R—u—v)
constans. Est vero

Aabe-—bacn ($. 32. V.)
et

Ruv--2 S0r
adeoque

bacn:z2= A abc: (R—u—v) = bacı: z'.

Est porro manifesto

böcn:.böch—r:’7—tang2 tang, 2: (8: 30).
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Pro y'-—o autem est
bv’chn’
bacn’ m

nec non
tang. 2
Re en AL ;

consequ.
bden : bacn =tang. z:z.

Erat vero ($. 32.)
böen—nr—z'tang.z;

est igitur
Bien 22.

Quovis triangulo, cuius angulorum summx complementum ad 2X

z est, in posterum breviter A dicto, erit idcirco

NZ

Facile hinc liquet, quod si Fig. 14.

erllam et rollab

fuerint; area inter ör, st, bc comprehensa (qus manifesto limes abso-

lutus est are triangulorum rectilineorum sine fine crescentium, seu

ipsius A pro z-—2R), sit

ur=On.

Limite isto per [] denotato, erit porro (per $. 30.) Fig. 15.

27 - tan 2 U —- Cr mr Sor)

— os (pen; 42 vl

si chorda dc s dicatur. Si iam radio dato s, circuli in plano (sive radio

Z,formi circuli in 7) perpendiculariter bisecto, construatur (per $. 34.)

db || = cn; demissa perpendiculari ca ad db, et erecta perpendiculari cm

ad ca; habebitur z; unde (per $. 37.) tang.z’, radio /formi ad lubitum

pro unitate assumto, geometrice determinari potest fer duas lineas

uniformes eiusdem curvaturae (qu& solis terminis datis, constructis axi-

bus, manifesto tanquam recte commensurari, atque hoc respectu rectis

aquivalentes spectari possunt).

I. Boryaı, Appendix. 5
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Porro construitur quadrilaterum ex. gr. regulare =[]], ut sequitur. Sit

 abe—=%, bac=—R, ab=--R, et De—=%;

poterit X (ex $. 31. II.) per meras radices quadraticas exprimi, et (per

$. 37.) construi: habitoque X, (per $. 38., sive etiam 29. et 35.) x ipsum

determinari potest. Estque octuplum Aabc manifesto =D], atque Per

hoc, circulus planus radıi s, per figuram rectilineam, et lineas un:-

formes eiusdem generis (vectis, guoad comparationem inter se, aegui-

valentes) geometrice quadratus; circulus Fformis vero eodem modo

complanatus: habeturqgue aut Axioma XI. Euchdis verum, aut qua-

dratura circuli geometrica, etsi hucusque indecisum manserit, quod-

nam ex his duobus revera locum habeat. Quoties tang.z” ve/ numerus

integer ve/ fractio rationalis fuerit, cuius (ad simplicissimam formam re-

ducta) denominator auf numerus primus forms 2”-+-1 (cuius est etiam

2—=2°+-1) auf productum fuerit e quotcunque primis huius forms, quo-

rum (ipsum 2, qui solus quotvis vicibus occurrere potest, excipiendo)

quivis semel ut factor occurrit: per theoriam polygonorum ill. GAUSS

(prclarum nostri imo omnis &vi inventum), etiam ipsi tang.UJ=®s

(et nonnisi pro talibus valoribus ipsius z) figuram rectilineam zqualem

constituere licet. Nam drvrszo ipsius [] (theoremate$. 42. facile ad qu&-

libet polygona extenso) manifesto seckionem ipsius 2/Y requirit, quam

(ut ostendi potest) unice sub dicta conditione geometrice perficerelicet.

In omnibus autem talibus casibus praecedentia facile ad scopum perdu-

cent. Et potest qusvis figura rectilinea in polygonum regulare n late-

rum geometrice converti, siquidem z sub formam GA USStanam cadat.

Superesset denique, (ut res omni numero absolvatur), impossibilitatem

(absque suppositione aliqua) decidendi, num >’ aut aliquod (et quodnam)

$ sit, demonstrare: quod tamen occasioni magis idones reservatur.


