Rotation eines Korpers um eine Achse *).

28. Eine weitere wichtige Anwendung finden die Krifte-
paare in der Theorie der drehenden Bewegung eines Korpers um
irgend eine Achse.

Es sei, um diese Anwendung zu zeigen, von den drei recht-
winkeligen Coordinatenachsen X, Y, Z (Fig. 22), auf welche wir
die materiellen Puncte eines rotirenden Kérpers bezichen wollen,
jene Z die Rotationsachse, ferner sei w die Winkelgeschwindigkeit
der drehenden Bewegung (zugleich das Mass dieser Bewegung),
so wie fiir irgend einen materiellen Punct dm des rotirenden
Kérpers , y, z die rechtwinkeligen Coordinaten, und » der Ab-
stand dieses Punctes von der Drehachse Z. Dies vorausgesetzt,
besitzt der materielle Punct dm die Geschwindigkeit 7w und zwar
nach der Richtung der Tangente des Kreises vom Radius », nach
welcher dieses Massentheilchen durch eine Kraft p, deren Mass
(Nr. 131, 3.) rwdm ist, wie von der Ruhe aus getrieben oder in
Bewegung gesetzt wird.

Auf dieselbe Weise werden alle materiellen Theilchen oder
Puncte des Korpers durch ahnliche Krifte wr dm getrieben oder
bewegt, welche ihren Massen dm und Abstinden » von der Ro-
tationsachse proportional sind, und deren Richtungen zugleich
aof diesen Geraden » und der Achse Z perpendikulir stehen.

29. Zerlegen wir nun, um diese Kriiftenelemente auf andere
Krifte zu reduciren, welche mit ihnen gleichgeltend sindSevd T
die nimliche rotirende Bewegung des Korpers mit der Winkel-
geschwindigkeit w hervorbringen konnen, die genannte Kraft
p=wrdm in drei auf einander senkrechte Seitenkrifte und zwar
nach den Richtungen der Coordinatenachsen; so erhilt man, wenn
diese Componenten beziehungsweise durch X', ¥, Z’ bezeichnet
werden, wie leicht zu sehen:

X =wydm, Y=—wadn, Z' =0.

Verlegt man jetzt diese Krifte mit sich parallel in den An-
fangspunct 4 der Coordinaten, so erhalt man nach dem Vor-

*) Mit Beniitzung der trefflichen Poinsot schen Abhandlung : ,, Théorie nou-
velle de la Rotation des corps.“ (Paris 1852.)
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gange in Nr. 13 (wobei P Cos = X', P Cos =Y’, P Cos T — A
2(P Cos @) = fwy dm, (P Cos f)==— fwaxdm und Z(PCosy)=0
ist) fiir's Erste die im Puncte 4 nach den Achsen X und ¥ wir-
kenden Krafte:
X'=wydm, Y= —wazdn,
und dann drei Kriftepaare L', M', N’ beziehungsweise parallel mit
den Ebenen der 2y, 2z, yz, deren Momente durch (Nr. 14, Re-
lation (e)):
Xy—Yo, Za- Xz, YVz— Z'y

ausgedriickt sind. Setzt man fir X', V', 7' die Werthe, so redu-
ciren sich diese drei Paare oder deren Momente auf:
L=w(@?+y>)dm = wr2dm, M = — wyzdm, N =—wazdmn.

Verfihrt man nun auf dieselbe Weise mit den simmtlichen
Kvriften wrdm des Systemes der matericllen Puncte des rotiren-
den Korpers, so reduciren sich diese

1. auf die beiden im Puncte A angreifenden und nach 4.X
und AY wirksamen Krifte X = w Jydm und Y= —w [z dm,
deren Resultirende 2 auf der Achse 4 Z perpendikulér steht und
die Grosse hat (analog mit & in Nr. 13, Relat. (a)):

=" ]/(f:vdm)z Sy dr e e )Y
oder auch, wenn man die Linge des aus dem Schwerpunct O
des Korpers von der Masse m auf die Umdrehungsachse A2
gefillten Perpendikels mit 0 bezeichnet:
R=wmo...(l)

(wegen, Stat. Nr.32, 2,m=/zdm, y, m=[ydm und 02 =2+ *);

2. auf die beiden Paare M = — wlyzdm, N=—w/fzzdm,
welche beziehungsweise in mit den coordinirten Ebenen a z und
y# parallelen Ebenen liegen und sich daher nach Nr. 8, Zusatz,
in diese coordinirten Ebenen selbst verlegen und sonach zu Kinem
Paar K vereinigen lassen, welches in einer durch AZ gehenden
Ebene liegt; dieses resultirende Paar hat (Nr. 9 Zusatz, Relat. (1')
wegen « = 90°) die Grosse: :

K=w)/ (Jzzdm)? + Gfyezdmt, 2):
und endlich

3. auf das in einer mit 2y parallelen Ebene liegende, also
auf der Achse A4Z perpendikuliren Kriftepaar, dessen Moment

L=wf(z* 4 yHdn=w/r*dm ... (3)

ist.
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Nimmt man daher die fiinf Integrale Sxdm, [ydm, [xzdm,
Jyzdm und [(2® + y?)dm innerhalb jener Grenzen, welche sich
auf den ganzen rotirenden Kéorper beziehen , 80 lassen sich aus
den vorigen Relationen (1), (2), (3) die Werthe der Kraft £ und
der Paare K, I vollstindig bestimmen, welche Krifte R, K, L
zusammen genau auch die in Rede stehende Rotation mit der
Winkelgeschwindigkeit w erzeugen kénnen.

Zusatz 1. Geht die Umdrehungsachse 4 Z durch den
Schwerpunct des Korpers, so ist /2 dm=0 und Sy dm=0,
folglich auch (Relat. (1)) R == 0.

In diesem Falle reduciren sich daher die simmtlichen
Krifte auf die beiden Paare X und 7, in (2) und (3), welche
sich iibrigens (wieder nach Nr. 9, Zusatz, wobei ebenfalls
«=90° ist) zu einem Paare J vereinigen lassen, dessen
Grosse oder Moment

J=VEREE LT, (b
ist; hieraus folgt daher, dass sich die Krafte, welche
im Stande sind einen Kérper um eine durch des-
sen Schwerpunct gehende Achse zu drehen, immer
auf ein Kraftepaar reduciren lassen.

Dabei kann noch bemerkt werden, dass dieses Paar J im
Allgemeinen nicht auf der Achse AZ perpendikular
steht, indem (Nr. 9, Zusatz, Relat. (2')) diese Paarebene mit
der Achse AZ einen Winkel ¢ bildet, dessen Cosinus

¥ K
Cos @ = e (5)

ist, und welcher daher nur fiir K =0 verschwinden kann.

Zusatz 2. Ist als specieller Fall die Rotationsachse A Z
eine sogenannte Hauptachse des Kérpers, so sind dafiir
die Momente :

Jezdm =0 und fyzdm=0... (6),

folglich ist auch (Relat. (2)) das Paar K — 0, und es reda-
ciren sich die simmtlichen Kriifte auf das einzige Paar
J=L=w/[r*dm, welches jetzt (Relat. (5)) auf der Rota-
tionsachse perpendikulér steht;

die Krafte also, welche einen Kérper um eine
seiner Hauptachsen drehen konnen, lassen sich
immer auf ein Paar reduciren, dessen Ebene auf
dieser Achse perpendikulir ist,
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Da sich nun aber auch wieder umgekehrt irgend ein auf
einer Hauptachse eines freien Kérpers perpendikuliir stehen-
des Paar Z in Elementarkriifte wrdm zerlegen Jasst, welche
im Stande sind, denselben mit der Winkelgeschwindigkeit
L L
Rt =T i
um diese Achse zu drehen, so folgt auch (wegen /72dm = w
Dynamik Nr. 135):
dass wenn an einem freien Korper ein Krafte-
paar angebracht ist, dessen Ebene auf einer sei-
ner Hauptachsen perpendikuliar steht, dasselbe
den Koérper um diese Achse mit einer Winkel-
geschwindigkeit dreht, welche gleich ist dem
Momente dieses Paares, dividirt durch das Trig-
heitsmoment des Korpers in Beziehung auf die-
selbe Achse.

Anmerkung. Wirkt also ein Kriiftepaar J auf einen freien Korper in irgend
einer Ebene desselben, so lisst sich die dadurch hervorgebrachte Drehung
mit Hilfe des letzten Satzes leicht bestimmen. Denn zerlegt man das
gegebene Paar J in die drei Paare L, M, N beziehungsweise senkrecht
auf die drei Hauptachsen des Korpers, und bezeichnet man das Moment
der Tréigheit des Korpers in Beziehung auf diese Achsen respective mit
W5 Wy, W3, so wie die Winkelgeschwindigkeiten der betreffenden Rotationen

durch w,, w,, ws, so hat man:
PP RIE AR
Tt R R S g
und wenn man diese drei Rotationen wieder in Eine w zusammensetzt, so
erhiilt man sowohl die Achse als auch die Grosse der Rotation, welche
das gegebene Paar J im ersten Augenblicke in dem als ruhend gedachten

Korper zu erzeugen streben.

30. Aus den bisherigen Entwickelungen ergeben sich nun
die beiden wichtigen Folgerungen:

1. Lisst sich ganz einfach die Kraft 2 und das Paar J
finden, welche zusammen im Stande sind, irgend eine gegebene
Bewegung zu erzeugen. Denn wie diese Bewegung auch immer
sein mag, so kann man sie stets so ansehen, als wire sie aus
zweien zusammengesetzt, nimlich aus einer progressiven
oder translatorischen, welche der Bewegung des Schwer-
punctes des Korpers gleich und parallel ist, und einer rotiren-
den Bewegung um eine durch diesen Schwerpunct gehenden
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Achse. Man braucht daher die Kraft 2 nur so zu wihlen, dass
sie die erstere Bewegung, und das Paar J so anzunehmen, dass
es die letztere Bewegung hervorbringen kann.

2. Wirken umgekehrt beliebig viele Kriifte auf einen Kérper,
so denke man sich dieselben simmtlich mit sich parallel in den
Schwerpunct des Korpers verlegt, so setzen sie sich zu einer
einzigen Kraft, so wie die entstehenden Paare zu einem einzigen
Paar .J zusammen.

Die im Schwerpuncte angebrachte Resultirende R sucht in
den simmtlichen materiellen Puncten des Kérpers die gemein-

schaftliche Geschwindigkeit v = ;{% nach der Richtung dieser Kraft

B zu erzeugen, wihrend das Kriftepaar / das Bestreben hat, in
dem Korper eine Drehbewegung w um eine durch dessen Schwer-
punct gehende Achse A7 hervorzubringen, deren Lage nach dem
Obigen bestimmt werden kann.

Centrifugalkraft.

31. Um ferner auch die Centrifugalkrifte eines rotirenden
Kérpers zu bestimmen, hat man zu beriicksichtigen, dass durch
diese drehende Bewegung (wobei jedes materielle Theilchen dm
des Korpers die Kraft »wdm besitzt oder durch diese gleichsam
animirt oder getrichen wird) in jedem materiellen Punct dm in
jedem Augenblick eine unendlich kleine Kraft £, die sogenannte
Centrifugalkraft entsteht oder erzeugt wird, welche dieses
Theilchen vom Mittelpunct des betreffenden Kreises zu entfernen
strebt.

Wiirde das materielle Theilchen dm, dieses als vollkommen
frei gedacht, blos von der einzigen Kraft p = »dm nach der Tan-
gente eines Kreises getrieben, so konnte dasselbe auch nicht den
kleinsten Theil des Kreisbogens zuriicklegen, wenn es nicht jeden
Augenblick durch eine bestimmte Kraft, die sogenannte Centri-
petalkraft, gegen den Mittelpunct des Kreises gezogen und so
auf dessen Peripherie erhalten wiirde, indem ohne diese Kraft
das Theilchen mit der erlangten Geschwindigkeit » nach der Tan-
gente fortgehen und sich sonach vom genannten Mittelpuncte
entfernen wiirde.

Da die Centripetalkraft, welche der Centrifugalkraft gleich



