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Um diese Zusammensetzung za bewirken, bringe man nach
dem Vorigen (Nr. 5, Zusatz) simmtliche Paare auf denselben Arm
und vereinige durch gehériges Verschieben sowohl die rechts-
als auch die linksdrehenden Paare mit einander; so entstehen
dadurch zwei Paare von gleicher Breite und entgegengesetzten
Drehrichtungen, die. sich wieder zu einem einzigen Kriftepaar
von demselben Arm vereinigen lassen, wodurch endlich entweder
ein rechtsdrehendes oder ein linksdrehendes Paar oder Gleich-
gewicht entsteht.

Hat man z B. die beiden rechtsdrehenden Paare Pp, Rr mit den
beiden linksdrehenden Q¢, Ss zu vereinigen, so bringe man z. B. die
drei letztern auf den Arm oder die Breite p des erstern, d. h. man ver-
wandle die Paare Rr, Qg, Ss in die gleichgeltenden R'p, Qp, S'p, in-
dem man die Kriifte B, ', S aus den Relationen R'p = Er, Qp= Qq,
S’p = S's bestimmt.

Hat man nun durch die genanunte Verschiebung die beiden rechts-
drehenden Paare Pp, R'p, so wie auch die beiden linksdrehenden Qp
S’p mit einander vereinigt und wieder, wie in Fig. 7, gehorig verschoben,
o erhiilt man das rechtsdrehende Paar P -~ R’ und das linksdrehende
Q'+ 8’ und aus diesen beiden Paaren endlich, jenachdem PSR RS
= @ -+ 9’ ist, als Resultat ein rechtsdrehendes oder ein linksdrehendes
Paar oder das Gleichgewicht.

Tst U das resultirende Kriiftepaar, so ist also U = (P+R") — (Q+8"),
oder wenn man mit dem gemeinschaftlichen Arm p multiplicirt:

Up=Pp+R'p—Qp—5Sp

oder mit Riicksicht auf die Erklirung f) in Nr.1, im algebraischen Sinne

genommen :

Up=Pp+Ep+Qp+8p

Stellt man endlich fiir R'p, @p ... die urspriinglichen Werthe wieder
her, auch:

Up=Pp+4Er+Qq+ Ss

Aus dieser Relation ergibt sich ganz einfach das Gesetz, nach welchem
sich das resultirende Kriiftepaar durch Rechnung finden lisst.

Sind n#mlich Pp, P,p,, P,p,... die Momente der verschiedenen in
derselben Ebene liegende Kriiftepaare, so wie Uw jenes des resultirenden
Paares, so ist:

Uu=Pp+ Pp,+Pp, +... = Z(Pp),

dabei diese Summe der Momente im algebraischen Sinne verstanden.

Von den Kriiftepaaren in verschiedenen Ebenen.

8. Liegen zwei Kriftepaare von gleichen Momen-
ten und entgegengesetzten Drehrichtungen in zwel
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parallelen, fest mit einander verbundenen Ebenen,
so halten sie sich das Gleichgewicht.

Es seien M, N (Fig. 8) die beiden parallelen Ebenen und
Lypy, Qq, die Momente der in diesen liegenden Paare; also nach
der Voraussetzung P,p, = Q,q,. Man verwandle zuerst jedes
Paar nach Nr.5 (Zusatz) in ein gleichgeltendes von einem glei-
chen, z B. dem Arm AB = CD=a, wodurch die Krifte Bis
@, in P und Q iibergehen mogen, 80, dass Pa= Qa =P, pr=Q.9,,
also Q= P wird; hierauf verschiebe man diese in den Ebenen
M und N liegenden Paare (P, — F’) und (Q, — Q) so, dass die
Arme AB und CD, mithin auch die Krifte selbst zu einander
parallel werden. Dies vorausgesetzt, geben die beiden gleich (in
der Zeichnung aufwarts) gerichteten Krafte 2 und Q die Resul-
tirende R=P4 Q=2P, so wie die beiden nach entgegen-
gesetzter Richtung (hier nach abwiirts wirkenden) Krifte P’ und
Q die Resultante R' = 7' |- ' — 2P,

Da nun diese beiden Resultirenden, welche mit den Com-
ponenten parallel laufen, einander gleich sind und in dem gemein-
schaftlichen Durchschnittspuncte O der beiden in der durch A B
und CD gedachten Ebene liegenden Geraden AC und BD an-
greifen und daher gerade entgegengesetzt wirken, so heben sie
sich auf, und es sind sonach auch die beiden urspriinglichen
Kriiftepaare selbst im Gleichgewicht.

Zusatz. Nach diesem Verfahren lisst sich also (da die
gegenseitige Entfernung der parallelen Ebenen keinen Ein-
fluss hat) ein Kriftepaar mit seiner Ebene parallel beliebig
verschieben. Auch lassen sich eben so beliebig viele in
parallelen Ebenen liegende Paare in eine einzige Ebene brin-
gen und nach Nr. 7 zu einem Kriftepaar vereinigen.

Hieraus folgt, dass auch umgekehrt (Nr. 5, Anmerkung)
zwischen zwei in parallelen Ebenen liegenden Paaren von
entgegengesetzten Drehrichtungen das Gleichgewicht nur be-
stehen kann, wenn ihre Momente einander gleich sind.

9. Liegen zwei Kriftepaare in zwei sich schnei-
denden Ebenen, so lassen sich diese durch ein ein-
ziges Kraftepaar ersetzen.

Es seien M N, M'N’ (Fig. 9) die beiden in A B sich schnei-
denden Ebenen. Man bringe wieder beide Paare auf dieselbe



Breite 4 B = a, wofiir die Krifte dann (£, —P") und (Q, —Q")
in den Ebenen M N und M'N’ sein mégen. Verschiebt man jetzt
die Paare in den Ebenen so, dass von den vier Kriften je zwei
in den Puncten A und B angreifen und auf der Durchschnitts-
linie A.B normal stehen; so liegen von den vier Kraften der bei-
den Paare jene P, @ und P’, Q in parallelen auf AB normalen
Ebenen. Construirt man daher aus P, Q und 7/, Q die Resul-
tirenden £, ¥, so sind diese (wegen P'= P und Q'= Q) einander
gleich, liegen in einer Ebene, welche mit den gegebenen dieselbe
Durchschnittslinie A5 hat und wirken nach parallelen, jedoch
entgegengesetzten Richtungen; es bildet also (%2, R') das resul-
tirende, den beiden gegebenen gleichgeltende Kriftepaar von der
Breite a, oder es ist Ra das neue oder resultirende Paar.

Ist nun M AQ' = a der Neigungswinkel der beiden gegebenen
Ebenen, so ist (Statik, Nr. 8):

R=1'P*+ Q*+2PQ Cos a. . .(1).
Ist RAQ=¢ der Neigungswinkel der Ebene des resul-

tirenden Paares /2 mit der Ebene M'N’ des Paares Q, so ist:
2 S’YLOC
5 b,

wodurch auch die Lage der Ebene des neuen Paares bestimmt ist.
Zusatz 1. Waren P, p,, P, p, die urspriinglich gegebenen
Paare, so hat man zur genannten Umwandlung derselben
auf die gemeinschaftliche Breite ¢ die beiden Relationen
Pa= P, p, und Qa = P,p,. Multiplicirt man daher die
vorige Gleichung (1) durchaus mit a, so erhilt man:
Ra=1/(Pa)®>+ (Qa)® +2Pua.Qa. Cosue,
oder mit Riicksicht auf die vorigen Relationen:
]ia-—l/(f’lpl)z—l—(f’zpz) T 2P p . Pyp,.Cosa...(1)
Auf dhnliche Weise nimmt auch die obige Glelchu g (2)
die Form an:

Sin ¢ =

,pI,mea (9)

Wirken nun aber zwei Krifte P, p, und P,p, auf einen
Punct unter einem Winkel ¢ und ist Ra ihre Resultirende,
sowie @ der Winkel, welchen dieselbe mit der Kraft 7, Pa
einschliesst; so erhalt man zur Bestimmung der Grosse und
Lage derselben nach Nr. 8 (Statik) genau die vorigen beiden
Relationen (1) und (2). Hieraus folgt also, dass man die

Sin @ =



in verschiedenen Kbenen liegenden Kriftepaare genau so zer-
legen und zusammensetzen kann, wie einfache auf einen Punct
wirkende, in einer Ebene liegende Krifte, wenn man statt
der Krifte die Momente der Paare, und statt der Winkel
der Kréfte die Winkel der Ebenen setzt, in welchen die
Kriftepaare liegen.

Zusatz 2. Die Zerlegung und Zusammensetzung meh-
rerer in verschiedenen Ebenen liegenden Kriiftepaare lisst
sich oft durch Einfithrung ihrer Umdrehungsachsen (Exkl. ¢))
und zwar in folgender Weise vereinfachen.

Es seien MM, NN, R R (Fig. 9') die Durchschnittslinien
dreier Paarebenen mit der Ebene des Papiers, welche auf
der durch A gehenden gemeinschaftlichen Durchschnittslinie
der drei Ebenen perpendikulir sein soll. Da man aber die
Achse eines Paares. durch jeden beliebigen Punct der Paar-
ebene legen kann, indem sich das Paar in seiner Ebene will-
kiirlich verschieben lsst; so konnen die in der Papierebene
durch den Punct A auf diese Durchschnittslinien gezogenen
Perpendikel Am, An, Ar fir die Achsen dieser drei Paare
genommen werden, welche offenbar unter einander dieselben
Winkel, wie die entsprechenden Paarcbenen selbst ein-
schliessen.

Ist nun das eine in der Ebene RR liegende Paar die
Resultirende aus den beiden andern in den Ebenen MM,
NN liegenden Paaren, so bildet nach der vorigen Bemerkung
dessen Moment Ra die Diagonale des aus den Momenten
Py pys Iyp: construirten Parallelogrammes. Triigt man daher
diese Momente auf den Achsen Am, An auf, ist namlich
Aa=Pp, Ab=7",p, und erginzt das Parallelogramm;
so ist die Richtung der Diagonale A4r desselben nicht nur
die Achse des resultirenden Paares, sondern zugleich auch
Ac= Ra dessen Moment.

Zusatz 3. Da Kriftepaare keine anderen gegenseitigen
Lagen als die bisher betrachteten haben konnen, so folgt
schliesslich der allgemeine Satz, dass sich beliebig viele
Kraftepaare, in beliebigen Ebenen liegend, im-
mer zu einem einzigen Kraftepaar vereinigen
lassen.



10. Vereinigung eines Kraftepaares mit einer ein-
zelnen Kraft.

Liegt die gegebene, im Puncte A (Fig. 10) angreifende Kraft
P mit dem Paar Q¢ in derselben Ebene, so verwandle man
zuerst das letztere in ein gleichgeltendes von der Kraft 7, d. 1.
wenn a der entsprechende Arm ist (aus Pa =Qq zu bestimmen)
in das Paar Pa. Hierauf verschiche man das neue Paar (P, P)
in seiner Kbene so, dass die gegebene Kraft P durch die eine
Kraft P’ des Paares vernichtet oder aufgehoben wird; so bleibt
als Resultirende noch die eine durch den Punct A’ (welcher vom
urspriinglichen A verschieden ist) gehende Kraft P, welche der
gegebenen gleich, mit ihr parallel und nach derselben Richtung
wirksam ist.

Liegt die gegebene Kraft P zwar nicht in der Ebene des
Paares selbst, jedoch mit dieser parallel, so verschiebe man diese
Ebene mit sich parallel (wodurch Nr. 8, Zusatz, in der Wirkung
des Paares nichts geandert wird) bis sie die gegebene Kraft auf-
nimmt, und verfahre im Uebrigen wie vorhin.

Zusatz. Hat endlich die gegebene Kraft eine solche
Lage, dass sie die Ebene des Paares schneidet, so lasst sich
diese Vereinigung nicht bewerkstelligen.

11. Verschiebung: einer Kraft nach paralleler
Richtung.

Will man eine Kraft P, welche im Puncte 4 (Fig. 11) an-
greift, mit sich selbst parallel so verschieben, dass sie durch
irgend einen Punct O geht, so darf man durch diesen letztern
Punct nur zwei mit der gegebenen Kraft P gleiche, parallel und
entgegengesetzt wirkende (sich also aufhebende) Krifte P’, P”
anbringen; so hat man (wie vorhin) durch den Punct O die Kraft
P’ mit der urspriinglichen P gleich, parallel und in derselben
Richtung, so wie das Paar (P,P”) vom Arm B0 = a wirkend,
dessen Moment Pa gleich ist dem statischen Momente der ge-
gebenen Kraft P auf den neuen Angriffspunct O bezogen. Die
drei Krifte P= P'= P” bewirken also dasselbe, was die Kraft P
allein bewirkt.

Ist also z. B. ein Kérper im Puncte O festgehalten und durch eine ex-
centrisch wirkende Kraft P in A angegriffen, so wird, wenn man nach
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dem eben angedeuteten Verfahren diese Kraft £ in die drei Kriifte S
P auflést, das Paar (P, P”) auf O keinen Druck, sondern blos das Be-
streben zu einer Drehung, welche nur durch ein in derselben Ebene wir-
kendes Paar Qb = Pq aufgehoben werden kann, #Hussern, wiihrend ein
Druck auf den Punct O durch die Kraft P'=P in einer mit der Kraft P
parallelen Richtung erzeugt wird.

Anwendungen.

12. Um von den bisher entwickelten Eigenschaften und
Sitzen der Kriftepaare einige Anwendungen zu zeigen, so wollen
wir zuerst zwei in derselben Ebene liegende Kriftepaare (7, — P)
und (Q,—Q) betrachten, welche gleiche Momente Pa= Qb und
entgegengesetzte Drehrichtungen haben, und so angeordnet sind,
wie es aus Fig. 12 zu ersehen.

Da in diesem Falle (Nr. 5) Gleichgewicht besteht und die
in ¢ wirkende Kraft P Q= R der Resultante aus den beiden
in A und B wirkenden parallelen Kriiften P, Q gleich und ent-
gegengesetzt ist; so folgt, dass die Resultirende aus zwe; paral-
lelen Kriiften der Summe dieser Krifte gleich und mit diesen
parallel ist, und dass ferner jede beliebig gezogene Gerade A’
von den drei parallelen Kriften, wegen (nach der Voraussetzung)
LPa=Qb, oder

PRI P Q=564
im Verhaltniss von
bid:id+0=r:Q:R
geschnitten wird. (Vergleiche §. 20.)

Gleichgewichtsbedingungen fiir ein freies System von
Angriffspuncten.

13. In einem freien Systeme von n Puncten J/, Mo My s
(Fig. 13) wirken die Kriifte Py Py, Py ... nach beliehigen Rich-
tungen; die Coordinaten dieser Angriffspuncte auf irgend ein
rechtwinkeliges Axensystem AX, AY, AZ bezogen, seien der
Reihe nach ,y,z, Y17 u. 8. w., so wie die Winkel, welche die
Krifte P, B ..; .cmit, denAxen' der #yy,% bilden, beziehungsweise
@ By 7y @y By, wos. w

Betrachtet man nun zuerst die Kraft P an ihrem Angriffs-
punct A, so kann man diese, wenn man durch den Ursprung 4
der Coordinaten zwei mit 22 gleiche und parallele entgegengesetzt



