Anhang.

Ueber die wesentlichsten Eigenschaften der Kriifte paare,
nebst einigen ihrer wichtigsten Anwendungen.
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Wesentliche Eigenschaften der Kriftepaare.

1. Wie bereits in §. 21 (Anmerk.) bemerkt, haben zwei
gleiche, parallele, jedoch entgegengesetzt gerichtete Krifte, welche
man nach Poinsot ein Kraftepaar, Gegenpaar oder
schlechtweg Paar (couple) nennt, keine Resultirende, indem ihre
Grésse R=P— P=0 und ihr Arm =oo wird, d.h. es gibt
keine einzelne Kraft, welche mit einem solchen Paar im Gleich-
gewichte stehen konnte. Dagegen ist es mdoglich, das Gleich-
gewicht durch ein zweites Kriiftepaar herzustellen, und es haben
die Paare vorziiglich in der Statik einen solchen Einfluss, dass
wir es angezeigt finden, die wichtigsten Eigenschaften derselben
hier noch in Kiirze zu entwickeln und auf einige besondere Falle
und Beispiele anzuwenden.

2. Erklarungen.

a) Die normale Entfernung der beiden ein Paar bilden-
den Krifte heisst Breite oder Arm des Kraftepaares.

b) Ist P die Kraft eines Paares (P, —P) und p dessen
Arm, so heisst das Product Pp das statische Moment der
Kraft P oder das Moment des Paares (P, — P); hiufig
wird das Paar auch durch sein Moment Pp bezeichnet und
eben so oft wird auch unter der Benennung Paar (P, — P)
dessen Moment selbst verstanden.

¢) Zwei Kriftepaare heissen gleich, wenn sie gleiche
Kraft und gleichen Arm (also auch gleiche Momente) haben.

d) So wie eine einzelne Kraft ihrem Angriffspunct in
gerader Linie eine progressive oder translatorische
Bewegung zu geben strebt, so sucht ein Kriiftepaar die zu-
gehdrige, d.i. die Ebene, in welcher das Paar liegt (auch
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Paarebene genannt), um irgend einen im Allgemeinen noch
unbestimmten Punct zu dreh en.

e) Hat ein Kriftepaar das Bestreben, die zugehérige Ebene
in jener Richtung zu drehen, in welcher sich die Zeiger einer
Uhr bewegen, so wird das Paar rechts-, im Gegentheile
linksdrehend genannt. Um iiber die Drehrichtung eines
Kriftepaares entscheiden zu kénnen , darf man sich nur
zwischen beiden Kriften irgend einen Punct als Drehungs-
punct denken.

/) Da man die statischen Momente der rechts und links
drehenden Krifte (Statik 19, Anmerk. 1) mit entgegengesetz-
ten Zeichen in die Rechnung einfithren muss, so pflegt man
das Moment eines rechtsdrehenden Paares mit -+, jenes
eines linksdrehenden mit — zu bezeichnen.

Hat also ein rechtsdrehendes Paar die Kraft 2 und den
Arm p, so wie ein linksdrehendes die Kraft @ und den
Arm ¢, so sind diese beiden Kriftepaare in die Rechnung
mit - Pp und — Qg einzufithren und dadurch auch voll-
kommen bestimmt.

¢9) Endlich versteht man unter A chse eines Paares jede
Gerade, welche auf der Paarebene perpendikular steht;
sie kann zugleich als Umdrehungsachse dieser Ebene gelten.

Dies vorausgeschickt, ergeben sich nun fir die Krifte-
paare die folgenden Sitze.

3. Die algebraische Summe der statischen M o-
mente der Kriafte eines Paares auf was immer fir
einen in der Ebene des Paares liegenden Punct be-
zogen, ist gleich dem Momente des Kraftepaares.

Nimmt man O (Fig. 1) als Mittelpunct der statischen Mo-
mente der Krifte P, P', welche ein Paar bilden, und setzt die
anf die Richtung der Krifte gefillten Perpendikel Oa = a und
Ob =1, so ist die algebraische Summe der statischen Momente
der Krafte P und P’, welche ihrer entgegengesetzten Richtung
wegen mit -+ und — zu bezeichnen smd; =Pyl PG oder
wenn man den Arm des Paares' ¢ b =p setzt, wodurch b =a + p
wird , sofort wegen P'= P:

P(a—}—p)*P'axPp,
80, dass also die Lage des Punctes O hierauf ohne Einfluss ist.
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4. Zwei gleiche, in derselben Ebene liegende

Kriftepaare (Erkl. ¢)) von entgegengesetzten Dreh-
richtungen, halten sich das Gleichgewicht.

Liegen die beiden Paare P und P’ (von gleicher Grosse und
gleichem Arm) wie in Fig. 2 auf- oder in einander, so wirken
in jeder der beiden Geraden, wegen P'= P, zwei gleiche Krifte
nach gerade entgegengesetzter Richtung, die sich sonach auf-
heben oder im Gleichgewichte halten.

Schneiden sich, wie in Fig. 3, die beiden Paare P und
P, so setze man die in den Puncten A4 und B angreifenden
gleich grossen Krifte P, P’ zusammen, so erhilt man zwei Resul-
tirende /2 von gleicher Grosse, welche nach der Diagonale des
verschobenen Quadrates C.D in entgegengesetzter Richtung wirken,
sich also wieder das Gleichgewicht halten.

Sind endlich die beiden Paare P, P, wie in Fig. 4, zu ein-
ander parallel, so fiige man zu diesen noch zwei Paare Q, Q'
hinzu, welche den gegebenen gleich sind, mit diesen in derselben
Ebene liegen, sich schneiden und entgegengesetzte Drehrichtungen
haben. Da sich diese hinzugefiigten beiden Paare nach dem
vorigen Falle das Gleichgewicht halten, so haben diese auf den
Gleichgewichtszustand der urspriinglichen beiden Paare keinen
Einfluss.

Nun steht aber nach dem vorigen Falle das Paar P mit
jenem @, so wie das Paar P’ mit jenem Q im Gleichgewicht,
folglich miissen, da, wie eben bemerkt, die Paare Q und @ fiir
sich im Gleichgewichte sind, auch die beiden urspriinglichen
Kraftepaare (P,—P) und (P, — P’) an und fiir sich im Gleich-
gewichte stehen.

Zusatz. Aus diesem Lehrsatze folgt, dass man, ohne
die Wirkung eines Kriiftepaares zu findern, dasselbe in dessen
Ebene beliebig verschieben und so jeden beliebigen Punct
derselben als Angriffspunct withlen kann.

9. Zwei in derselben Ebene wirksame Krafte-
paare von gleichen Momenten und entgegengesetzten
Drehrichtungen halten sich das Gleichgewicht.

Sind (P, —P) und (Q, —Q) (Fig. 5) die beiden Paare und
p, ¢ ihre Arme, folglich (Nr. 2, 8)) Pp, Qg ihre Momente; so



verschiebe man das Paar Q in der zugehdrigen Ebene so, dass
es das andere Paar P rechtwinkelig durchschneidet, construire
in den Puncten A und B aus den Kriften P und Q die beiden
Resultirenden R, so sind diese erstens einander gleich, liegen
wegen (nach der Voraussetzung) Pp = Qq, oder P: Q= q:p
in der Richtung der Diagonale des Rechteckes C') und sind ent-
gegengesetzt gerichtet, folglich im Gleichgewicht. Da nun diese
beiden Resultanten im Gleichgewichte stehen, so halten sich auch
die beiden Kraftepaare selbst das Gleichgewicht.

Zusatz. Man kann daher bei einem Kriftepaar Kraft
und Arm beliebig verindern, wenn nur das neue Paar das
Moment des urspriinglichen behilt. Soll ein Paar Pp in ein
gleichgeltendes vom Arm s umgesndert werden, so hat man
die Kraft S aus der Relation Ss=Pp zu bestimmen. Fiir
s =1 heisst. das Paar S= Pp ein reducirtes Krifte-
paar.

Anmerkung. Dass umgekehrt zwei in derselben Ebeno liegende Paare von
entgegengesetzten Drehrichtungen nur im Gleichgewichte stehen konnen,
wenn sie gleiche Momente haben, lisst sich wie folgt beweisen.

Ist (Fig. 6) P das rechts- und @ das linksdrehende Paar, der Arm des
erstern A A = p, jener des letatern BB =gq; so verlege man die An-
griffspuncte der vier Kriifte in irgend eine durch den Durchschnittspunct ¢
aus A A" und BB’ gehende Gerade CDj; so ist fiir das Gleichgewicht, da
die Krifte P, @ die Gerade C'D nach der einen, jene P, @ nach der ent-
gegengesetzten Richtung zu drehen streben :

P.C’A—}—Q.C’B'=P'.C’A,+Q'.C’A...(m)
oder wenn man C4'—a und OB’ = b setat, auch:

Pla+p)+5Q—=aP'+ Qb+ q)
oder wegen P’ = P und Q = @, endlich:
Pp=Qq.
Diese letatere Relation folgt auch unmittelbar aus der vorigen (m),
wenn man den Satz in Nr. 3 beriicksichtigt,

6. ZweiKriftepaare in derselben Ebene von glei-
chen Momenten und gleichen Drehrichtungen sind
gleichgeltend.

Die Richtigkeit dieses Satzes folgt unmittelbar aus dem
vorhergehenden in Nr. 5 (Zusatz).

7. Zwei oder mehrere in einer Ebene liegende
Kraftepaare lassen sich immer zusammensetzen oder
zu einem einzigen Kréftepaar vereinigen.
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Um diese Zusammensetzung za bewirken, bringe man nach
dem Vorigen (Nr. 5, Zusatz) simmtliche Paare auf denselben Arm
und vereinige durch gehériges Verschieben sowohl die rechts-
als auch die linksdrehenden Paare mit einander; so entstehen
dadurch zwei Paare von gleicher Breite und entgegengesetzten
Drehrichtungen, die. sich wieder zu einem einzigen Kriftepaar
von demselben Arm vereinigen lassen, wodurch endlich entweder
ein rechtsdrehendes oder ein linksdrehendes Paar oder Gleich-
gewicht entsteht.

Hat man z B. die beiden rechtsdrehenden Paare Pp, Rr mit den
beiden linksdrehenden Q¢, Ss zu vereinigen, so bringe man z. B. die
drei letztern auf den Arm oder die Breite p des erstern, d. h. man ver-
wandle die Paare Rr, Qg, Ss in die gleichgeltenden R'p, Qp, S'p, in-
dem man die Kriifte B, ', S aus den Relationen R'p = Er, Qp= Qq,
S’p = S's bestimmt.

Hat man nun durch die genanunte Verschiebung die beiden rechts-
drehenden Paare Pp, R'p, so wie auch die beiden linksdrehenden Qp
S’p mit einander vereinigt und wieder, wie in Fig. 7, gehorig verschoben,
o erhiilt man das rechtsdrehende Paar P -~ R’ und das linksdrehende
Q'+ 8’ und aus diesen beiden Paaren endlich, jenachdem PSR RS
= @ -+ 9’ ist, als Resultat ein rechtsdrehendes oder ein linksdrehendes
Paar oder das Gleichgewicht.

Tst U das resultirende Kriiftepaar, so ist also U = (P+R") — (Q+8"),
oder wenn man mit dem gemeinschaftlichen Arm p multiplicirt:

Up=Pp+R'p—Qp—5Sp

oder mit Riicksicht auf die Erklirung f) in Nr.1, im algebraischen Sinne

genommen :

Up=Pp+Ep+Qp+8p

Stellt man endlich fiir R'p, @p ... die urspriinglichen Werthe wieder
her, auch:

Up=Pp+4Er+Qq+ Ss

Aus dieser Relation ergibt sich ganz einfach das Gesetz, nach welchem
sich das resultirende Kriiftepaar durch Rechnung finden lisst.

Sind n#mlich Pp, P,p,, P,p,... die Momente der verschiedenen in
derselben Ebene liegende Kriiftepaare, so wie Uw jenes des resultirenden
Paares, so ist:

Uu=Pp+ Pp,+Pp, +... = Z(Pp),

dabei diese Summe der Momente im algebraischen Sinne verstanden.

Von den Kriiftepaaren in verschiedenen Ebenen.

8. Liegen zwei Kriftepaare von gleichen Momen-
ten und entgegengesetzten Drehrichtungen in zwel
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parallelen, fest mit einander verbundenen Ebenen,
so halten sie sich das Gleichgewicht.

Es seien M, N (Fig. 8) die beiden parallelen Ebenen und
Lypy, Qq, die Momente der in diesen liegenden Paare; also nach
der Voraussetzung P,p, = Q,q,. Man verwandle zuerst jedes
Paar nach Nr.5 (Zusatz) in ein gleichgeltendes von einem glei-
chen, z B. dem Arm AB = CD=a, wodurch die Krifte Bis
@, in P und Q iibergehen mogen, 80, dass Pa= Qa =P, pr=Q.9,,
also Q= P wird; hierauf verschiebe man diese in den Ebenen
M und N liegenden Paare (P, — F’) und (Q, — Q) so, dass die
Arme AB und CD, mithin auch die Krifte selbst zu einander
parallel werden. Dies vorausgesetzt, geben die beiden gleich (in
der Zeichnung aufwarts) gerichteten Krafte 2 und Q die Resul-
tirende R=P4 Q=2P, so wie die beiden nach entgegen-
gesetzter Richtung (hier nach abwiirts wirkenden) Krifte P’ und
Q die Resultante R' = 7' |- ' — 2P,

Da nun diese beiden Resultirenden, welche mit den Com-
ponenten parallel laufen, einander gleich sind und in dem gemein-
schaftlichen Durchschnittspuncte O der beiden in der durch A B
und CD gedachten Ebene liegenden Geraden AC und BD an-
greifen und daher gerade entgegengesetzt wirken, so heben sie
sich auf, und es sind sonach auch die beiden urspriinglichen
Kriiftepaare selbst im Gleichgewicht.

Zusatz. Nach diesem Verfahren lisst sich also (da die
gegenseitige Entfernung der parallelen Ebenen keinen Ein-
fluss hat) ein Kriftepaar mit seiner Ebene parallel beliebig
verschieben. Auch lassen sich eben so beliebig viele in
parallelen Ebenen liegende Paare in eine einzige Ebene brin-
gen und nach Nr. 7 zu einem Kriftepaar vereinigen.

Hieraus folgt, dass auch umgekehrt (Nr. 5, Anmerkung)
zwischen zwei in parallelen Ebenen liegenden Paaren von
entgegengesetzten Drehrichtungen das Gleichgewicht nur be-
stehen kann, wenn ihre Momente einander gleich sind.

9. Liegen zwei Kriftepaare in zwei sich schnei-
denden Ebenen, so lassen sich diese durch ein ein-
ziges Kraftepaar ersetzen.

Es seien M N, M'N’ (Fig. 9) die beiden in A B sich schnei-
denden Ebenen. Man bringe wieder beide Paare auf dieselbe



Breite 4 B = a, wofiir die Krifte dann (£, —P") und (Q, —Q")
in den Ebenen M N und M'N’ sein mégen. Verschiebt man jetzt
die Paare in den Ebenen so, dass von den vier Kriften je zwei
in den Puncten A und B angreifen und auf der Durchschnitts-
linie A.B normal stehen; so liegen von den vier Kraften der bei-
den Paare jene P, @ und P’, Q in parallelen auf AB normalen
Ebenen. Construirt man daher aus P, Q und 7/, Q die Resul-
tirenden £, ¥, so sind diese (wegen P'= P und Q'= Q) einander
gleich, liegen in einer Ebene, welche mit den gegebenen dieselbe
Durchschnittslinie A5 hat und wirken nach parallelen, jedoch
entgegengesetzten Richtungen; es bildet also (%2, R') das resul-
tirende, den beiden gegebenen gleichgeltende Kriftepaar von der
Breite a, oder es ist Ra das neue oder resultirende Paar.

Ist nun M AQ' = a der Neigungswinkel der beiden gegebenen
Ebenen, so ist (Statik, Nr. 8):

R=1'P*+ Q*+2PQ Cos a. . .(1).
Ist RAQ=¢ der Neigungswinkel der Ebene des resul-

tirenden Paares /2 mit der Ebene M'N’ des Paares Q, so ist:
2 S’YLOC
5 b,

wodurch auch die Lage der Ebene des neuen Paares bestimmt ist.
Zusatz 1. Waren P, p,, P, p, die urspriinglich gegebenen
Paare, so hat man zur genannten Umwandlung derselben
auf die gemeinschaftliche Breite ¢ die beiden Relationen
Pa= P, p, und Qa = P,p,. Multiplicirt man daher die
vorige Gleichung (1) durchaus mit a, so erhilt man:
Ra=1/(Pa)®>+ (Qa)® +2Pua.Qa. Cosue,
oder mit Riicksicht auf die vorigen Relationen:
]ia-—l/(f’lpl)z—l—(f’zpz) T 2P p . Pyp,.Cosa...(1)
Auf dhnliche Weise nimmt auch die obige Glelchu g (2)
die Form an:

Sin ¢ =

,pI,mea (9)

Wirken nun aber zwei Krifte P, p, und P,p, auf einen
Punct unter einem Winkel ¢ und ist Ra ihre Resultirende,
sowie @ der Winkel, welchen dieselbe mit der Kraft 7, Pa
einschliesst; so erhalt man zur Bestimmung der Grosse und
Lage derselben nach Nr. 8 (Statik) genau die vorigen beiden
Relationen (1) und (2). Hieraus folgt also, dass man die

Sin @ =



in verschiedenen Kbenen liegenden Kriftepaare genau so zer-
legen und zusammensetzen kann, wie einfache auf einen Punct
wirkende, in einer Ebene liegende Krifte, wenn man statt
der Krifte die Momente der Paare, und statt der Winkel
der Kréfte die Winkel der Ebenen setzt, in welchen die
Kriftepaare liegen.

Zusatz 2. Die Zerlegung und Zusammensetzung meh-
rerer in verschiedenen Ebenen liegenden Kriiftepaare lisst
sich oft durch Einfithrung ihrer Umdrehungsachsen (Exkl. ¢))
und zwar in folgender Weise vereinfachen.

Es seien MM, NN, R R (Fig. 9') die Durchschnittslinien
dreier Paarebenen mit der Ebene des Papiers, welche auf
der durch A gehenden gemeinschaftlichen Durchschnittslinie
der drei Ebenen perpendikulir sein soll. Da man aber die
Achse eines Paares. durch jeden beliebigen Punct der Paar-
ebene legen kann, indem sich das Paar in seiner Ebene will-
kiirlich verschieben lsst; so konnen die in der Papierebene
durch den Punct A auf diese Durchschnittslinien gezogenen
Perpendikel Am, An, Ar fir die Achsen dieser drei Paare
genommen werden, welche offenbar unter einander dieselben
Winkel, wie die entsprechenden Paarcbenen selbst ein-
schliessen.

Ist nun das eine in der Ebene RR liegende Paar die
Resultirende aus den beiden andern in den Ebenen MM,
NN liegenden Paaren, so bildet nach der vorigen Bemerkung
dessen Moment Ra die Diagonale des aus den Momenten
Py pys Iyp: construirten Parallelogrammes. Triigt man daher
diese Momente auf den Achsen Am, An auf, ist namlich
Aa=Pp, Ab=7",p, und erginzt das Parallelogramm;
so ist die Richtung der Diagonale A4r desselben nicht nur
die Achse des resultirenden Paares, sondern zugleich auch
Ac= Ra dessen Moment.

Zusatz 3. Da Kriftepaare keine anderen gegenseitigen
Lagen als die bisher betrachteten haben konnen, so folgt
schliesslich der allgemeine Satz, dass sich beliebig viele
Kraftepaare, in beliebigen Ebenen liegend, im-
mer zu einem einzigen Kraftepaar vereinigen
lassen.



10. Vereinigung eines Kraftepaares mit einer ein-
zelnen Kraft.

Liegt die gegebene, im Puncte A (Fig. 10) angreifende Kraft
P mit dem Paar Q¢ in derselben Ebene, so verwandle man
zuerst das letztere in ein gleichgeltendes von der Kraft 7, d. 1.
wenn a der entsprechende Arm ist (aus Pa =Qq zu bestimmen)
in das Paar Pa. Hierauf verschiche man das neue Paar (P, P)
in seiner Kbene so, dass die gegebene Kraft P durch die eine
Kraft P’ des Paares vernichtet oder aufgehoben wird; so bleibt
als Resultirende noch die eine durch den Punct A’ (welcher vom
urspriinglichen A verschieden ist) gehende Kraft P, welche der
gegebenen gleich, mit ihr parallel und nach derselben Richtung
wirksam ist.

Liegt die gegebene Kraft P zwar nicht in der Ebene des
Paares selbst, jedoch mit dieser parallel, so verschiebe man diese
Ebene mit sich parallel (wodurch Nr. 8, Zusatz, in der Wirkung
des Paares nichts geandert wird) bis sie die gegebene Kraft auf-
nimmt, und verfahre im Uebrigen wie vorhin.

Zusatz. Hat endlich die gegebene Kraft eine solche
Lage, dass sie die Ebene des Paares schneidet, so lasst sich
diese Vereinigung nicht bewerkstelligen.

11. Verschiebung: einer Kraft nach paralleler
Richtung.

Will man eine Kraft P, welche im Puncte 4 (Fig. 11) an-
greift, mit sich selbst parallel so verschieben, dass sie durch
irgend einen Punct O geht, so darf man durch diesen letztern
Punct nur zwei mit der gegebenen Kraft P gleiche, parallel und
entgegengesetzt wirkende (sich also aufhebende) Krifte P’, P”
anbringen; so hat man (wie vorhin) durch den Punct O die Kraft
P’ mit der urspriinglichen P gleich, parallel und in derselben
Richtung, so wie das Paar (P,P”) vom Arm B0 = a wirkend,
dessen Moment Pa gleich ist dem statischen Momente der ge-
gebenen Kraft P auf den neuen Angriffspunct O bezogen. Die
drei Krifte P= P'= P” bewirken also dasselbe, was die Kraft P
allein bewirkt.

Ist also z. B. ein Kérper im Puncte O festgehalten und durch eine ex-
centrisch wirkende Kraft P in A angegriffen, so wird, wenn man nach
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dem eben angedeuteten Verfahren diese Kraft £ in die drei Kriifte S
P auflést, das Paar (P, P”) auf O keinen Druck, sondern blos das Be-
streben zu einer Drehung, welche nur durch ein in derselben Ebene wir-
kendes Paar Qb = Pq aufgehoben werden kann, #Hussern, wiihrend ein
Druck auf den Punct O durch die Kraft P'=P in einer mit der Kraft P
parallelen Richtung erzeugt wird.

Anwendungen.

12. Um von den bisher entwickelten Eigenschaften und
Sitzen der Kriftepaare einige Anwendungen zu zeigen, so wollen
wir zuerst zwei in derselben Ebene liegende Kriftepaare (7, — P)
und (Q,—Q) betrachten, welche gleiche Momente Pa= Qb und
entgegengesetzte Drehrichtungen haben, und so angeordnet sind,
wie es aus Fig. 12 zu ersehen.

Da in diesem Falle (Nr. 5) Gleichgewicht besteht und die
in ¢ wirkende Kraft P Q= R der Resultante aus den beiden
in A und B wirkenden parallelen Kriiften P, Q gleich und ent-
gegengesetzt ist; so folgt, dass die Resultirende aus zwe; paral-
lelen Kriiften der Summe dieser Krifte gleich und mit diesen
parallel ist, und dass ferner jede beliebig gezogene Gerade A’
von den drei parallelen Kriften, wegen (nach der Voraussetzung)
LPa=Qb, oder

PRI P Q=564
im Verhaltniss von
bid:id+0=r:Q:R
geschnitten wird. (Vergleiche §. 20.)

Gleichgewichtsbedingungen fiir ein freies System von
Angriffspuncten.

13. In einem freien Systeme von n Puncten J/, Mo My s
(Fig. 13) wirken die Kriifte Py Py, Py ... nach beliehigen Rich-
tungen; die Coordinaten dieser Angriffspuncte auf irgend ein
rechtwinkeliges Axensystem AX, AY, AZ bezogen, seien der
Reihe nach ,y,z, Y17 u. 8. w., so wie die Winkel, welche die
Krifte P, B ..; .cmit, denAxen' der #yy,% bilden, beziehungsweise
@ By 7y @y By, wos. w

Betrachtet man nun zuerst die Kraft P an ihrem Angriffs-
punct A, so kann man diese, wenn man durch den Ursprung 4
der Coordinaten zwei mit 22 gleiche und parallele entgegengesetzt



wirkende Krifte P, P hinzufiigt, diese Kraft 7 ohne Aenderung
nach Nr. 11 in eine Kraft 7', welche in A angreift und ein Paar
(P, P”) mit den Angriffspuncten M und A auflosen.

Verfahrt man auf gleiche Weise auch mit den iibrigen
Kriften P, P, ..., so entstehen:

1. n Krafte im Puncte 4 wirksam, welche den gegebenen
gleich und parallel sind, und mit ihnen dieselbe Richtung haben;

2. n Kriftepaare, welche den gegebenen Kriiften gleich sind
und den Punct A, so wie bezichungsweise die Puncte M, M. ..
als Angriffspuncte haben.

Die Resultante der in A wirksamen n Krifte P, P,, P,, . ..
ist aber (Statik Nr. 14):

R=1V/(ZP Cosa)> + (ZP Cos B)? + (Z P Cos p)*. . .(a),

so wie ihre Lage oder Richtung aus den Relationen :

Z(P Cos SR 6 Z (P Cos
Cosa:-(To-“—), C’osb:—(ﬁff—@, Cosc:%...(b)

bestimmt wird, wenn a, b, ¢ die Winkel der Resultante mit den
Axen der z, y, z bezeichnen.

Was ferner die n Kriftepaare (P, — P), (P,,—P,)... be-
trifft, so lassen sich diese (Nr. 9, Anmerk.) immer zu einem Paar
Q vereinigen und es kommt jetzt nur noch darauf an, die Grosse
von Q zu bestimmen.

14. Zu diesem Behufe zerlege man zuerst die zu dem Paare
P (in A and M wirksam) gehorigen Krifte in drei Componenten
nach den Richtungen der rechtwinkeligen Coordinatenaxen , y, z;
werden diese beziehungsweise durch p, ¢, » bezeichnet, so sind
diese:

pl=—"TECosaLE gt — 2 E0s B e — 1 Cos DS (0);

Dadurch entstehen aber drei Kraftepaare (p, — p), (g, —q),
(r,—») mit den Angriffspuncten 7 und 4 und den Momenten
pIAL oA Fy w5 AC ) doise

PCosa)/y*+2%, PCosB ) a2+ 22, PCosy)Va*+y .. (d).

Bringt man jetzt in den Puncten B und C der Geraden BC
nach ihrer Richtung zwei gleiche entgegengesetzt wirkende Krafte
p’=p'=p an, wodurch in dem Systeme nichis geindert wird,
vereinigt die Kraft p in A mit p'in C, so wie die Kraft p in



M mit jener p”in B zu einem Paar; so hat man das in A und
M wirksame Paar p. AFE in die zwei ebengenannten Paare (p, ?),
(pyp"), d.i. in die Paare py und pz aufgeldst oder zerlegt.

Auf dieselbe Weise kann man das Kriftepaar ¢. AF in die
beiden Paare ga (in A und C) und ¢z (in M und D), so wie
das Kriftepaar ». AC in die beiden aquivalenten Paare r2 (in A
und F) und »y (in D und M) auflésen (wenn man nimlich be-
zichungsweise in € und 7 q=2¢"'=gq in der Geraden C.D, und
in 7 und D nach der Geraden I die Krafte ' =+ = in ent-
gegengesetzter Richtung anbringt).

Durch diese Zerlegungen haben wir daher anstatt der vorigen
drei Kriftepaare, ausgedriickt in Relat. (d), die sechs Paare:

Py 9%, r@, pz und qz, ry.
Von diesen liegen das 1. und 2. Paar in der Ebene der 2,
das 3. und 4. Paar in der Ebene der #z und einer mit dieser

parallelen Ebene, so wie das 5. und 6. Paar in einer mit der
Ebene der yz parallelen Ebene.

Verlegt man, was nach Nr. 8, Zusatz, fir Paare in paral-
lelen Ebenen gestattet ist, das 4. Paar in die Ebene der zz, so
wie das 5. und 6. Paar in jene der y# und versicht die simmt-
lichen Paare nach Nr. 2, #) mit ihren Vorzeichen, indem man
die Richtung von der Seite der positiven # gegen jene der posi-
tiven z, von da zu den positiven y und von da zuriick zu den
positiven « als die rechtsdrehende, mithin die entgegengesetzte
als die linksdrehende nimmt; so hat man statt der im Puncte M
angreifenden Kraft, ausser jener bereits beriicksichtigten durch A
gehenden gleichen Kraft P, die in den drei coordinirten Ebenen
der 2y, 2z und y» liegenden Paare (diese beziehungsweise von
den positiven ¢z, y und @ aus betrachtet), d.i. ihre Momente :

PY—qx, re—pz und qz— ry,
oder wenn man fiir p, ¢, 7 die obigen Werthe (¢) setzt, auch:
Py Cos e — Pz Cos B, Px Cos y — Pz Cosa, Pz Cos B— Py Cosy..(c).
Verfahrt man nun, wie es mit dem Kriiftepaar P geschehen,
eben so auch mit den tibrigen, Paaren P, P,. .., .80 erhilt man
schliesslich durch gehérige Vereinigung die drei beziehungsweise

in den Ebenen der zy, a2z, yz liegenden Kriftepaare L, I, Ve
deren Werthe sind:



L= X[P(y Cos e« — a Cos f)]
M= Z[P(xCosy —=z Cosa)] ¢...(f)
N=X[P(zCosf§ —y Cosy)]J

Werden nun in gegebenen speciellen Fallen diese drei Krifte-
paare nach dem in Nr. 9 angegebenen Verfahren zusammengesetzt,
so erhiilt man das genannte resultirende Kriftepaar Q, dessen
Ebene sofort durch den Ursprung A geht.

Liegt, als besonderer Fall, die Resultante R (Relat. (o)) in
der Ebene dieses Paares Q oder mit dessen Ebene parallel, so
lasst sich die Kraft 2 nach Nr. 10 mit diesem Paar Q vereinigen
und man erhilt dadurch eine Kraft ' = R, welche mit R parallel
und gleich gerichtet ist, jedoch einen andern Angriffspunct besitzt.

Ausser diesem besonders giinstigen Fall wiirden sich die
n Krafte P, P,, P, ... des Systemes blos durch eine Kraft £ und
ein Kraftepaar Q ersetzen lassen.

15. Fiir das vollstindige Gleichgewicht muss sowohl
R=0 als auch Q=0 sein; daraus folfren die Bedmgmws—
gleichungen (Relat. (@) und (f)):

Z(P Cos o)!=10.," Z(PCos f) =10, Z(P:Cosp) =10
und T =" N =
(Vergleiche Statik Nr. 20, Anmerk. 2, Relat. (s).)

Finden von diesen sechs Bedingungsgleichungen blos die
drei ersten Statt, so besteht blos hinsichtlich der fortschrei-
tenden, keineswegs aber auch beziiglich der drehenden Be-
wegung Gleichgewicht.

Bestehen dagegen blos die drei letztern Bedingungsglei-
chungen, ist also & nicht Null, so findet zwar keine drehende,
wohl aber eine fortschreitende Bewegung Statt.

16. Sind, als specieller Fall, die simmtlichen Krifte zu ein-
ander parallel und wirken diese theils nach einer, theils nach
der entgegengesetzten Richtung; so sind die Winkel & fir die
in derselben Richtung wirkenden Krifte einander gleich, dagegen
gehen sie fiir die entgegengesetzt wirkenden Krafte in die Supple-
mentwinkel iiber; dasselbe gilt auch fiir die Winkel g und y.

Hat nun z. B. die Kraft P, gegen die iibrigen die entgegen—
gesetzte Richtung, so geht dafiir die Componente P, Cosea, in
P, Cos (180° — @,) = — P, Cos ,, gerade so iiber, als ob man den

PN
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Winkel «, als spitz beibehalten, dafiir aber die Kraft P, negativ
genommen hiitte. Uebertrigt man daher einfach die verschiedenen
Zeichen der Cosinus auf die Krifte selbst » wodurch also X(P)
im algebraischen Sinne zu verstehen ist; so hat man aus Nr. 13,
Relat. (a):

R=1/(ZP)* Cos a® + (ZP)*Cos B2 + (2 P)2 Cos p2 =

Z(P))/ Cos & 4 Cos B + Cos »3,
oder wegen Cos a2 + Cos B* + Cos y* =1 (Comp. §. 580) auch :
R=2(P)...(y),

d.h. die Resultante ist gleich der algebraischen Summe
aus den parallelen Kriaften.

Ferner ist, Nr, 13, Relat. (®):
2/(P) Cos Z(P) Cos 8 e T, 2Z(P) Cos y

ROE Ny S S e Bl
s i Cos a = Cos «, Cos b = Cos B, Cos ¢ = Cos Vs
oder : a=we, b=f, ¢c=yp,

d. h. die Resultirende R ist mit den gegebenen Kraf-
ten parallel.

Was ferner die Relationen (f) (Nr. 14) betrifft, so gehen
sie fiir diesen Fall, wegen Cosea, — Cos Oy ... =Cose, Cosf, =
Cos B, =...=Cos 8 und Cosyl=Cosy2=...=Cosy iither in:

L = Cos a Z(Py) — Cos 8 2 (Px)
M = Cosy 2 (Pz)— Cos a 2(Pz) . ..(h).
N = Cos § Z(Pz) — Cosy Z(Py)

17. Die durch das in Nr. 13 eingeschlagene Verfahren ent-
stehenden n Kriftepaare, welche den gegebenen Kriften gleich
und parallel sind, fallen im vorliegenden speciellen Fall in Ebenen,
welche sich simmtlich in einer mit den Kriften parallelen Ge-
raden A8 schneiden, daher liegt auch (Nr. 9) das resultirende
Paar Q in einer durch diese Gerade A S gehenden Ebene; da
nun aber die im Puncte 4 angreifende Resultante 72 ebenfalls
mit A4S zusammenfillt, so liegt diese Kraft mit dem Paar Q in
einerlei Ebene und lasst sich daher (Nr.10) mit diesem Paare Q
vereinigen. ;

Verwandelt man namlich, wie es in Nr. 10 angedeutet, das
Paar in ein gleichgeltendes von der Kraft R , setzt also
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und verschiebt das letztere oder neue Paar so, dass dadurch die
in A angreifende Mittelkraft 2 aufgehoben wird, so bleibt als
neue Resultirende eine Kraft 7 iibrig, welche der Mittelkraft R
gleich, mit ihr parallel und gleich gerichtet ist, nur hat diese
Jetzt einen andern Angriffspunct O.

Um diesen Angriffs- oder Mittelpunct der parallelen
Krifte zu bestimmen, seien X, Y, Z dessen Coordinaten. Zerlegt
man die durch diesen Punct gehende Mittelkraft & in drei Seiten-
kriifte parallel mit den rechtwinkeligen Coordinaten- Axen und
verfihrt mit diesen letztern genau so, wie dies in Nr. 14 mit den
Componenten p, ¢, » geschehen; so erhilt man drei Kriftepaare,
welche in den coordinirten Ebenen der &2y, ®z, yz liegen, und
zwar sind diese (analog mit den Relat. (¢) in Nr. 14) beziehungs-
weise:

RY Cos e — RX Cos 3, RXC’osy-——RZCosa,} )

RZ CosB—RYCosy §" """

Da nun die Kriftepaare Q und R» (vorige Relation (%)) ein-
ander gleich sind, so miissen es auch ihre in einerlei Ebene lie-
genden Componenten sein, d.i. es miissen die vorigen Ausdriicke
(k) den obigen von L, M, N (Relat. (h)) gleich sein; man hat
daher die drei Gleichungen:

RY Cosee — RX Cos B = Cos a Z(Py) — Cos B2 P

RX Cosy — RZ Cos e = Cos y 2 (Px) — Cos & 2 (Pz),

RZ Cos p— RY Cosy = Cos § Z(Pz)— Cosy Z(Py),
aus welchen sofort die Coordinaten X, Y, Z zu bestimmen sind.

Multiplicirt man zu diesem Behufe die erste dieser Glei-
chungen mit Cosy, die zweite mit Cos 8 und addirt dann beide
Producte, so entsteht die mit Cos & multiplicirte dritte Gleichung
mit entgegengesetztem Zeichen, oder es ist tiberhaupt, wenn man
diese drei Gleichungen der Reihe nach mit Cos v Cos B, Cosea
multiplicirt, die Summe aus je zweien immer gleich der dritten
mit entgegengesetztem Zeichen, so, dass man eigentlich nur zwei
verschiedene oder unabhingige Gleichungen hat, indem die dritte
nur eine Folge der beiden andern ist.

Beniitzt man daher blos die beiden ersten Gleichungen und
bringt diese auf die Form:

[BX — X(Px)] Cos B+ [Z(Py) — RY] Cosee =0,
[RZ — Z(Pz)] Cos a 4 [Z(Pa) — RX] Cosy =0,

Burg’s Mechanik. Suappl. 33
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so sieht man sogleich, dass wenn die Krafte P und ihre Coordi-
naten z, y, z ihre Unabhingigkeit und Allgemeinheit behalten
sollen, diese Gleichungen nur Null werden konnen, indem jeder
einzelne Summand Null wird. Da ferner von den beiden Factoren
dieser Summanden jener Coso oder Cosf oder Cosy im Allge-
meinen nicht Null ist, so muss es sofort der andere sein; dadurch
erhilt man endlich die drei verschiedenen Bedingungsgleichungen:
RX—X(Pz)=0, RY— Z(Py)=0, RZ= X(Pz)
und daraus die gesuchten Coordinaten, wegen 2= 2(P) (Relat. (¢)):

__ =P 0 __ (P2
x=ZFd y=200, 7 2B ).
(Man vergleiche Statik Nr. 15.)

18. Findet in dem Systeme der parallelen Krifte vollstin-
diges Gleichgewicht Statt, so muss, da ein Kriftepaar Q mit
einer einzelnen Kraft R nicht im Gleichgewichte, also Q- R
nur Null sein kann, wenn sowohl R =0 als Q=0 ist; so folgt,
dass wegen R = X(P) =0 fiir’s Erste, damit keine fortschrei-
tende Bewegung Statt hat, die algebraische Summe der Krafte
Null sein muss.

Was die zweite Bedingungsgleichung Q =0 betrifft, welche
sich auf das Drehbestreben des Systemes bezieht, so zerfillt
diese (Relat. (A) Nr. 16) in die drei folgenden: L =0, M =0,
N=0, so dass man also fiir das vollstindige Gleichge-
wicht scheinbar die vier Bedingungsgleichungen:

Z(P) =0, Cosa Z(Py)— Cosp Z(Px)=0,

Cos y 3 (Pa) — Cosa B(Pz)=10, Cosf X (Pz)— Cosy Z(Py)=10
erhilt, allein da von diesen drei letztern Gleichungen, wie bereits
bemerkt, jede eine Folge der beiden iibrigen ist, so reduciren
sich diese eigentlich auf drei, d. i. auf R=0, M=0, N=0.
Wird von diesen Bedingungen blos die erste erfiillt, so findet zwar

keine progressive, wohl aber eine drehende Bewegung statt, bestehen blos

die beiden letstern Bedingungsgleichungen, so hat das System keine dre-
hende, dafiir aber eine fortschreitende Bewegung. Im erstern Falle reducirt

sich das System der Kriifte auf ein Paar, und es besitzt dann keinen
Mittelpunct der Kriifte.

19. Wihlt man das rechtwinkelige Coordinatensystem so,
dass die Krifte mit einer, z. B. mit der Achse der z parallel
laufen, folglich auf der Ebene der 2y perpendikular stehen, so
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folgen fiir das Gl eichgewicht aus den vorigen Relationen,
wegen o = 90°% B=90° und y =0, die Bedingungsgleichungen:
i
Z2(Px)=0, 2(Py) = O} iy
d. h. es muss sowohl die algebraische Summe der Krifte, als

auch jene der Momente auf zwei sich rechtwinkelig schneidenden
mit den Kréften parallelen Ebenen Null sein.

20. Wirken die simmtlichen parallelen Krifte nach ein
und derselben Richtung, so ist ihre Resultirende R='2(P)
gleich der Summe der Kriifte, und ihr Angriffspunct liegt im
Mittelpunct der Krifte, dessen Coordinaten aus den obigen Re-
Iationen (7) gefunden werden.

Sind simmtliche n Krifte einander gleich, so ist

R=3(P)=nP,

DaP ) 1 1 1
X=Z2 =256, y=130), 22150),

und es heisst in diesem Falle der Angriffspunct X, ¥, Z Mittel-
punct der mittlern Absténde.

R1l. Aus dem oben in Nr. 13 und ferner behandelten allge-
meinen Falle der wirkenden Krafte im Raume lassen sich auch
leicht die Relationen und Bedingungen fiir den besondern Fall
ableiten, in welchem die sammtlichen, iibrigens in dieser nach
beliebigen Richtungen wirkenden n Krifte in einer Ebene liegen.

Nimmt man namlich diese Ebene zu einer der coordinirten,
z. B. zur Ebene der 2y, so erhilt man aus den Relationen (a)
und () in Nr. 13 wegen 2=z, =2z, =...=0 und y=90° sofort:

R=1/(ZP Cosa)® + (Z P Cos B)?,

und Cosa=zw, C’osb=ipgiﬂ).

Da ferner hier das Kriiftepaar G mit Jenem 7, zusammen-
fallt, so hat man (Nr. 14, Relat. (f):
Q=1L =XZ[P(yCosa — a Cos A1,
oder da, wenn p das aus einem Punct der Kraftebene auf die
Kraft P gefillte Perpendikel bezeichnet, sofort (Statik Nr. 20,
Anmerk. 1) p =y Cosa — 2 Cos f ist, auch:
Q= Z(Pp).
331
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Da sich nun das Paar Q mit der Kraft R, welche zusammen
in derselben Ebene liegen, nach Nr. 10 vereinigen lassen, indem
man Q= Ry setzt, so hat man endlich statt der vorigen Rela-
tion, jene:

Rr=Z(Pp),
woraus sofort folgt, dass das statische Moment der Mittel-
kraft gleich ist der algebraischen Summe der stati-
schen Momente der einzelnen Krafte, diese Momente
auf einen beliebigen in der Ebene augenommenen Punct bezogen.

(Vergl. Statik Nr. 20, Relat. (2).)

Fiir das Gleichgewicht erhalt man aus den obigen sechs
Relationen in Nr. 15 die drei Bedingungsgleichungen:

(P Cosa) =0, (P Cos ) =0 und L, d. i. Z(Pp)=0.

(Vergl. Statik Nr. 20, Anmerk. 1 Relat. (0).)

22. Sind die in der eben betrachteten Ebene liegenden Krifte
unter einander parallel, so erhilt man wegen o, =a,=...=«
und B, =p;=...=p entweder aus der unmittelbar vorher-
gehenden, noch einfacher aber aus den Relationen in Nr. 16
und 17:

R=3(P), a=a, b=p, Q= Rr=3(Pp), RX = Z(Pz) und
RY="2(Py).

Fiir das vollstindige Gleichgewicht erhialt man aus Nr. 18

die beiden Bedingungsgleichungen:
3(P)=0 und Cos & X (Py) — Cos p Z(Pz)=0.

93. Verschiebt man die Coordinatenaxen X, Y'in ihrer Ebene
so, dass jene Y zu den gegebenen Kriften parallel wird, so er-
halt man wegen & = 90° und = 0, aus den letztern Bedingungs-
gleichungen fiir das Gleichgewicht:

% (P)=0 und’ Z(Pz) =0,
es muss namlich sowohl die algebraische Summe der Krifte als
auch die ihrer statischen Momente auf den Anfangspunct der
Coordinaten (welcher sofort ein willkiirlicher ist) gleich Null sein.

Besteht blos die erste dieser beiden Bedingungsgleichungen,
so findet keine fortschreitende, dagegen eine drehende
Bewegung Statt. Das Umgekehrte tritt ein, wenn von diesen
Gleichungen nur die letztere erfullt wird.
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24. Ist das in Nr. 13 und ferner betrachtete allgemeine
System nicht vollkommen frei, sondern besitzt dasselbe z. B.
einen festen Punct O, so vermindert sich die Zahl der fiir
das Gleichgewicht gefundenen Bedingungsgleichungen von sechs
auf drei. Nimmt man namlich diesen Punct O zum Ursprung
der Coordinaten, so ist er auch zugleich der Angriffspunct der
n Krafte und vernichtet sonach die Resultirende 2 von selbst ;
es bleibt daher von den obigen Bedingungsgleichungen R = 0
und Q =0 fiir diesen Fall nur noch die letztere, welche sofort
wieder in die drei Bedingungsgleichungen :

L=0; M=0, N=0
fir die Ebenen der @y, xz, yz zerfallt.

Der auf den Punct O ausgeiibte Druck ergibt sich aus dem
Werthe von R.

5. Hat das System zwei feste Puncte O und S, so withle
man wieder den Punct O zum Anfangspunct der Coordinaten,
ferner die Gerade O.S zu einer, z. B. zur Achse Z. Dies voraus-
gesetzt, wird wie zuvor die Resultirende R der n Krifte durch
den festen Punct O aufgehoben, und es bleiben wieder nur in
den Ebenen der 2y, z, yz bezichungsweise die drei Kriftepaare
L, M, N iibrig.

Da jedoch die Gerade O.S eine Drehungsachse des Systemes
bildet, so werden die in den Ebenen #z und yz liegenden Paare
M und N durch diese feste Achse aufgehoben, so, dass nur noch
die einzige Bedingungsgleichung 7. =0, d. i. (Nr. 14, Relat. (£)):

2 [Py Cos e« — & Cos )] =0
bestehen bleibt.

26. Kann sich das System (oder der Korper) lings dieser

Achse OS verschieben, so werden von den drei Componenten :
Z (P Cosa), XZ(P Cosp), Z(PCosy),

welche die Resultirende 2 (Nr. 13, (a)) bilden, nur die beiden
erstern, d.i. jene nach den Achsen der 2 und y aufgehoben, so,
dass also die Bedingungsgleichung fiir die letztere Componente,
so wie jene fiir die Drehung noch bestehen bleibt.

Man hat niimlich in diesem Falle fiir das Gleichgewicht
die beiden Bedingungsgleichungen :

Z(PCosy)=0 und Z[P(y Cosa — x Cos B8)J=0.
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Um dabei auch die auf die beiden festen Puncte O und S
stattfindenden Driicke R und R’ zu finden, so ersetze man diese
Pressungen durch die sogenannten Reactionskrifte, d. h. durch
Krafte B und R, welche in den Puncten O und S den Driicken
gleich, aber in entgegengesetzter Richtung angebracht werden.
Mit Hinzufiigung oder Einfiihrung dieser beiden Krifte R, K kann
man das System sofort wieder wie ein vollkommen freies be-
handeln.

Man zerlege nun jede dieser beiden Krifte £ und R (Fig. 14)
in die nach den Coordinatenaxen gerichteten Componenten p, g, »
und p’, ¢, # und bringe ausserdem im Puncte O nach der Achse
der « die zwei gleichen entgegengesetzt wirkenden Krifte p'=p”,
so wie nach der Achse der y jene ¢'=¢” an, so bilden sich ausser
den Kriften p 4+ p', ¢ + ¢ und » in O und » in S nach den drei
Achsen in den angedeuteten Richtungen noch die in den Puncten
S und O angreifenden Paare (p', p”) und (¢, ¢").

Haben die beiden Puncte O und S die Entfernung 0S = a

von einander, so miissen sofort fiir das Gleichgewicht die
folgenden sechs Bedingungsgleichungen, und zwar beziiglich der
fortschreitenden Bewegung, jene:
Z(PCosa)y=p-+p, ZPCosP)=q+q¢, Z(PCosp)=r-+r,
und hinsichtlich der drehenden Bewegung, mit Riicksicht auf
den Sinn der Drehungsrichtung (und zwar nach der Bemerkung
in Nr. 14, nach welcher die Drehung von + X zu 4 Z, von da
zu +Y und endlich von da gegen 4 X als positiv genommen
wird) in den Ebenen der xy, #z und yz beziehungsweise jene:
L=0, M+pa=0 und N—ga=0
bestehen.

Aus diesen sechs Gleichungen folgt:

/ ~ 7 M
T-*]—T:Z(P(onsy), p;:M—_'—iy_a(f_go_sﬂ’ p;—_—____%,
q:aZ(PC’Zsﬁ)~—N tind q/:%7

wobei die Werthe von J/ und NN in Nr. 14, Relation (f) ange-
geben sind. ‘

Die Driicke auf die Puncte O und S normal zur Achse
OS sind sonach durch p, ¢, p/, ¢ vollkommen bestimmt, wihrend
sich von dem Drucke nach der Richtung der Achse nur die
Summe 7+ 2 angeben lisst; es bleibt sonach, bei Voraus-
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setzung eines absolut festen Systemes, jeder einzelne Druck
auf die Puncte O und S unbestimmt und kann die Summe
4 " auf diese beliebig vertheilt werden.

Liegen die Krifte P, P, ... in Ebenen, welche mit jener
der #y parallel, also normal zur Drehungsachse 0S8 ‘sind, so
wird, wegen y = 90°, die genannte Summe, also der Druck nach
dieser Achse » - == 0.

Die iibrigen Werthe sind fiir diesen besondern F all, wenn
man  gleich fiir M und N die entsprechenden Werthe aus Re-
lation (f) setzt:

a X (P Cos @) — 2 (Pz Cos o) 7SV Z(Pz @os.0)
L W GF aad

a @ )
__ a2 (P Cosf) — X (PzCosf3) r__ 2(PzCosf)
E @ Jon a 4

Liegen endlich simmtliche Kriifte in einer Ebene, welche
mit der KEbene der wy parallel ist und von dieser den Abstand
3 a hat, so folgt aus diesen letztern Relationen: :

p=p=4%42(PCose) und ¢=¢ = 3 Z (P Cos B).

Fiallt diese Ebene mit jener der 4y zusammen, so wird

wegen z =0, sofort:
p=2(PCose), p'==0, q=3(PCosf), ¢=0.
Anmerkung. Besitzt ein vollkommen festes System mehr als zwei feste

Puncte, so sind die Driicke auf diese Puncte immer unbestimmt, und

wenn sich in der Wirklichkeit in einem solchen Falle dennoch bestimmte

Werthe dafiir ergeben, so riihrt dies nur daher, dass sich die Form eines

jeden physischen Korpers oder Systemes durch die Einwirkung von

Kriiften immer mehr oder weniger findert, es also in dieser Hinsicht kein

absolut festes System gibt.

R1. Zur Lrliuterung dieser Bemerkung wollen wir den Fall
annehmnn, dass sich die simmtlichen Angriffspuncte der Krifte
in einer Ebene befinden, welche zur Herstellung des Gleich-
gewichtes in beliebig vielen Puncten gestiitzt sein soll.

Nimmt man diese Ebene als coordinirte Ebene der z y und
denkt sich in den Stiitzpuncten normale Krifte I
welche den in diesen Puncten stattfindenden Driicken gleich und
entgegengesetzt sind, und die wir kurz Reactionskrafte nen-
nen wollen (Statik Nr. 131, 15.), welche also mit der Achse der
z parallel sind und nach einerlei Richtung wirken sollen; so
diirfen die an dieser Ebene wirkenden Krafte, wenn das Gleich-
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gewicht bestehen soll, weder nach den Axen der 2 und y eine
Wirkung, noch um die Achse der z eine Drehung hervorbringen.

Die Gleichgewichtsbedingungen sind daher durch die Rela-
tionen gegeben:

Z(L Cogior) =0, 3( P Cos B) = 0L = 0.

Werden die zur Herstellung des Gleichgewichtes angebrach-
ten, mit der Achse Z parallelen Reactionskrifte p, p, ... za einer
Resultirenden » vereinigt, welche also gleich ist der Summe dieser
Krifte und mit diesen dieselbe Richtung hat; so muss ihr An-
griffspunct (fir’s Gleichgewicht) innerhalb des convexen Poly-
gones liegen, welches in der Ebene entsteht, wenn man die Stiitz-
puncte durch gerade Linien mit einander verbindet. Hieraus folgt
aber, dass auch die Resultante aus den Componenten der ge-
gebenen Krifte nach der Achse der 2, d.i. X(P Cosy) ihren An-
griffspunct innerhalb dieses genannten Polygones haben und der
Kraft » entgegen gerichtet sein muss.

Zur Bestimmung des Druckes gegen die einzelnen Stiitz-
puncte hat man nun, wenn man die rechtwinkeligen Coordinaten
der angenommenen Reactionskrafte p, p,... nach den Axen der
2 und y bezichungsweise mit w, w,, uy ... und v, v,, v, ... be-
zeichnet, im Stande des Gleichgewichtes:

Z(p)=Z(PCosy), Z(pu)y=M und Z(pv)=N...(m),
dabei ist (aus Relat. (/) in Nr. 14 wegen z == 0):
M= Z(Px Cos y) und N= — XZ(Py Cos p).

Da man nun zur Bestimmung der Driicke oder Krifte p,
pr - .. nur die drei Bedingungsgleichungen () erhilt, so folgt,
dass diese Driicke unbestimmt sein werden, sobald man mehr
als drei Stiitzpuncte annimmt.

Auch tritt dieselbe Unbestimmtheit ein, wenn die simmt-
lichen Krifte und die drei Stiitzpuncte in einer geraden Linie,
z. B. in der Axe der x liegen, weil dafir wegen y=0 und v= 0,
die dritte der vorigen Bedingungsgleichungen, in 0 = 0 iibergeht
und sonach nur zwei Gleichungen bestehen.

Ist endlich nur ein Stiitzpunct vorhanden, so muss fir das
Gleichgewicht, wie sich von selbst versteht, die Resultirende
durch diesen Stiitzpunct gehen.



Rotation eines Korpers um eine Achse *).

28. Eine weitere wichtige Anwendung finden die Krifte-
paare in der Theorie der drehenden Bewegung eines Korpers um
irgend eine Achse.

Es sei, um diese Anwendung zu zeigen, von den drei recht-
winkeligen Coordinatenachsen X, Y, Z (Fig. 22), auf welche wir
die materiellen Puncte eines rotirenden Kérpers bezichen wollen,
jene Z die Rotationsachse, ferner sei w die Winkelgeschwindigkeit
der drehenden Bewegung (zugleich das Mass dieser Bewegung),
so wie fiir irgend einen materiellen Punct dm des rotirenden
Kérpers , y, z die rechtwinkeligen Coordinaten, und » der Ab-
stand dieses Punctes von der Drehachse Z. Dies vorausgesetzt,
besitzt der materielle Punct dm die Geschwindigkeit 7w und zwar
nach der Richtung der Tangente des Kreises vom Radius », nach
welcher dieses Massentheilchen durch eine Kraft p, deren Mass
(Nr. 131, 3.) rwdm ist, wie von der Ruhe aus getrieben oder in
Bewegung gesetzt wird.

Auf dieselbe Weise werden alle materiellen Theilchen oder
Puncte des Korpers durch ahnliche Krifte wr dm getrieben oder
bewegt, welche ihren Massen dm und Abstinden » von der Ro-
tationsachse proportional sind, und deren Richtungen zugleich
aof diesen Geraden » und der Achse Z perpendikulir stehen.

29. Zerlegen wir nun, um diese Kriiftenelemente auf andere
Krifte zu reduciren, welche mit ihnen gleichgeltend sindSevd T
die nimliche rotirende Bewegung des Korpers mit der Winkel-
geschwindigkeit w hervorbringen konnen, die genannte Kraft
p=wrdm in drei auf einander senkrechte Seitenkrifte und zwar
nach den Richtungen der Coordinatenachsen; so erhilt man, wenn
diese Componenten beziehungsweise durch X', ¥, Z’ bezeichnet
werden, wie leicht zu sehen:

X =wydm, Y=—wadn, Z' =0.

Verlegt man jetzt diese Krifte mit sich parallel in den An-
fangspunct 4 der Coordinaten, so erhalt man nach dem Vor-

*) Mit Beniitzung der trefflichen Poinsot schen Abhandlung : ,, Théorie nou-
velle de la Rotation des corps.“ (Paris 1852.)
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gange in Nr. 13 (wobei P Cos = X', P Cos =Y’, P Cos T — A
2(P Cos @) = fwy dm, (P Cos f)==— fwaxdm und Z(PCosy)=0
ist) fiir's Erste die im Puncte 4 nach den Achsen X und ¥ wir-
kenden Krafte:
X'=wydm, Y= —wazdn,
und dann drei Kriftepaare L', M', N’ beziehungsweise parallel mit
den Ebenen der 2y, 2z, yz, deren Momente durch (Nr. 14, Re-
lation (e)):
Xy—Yo, Za- Xz, YVz— Z'y

ausgedriickt sind. Setzt man fir X', V', 7' die Werthe, so redu-
ciren sich diese drei Paare oder deren Momente auf:
L=w(@?+y>)dm = wr2dm, M = — wyzdm, N =—wazdmn.

Verfihrt man nun auf dieselbe Weise mit den simmtlichen
Kvriften wrdm des Systemes der matericllen Puncte des rotiren-
den Korpers, so reduciren sich diese

1. auf die beiden im Puncte A angreifenden und nach 4.X
und AY wirksamen Krifte X = w Jydm und Y= —w [z dm,
deren Resultirende 2 auf der Achse 4 Z perpendikulér steht und
die Grosse hat (analog mit & in Nr. 13, Relat. (a)):

=" ]/(f:vdm)z Sy dr e e )Y
oder auch, wenn man die Linge des aus dem Schwerpunct O
des Korpers von der Masse m auf die Umdrehungsachse A2
gefillten Perpendikels mit 0 bezeichnet:
R=wmo...(l)

(wegen, Stat. Nr.32, 2,m=/zdm, y, m=[ydm und 02 =2+ *);

2. auf die beiden Paare M = — wlyzdm, N=—w/fzzdm,
welche beziehungsweise in mit den coordinirten Ebenen a z und
y# parallelen Ebenen liegen und sich daher nach Nr. 8, Zusatz,
in diese coordinirten Ebenen selbst verlegen und sonach zu Kinem
Paar K vereinigen lassen, welches in einer durch AZ gehenden
Ebene liegt; dieses resultirende Paar hat (Nr. 9 Zusatz, Relat. (1')
wegen « = 90°) die Grosse: :

K=w)/ (Jzzdm)? + Gfyezdmt, 2):
und endlich

3. auf das in einer mit 2y parallelen Ebene liegende, also
auf der Achse A4Z perpendikuliren Kriftepaar, dessen Moment

L=wf(z* 4 yHdn=w/r*dm ... (3)

ist.
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Nimmt man daher die fiinf Integrale Sxdm, [ydm, [xzdm,
Jyzdm und [(2® + y?)dm innerhalb jener Grenzen, welche sich
auf den ganzen rotirenden Kéorper beziehen , 80 lassen sich aus
den vorigen Relationen (1), (2), (3) die Werthe der Kraft £ und
der Paare K, I vollstindig bestimmen, welche Krifte R, K, L
zusammen genau auch die in Rede stehende Rotation mit der
Winkelgeschwindigkeit w erzeugen kénnen.

Zusatz 1. Geht die Umdrehungsachse 4 Z durch den
Schwerpunct des Korpers, so ist /2 dm=0 und Sy dm=0,
folglich auch (Relat. (1)) R == 0.

In diesem Falle reduciren sich daher die simmtlichen
Krifte auf die beiden Paare X und 7, in (2) und (3), welche
sich iibrigens (wieder nach Nr. 9, Zusatz, wobei ebenfalls
«=90° ist) zu einem Paare J vereinigen lassen, dessen
Grosse oder Moment

J=VEREE LT, (b
ist; hieraus folgt daher, dass sich die Krafte, welche
im Stande sind einen Kérper um eine durch des-
sen Schwerpunct gehende Achse zu drehen, immer
auf ein Kraftepaar reduciren lassen.

Dabei kann noch bemerkt werden, dass dieses Paar J im
Allgemeinen nicht auf der Achse AZ perpendikular
steht, indem (Nr. 9, Zusatz, Relat. (2')) diese Paarebene mit
der Achse AZ einen Winkel ¢ bildet, dessen Cosinus

¥ K
Cos @ = e (5)

ist, und welcher daher nur fiir K =0 verschwinden kann.

Zusatz 2. Ist als specieller Fall die Rotationsachse A Z
eine sogenannte Hauptachse des Kérpers, so sind dafiir
die Momente :

Jezdm =0 und fyzdm=0... (6),

folglich ist auch (Relat. (2)) das Paar K — 0, und es reda-
ciren sich die simmtlichen Kriifte auf das einzige Paar
J=L=w/[r*dm, welches jetzt (Relat. (5)) auf der Rota-
tionsachse perpendikulér steht;

die Krafte also, welche einen Kérper um eine
seiner Hauptachsen drehen konnen, lassen sich
immer auf ein Paar reduciren, dessen Ebene auf
dieser Achse perpendikulir ist,
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Da sich nun aber auch wieder umgekehrt irgend ein auf
einer Hauptachse eines freien Kérpers perpendikuliir stehen-
des Paar Z in Elementarkriifte wrdm zerlegen Jasst, welche
im Stande sind, denselben mit der Winkelgeschwindigkeit
L L
Rt =T i
um diese Achse zu drehen, so folgt auch (wegen /72dm = w
Dynamik Nr. 135):
dass wenn an einem freien Korper ein Krafte-
paar angebracht ist, dessen Ebene auf einer sei-
ner Hauptachsen perpendikuliar steht, dasselbe
den Koérper um diese Achse mit einer Winkel-
geschwindigkeit dreht, welche gleich ist dem
Momente dieses Paares, dividirt durch das Trig-
heitsmoment des Korpers in Beziehung auf die-
selbe Achse.

Anmerkung. Wirkt also ein Kriiftepaar J auf einen freien Korper in irgend
einer Ebene desselben, so lisst sich die dadurch hervorgebrachte Drehung
mit Hilfe des letzten Satzes leicht bestimmen. Denn zerlegt man das
gegebene Paar J in die drei Paare L, M, N beziehungsweise senkrecht
auf die drei Hauptachsen des Korpers, und bezeichnet man das Moment
der Tréigheit des Korpers in Beziehung auf diese Achsen respective mit
W5 Wy, W3, so wie die Winkelgeschwindigkeiten der betreffenden Rotationen

durch w,, w,, ws, so hat man:
PP RIE AR
Tt R R S g
und wenn man diese drei Rotationen wieder in Eine w zusammensetzt, so
erhiilt man sowohl die Achse als auch die Grosse der Rotation, welche
das gegebene Paar J im ersten Augenblicke in dem als ruhend gedachten

Korper zu erzeugen streben.

30. Aus den bisherigen Entwickelungen ergeben sich nun
die beiden wichtigen Folgerungen:

1. Lisst sich ganz einfach die Kraft 2 und das Paar J
finden, welche zusammen im Stande sind, irgend eine gegebene
Bewegung zu erzeugen. Denn wie diese Bewegung auch immer
sein mag, so kann man sie stets so ansehen, als wire sie aus
zweien zusammengesetzt, nimlich aus einer progressiven
oder translatorischen, welche der Bewegung des Schwer-
punctes des Korpers gleich und parallel ist, und einer rotiren-
den Bewegung um eine durch diesen Schwerpunct gehenden
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Achse. Man braucht daher die Kraft 2 nur so zu wihlen, dass
sie die erstere Bewegung, und das Paar J so anzunehmen, dass
es die letztere Bewegung hervorbringen kann.

2. Wirken umgekehrt beliebig viele Kriifte auf einen Kérper,
so denke man sich dieselben simmtlich mit sich parallel in den
Schwerpunct des Korpers verlegt, so setzen sie sich zu einer
einzigen Kraft, so wie die entstehenden Paare zu einem einzigen
Paar .J zusammen.

Die im Schwerpuncte angebrachte Resultirende R sucht in
den simmtlichen materiellen Puncten des Kérpers die gemein-

schaftliche Geschwindigkeit v = ;{% nach der Richtung dieser Kraft

B zu erzeugen, wihrend das Kriftepaar / das Bestreben hat, in
dem Korper eine Drehbewegung w um eine durch dessen Schwer-
punct gehende Achse A7 hervorzubringen, deren Lage nach dem
Obigen bestimmt werden kann.

Centrifugalkraft.

31. Um ferner auch die Centrifugalkrifte eines rotirenden
Kérpers zu bestimmen, hat man zu beriicksichtigen, dass durch
diese drehende Bewegung (wobei jedes materielle Theilchen dm
des Korpers die Kraft »wdm besitzt oder durch diese gleichsam
animirt oder getrichen wird) in jedem materiellen Punct dm in
jedem Augenblick eine unendlich kleine Kraft £, die sogenannte
Centrifugalkraft entsteht oder erzeugt wird, welche dieses
Theilchen vom Mittelpunct des betreffenden Kreises zu entfernen
strebt.

Wiirde das materielle Theilchen dm, dieses als vollkommen
frei gedacht, blos von der einzigen Kraft p = »dm nach der Tan-
gente eines Kreises getrieben, so konnte dasselbe auch nicht den
kleinsten Theil des Kreisbogens zuriicklegen, wenn es nicht jeden
Augenblick durch eine bestimmte Kraft, die sogenannte Centri-
petalkraft, gegen den Mittelpunct des Kreises gezogen und so
auf dessen Peripherie erhalten wiirde, indem ohne diese Kraft
das Theilchen mit der erlangten Geschwindigkeit » nach der Tan-
gente fortgehen und sich sonach vom genannten Mittelpuncte
entfernen wiirde.

Da die Centripetalkraft, welche der Centrifugalkraft gleich
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und entgegengesetzt ist, daher auf diese bezogen durch — f be-
zeichnet wird, von der Natur der Schwerkraft ist, so lasst sich
diese beschleunigende Kraft auch leicht nach denselben Gresetzen
bestimmen, und zwar ist ihre Grosse (Dynamik Nr. 130) im vor-
liegenden Falle f= rw?dm.

Denkt man sich daher in jedem materiellen Theilchen dm
des rotirenden Kéorpers zu der Tangentialkraft 7w dm noch die
entsprechende Centripetalkraft — rw2dm hinzugefiigt, so wird
sich das ganze System dieser materjellen Puncte, d. i. der Kérper
selbst, um die angenommene Achse A Z mit der W inkelgeschwin-
digkeit w vollkommen frei und ungezwungen so drehen, dass die
Theilchen des Korpers, selbst wenn sie nicht mit einander ver-
bunden wiren, dadurch nicht im Geringsten afficirt werden.

Anmerkung. Im vorliegenden Falle wird jedes materielle Theilchen dm
allerdings nur von der Tangentialkraft » getrieben; allein man kann, ohne

Aenderung des Bewegungszustandes dieser Kraft p, die Centripetalkraft

—f hinzufiigen, wenn man an diesen Punct zugleich noch eine gleiche

und entgegengesetzte Kraft -- f anbringt. Da es nun erlaubt ist, die Im-

pulsionskraft rwdm durch die drei gleichgeltenden rwdm, — rw?dm,

“+ rw?dm zu ersetzen, so kann man sich vorstellen, dass wihrend eines

Zeitelementes d¢ die beiden erstern dazu verwendet werden, um das Theil-

chen dm frei durch den Kreishogen rwd¢ zu bewegen, withrend die dritte

Kraft 4 rw?dm dieses Theilchen vom Mittelpunct zu entfernen sucht.

Auf diese Weise nun werden die siimmtlichen materiellen Puncte des

Korpers, in Folge seiner rotirenden Bewegung um die Achse 4Z, von

ganz dhnlichen beschleunigenden Kriiften - J getrieben, welche den innern

Zustand desselben in so ferne afficiren, als sie den Cohiisionskriiften ent-

gegen, oder auf die Béinder, wenn man sich solche vorstellen will, welche

diese Theilchen zuriickhalten, zichend oder spannend wirken.

32. Alle diese unendlich kleinen Centrifugalkrifte f lassen
sich aber nach dem obigen Verfahren ganz leicht auf eine einzige
beschleunigende Kraft R und ein beschleunigendes Kraftpaar K’
reduciren, wenn man einfach beriicksichtiget, dass diese Krifte
f=rw?dm bis auf den Factor w eben so ausgedriickt sind, wie
die, die Theilchen dm animirenden Tangentialkrifte p = rwdm,
und dass sie nicht wie diese letzteren nach den Tangenten, son-
dern nach den Radien der zu durchlaufenden Kreise wirksam,
folglich auf diesen Kriften p und der Achse 42 zugleich perpen-
dikular sind.

Verfahrt man daher mit diesen Kraften J genau so, wie

.
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frither (Nr. 29) mit jenen p, und verlegt die nach den Achsen
der X, Y, Z entstehenden drei Componenten von f wieder in den
Anfangspunct 4, so erhilt man erstens die mit der obigen R in
Relat. (1) analoge Kraft:
R'=w?}/ ([adm)® 4+ (Jydm)* =wR.. e

oder auch:

Riss sl (7))
(wenn man namlich fir R den Werth aus Relat. (1") in Nr. 29
setzt) und dann das mit K in Relat. (2) analoge Paar:
K'=w?)/(fzzdm)® + (Jyzdm)® = wkK...(8),
welches aus den beiden mit 2/’ und N’ analogen Paaren, deren
Momente w?jzzdm, w?/yzdm sind und beziehungsweise in den
Ebenen der #z und yz liegen (oder als in diesen liegend ange-
sehen, d.i. in diese verlegt werden konnen) resultirt und sonach
in einer durch die Achse AZ gehenden Ebene liegen.

Ein mit 7, analoges, anf der Achse 4Z perpendikulires
Paar 1’ kann hier nicht entstehen, weil die simmtlichen Centri-
fugalkriifte durch die Umdrehungsachse A Z gehen, oder weil da-
fir L'= Xy — Yz =0 wird.

33. Was nun die Lage dieser Kraft R und des Paares K’
anbelangt, so steht erstere offenbar auf der obigen Kraft R per-
pendikulér, weil die einzelnen Centrifugalkrifte 7, von denen R’
die Resultirende ist, beziehungsweise auf den einzelnen Tangential-
oder Impulsionskriiften p, von denen R die Resultante ist, senk-
recht und diesen proportional sind.

Aus demselben Grunde ist auch die Achse 4K’ (Fig. 22)
des Paares K' auf der Achse AK des Paares K perpendikulir
(d. h. die Paarebenen bilden einen rechten Winkel, Nr. 9, Zus. 2)
und da diese letztere auf A2, als Achse des Paares I senkrecht
steht, so ist auch die erstere Achse AK' perpendikuléar auf der
Achse AJ des Paares J, welches aus den beiden Paaren L und
K (durch Zusammensetzung nach dem in Nr. 9, Zusatz 2 ange-
gebenen Verfahren) resultirt: es steht also die Achse des
aus den Centrifugalkriaften entstehenden Paares K’
zugleich auf der Rotationsachse AZ und auf der Achse
des Paares J der Impulsions- oder Tangentialkrifte
perpendikuldr, oder die Ebene des Paares K’ geht
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durch die Rotationsachse und steht zugleich auf der
Ebene des Paares .J senkrecht.

Da nun von den beiden Geraden AR und A.J die erstere
die Grosse der Kraft R, und letztere die Achse und Grosse des
Paares J vorstellt, welche Kriifte (R und J) zusammen dieselbe
Drehung w um die freie Achse AZ bewirken kénnen, so erhalt
man, wenn « den Neigungswinkel der Achse A.J (des Paares
/) wmit der Umdrehungsachse AZ bezeichnet (wodurch sofort
K =J Sin« wird) fiir die beschleunigende Kraft & und das be-
schleunigende Paar K', welche Krifte aus den Centrifugalkriften
entstehen, ganz einfach (aus den vorigen Relationen (7 und (8)):

R'=wR wd K'=wJ Snea... ),
.dabei ist R zugleich aunf der Richtung der Kraft 2 und der Achse
AZ, und K’ auf der Achse AJ (des Paares J) und derselben
Achse AZ perpendikulir.

Zusatz. Geht die Rotationsachse AZ durch den Schwer-
punct des rotirenden Korpers, so ist wegen [2dm = 0 und
Jydm=0 sofort (Relat. (7)) R'=0, folglich reduciren sich
in diesem Falle die simmtlichen Krifte auf das Paar K"

Ist ausserdem noch die Drehachse eine der drei H aupt-
achsen des Korpers, so ist wegen /a2 dm=0 und [/yzdm =0
sofort auch noch (Relat. (8)) A= 0; es halten sich daher
in diesem besondern Falle die simmtlichen Centrifugalkrafie
in A (wegen R’'= 0) das Gleichgewicht, und da auch (wegen
K’ = 0) das Kriiftepaar verschwindet, so hat die Umdrehungs-
achse von keiner Seite her irgend einen Druck zu erleiden;
aus diesem Grunde wird sie in diesem Falle eine freie
Achse genannt.

Umgekehrt besitzt nur eine solche freie Achse die Eigen-
schaft, dass sich alle die durch Umdrehung eines Kérpers
um diese Achse entstehenden Centrifugalkrifte das Gleich-
gewicht halten oder gegenseitig aufheben; denn es muss da-
fir sowohl R'=0 als auch K'= 0 sein. Aus der erstern
Bedingung folgen aber aus Relat. (7) die beiden Bedingungs-
gleichungen [2dm=0 und /ydm =0, welche aussagen, dass
die Umdrehungsachse durch den Schwerpunct gehen muss,
wiihrend aus der zweiten Bedingung, wegen Relat. (8), die
beiden Gleichungen

fezdm = 0 und fyzdm =10 & & (10)
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folgen, welche anzeigen, dass die Umdrehungsachse eine
sogenannte Hauptachse des Korpers sein muss.

Anmerkung. Verschwindet zwar das Kriiftepaar K', nicht aber auch die
Resultirende R, d.h. wird K'=0, nicht aber auch zugleich R'= 0, so
ist zwar die Umdiehungsachse wegen fxzdm =0 und fyzdm =0 eine
Hauptachse, jedoch, da sie nicht durch den Schwerpunct geht, nicht
auch zugleich eine sogenannte freie Achse, indem der Punct A der Achse
in jedem Augenblick einen Druck R’ zu erleiden hat. Diese Hauptachse
kann jedoch die Eigenschaft einer freien Achse erhalten, wenn man diesen
Punct A festmacht.

34. Fasst man endlich das Ganze iibersichtlich zusammen,
so ergeben sich aus den vorhergehenden Betrachtungen und Ent-
wickelungen fiir die Centrifugalkrifte der Korper, materiellen
Ebenen und Linien die nachstehenden Sitze und Eigenschaften.

1. Im Allgemeinen besteht die Centrifugalkraft eines um
eine Achse rotirenden Korpers aus der Centrifugalkraft (R’ in
Relat. (7)) seiner im Schwerpunct vereinigt gedachten Masse und
einem Kriftepaar (K”), dessen Ebene durch die Umdrehungsachse
geht; die erstere Kraft sucht den Korper von der Achse zu ent-
fernen, das Paar dagegen die Lage dieser Achse zu veriindern.

Unabhéingig von der obigen Entwickelung lisst sich dieser Satz auch
auf folgende Weise ableiten.

Man lege durch den Schwerpunct O des Korpers eine Ebene senkrecht
auf die Umdrehungsachse, projicire irgend ein materielles Theilchen dm
des Korpers auf diese Ebene und verlege zugleich auch die diesem Theil-
chen entsprechende Centrifugalkraft (nach Nr. 11) mit sich parallel in diese
Ebene, so erhiilt man erstlich eine in der Projectionsebene liegende, mit
jener p gleichen und gleichgerichteten Kraft p, als Centrifugalkraft des
projicirten Elementes dm’, und ausserdem noch ein Kriiftepaar (p, p”) vom
Momente pz, wenn z der Abstand des Theilchens dm von dieser Ebene
ist; die Kraft p’ hat ihren Angriffspunct im Durchschnitt der Achse mit
der Ebene, wihrend das Paar auf der Achse senkrecht steht.

Verfihrt man mit allen iibrigen materiellen Puncten des Korpers auf
dieselbe Weise, so erhilt man sowohl ein System von Kriften p’; welche
in der genannten Ebene liegen und durch den Durchschnittspunct der
Achse mit der Ebene, als auch zugleich eine Gruppe von Paaren, deren
Ebenen simmtlich durch die Umdrehungsachse gehen. Die Resultirende
R’ der Kriifte p', welche natiirlich denselben Angriffspunct hat, geht (Dy-
namik Nr. 132) durch den Schwerpunct aller dieser projicirten Massen-
theilchen dm’, welcher zugleich auch der Schwerpunct O des Korpers ist,
und hat dieselbe Grosse, wie die Centrifugalkraft der in diesem Puncte O

Burg's Mechanik. Suppl. 34
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vereinigt gedachten Masse m der matericllen Ebene, welche Masse keine
andere als die des Korpers selbst ist,

Was die Gruppe der Kriiftepaare betrifft, so lassen sich diese (NER9),
Zusatz 3) in ein einziges Paar K’ vereinigen, dessen Ebene also wieder
durch die Achse geht. Diese Ebene wird Jjedoch im Allgemeinen nicht in
die Richtung der Centrifugalkraft R’ fallen, also eine Vereinigung der Kraft
R’ mit dem resultirenden Paar K’ (Nr. 10, Zusatz) nur in besonderen Fillen
moglich sein.

Bezieht man, um noch eine zweite Methode anzufiihren, die materiellen
Puncte des Korpers anstatt auf die durch den Schwerpunet O gehende,
auf eine mit ihr parallele Ebene in einem beliebigen Abstand, welche Ebene
man sofort fiir die coordinirte Ebene der 2y nehmen kann, und zerlegt
jede Centrifugalkraft p — rw?dm in zwei Seitenkriifte, welche beziehungs-
weise in die Ebenen der «z und yz fallen und mit den Achsen X und ¥
des rechtwinkeligen Achsensystemes parallel sind; so hat man beziehungs-
weise p, = zw?2dm und Py =yw2dm, folglich riicksichtlich der simmt-
lichen materiellen Puncte des Kérpers zwei Gruppen paralleler, in den
Ebenen der xz und gz liegender, auf der Umdrehungsachse Z perpen-
dikuliirer, unendlich kleiner Kriifte, deren Resultanten beziehungsweise :

By = f(xw?dm) = w? f2dm und By = w? fydm. ..(a)
sind.

Bezeichnet man die Abstinde ihrer Angriffspuncte in der Achse Z von
der Ebene der wy (d. i. ihre Ordinaten nach Z) mit Z, und Z,, so ist:

Zy By = w? fxzdm und Zy Ry = w? fyzdm... ).

Offenbar lassen sich die beiden Seitenkriifte B, und R, nur dann zu
einer einzigen Kraft R’ vereinigen, wenn sie in der Achse 427 denselben
Angriffspunct haben, d. h. wenn

Ze=12y...(c)
ist.

Handelt es sich in der Praxis blos um die Bestimmung des Druckes
auf die Umdrehungsachse oder Welle (oder deren Zapfen), so ist diese
Vereinigung auch nicht nothig.

Ist aber die durch die Relation (¢) ausgedriickte Bedingung vorhanden,
so entsteht die im Puncte N der Achse Z angreifende Centrifugalkraft :

R'=VER: F+ E:,
wofiir AN = Z, — 7, ist.

Wird die Achse AZ in diesem Puncte N festgemacht, so wird der
Druck R’ auf dieselbe aufgehoben und sie besitzt dann die Eigenschaft einer
freien Achge.

Findet in besonderen Fiillen die Bedingung Statt, dass
Sazdm =0 und fyzdm=o0... (m)
wird, so folgt aus den Relationen (b) sofort auch: Z, — 0 und Zy =0, zum
Beweis, dass jetzt die Resultirenden By und Ry in der Ebene der xy selbst
liegen und bezichungsweise mit den Achsen AX und AY zusammenfallen.
Da man diese Achsen um den Ursprung 4 in ihrer Ebene 2y beliebig
(sich immer rechtwinkelig schneidend) herum drehen kann, so folgt, dass
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in diesem speciellen Falle die materiellen Puncte des Korpers gegen diese
Ebene zu beiden Seiten, d. i. ober- und unterhalb (xy horizontal gedacht),
symmetrisch liegen, diese Ebene also zugleich auch durch den Schwer-
punct geht.

Bekanntlich entspricht die durch Relation (n) ausgedriickte Bedingung
der drehenden Bewegung des Korpers um eine seiner Hauptachsen;
es ist also jede auf einer durch den Schwerpunct des Korpers gehenden
Symmetrie-Ebene senkrechte Gerade eine Hauptachse desselben.

Da in diesem Falle die Centrifugalkraft in dieser Ebene der xy liegt
und durch den Schwerpunct geht, also nach dieser Richtung auf die Dreh-
achse Z den Druck R’ ausiibt, so braucht man nur den Anfangspunct A
(als Angriffspunct von R) festzumachen, um diesen Druck aufzuheben.

Geht die Umdrehungsachse zugleich auch durch den Schwerpunct des
Korpers, fillt also der Ursprung A mit diesem Punct zusammen, ist also
ausser den Relationen (n) auch noch fxdm =0 und fydm = 0, folglich
(Relat. (@) Bz =0 und R, =0, also auck R'=0; so hort jeder Druck
auf die Umdrehungsachse von selbst auf und sie wird daher zur eigent-
lichen freien oder natiirlichen Achse.

Hieraus folgt also, dass fiir jeden Korper, welcher eine (natiirlich
durch den Schwerpunct gehende) Symmetrie-Ebene besitat, eine auf der-
selben durch den Schwerpunct gehende senkrechte Gerade eine freie
Achse ist.

So ist z. B. im Wiirfel jede der sechs Diagonal-Ebenen eine Symmetrie-
Ebene, daher sind fiir diesen, ausser den drei Geraden, welche die Mittel-
puncte der Gegenfliichen verbinden, auch noch die sechs Geraden, welche
die Halbirungspuncte der parallelen Gegenkanten verbinden, freie Achsen.

Bin gerader Kegel hat ausser seiner geometrischen Achse (nach 4.)
noch unzihlig viele freie Achsen, welche simmtlich in der durch den
Schwerpunct auf der Achse perpendikuliiren Ebene liegen und auf der
geometrischen Achse senkrecht stehen. Aehnliches gilt fiir gerade reguliire
Prismen und Pyramiden, welche im Allgemeinen eben so viele durch die
geometrische Achse gehenden Symmetrie-Ebenen besitzen, als die Grund-
flichen Seiten haben u. s. w.

2. Denkt man sich den rotirenden Kérper durch Ebenen,

welche auf der Rotationsachse senkrecht stehen, in unendlich
diinne Schichten zerschnitten oder aufgelost, und liegen die
sammtlichen Schwerpuncte dieser Korperelemente in ein und der-
selben durch die Achse gehenden Ebene; so ist dessen Centri-
fugalkraft eben so gross, als ob die gesammte Masse in seinem
Schwerpunct concentrirt oder vereinigt wiire; die Richtung dieser
Kraft aber geht im Allgemeinen nicht durch den Schwerpunct.

In diesem Falle ist es eben so, als ob cine matericlle Ebene um eine
in ihr liegende Gerade als Achse rotirte. Mit dem vorigen Fall verglichen,
reducirt sich die Projectionsebene hier auf ecine gerade, auf der Achse

34*
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perpendikuliiren Linie, und man erhilt bei demselben Verfahren die durch
den Schwerpunct der Ebene gehende Centrifugalkraft R’ von derselben
Grosse, als ob die gesammte Masse der Ebene in diesem Puncte vereinigt
wiire, so wie das Paar K’', welches jetzt mit R’ in einerlei (d.i. in der
rotirenden) Ebene liegt und sich daher mit dieser Kraft vereinigen lésst.
Durch diese Verbindung entsteht aber (Nr.10) eine mit jener R’ gleiche
und parallele Kraft, welche jedoch einen andern Angriffspunct hat, folg-
lich nicht mehr durch den Schwerpunct der materiellen Ebene (also auch
nicht des rotirenden Korpers) geht.

Nach der vorigen zweiten Methode lasse man die materielle Ebene mit
jemer der 2z, und die Umdrehungsachse mit jener der z zusammenfallen,
so reduciren sich die vorigen Relationen () und (b), da hier die Ordinaten
y Null sind, auf jene:

Sxzdm

Todm o Bl

wobei, wenn Z die Ordinate des Schwerpunctes O (nach der Achse der z)
ist, im Allgemeinen Z, von Z verschieden sein wird.

R'—= R, —w?faxdn ... (¢) und Z,—

3. Liegen die vorhin (in 2.) genannten Schwerpuncte der
Schichten simmtlich in einer mit der Umdrehungsachse paral-
lelen Geraden, so geht die Centrifugalkraft des Korpers R’
zugleich auch durch den Schwerpunct desselben.

Dieser Fall entspricht zugleich der Rotation einer (im Allgemeinen
heterogenen) materiellen geraden Linie um eine mit ihr parallelen
Achse.

Ist @ der Abstand dieser Geraden von der Achse, so hat man nach
der vorigen zweiten Methode ganz einfach aus den Relationen (o) und (B),
da @ = a constant ist:

5 = = afzdm _ fzdm
B =aowfdn =aw?m und Z, = P g
mithin ist (Statik Nr. 32) Z,=Z gleich der Ordinate des Schwer-
punctes.

Dieser Fall tritt bei allen Rotationskorpern ein, deren geometrische
Achsen mit der Umdrehungsachse parallel sind.

4. Geht in diesem letztern Falle die Umdrehungsachse zu-
gleich durch den Schwerpunct des Korpers, so wird die
Centrifugalkraft (wegen @ =0) R'= 0, und die Achse wird, da
jetzt jeder Druck auf dieselbe aufhort, zur freien oder natiir-
lichen Achse.

Aus diesem Grunde sind die Achsen der Rotationskorper, ferner die

geometrischen Achsen von reguliren Prismen, Pyramiden u.s. w. freie
Achsen.

Da man nun in der Anwendung, besonders im Maschinenwesen, jeden
aus den Centrifugalkriiften entstehenden Druck auf die Wellzapfen zu
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vermeiden hat, so erkennt man leicht, wie wichtig bei drehenden Bestand-
theilen, wie Riider, Scheiben u. s. w., das richtige Centriren der betreffen-
den Massen ist,

Figenschaften der freien und Hauptachsen.

35. Um diese Achsen noch speciell in’s Auge zu fassen,
so folgt aus den bisherigen Entwickelungen, dass man bei der
Definition der freien oder sogenanmten natiirlichen Achsen
von einem doppelten Gesichtspuncte ausgehen kénne. Man kann
nimlich erstens die Frage stellen, um welche Achse ein Korper
oder festes System materieller Puncte sich drehen miisse, damit
die in demselben thiitigen Tangentialkrifte p = rwdm sich auf
ein einziges Kriiftepaar L reducire, dessen Ebene auf dieser Achse
senkrecht steht? oder sich zweitens die Aufgabe stellen, jene
Drehungsachse zu finden, auf welche bezogen die entstehenden
Centrifogalkrifte f= rw?dm sich gegenseitig aufheben oder im
Gleichgewichte halten; denn in beiden Féllen hat die Drehungs-
achse keinen Druck zu erleiden, also auch keinen Widerstand zu
leisten, und das System bewegt sich, auch wenn es vollkommen
frei ist, um diese genau so, als ob die Achse fest wire, d. h. sie
wird weder irgend eine fortschreitende Bewegung annehmen, noch
sonst, wenn sie auch durch Nichts gehalten ist, ihre Lage gegen
den Korper oder das System verindern; endlich wird, dieses
System einmal um diese Achse in drehende Bewegung versetst,
und wenn keine Aussern Krifte auf dasselbe einwirken, dabei
die Winkelgeschwindigkeit w constant, also die drehende Be-
wegung eine gleichférmige.

36. Man mag nun die Umdrehungsachse nach der einen
oder andern der beiden Bedingungen bestimmen, so kommt man
in beiden Fallen (Nr. 29, Zusitze 1 und 2 und Nr. 33, Zusatz)
zu den Bedingungsgleichungen :

fedm=0, fydm=0...(1)
und
frzdm=10, fyzdm=0.,.(2),
wenn namlich die Coordinatenachse Z die gesuchte Drehungs-
achse ist.

Diese gesuchte Achse muss also erstlich (wegen Relat. (1))

durch den Schwerpunct des Systemes gehen und ausserdem
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noch eine bedingte, durch die Gleichungen (2) zu bestimmende
(in 2tens von Nr. 34 naher erorterte) Lage erhalten.

Werden von diesen vier Bedingungsgleichungen nur jene
(2) erfiillt, so ist die, offenbar mit der Coordinatenachse Z paral-
lele, jedoch nicht durch den Schwerpunct gehende, Drehungs-
achse eine sogenannte Hauptachse des Systems oder Korpers,
fir welche die Centrifugalkraft sofort durch den Schwerpunct geht.

Werden allgemein (da man statt der Achse Z eben so gut
die beiden andern Coordinatenachsen Y oder X als Drehungs-
achsen wihlen kann) fiir irgend einen Punct A eines Systemes
oder Korpers beziiglich dreier, durch diesen Punct auf einander
rechtwinkelig gelegte Achsen A X, AY, AZ die drei Bedingungs-
gleichungen:

Jzydm=10, |rzdm="0. leazdin="=0
erfilllt, so ist jede dieser drei Achsen eine Hauptachse des
Systems. Bestehen aber ausserdem noch die drei Gleichungen:
Jxrdm =0, [fydm=0, [z2dm=0,

d. h. gehen diese Coordinatenachsen zugleich durch den Schwer-
punct, so gehen diese Hauptachsen in freie Achsen iiber.

Anmerkung. Es lisst sich beweisen, dass es in jedem Puncte eines Kor-
pers oder festen Systemes materieller Puncte drei unter sich rechtwinkelige
Hauptachsen, folglich auch (wenn dieser Punct der Schwerpunct ist)
drei auf einander senkrechte freie oder natiirliche Achsen gibt.

Auch besitzen die drei durch irgend einen Punct N eines Korpers
gehenden IHauptachsen noch die bemerkenswerthe Eigenschaft, dass wenn
man auf diese das Moment der Trigheit des Korpers bezieht, unter allen
Triigheitsmomenten dieses Korpers, welche sich auf beliebige, durch den-
selben Punct N gehende Achsen beziehen, das erste ein Maximum, das
zweite ein Minimum und das dritte jedoch keines von beiden ist.

Rad an der Welle.

37. Als weitere Anwendung der Kraftepaare wollen wir noch
mit Hilfe derselben fiir das Rad an der Welle sowohl die
Gleichgewichtsbedingungen zwischen Kraft und Last, als auch
die Driicke in den Zapfenlagern bestimmen.

Legt man durch den Punct € (Fig. 15), in welchem die
Achse DE des Wellenrades von der Rad- oder Umdrehungs-
ebene der Kraft P geschnitten wird, zwei der Kraft P gleiche,
parallele und entgegengesetzt wirkende Krifte P'= P"= P, d. h.



ersetzt man die Kraft P durch die ihr gleiche und gleichgerichtete
Achsenkraft /" und das Paar (P, P”) vom Arm CA = R gleich
dem Halbmesser des Rades (oder verschiebt man die Kraft P
nach Nr. 11 aus ihrem Angriffspunct A mit sich parallel nach
dem Punct C).

Verfahrt man ferner eben so mit der Kraft oder Last Q,
indem man durch den Durchschnittspunct ¢* der Umdrehungs-
ebene der Last mit der Achse die zwei der Last Q gleiche,
parallele Krafte @, Q" legt oder die Kraft Q in die mit ihr gleiche,
parallele Kraft @ und das Kraftepaar (Q, Q") vom Arm C'B =,
als Halbmesser der Welle, auflost; so haben die beiden Achsen-
krifte P und @, da sie von der Achse DE aufgehoben werden,
auf die Bedingung des Gleichgewichtes keinen Rinfluss, und es
kommen dafiir nur noch die beiden, in parallelen Ebenen liegen-
den, nach entgegengesetzten Richtungen drechenden Kriftepaare
(P, P”) und (Q, Q"), deren Momente PR und Q» sind, in Be-
tracht. Nun miissen aber nach Nr. 8 (Zusatz) fiir das Gleich-
gewicht diese Momente einander gleich sein, folglich erhilt man
als Bedingungsgleichung des Gleichgewichtes die bekannte Re-
lation:

P kO (1)
wobei die Entfernung CC’ der beiden Drehungsebenen ohne Ein-
fluss ist.

Um ferner auch den Druck auf jeden der beiden Zapfen D
und 7 zu finden, so zerlege man die beiden vorhin erhaltenen
Achsenkrifte 7" und ', welche hierauf Einfluss haben, jede in
eine verticale und horizontale Seitenkraft; seien diese beziehungs-
weise p und p’ fir P', so wie ¢ und ¢ fiir Q. Ist ferner O der
Schwerpunct und G das Gewicht der Maschine, so ist der ge-
sammte Zapfendruck nach verticaler Richtung, wenn man jenen
Theil, welcher auf den Zapfen D kommt, durch x, und jenen,
welchen der Zapfen I7 anfnimmt, durch y bezeichnet, sofort:

z2t+y=p+tq-+ G

Aus den beiden horizontalen Componenten ¢’ und p’ dagegen
entstehen auf diese Zapfen ) und % bezichungsweise die Seiten-
driicke 2 und y’, welche weiter unten bestimmt werden.

Sind @ und g die Neignngswinkel der Kraft P und Last Q
gegen eine Horizontale, so hat man fiir die erwahnten vier Seiten-
krafte :



p="Sine, p="PCose, g =Q8Smp, ¢=0QC(os B.
Ist ferner die ganze Linge DE=1, die Entfernung D(C'= q,
jene DC=1b und DO = ¢, so ist fir das Gleichgewicht (F als
Stiitzpunct genommen):
2. DE=q.CE+G.0E+p.CE,
iR
le=(0—a)g+(@—)G+(—b)p...(n);
ferner (D als Stiitzpunct angesehen):
Yy DE=p.DC+G.DO+q.DC,
d- i
ly=bp+¢G+agq... (o),
aus welchen Gleichungen () und (o) die verticalen Driicke in
D) und 77 gefunden werden. (Beide Gleichungen addirt geben,
wie es sein soll, wieder o 4+ y=p 4 g+ G.)
Um ferner auch die horizontalen Driicke 2 und ¥ in D und
% zu bestimmen, hat man eben so (fir den Stiitzpunct %):
VDB ey G Busy OBy
i, ¢
lr'=01—aq¢—(1—0)p...(p),
und (D als Stitzpunct genommen):
Y- DE=p.DC—q.DC,
d. iz
ly=>bp' —aq...(p,
aus welchen Gleichungen sofort 2’ und y’ gefunden werden. (Da-
bei ist der Natur der Sache gemiss, wenn man () von (p) ab-
zieht, &' — 3= ¢'— p’ oder umgekehrt y' — &' =p' — ¢’
Die Resultirenden s und s aus x, 2’ und y, 3/ fiir die Zapfen
D und Z sind beziehungsweise:
s= ]2+ 2 und §= Vy?+ >
Bilden endlich diese Krifte als die gesuchten Driicke der
Zapfen in ihren Lagern mit der Horizontalen die Winkel ¢ und
¢, so hat man noch:

tang @ :% und tang q)':——-z-,.
Wirkt wie gewGhnlich beim Rad an der Welle die Last Q

nach verticaler Richtung, so ist wegen = 90°, sofort:
q=1Q, ¢'=0, folglich la’=(l—b)p' und Iy’ =byp'-
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Hat auch die Kraft P diese Richtung, so ist auch a = 90°
und daher:
p=2P, p=0, 2'=y=0und 2+y=P4 Q-+ G-

Anwendung der Paare auf einige Bewegungs-
Erscheinungen.

38. Um schliesslich noch einige Bewegungs-Erschei-
nungen zu untersuchen, die sich ebenfalls am einfachsten aus
den Eigenschaften der Kriftepaare erklaren lassen, so wollen wir
zuerst bemerken, dass wenn eine Kugel in irgend einer Richtung
gestossen wird, der von der Kugel aufgenommene Stoss immer
durch den Mittelpunct derselben geht.

Denn es lasst sich die Stosskraft immer in eine Componente
zerlegen, welche in die an die Kugel am Stosspunct gelegten
Tangentialebene fallt und sonach verloren geht, und in eine
zweite darauf normale, also durch den Mittelpunct der Kugel
gehende.

Es werde nun eine auf einer horizontalen Ebene M N (Fig. 16)
ruhende Kugel vom Halbmesser ('/A =7 in der Richtung M/ N
vorwarts gestossen und sei die durch den Mittelpunct C nach M N
gerichtete Kraft (entweder die urspriingliche oder durch Zer-
legung erhaltene, wobei die darauf senkrechte zweite Componente
unberiicksichtigt  bleibt) = P.

Die Kugel wird daher anfangs durch diese Kraft P eine
fortschreitende Bewegung erhalten. Da sich jedoch durch die
zwischen der Oberfliche der Kugel und jener der Unterlage statt-
findende Reibung eine in entgegengesetzter Richtung NM wir-
kende Reibungskraft p entwickelt oder geltend macht; so verlege
man diese nach €, d.h. man ersetze sie nach dem vorhergehenden
Verfahren durch eine durch den Mittelpunct C gehende Kraft p/,
welcher jener p gleich, parallel und mit ihr gleich gerichtet ist,
und ein Kriftepaar (p, p”) vom Arm CA=r. Dadurch wird
aber die vorige Kraft P der progressiven Bewegung bestindig
um die Kraft p’=p vermindert und endlich auf Null gebracht,
wihrend das Paar (p, p”), dessen Moment = p» ist, eine (in der
durch den Pfeil angedeuteten Richtung) Drehung der Kugel nach
vorwarts erzeugt.

Burg’s Mechanik. Suppl. 35



39. Hat man der Kugel die drehende Bewegung in dieser
Richtung nach vorwarts, noch bevor sie auf der Ebene M N
(Fig. 17) aufliegt, beigebracht, so entwickelt sich wieder von
dem Augenblicke an, in welchem die Kugel die Ebene beriihrt,
die Kraft p der Reibung in der Richtung MN. Wird diese, wie
vorhin, durch die mit p gleiche und gleichgerichtete Centralkraft
p und das Paar (p, p") vom Momente pr ersetzt, so zeigt sich,
dass die Kugel durch die Kraft p'=p ecine fortschreitende
Bewegung in der Richtung M NV und gleichzeitig durch das Paar
(p, p") ein Drehbestreben erhélt, welches der urspriinglichen Dreh-
bewegung entgegengesetzt ist, und diese daher vermindert.

40. Hat man einer auf einer horizontalen Ebene 2 N (Fig. 18)
liegenden Kugel oder einem kreisformigen Reife durch einen ex-
centrischen Stoss eine fortschreitende Bewegung nach M N vor-
wirts und gleichzeitig eine drehende Bewegung nach riickwiirts
beigebracht, so wird bei der vorigen Zerlegung der hervorgerufe-
nen Kraft p der Reibung, die der Kraft P entgegenwirkende
Centralkraft p'=p die fortschreitende Bewegung nach einer ge-
wissen Zeit auf Null bringen, und das Paar (p, p”) vom Moment
pr die urspriingliche Drehbewegung vermindern.

Ist nun diese urspriingliche Drehung bis zu dem Augen-
blicke, in welchem die fortschreitende Bewegung aufhort, nicht
auch aufgehoben, so rollt die Kugel oder der Reifen wieder gegen
M zurick.

41. Betrachtet man ferner die Wirkung der beiden Ruder-
rider in C und 7) cines Dampfschiffes AR (Fig. 19), so
entwickelt sich bei der Rotation derselben fiir die Vorwirts-
bewegung des Schiffes, durch die Reaction des Wassers gegen
die Schaufeln derselben an Jeder Seite, d. i. in € und D eine
Kraft 2, welche mit der Lénge des Kiels 41 parallel ist und
eine im Allgemeinen nahezu durch den Schwerpunct O des Schiffes
gehende Resultirende 2 =272 in der Richtung BA geben, mit
welcher eben das Schiff vorwirts getrieben wird.

Rotirt dagegen von beiden Ridern nur das eine, z. B. jenes
in C in der vorigen Richtung, wihrend das zweite in 1) stille
steht, so kann man die Kraft p wieder aus €' nach O verlegen,
d. h. nach dem Vorhergehenden diese Kraft 2 durch eine ihr



gleiche, parallele und gleichgerichtete " und das Paar (£, P”)
vom Arm OC oder dem Momente P.OC ersetzen. Die erstere
Kraft P'= P treibt das Schiff nach vorwirts (gegen vorhin mit
der halben Stiirke), wihrend das Paar (P, 7”/) dem Schiffe um
den Schwerpunct eine solche Drehung beibringt, dass die Spitze
A desselben nach rechts abweicht.

Dieselbe Wirkung wird auch durch ein am Hintertheil des Schiffes an-
gebrachtes Steuerruder hervorgebracht, dessen in das Wasser tauchende
Fliche ab die angedeutete Lage hat. Wird die parallel mit 4B gerichtete
Componente des auf ab stattfindenden Wasserstosses mit p bezeichnet, so
wirkt, wenn diese Kraft wieder nach O transferirt wird, die Kraft p’'=p
der fortschreitenden Bewegung des Schiffes entgegen, wiihrend das Paar
(p, »”) vom Momente p.BE die genannte Drehung der Spitze 4 nach
rechts bewirkt. Je schueller also das Schiff liuft (wodurch p grésser) und
je breiter das Ruder in der Richtung b ist (wodurch der Arm BE des
Paares, also dessen Moment grisser wird), desto wirksamer wird hei der-
selben Stellung das Ruder.

42. Untersuchen wir endlich noch die Wirkung der Hand-
ruder bei der Lenkung eines Kahnes AR in Fig. 20.

Da sich der Kahnfithrer gewdohnlich am Hintertheile B des
Kahnes oder in dessen Nihe befindet, so sei in den drei Figuren
Fig. 20 a, b, ¢ ab die Lage der Fliche des im Wasser nach der
Richtung ZC bewegten oder gestossenen Ruders. Hat nun das
Ruder die in Fig. 20, angedeutete Stellung, so wird durch die
Reaction des Wassers eine Kraft P normal auf «b nach der
Richtung CE gegen den Schwerpunct O des Kahnes hervorge-
rufen, deren eine Componente (§. 18, 1. Beispiel) den Kahn in
der Richtung BA vorwirts treibt, ohne demselben eine merkliche
Drehung zu geben.

Bei ciner Ruderstellung wie in Fig. 20, wirkt die hervor-
gerufene Kraft 7 excentrisch, und wenn man diese nach dem
vorhergehenden Verfahren parallel nach O verlegt, d.i. diese in
P'=P, und das Paar (P, P") vom Moment /. OF auflost, so
wird der Kahn durch die Kraft P'= P nach vorwirts bewegt,
dagegen durch das genannte Paar (P, P”) um den Schwerpunct O
mit der Spitze A nach links gedreht.

Wird endlich das Ruder in der in Fig. 20, angedeuteten
Weise angewendet, so bringt, wenn man die durch den Stoss
des Ruders hervorgerufene Reactionskraft P wieder parallel in den
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Schwerpunct O verlegt, die Kraft P’ = P nur eine geringe seit-
liche Bewegung, dagegen das Kriiftepaar (P, P”) vom Momente
P.OE eine desto kriftigere Drehung des Kahnes in der durch
den Pfeil angedeuteten Richtung (die Spitze A nach rechts)
hervor, je grosser bei gleichem Werthe von P die Entfernung
OE ist.

Die Folgerungen fiir das mehr oder weniger wirksame Lenken oder
Steuern eines Kahnes mit solchen Handrudern ergeben sich jetzt von selbst.
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