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Ableitung der Simpson’schen Niherungsformel.

Um die in diesem Werke mehrere Male angewendete soge-
nannte Simpson’sche Regel auf eine einfache Weise abzuleiten,
kann man folgenden geometrischen Weg einschlagen.

Bekanntlich beruht die Quadratur der ebenen Curven, d. h.
die Bestimmung der krummlinigen ebenen Flichen, auf der Ent-

wicklung des bestimmten Integrales f ydz, wobei y die der all-

gemeinen Abscisse 2 entsprechende Ordinate der betreffenden
Curve, und a’, 2” die den beiden #ussern Ordinaten, welche die
zu bestimmende Fliche mit begrenzen, zugehérigen Werthe von
x sind. Lisst sich nun y nicht als eine Function von z aus-
driicken, oder ist die Curve nur eine empirische, fiir welche die,
gewissen Abscissen entsprechenden Ordinaten nur aus Beob-
achtungen gefunden wurden, oder ist endlich der Ausdruck ydz
tiberhaupt nicht integrabel; so muss man zu Niherungsmethoden
Zuflucht nehmen, némlich die zu bestimmende Fliche durch nahe
an einander liegende Ordinaten in schmale Trapeze, wovon eine
Seite ein Theil der Curve ist, zerlegen und diese einzelnen Tra-
peze mit dem erforderlichen Grade der Genauigkeit zu berechnen
suchen, indem dann ihre Summe sofort auch der niherungsweise
Werth des obigen Integrales ist.

Man verfahrt dabei am einfachsten, wenn man in allen
diesen Fallen die betreffende Curve als eine gemeine oder
Appollonische Parabel ansieht und die bekannten Eigen-
schaften dieser Curve dabei gehérig beniitzt.

Um nimlich die von den beiden Ordinaten pm, p'm’ (Fig. 21,
Tab. VIII) der Abscisse pp’ und dem Bogen mam’ der Curve
Aa D begrenzte ebene Fliche niherungsweise zu bestimmen, denke
man sich den Bogen mam’ als einer gemeinen Parabel angehorig,
welche durch die drei Puncte m, a, m’ geht und wobei die Ordi-
nate ag in der Mitte zwischen jenen pm und p'm’ liegen soll.
Da jedoch die véllige Bestimmung der Parabel (Lehrb. IT. §. 135)
vier Bedingungen erfordert, so kann man noch als vierte Be-
dingung hinzufiigen, dass a der Scheitelpunct eines Durchmessers
aq (Comp. §. 516) sein soll.



474

Dies vorausgesetzt, wird (Comp. §. 522) die Sehne mm
durch die Ordinate ag im Puncte 5 halbirt und die zu mm’ durch
a gezogene parallele Gerade nan’ bildet in diesem Puncte a eine
Tangente an die Curve. Da nun bekanntlich das parabolische
Segment mam'm = 3 Parallelogramm m7’, dieses also doppelt so
gross als die Fliche mnam'n’ ist; so hat man, wenn man das
Trapez pmbm'p'= A, jenes pnn'p’= B, die parabolische Fliche
pmamp'=F und das parabolische Segment m am'm = J setzt,
sofort f—=F— A=2(B— F) und daraus:

3F=442B...Q).

Nun ist aber A= (pm + p'm)pg und B = (pn +p'n)pq
pn+pnw
2
man diese Werthe in der vorigen Relation (1) substituirt:

F:%q(pm + p'm’+ 4ag),
oder wenn man pp'= a setzt, auch:
F=1};.—;—(pm +p'm + Lag)...(2).

Halbirt man ferner auch noch pg und ¢p"in g und #, und
zieht durch die Halbirungspuncte die Ordinaten fa und B, so
ist, wenn man pg=gp'=a’ setzt, auf dieselbe Weise, die Fliche:

pmag=14.5 (mp+ aq + 4ap)

oder wegen ag = auch B=2aqg X pq, folglich, wenn

und die Flache
gamp' =1 .5 (aq +mp + 4e/g),
folglich :
F=1.5(mp+aq+4ap+ag+mp +4dp)

’

2]
5 [mp 4 mp' + 4(af + ') + 2ag],

a . v
oder wegen o'=, und wenn man die Ordinaten pm. B«...
g PR pm,

p'm’ der Reihe nach mit y,, #,, ...y, bezeichnet, auch:

F=%(yo+4yl+2y2—}—4y3 e s

eine Formel, welche sich leicht fortsetzen lisst, im Falle man
die Intervalle pB, B¢ ... abermals halbiren, d. i. die urspring-
liche Basis pp’ in 8, und durch fortgesetztes Halbiren noch weiter
in 16, 32 u. s. w. gleiche Theile theilen will.

— 1
B ¥
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Theilt man dagegen jedes der beiden vorigen Intervalle
pq=qp in 3 gleiche Theile, bezeichnet die auf einander folgen-
den Theilungspuncte mit 1, 2, 3, 4, 5, 6, so wie die durch die
Puncte p (oder 0) 1, 2. .. 6 oder p’ gezogenen Ordinaten der Reihe
nach durch y,, g, ...y, und setzt die Grosse der Intervalle
0,1=1,2=...=5,6=a"; so hat man nach der durch die
Relation (2) ausgedriickten Regel fiir die Flachen der auf einander
folgenden Trapeze oder Streifen der. Reihe nach:

g._é o ta 4y,), g‘j(yz al e 4Y,), ??_Z i i i 4y5),
folglich, wenn man diese Flichen summirt, sofort, wegen G —g—:

F= g (o + 431+ 202 + 495 + 200 + 405 + ).

Man sieht aus der bisherigen Entwicklung, dass wenn man
die Basis pp'= a iiberhaupt nur in eine gerade Anzahl, z B.
in 2n gleiche Theile theilt, sofort allgemein:

F=:(o + 40+ 29 + 4ys +- - o+ 2000 + 48001+ 30)

ist und dass man die gesuchte Flache ' um so genauer erhlt,
je grosser m ist.

Setzt man die Summe der beiden dussern Ordinaten
Yo + You = s, jene der durch die ungeraden Theilungspuncte
gehenden: y, + y5 +. . .+ Y2n21 = Spay und die Summe der durch
die geraden Theilungspuncte gehenden Ordinaten (wobei die letzte
sofort ausgeschlossen ist) 5, + ¥, + - - - + Yau—o=Sea_s} s0 ist auch:

F= 557 (Sin+ 4 Spus + 2S00 a)-

Da nun aber nach der einleitenden Bemerkung diese Flache
e

nichts anderes als das bestimmte Integral f ydax ist, wenn man
o

nimlich die den Ordinaten 7, und y,, entsprechenden Abscissen
durch 2’ und z” bezeichnet; so hat man endlich wegen a=2a"— «’,
als einen Niherungswerth von beliebiger Genauigkeit:

fy,dx= o (o +4m A2y + 40+ - 200+ LYo+ Yan)

' —a
et -3.7 (Sﬂn + 4 S2n-—l + 2 S?n—ﬂ) )
wobei es sich also nur darum handelt, die Differenz 2" — 2’ in

eine beliebige, jedoch gerade Anzahl (= 2n) gleicher Theile



zu theilen, die durch die Theilungspuncte 0, 1, 2...22 gedachten
Ordinaten y,, ¥,, ¥,.. .4 zu berechnen oder durch Beobachtung
zu bestimmen und in die vorige Formel, welche eben die Simp-
son’sche ist und um so genauere Resultate gibt, je grésser man
27 nimmt, zu substituiren.

Zweite Niaherungsformel.

Die in vielen Fillen eben so brauchbare (und in §. 214
gleichfalls angewendete) Néherungsformel :

J7@ e = [4U@ +/ 00+ /(e + ) +£a+ 28) 4 ...
...+f[a+(n—1)a]]a,

2 G AE e beliebige ganze Zahl bezeichnet,

wobel 0 =

lasst sich auf folgende Weise ableiten.

Lasst man die Grosse 2 = a nach und nach um die kleine
Grosse ¢ zunehmen, also i allmilig in a, a4, a4+20...
a+nd =10 itbergehen, so, dass zwischen den beiden Grenz-
werthen a und b, n — 1 Werthe oder Zwischenglieder liegen, und
setzt man das allgemeine Integral :

Jr@az=r@,
also das besondere:
f f(@)dz=F(0) — F(a)... (1),

so hat man, wenn a in q 4 ¢ iibergeht, nach dem Taylor schen
Theorem :

k d.F d2F(a) 02 | A%F(a) 89
f(a+6)=p(a)+7a@5+*aa7(a)§+v3@1_—2_§+---
Setzt man Kiirze halber
d. , d2. 7
——é;(x) = f(z), T’;E’”) =f"(2) u. s. w.,
so ist wegen 7(z) =ff(x) dx sofort %{) = f(a), also auch:

d.F(a d*.F(a y d3.F(a ”
—#:f(a), und eben so daf ):f(a), da“( )———f (a) u. s. w.

fort, so, dass also der vorige Ausdruck auch die Form annimmt:



.

Fla+8)=F(a) + f(a).0 +F(a) o 4 f(a) . oo +
Analog mit diesem Ausdrucke erhalt man fiir die folgenden
‘Werthe :
F(a+20) = F(a+0) +f(a+8) .0+ (a+8) 75+ -

F(a+30) = Fla+20)+ fla+20).8 +fla+20). 2=+ ...
Pa+n0) = Flat+(n—1)0]+/[a+(1—1)]0 47 [a+(r—1)8] 2= +
Werden diese Reihen addirt, so erhilt man, wegen a+nd =1b
sofort:
(2) F(b)—F(a) =Zf(a+1i0) 0+Zf'( a+z6) +Zf”( +z6)123
wobei ¢ der Reihetnachs = 0,"1;02" (n — 1) zu setzen ist, so,
dass z. B. Xf(a+ 70) =f(a)—}—f(a+5) + f(a+ 20) +
—+ fla—+ (n— 1)0] wird.
Nimmt man ferner nach und nach f(z), f'(z) ... statt F(a)
und f'(z), f'(z) ... statt £(x), so erhilt man eben so:

4 . 24 . 62
SO —=f@=Zf (a+id)d+ Zf (a+ i) 5+ .-
’ /7 N\ 7 . 1" g 4
S @) —f(=2f"(a+i0)0 + Zf"(a+i0) 3+
FO—F @ =2 a+i) s+ ...
Vernachlissigt man nun die dritten und héhern Potenzen
der kleinen Grosse 0, so kann man zufolge der vorstehenden
Relationen in der obigen Gleichung (2) statt

Zf (a+i0) % setzen: [f (0)— /(@] 2 — [/ (®) = F ()]
und statt Zf"(a -+ 0) %i setzen: [ f'(0) — f'(a)] %

(wahrend alles Folgende nach der gemachten Voraussetzung weg-
fillt). Dadurch geht aber die genannte Gleichung (2) in die
folgende tiber:

F)— F(a)=Zf(a+i8)8 + [/ —F @] 2 —[F B —f @] 5
oder es ist (Relat. 1):

[F@adr = {417@ + 7O+ @+ ) +/(+ 28+ ...
A lat (—1)01} 0 — [F (1) —f @] 5 - (4
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Dieser Ausdruck gibt das gesuchte Integrale um so genauer,
b—a

je kleiner 0 =
n

, d.i. je grésser n ist, und je langsamer sich
die Function f(x) zwischen ihren Grenzen « und & #ndert.

In den meisten Fillen wird man das letzte in 62 multi-
plicirte Glied auslassen kénnen, wodurch diese Formel (A) in die
einfachere :

[ /@ dx = {31/ +/ @O+ /@t 0) +fa+20) + ...
ot flat@—1o}s...(B)

ibergeht, so, dass diese letztere Formel nur die speciellen Werthe
von f(z) enthélt, die in Zahlen gegeben sein konnen, ohne dass
die Form dieser Function f(x) selbst gegeben oder bekannt zu
sein braucht.

Vi ) i A, S

AL B

1. Der von uns in dem hier angezogenen §. des Compen-
diums ausgesprochene Wunsch, dass iiber den Widerstand des
Wassers in Canilen und Flussbetten zum Behufe der Bestimmung
der mittlern Geschwindigkeit des abfliessenden Wassers noch viel-
seitigere und genauere Versuche von geschickten und umsichtigen
Experimentatoren durchgefiihrt werden méchten, geht nun durch
die unter der Leitung des Capitins A. A. Humpherys und
Lieutenant H. L. Abbot im Jahre 1850 begonnenen und kiirz-
lich vollendeten topo- und hydrographischen Arbeiten behufs der
Regulirung des ungeheuren Mississippi- Flusses zum Schutze der
angrenzenden Niederungen gegen Ueberschwemmung in einer alle
Erwartung iibertreffenden Weise in Erfillung. :

Wir entnehmen aus dem uns eben noch vor Beendigung
des Druckes unseres Buches zugekommenen (nur in verhiltniss-
miéssig wenigen Exemplaren gedruckten), vom Capitin Hum-
phery und Lieutenant Abbot (of the Corps of Topographical
Lngineers, United States Army) in ausgezeichneter Weise ver-
fassten und im Jahre 1861 zu Philadelphia unter Autoritit des



