Erster Abschnitt.
Hydrostatik.

Gestalt der freien Oberfliche tropfbarer Fliissigkeiten.

(§. 331.)

166. Um die allgemeinen Gleichungen des Gleichgewichtes
einer fliisssigen Masse itberhaupt zu finden, geht man am einfachsten
von der in §. 328 erwihnten Eigenschaft der Flissigkeiten aus,
dass sie den auf ihre Oberfliche ausgeiibten Druck nach allen
Richtungen hin gleichmiissig fortpflanzen oder vertheilen; denn
der Druck, welchen jedes Element der Flissigkeit erleidet, kann
als eine auf dasselbe wirkende Kraft angesehen werden, welche
von einem Puncte der Masse zum anderen variirt und die sich
sonach als eine Function der seine Lage bestimmenden Coordi-
naten darstellen oder ausdriicken lasst.

Betrachtet man namlich die ganze Masse der Fliissigkeit als
eine Zusammensetzung aus unendlich vielen rechtwinkeligen Pa-
rallelopipeden, deren drei Dimensionen unendlich kleine Elemente
der ihre Lage bestimmenden Coordinaten sind, und zerlegt man
die auf sie wirkenden beschleunigenden Kriifte parallel zu den
Coordinatenachsen, so erhalt man drei partielle Differentialgleichun-
gen zwischen diesen Kriiften und dem aus ihnen hervorgehenden
Drucke, aus denen sich durch Integration die Grosse dieses Druckes,
sowie die Bedingungen, denen die beschleunigenden Krifte genii-
gen miissen, wenn das Gleichgewicht bestehen soll, bestimmen
lassen.

167. Es seien daher AX, AY, A7 (Fig. 83) die drei recht-
winkeligen Coordinatenachsen, wobei die letztere oder Achse der 2
in die Richtung der Schwere fallen, folglich die Ebene ay hori-



170

4

zontal liegen soll. Befindet sich nun unterhalb dieser Ebene eine
fliissige Masse (diese mag homogen oder heterogen, zusammen-
dritckbar oder unzusammendriickbar sein), und zwar in jenem
Winkel, in welchem die Coordinaten positiv sind, und bezeichnet
man durch z, y, z die Coordinaten des dem Anfangspuncte A4
am néchsten liegenden kérperlichen Winkels M eines der genann-
ten unendlich kleinen Parallelopipeden, so ist das Volumen dieses
Elementes = dody dz und wenn ¢ die Dichte der I lissigkeit im
Puncte M ist, dessen Masse dm = odadydz. Dabei ist der
Factor ¢ bei homogenen Fliissigkeiten constant (wenn man
namlich von den etwa vorhandenen kleinen Compressionen ab-
strahirt) und bei heterogenen und elastischen F lussigkeiten (welche
sofort nicht durchaus gleichmissig comprimirt sind) variabel
und irgend eine Function von z, y, 2.

Es seien X, Y, Z die drei parallel zu den Coordinatenachsen
auf' das Element dm wirkenden beschleunigenden Seitenkrifte,
folglich Xdm, Ydm, Zdm (Nr. 125.) die nach den Richtungen
dieser Achsen auf dm wirkenden bewegenden Krifte. Da nun
das Element dm von der umgebenden Flissigkeit auf alle sechs
Seitenfliichen einen Druck von aussen nach innen erleidet, so
miissen, wenn dieses Element in der Ruhe bleiben soll, diese
ausseren Pressungen den inneren Kriften Xdm, Ydm, Zdm das
Gleichgewicht halten,

Bezeichnet daher p den Druck auf die Flicheneinheit, welcher
in der Richtung der Schwere auf den Punct M stattfindet, so er-
leidet das Element dm auf seine obere Fliche da dy nach abwarts
den Druck pdady, und da p im Allgemeinen eine Function der
Coordinaten #, y, z ist, so wird dieser Druck p im Puncte M,

dessen Coordinaten @, y, 2 -+ dz sind, p+ (g—‘:) dz sein, so dass
also die untere Fliche dieses Elementes im Sinne der Schwere
einem Drucke (p -+ ggdz) dady ausgesetzt ist. Da aber der Wider-

stand des Fliissigen, worauf sich das Element dm stiitzt,, eine
diesem Drucke gleiche und entgegengesetzte Kraft bildet, so wird
dieses Element von den zwei nach entgegengesetzten Richtungen

wirkenden Kriften pdzdy und (p + ;1_11 dz)dady getrieben, welche

. 8 5 . {d
als Resultirende die von unten nach oben wirkende Kraft (al,f dedydz
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als Differenz der beiden vorigen geben. Damit sich dieses Ele-
ment dm aber weder nach autwirts noch nach abwarts bewege,
so muss diese letztere Kraft der oben genannten, nach der Achse
der z wirkenden Kraft Zdm = Zedadyds gleich sein, so dass
man dafiir hat:

(gg)dxdydz = p Zdwdydz; . i (%) =oZ
Auf gleiche Weise erhilt man auch noch die beiden Glei-

chungen: (gg) ity (g—g) =Yor\a
welche stattfinden miissen, damit sich das Element dm weder im
Sinne der Achse der y, noch in jenem der Achse der & bewegt.
Dabei ist man von der immer richtigen Voraussetzung ausgegangen,

dass der Druck auf die Seitenflichen dedz und dydz des Ele-
mentes auf die Flacheneinheit bezogen, ebenfalls = p ist.

Diess vorausgesetzt, sind daher die allgemeinen Glei-
chungen der Hydrostatik, d. i. des Gleichgewichtes einer
fliissigen Masse itberhaupt, worauf belichige beschleunigende Krifte
wirken (mag diese Masse gleichartig oder ungleichartig, zusammen-
driickbar oder unzusammendriickbar sein) sofort:

()= () =% () = e

168. Multiplicirt man die erste dieser Gleichungen mit dz,
die zweite mit dy, die dritte mit dz und addirt sie hierauf, so
erhilt man (Comp. §. 673):

dp = o (Xda 4+ Ydy + Zdz)...(2).

Soll nun p moglich sein, oder das Gleichgewicht bestehen,
so muss dp ein vollstindiges Differential einer Function von
@, y, 2 darstellen; dieses ist aber der Fall, wenn (Lehrbuch 1I1.
S. 63, Comp. §. 678) die drei Bedingungs-Gleichungen bestehen :

(d.dgyX) = (d.diY), (dszX) o (d.dg;Z), (d.dng) i (ddg.)yZ) 4 (3)
Finden diese Gleichungen statt, so lasst sich die Gleichung (2)

integriren und der daraus gefundene Werth von p leistet dann
den Bedingungs-Gleichungen (1) fiir das Gleichgewicht Geniige.

Um die bei dieser Integration vorkommende willkiirliche Constante zu be-
stimmen, muss der in irgend einem Puncte der Fliissigkeit stattfindende
Druck gegeben sein.
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169. Jede Fliche, in deren simmtlichen Puncten der nim-
liche Druck stattfindet, heisst Niveaufliche, ihre Gleichung
wird demnach durch die Bedingung p = Const. oder dp = 0 be-
stimmt. Dieser Erklirung zufolge besteht also fiir jede Niveau-
fliche [wegen Gleichung (2)] die Bedingungs- oder Differential-
Gleichung :

Xde+Ydy 4+ Zdz = 0...(4)

und diese driickt sofort aus, dass jede Kraft, welche auf irgend
einen Punct 2, y, z dieser Fliche wirkt und deren Componenten
nach den 3 Achsen X, Y, Z sind, auf dieser Fliche normal ist.

Denn zieht man auf dieser Fliche irgend eine Curve und an einen beliebigen
Punct x, y, z derselben die Tangente, welche bekanntlich mit dem Curven-
de dy dz
s’ ds’ ds
der Winkel, welche diese Tangente mit den Achsen der x, y, z bildet.
Ist ferner R die Resultirende aus den Kriiften X , Y, Z, so sind ebenso

element ds an diesem Puncte zusammenfillt, so sind die Cosinus

%, }I—;, % die Cosinus der Winkel, welche B mit diesen Achsen einschliesst,

[d. i. Cos(R.x), Cos(B.y), Cos(R.z)].
Dividirt man alle Glieder der obigen Gleichung (4) durch Rds, so
erhélt man:
Xede ¥ dy  Z.dz
EETRGTRTG ™
woraus (Comp. §. 580) sofort folgt, dass die Resultirende R mit der Tan-
gente der Curve, welche man auf der Niveaufliche willkiirlich gezogen hat,
einen rechten Winkel einschliesst, mithin die Richtung von R mit der
Normale der Fliche in diesem Puncte @, Y, %, der ebenfalls willkiirlich
gewihlt wurde, zusammenfillt. Ausserdem versteht es sich von selbst, dass
die Kraft B von aussen nach innen gerichtet sein muss.

0,

170. Setzt man in den aus der oben erwihnten Integration
der Gleichung (2) hervorgehenden Werth von p=f(z y, 2) fir
die 3 Variablen die Coordinaten irgend eines Punctes der Wand-
fliche AB A’ (Fig. 84) des die Fliissigkeit einschliessenden Ge-
fasses, so erhalt man die Grosse des Druckes dieser Flissigkeit
auf den entsprechenden Punct der Gefisswand, ein Druck, welcher
von der Festigkeit der Wand aufgehoben wird.

Da jedoch dort, wo das Gefiss offen ist, dieser Druck durch
nichts aufgehoben wiirde, so muss derselbe fiir das Gleichgewicht
an dieser offenen Stelle, d. i. an der freien Oberfliche A DA'E
der Flissigkeit gleich Null sein, und da diese Bedingung von



&
p =0 ebenfalls der obigen (in der vorigen Nummer) dp = 0 ent-
spricht, so folgt, dass die freie Oberfliche ebenfalls eine Niveau-
fliche bildet. Dasselbe ist auch noch der Fall, wenn auf die freie
Oberfliche ein gleichmassiger Druck stattfindet (wegen p = Const.).

171. Wird die obige Differentialgleichung (4) integrirt, so
erhélt man:

J(Xde +Ydy + Zdz) = C...(5)-

Gibt man nun der willkiirlichen Constanten € nach und
nach verschiedene Werthe, so erhiilt man eben so viele parti-
culire Integrale, welche eben so vielen Niveauflaichen ange-
horen, deren jede also die Gleichung (4) als Difterential-Gleichung
und zugleich die Eigenschaft besitzt, die Resultirende R der
beschleunigenden Krifte X, Y, Z unter rechten Winkeln zu
schneiden.

Die von zwei unendlich nahen Niveauflichen begrenzte un-
endlich diinne Schichte heisst Niveau-Schichte.

172. Geht man noch Einmal auf die obige Gleichung (2)
in Nr. 168. zuriick und nimmt an, dass Xda + Ydy 4 Zdz das
vollstindige Differenzial einer Function ¢ (, y, 2) sei, so wird
auch : dp = ¢d. (2, y, 2)-..(6),
und da p eine Function f(z, y, ) sein soll (170.), so muss sofort
o eine Function von ¢ (2, y, z) sein. Da nun fiir jede Niveau-
flache oder Niveauschichte (wegen dp = 0) die Function ¢ (,y, 2)
constant ist, so folgt, dass dafir auch die Dichte ¢ constant
sei. Jede Niveauschichte besitzt daher durchaus
dieselbe Dichte.

Das Gesetz endlich der Dichtigkeits-Verinderung von einer
Niveauschichte zur anderen hingt von einer dieses Gesetz bestim-
menden Function von ¢ (a,y,2) ab, wodurch dann auch der jeder
Schichte entsprechende Druck p durch die Integration der vorigen
Gleichung (6) bestimmt wird.

Anmerkung. Aus allem bisher Gesagten folgt also, dass, wenn eine fliissige
Masse (tropfbar oder luftférmig) mit freier Oberfliiche ins Gleichgewicht
kommen soll, sie sich so lagern muss, dass 1stens die Dichte fiir alle Niveau-
schichten zwischen zwei unendlich nahen Niveauflichen constant, und

Otens die Resultante der auf die iussere Oberfliiche wirkenden beschleu-
nigenden Kriifte auf diese perpendikuliir sein muss.
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173. Ist die Schwere die einzige auf die Flussigkeit wirkende
Kraft, so haben bei der oben angenommenen Richtung der Coor-
dinatenachsen die beschleunigenden Krifte die Werthe X — 0,
Y=0, Z=yg, und es ist fir das Gleichgewicht [Relat. (2) in
Nr. 168.] dp = ggd-.

Ist nun die Dichte ¢ constant, was bei allen tropfbaren
Fliissigkeiten, ihrer geringen Zusammendriickbarkeit wegen, ange-
nommen werden kann, so folgt aus dieser Gleichung, wenn man
integrirt: p = pgz + C. Ist zur Bestimmung der willkiirlichen
Constante C der Druck P in einer bestimmten Tiefe von 2i—al
gegeben oder bekannt, so hat man P — 09h+ C und daraus
C= P—ogh, folglich als vollstindiges Integrale, oder fiir den
Druck auf die Flicheneinheit in einer beliebigen Tiefe ¢:

p=2F+0g9(z—h).

Endlich geht die obige Bedingungs - Gleichung (5) fiir die
Niveauflichen im vorliegenden Falle in jene [gdz = C iiber, aus
welcher, wenn a eine constante Grosse bezeichnet, sofort z = a folgt.

Nach den in Nr. 171. gemachten Bemerkungen sind also
hier die Niveauflichen mit der Ebene der xy parallele, d. i.
horizontale Ebenen.

Wiire die Dichte ¢ variabel, so wire 1559/ el

174. Um eine weitere Anwendung von der vorigen Gleichung
(4) zu zeigen, wollen wir annehmen, dass alle Theilchen einer
vollig freien (in keinem Gefisse eingeschlossenen), nicht schweren
Fliissigkeit von einer Kraft angezogen werden, welche von einem
im Innern derselben liegenden festen Punct ausgeht und dem Ab-
stande von diesem Puncte proportional ist. Ist nun ¢ der Werth
dieser Kraft im Abstande 1, und nimmt man den genannten festen
Punct zum Ursprung der rechtwinkeligen Coordinaten, so sind
X=9z, Y=9y, Z= @z die auf das Element oder den Punct
2, y, z wirkenden, mit den Achsen parallelen Seitenkrifte, folg-
lich ist, wenn man diese Werthe in der obigen Gleichung (4)
substituirt und gleich mit @ abkirzt, 2de + ydy 4+ 2zdz = 0 die
Differenzial-Gleichung fiir alle Niveauflachen, also auch der freien
Oberfliche selbst.

Diese Gleichung gibt, wenn man integrirt 22 y24- 2= C,
und wenn man, um die Constante ' zu bestimmen, den Abstand
des Punctes @, y, z vom Ursprung der Coordinaten = » setzt,



wodurch (Comp. §. 557) 7% = a*+ y*+ 2% wird, so folgt C'=12
mithin wird die vorige Integral-Gleichung, wenn man fiir C diesen
Werth substituirt:
2? + % 4 22 =12,

welches sofort (Comp. §. 604) die Gleichung einer Kugelflache
vom Halbmesser » ist. Die fliissige Masse bildet also in diesem
Falle eine Kugel, deren Mittelpunct der genannte feste An-
ziehungspunct ist; zugleich sind die siémmtlichen Niveauschichten
concentrische Kugelflachen von demselben Mittelpuncte.

Von dem Gleichgewichte und Drucke schwerer Fliissig-
keiten auf den Boden eines Gefiisses.

@§. 332.)
175. Es befinde sich in dem oben offenen Gefasse C I (Fig. 85),

dessen ebene Grundfliche horizontal sein soll, irgend eine schwere
homogene Fliissigkeit bis zur Hohe A B, so wird, wenn das Gleich-
gewicht eingetreten (Nr. 170.), die freie Oberfliche 4B horizon-
tal, d. i. perpendikular auf die Richtung der Schwere sein und
das Gleichgewicht wird auch nicht gestort werden, wenn man anf
diese Oberfliche noch ausserdem irgend einen constanten Druck
in dieser Richtung ausiibt.

Der auf die Einheit der Flache bezogene Druck ist ferner
nach der ganzen Ausdehnung irgend einer horizontalen Schichte
der Fliissigkeit constant; setzt man diesen fir die in der Tiefe ¢
unter der Oberfliche 4 B liegende Schichte m#n gleich p und
ist ¢ die constante Dichte der Flissigkeit, sowie g die Schwere,
so hat man nach der Gleichung (2) in Nr. 168. (wegen X = 0,
Y =0, Z=g) sofort dp = ¢gdz, und wenn man integrirt:

p=e92+49,
wobei die Constante ¢ den dusseren auf die Oberfliche A B statt-
findenden Druck bezeichnet, welcher in der Regel in dem Drucke
der Atmosphire besteht. Dieser constante Druck pflanzt sich
unverandert auf alle Puncte des Gefisses, sowie auf die in die
Fliissigkeit eingetauchten Korper fort und er kommt in jedem
Puncte der Fliissigkeit zu dem aus der Schwere herriithrenden
variablen Druck hinzu. Da man nun diesem Drucke der Atmo-
sphare iiberall leicht Rechnung tragen kann, so wollen wir ihn



der grosseren Einfachheit wegen hier ganz auslassen oder Null
setzen, wodurch die vorige Gleichung in p = g g2 iibergeht.

Ist nun die Bodenfliche = #, ihr Abstand von der Ober-
fliche AB = 1, sowie der Druck auf den Boden — P, so folgt
aus dieser Gleichung wegen z =/, sofort:

P=pF = ggFh...(m),

woraus also ersichtlich ist, dass der auf den horizontalen Boden
ausgeiibte Druck, ohne Riicksicht auf die Form des Gefisses
(es mag gleich weit, oder nach aufwiirts erweitert oder verengt
sein), gleich ist dem Gewichte eines Flissigkeitsprisma oder Cylin-
ders, welcher /* zur Grundfliche und % zur Hohe hat, dessen Vo-
lumen und Masse also bezichungsweise V= I und M — o l°h
ist. (Da hier ¢ das Gewicht der Masseneinheit bezeichnet, so ist
§. 35, Anmerk. Mg = P das Gewicht der Masse M.)

Anmerkung. Befinden sich in einem Gefiisse mehrere Fliissigkeiten eine
iiber der anderen, so ist es fiir das Gleichgewicht nothwendig und auch
hinreichend, dass die Niveau- oder Separationsfliichen zwischen zwei auf-
einander folgenden Fliissigkeiten (Nr. 173.) horizontal seien, weil in
diesem Falle jede iiber einer anderen stehende Fliissigkeit auf. alle Puncte
ihrer Grundfliche einen constanten Druck ausiibt, welcher also nach der
oben gemachten Bemerkung das Gleichgewicht der unter ihr liegenden
Fliissigkeit nicht storen kann.

Giesst man nun in das vorige Gefiiss CF (Fig. 85) iiber die Fliissighkeit
ABCD eine neue, von der Dichte ¢, deren obere Fliche 4'B’ wieder
horizontal ist und iiber der Schichte 4 B den Abstand A’ hat, so iibt diese
Fliissigkeit auf die Schichte 4B — F’, als ihre Basis nach der vorigen
Gleichung (m), den Druck P’— o’g F'L’ aus, welcher sofort durch die
untere Fliissigkeit auf die Bodenfliiche # des Gefiisses nach §. 330 gleich-
miissig fortgepflanzt wird und dadurch auf diesen den Druck 0'gFh’ her-
vorbringt; der von beiden Fliissigkeiten auf die Bodenfliiche ausgeiibte
Druck ist daher P+ P'— ogFh+ o'gFl — gF (oh -+ o'h).

Auf dieselbe Weise findet man, dass, wenn iiber diese zweite noch eine
dritte Fliissigkeit von der Dichte o” his A”'B" gegossen wird und diese
Schichte A”B”, welche von der vorigen A'B’ um %" abstehen mag, wieder
horizontal steht, dadurch erstens das Gleichgewicht nicht gestort wird und
dann der Gesammtdruck auf den Boden des Gefiisses:

=(eh+4oh' + "k")gF ist.

Fiihrt man so fort, so zeigt sich, dass, wenn beliebig viele iibereinander
befindliche Fliissigkeiten von verschiedener Dichte, welche jedoch keine
chemische Wirkung aufeinander ausiiben diirfen, und wobei sich immer die
specifisch leichtere iiber die schwerere lagern wird, in einem Gefiisse im
Gleichgewichte stehen, der Druck auf die horizontale Bodenfliche
lediglich von der Grosse dieser Fliche, von der Hohe der
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einzelnen Fliissigkeitsschichten und von ihren Dichtigkei-
ten abhiingt. Da dieser Satz auch noch stattfindet, wenn diese horizon-
talen Schichten unendlich diinn sind, so gilt er auch fiir den Fall, dass
sich die Dichte der Fliissigkeit nach verticaler Richtung continuirlich
und gleichmiissig #indert, wie diess bei compressiblen Fliissigkeiten der
Fall ist. Auch gilt dieser Satz noch, wenn mit der Dichte die Schwere
von Schichte zu Schichte variirt.

176. Wird der Boden des Gefasses durch keine Ebene, son-
dern durch irgend eine krumme I'lache gebildet, so seien, um
den Normaldruck auf denselben zu bestimmen, @, y, 2z die recht-
winkeligen Coordinaten irgend eines Punctes 3/ (Fig. 86), sowie
w das demselben Puncte entsprechende Flachenelement dieser
krummen Fliche (wobei z wieder in der Richtung der Schwere
liegen soll). Bezeichnet ferner p den Drfick auf die Flichenein-
heit, so ist pw der auf dieses Flichenelement nach der Richtung
der Normale N M stattfindende Druck. Bildet diese Normale mit
den drei Achsen der a,y, z beziehungsweise die Winkel «, 8,7,
so sind bekanntlich die Neigungswinkel des Flichenelementes w,
d. i. der Tangentialebene im Puncte M mit den Ebenen der 2y,
2z, yz beziehungsweise =y, f, @, so dass, wenn das Flachen-
element auf die 3 genannten coordinirten Ebenen projicirt und die
Projectionen beziehungsweise mit u, «’, u” bezeichnet werden, sofort :

w=wCosy, W=wCosf, w =wCosa
stattfindet.

Multiplicirt man diese Gleichungen mit p, so erhilt man:

pu=pwCosy, pu = pwCosf, pu’ = pwCosa,

woraus hervorgeht, dass die Producte pu, pu, pu” nichts anderes
als die nach den drei Achsen der z, y, & genommenen, also be-
ziechungsweise auf den Ebenen der ay, 2z, yz perpendikuléren
Seitenkrifte des Normaldruckes pw sind, so dass man also
iiberhaupt den aus dem Normaldruck pw abgeleiteten
senkrechten Druck auf irgend eine Ebene erhilt, wenn
man in dem Producte pw das Element der krummen
Flache w mit dessen Projection auf die betreffende
Ebene vertauscht.

177. Wird nun auf die Oberfliche der in dem prismatischen
oder cylinderischen Grefésse enthaltenen tropfbaren Flissigkeit ein
verticaler Druck 2 derart ausgeiibt, dass davon auf die Flichen-

Burg’s Mechanik. Suppl. 12
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einheit der Druck p (welcher sofort §. 330 auf jedes Flichen-
element normal ist) entfillt, und abstrahirt man dabei von dem
Gewichte der Fliissigkeit, so ist der Gesammtdruck auf den Boden
CDE des Gefasses nach verticaler, d. i. lothrechter Richtung
=pu -+ pu,+pu,+...=p(u+u,+...) =p F, wenn niimlich 7
die Projection der krummen Fliche auf die horizontale Ebene C Z ist.
Anmerkung. Stellt dieses Gefiiss, welches ein Cylinder vom Halbmesser »
sein mag, einen beweglichen Kolben, z. B. einer Wassersiulenmaschine
vor, so ist der Wasserdruck auf denselben ganz gleich, er mag durch
irgend eine krumme Fliiche CDE oder durch die Kreisebene
C'E = r*x geschlossen sein, indem dieser Druck immer — pr?z ist, wenn

p den Druck auf die Flicheneinheit bezeichnet.

178. Rahrt der Druck auf die Bodenfliche von dem Ge-
wichte der Flissigkeit her, so ist p nicht mehr constant, sondern
eine Function von z, wenn z die Tiefe des betreffenden Flachen-
elementes unter dem Spiegel der Flissigkeit ist, die Ebene der ay
also mit diesem Spiegel zusammenfillt. Tn diesem Falle findet
man den lothrechten Druck auf die krumme Flache, also senkrecht
auf die Ebene der 2y, sowie auch gegen die beiden iibrigen coor-
dinirten Ebenen durch eine doppelte Integration, wie aus dem
nachstehenden Beispiele zu ersehen ist.

Beispiel. Hs sei z B. die Kugelschale AHA'B (Fig. 84), welche die
Hiilfte einer hohlen Kugel vom Haltmesser C A — OB = r bilden, und
wobei die grisste Kreisebene 4D AE horizontal liegen und mit der Ebene
der oy zusammenfallen soll, mit einer Fliissigkeit gefiillt, deren Gewicht
in der cubischen Einheit = y ist.

Nimmt man 4 4" zur Achse der x, D E als Achse der y und schneidet
die Halbkugel sowohl durch zwei mit der Ebene der yz parallele Ebenen in
den Entfernungen O'P = x und « + dz, als auch durch zwei mit der Ebene
der 2z parallele Ebenen in den Distanzen PM =y und y + dy, so erhilt
man ein lothrechtes Fliissigkeitsprisma vom Querschnitt dedy urd, wenn
man Pp = MM’ == z setzt, von der Hohe z Ist P der gesuchte lothrechte
Druck auf die Kugelschale, so ist (Nr. 177.) d*P = pu, und zwar ist
hier p = yz und » = dxdy, daher auch:

1’P = yzdedy = ydedy V o'— 42,
wenn man nidmlich PN = PM' = o setat.

Aus dieser Differential - Gleichung erhdlt man durch eine zweifache
Integration : = 4yJ dx J dy l/g —y

Nun ist aber fdj Vor—y? =ZQ = Z;(' —«?), mithin auch:
0



P =4y, fdoc(a —a?) = yn. 313 = 3o3my,
also der gesuchte Druck, wie es sein soll, gleich dem Gewichte der in dem
Gefiisse enthaltenen Fliissigkeit.

Bildet diese Kugelschale die Bodenfliche eines senkrechten Cylinders
von demselben Halbmesser » und reicht die Fliissigkeit bis auf die Hohe /4
iiber der Kreisfliche ADA'E, so kommt zu dem vorigen Drucke noch
Jjener r*zhy hinzu, so dass der Gesammtdruck dann = (37m r*mh)y
gleich dem Gewichte der in dem Gefiisse enthaltenen Fliissigkeit ist, wie
es sich wohl von selbst versteht.

Sceitendruck.

(§. 333.)

179. Es sei auf der schiefen Wand D £ (Fig. 87) des bis
auf die Hohe AB mit einer tropfbaren Fliissigkeit gefiillten pris-
matischen Gefiisses die krumme Linie a Mbma gezeichnet und
der Druck der Fliissigkeit auf die von dieser' Curve begrenzte
ebene Flache zu bestimmen.

Legt man durch den Punct A eine verticale Ebene A.J senk-
recht auf die Ebene D FE, zihlt auf der dadurch entstehenden
Durchschnittslinie AZ von 4 aus die Abscissen und nimmt darauf
senkrecht die rechtwinkeligen Ordinaten der geschlossenen Curve,
welche also horizontal sein werden, setzt namlich fiir einen belie-
bigen Punct M der Curve, welche wir der grosseren Einfachheit
wegen gegen ab als symmetrisch voraussetzen wollen, 4 P= a:
und PM = Pm =y, zieht ferner in der Entfernung Pp = dx
eine zweite Ordinate, so ist die von diesen beiden Ordinaten ein-
geschlossene unendlich schmale Flache df = 2y da und es liegen
alle ihre Puncte um die Tiefe NP = z unter der Oberfliche der
Flissigkeit, so dass der Druck auf diesen schmalen Streifen
(Nr. 175.) durch dP = pyzdf =2pzyda, oder wenn der Nei-
gungswinkel BAL = a ist, wegen z = x Sina, durch

dP = 2y Sine yxda
ausgedruckt wird, wenn wieder p das Gewicht der cubischen Ein-
heit der Flussigkeit bezeichnet.

Aus dieser Gleichung folgt, wenn man die Grenzen Aa=a
und Ab = a” setzt, sofort durch Integration der gesuchte Nor-
maldruck auf die von der Curve «Mbm eingeschlossene

ebene Flache:
12%
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P=2ySna ;/wdm. oiC1);

wobei die Gleichung der Umfangscurve y = f(x) gegeben sein
muss.

180. Ist X die Abscisse des Schwerpunctes der von der
angenommenen Curve begrenzten Fliche 7, also X Sina — £ der

Abstand dieses Punctes vom Wasserspieggl, so ist (Nr. 25.):
FXSino = 2Sz'nafy:cdx,

folglich auch: P=ypFXSine=yFh....(2);

es ist also der auf die Fliche ausgeiibte Seitendruck
gleich dem Gewichte einer Wassersiaule, welche die
gedriickte Fliche zur Basis und den Abstand des

Schwerpunctes dieser Fliche vom Wasserspiegel zur
Hohe hat.

Anmerkung. Ein Schutzbret oder eine Spundwand hat also, ohne Riicksicht
darauf, ob viel oder wenig Wasser anliegt, immer denselben Druck aus-
zuhalten, so lange sich der Abstand des Schwerpunctes dieser Wand vom
Wasserspiegel nicht iindert.

181. Um auch eine Anwendung des in Nr. 176. entwickelten
Satzes fiir den Druck auf krumme Flichen bei dem Seitendruck
zu zeigen, wollen wir annehmen, dass der hohle Kegel ABMO
(Fig. 88) ganz mit Wasser gefiillt sei und den dadurch entstehen-
den Druck im Gefisse bestimmen.

Denkt man sich den Umfang der Grundfliiche in unendlich
viele gleiche Theile wie Mm — ds getheilt und die Theilungs-
puncte mit der Spitze des Kegels durch gerade Linien verbunden,
so hat man die Mantelfliche in unendlich schmale gleichschen-
kelige Dreiecke zerlegt, wovon jedes die Fliiche §1ds besitzt, wenn
man die Seite oder Kante des Kegels mit / bezeichnet. Ist ferner
OC=1 die Hohe des Kegels, so liegt der Schwerpunct o eines
solchen Flichenelementes OMm um § 5 unter dem Wasserspiegel,
d. i. unter dem Punct O, und es ist daher nach der vorigen Num-
mer der Druck des Wassers auf dieses Element dV=1 lds.2hy

=4y lhds, folglich der Normaldruck auf die gesammte
Mantelfliche:
Qe

~2TT

N=1plh|ds = g,,,zbjrdu = 2raplh,

0
oder wenn man die Mantelfliiche — () setzt, auch N=0.3h.p. . (m).
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Zerlegt man nun, um den Seitendruck parallel zur Achse
zu erhalten, den auf das Flichenelement OMm stattfindenden Nor-
maldruck dNV in zwei aufeinander senkrechte Seitenkrifte d 7, dF’,
wovon die erstere parallel zur Achse OC, die andere also darauf
senkrecht ist; so hat man, die Projection des Flichenelementes
OMm auf die Grundfliche des Kegels, d. i. MCm = dF' gesetzt,
nach dem erwihnten Satz in Nr. 176.:

AP == dF2hy, folglich P=2Fhy = 3r*mhy
(was auch unmittelbar aus der Relat. (m) folgt, wenn man /” statt
O setzt) als Resultirende aller zu OC parallelen Krifte, wihrend
sich die darauf senkrechten, in der verlingerten Kreisebene aob
liegenden Krifte ringsherum aufheben.

Der Druck auf den Boden des Kegels ist gleich »*m.hy,
und da der vorige Druck P diesem entgegengesetzt ist, so bleibt
noch ein Druck nach abwarts (normal auf die horizontale Ebene,
worauf das Getiss steht) = r2mhy — 302mhy = Jr2mhy, also
gleich dem Gewichte des im Gefasse enthaltenen
Wassers, wie es sein muss.

Wiirde man die Mantelfliche von dem Boden lostrennen, so
wiirde der Boden mit der Kraft 72w hy abwirts gedriickt und die
Mantelfliche mit der Kraft 22z hy vertical aufwirts gehoben.

Anmerkung. Hat der Kolben z B. einer Wassersiulenmaschine die Trichter-
form ABCD (Fig. 89), wobei AB = 2R der grossere, und ab =2r der
kleinere Durchmesser ist und bezeichnet p den von der Wassersiiule auf
die Flicheneinheit ausgeiibten Druck, so ist der Druck auf die Fliiche AB
aufwiirts — R?m.p und der Seitendruck nach abwiirts, welcher von dem

auf die Mantelfliiche A Bab ausgeiibten Normaldruck herriihrt = (B*—»*) 7. p,

so dass also noch nach aufwirts der wirksame Druck

P=Rmp— (R*—r)mp =rnw.p

iibrig bleibt, welcher sofort bloss dem Querschnitt des Cylinders

abCD entspricht.

Mittelpunct des Druckes.
(§. 335.)
182. Um den Mittelpunct des Druckes O (Fig. 90) fir die

von der Curve aMbma umschlossene ebene Ilache zu bestimmen,
wenn das Gefiss CDG mit einer schweren Fliissigkeit gefillt ist,
nehme man die horizontale Kante K #' des Gefasses zur Achse
der statischen Momente und setze, wie in Nr. 179., AP =
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PM=Pm=y, Pp=de, Aa =24 und A4b=2"; so ist der
Normaldruck der Fliissigkeit auf das Flichenelement 3/ n, welches
um die Tiefe 2 Sin & unter dem Spiegel £G liegt: dp =2y da. 2Sine. Y
und dessen statisches Moment gegen EF: adp=2ySina.ya?da,
folglich die Summe der statischen Momente aller Flachenelemente :

-
NMe— 2ySz'naf_yw2dm,
E

wobei die Gleichung y = £ (2) der Umfangscurve gegeben sein
muss. Ist nun P die Resultirende aus allen den (zu einander
parallelen) Normalpressungen, d. i. aus dem Gesammt-Normaldruck

auf die betreffende Fliche aMbma, nimlich P — 2y Sina Z/xdx,

und 40 = X die Abscisse ihres Angriffspunctes, d. i. der Mittel-
punct des Druckes; so ist auch M = PX, oder wenn man
fir A7 und P die vorigen Werthe substituirt und abkiirzt :

f ;x’dx

AL ST ey

f yaxde
wodurch dieser Punct 0, da er bei der gemachten Voraussetzung,
dass die betreffende Fliche durch die Abscissenachse 4B in zwel

symmetrische Theile getheilt wird, in der Geraden A B liegt, voll-
kommen bestimmt ist.

Anmerkung. Lisst sich die Fliche durch die Gerade AB nicht in zwei
symmetrische Theile theilen, so muss man noch eine zweite, am einfachsten
mit der 4B parallele Momentenachse annehmen und auf dieselbe Weise
den Abstand Y des Punctes O von dieser Achse bestimmen.

183. Ist, als einfachster Fall, die Fliche ein Rechteck,
dessen beide horizontal liegende Seiten = 5 und die beiden an-
deren (parallel mit 4 B) = a sind und wofiir 4q — d, folglich
Ab=a-+d ist; so hat man nach der vorigen Gleichung (1),
wegen y = 10 sofort:

atd
-.}bfac’dx
Wiy a _ g (at-ad)y—a?

cOtAESEES (G e
..}medm S
da
3 a?+3ad 4 3d°
d. 1. X=%W-..-(7h)

(vergl. Gleich. 1 in §. 335).



Liegt die obere Kante im Wasserspiegel , so ist wegen
d = 0 sofort: = 2a.

184. Ist die Fliche ein gleichschenkeliges Dreieck,
dessen Spitze im Wasserspiegel und Héhe A in der Geraden 4B
liegt, so hat man, wenn die Basis des Dreieckes = 2b ist, wegen

ziy=h:b, also y = %.z sofort :

__b h2
]—wa da
0

Fiir die umgekehrte Lage, wenn namlich die Basis im
Wasserspiegel liegt, ist
bgh,
7 f xda (b — )

Kissh Sl et =l
ijdm(h—m)

0
Anmerkung. Dieselben Ausdriicke gelten auch fiir ein rechtwinkeliges

Dreieck CAB (Fig. 91 und 91°), dessen Cathete AC = h parallel mit der
Geraden A B (Fig. 90) liegt. Es ist ndmlich im ersteren Falle, wenn die
Spitze C (Fig. 91) im Wasserspiegel liegt, CP = 3CA und im letzteren
(Fig. 91") CP = $ AC.

Da ferner in beiden Fillen der gesuchte Punct O in der Halbirungs-
linie ¢ B liegen muss, so ist in diesen beiden Fiillen beziehungsweise
PO=3AB und PO = } AB.

185. Ist endlich die betreffende Fliche ein Kreis vom Halb-
messer 7, dessen Mittelpunct von der Achse EF um a absteht,
und verwechselt man fir dieses Beispiel zur Vereinfachung der
Rechnung die beiden Coordinatenachsen, setzt namlich (Fig. 92)
AP=Cp=2a und pM=pm=y; 80 ist y =}/(»*—a* und
der Druck auf das Flichenelement Mn, da dessen Schwerpunct
um die Grosse a Sina lothrecht unter dem Wasserspiegel liegt,
dp =2yde.aSine.y =2ay Sinada V/ (»*—2*), folglich der Ge-
sammtdruck anf die Kreisfliche:

R — .‘erdp = 4ay Sin afaa:]/(rz— 2:2)
oder wegen Jdu, V (r*—2?) = ;]/(7'2——.7;2) + g arce :Sin?; .

folglich [ Q) (rr—a?) =5% aunch P=r*mpaSina (wie diess

auch nach dem Satze in Nr. 180 scin muss).



Um ferner das statische Moment 3/ dieses Druckes zu finden,
hat man fiir den Abstand Po des Mittelpunctes des Druckes des
unendlich schmalen Rechteckes Mn nach Nr. 183. Gleichung (m),
=
folglich das statische Moment des auf dieses Element ausgeiibten
Druckes :

in welcher d =a—y und ¢ = 2y zu setzen ist, Po= g

Lo.dp = (a - ;Ey“)ZaySinaydw
= 2ya*Sine yda + 2 y Sina y3da.
Das gesuchte Moment ist daher:
M=2ya*Sine. 2fdw V(rz— x*) 4 29 Sin tx.ZJﬂdx (7"2‘.2;")%
0 0

72

4 7 B : i w
oder wegen fod.z’ V(e?—a?)=27% ynd Jodw (r*—a?) = )

282
auch: M=yrzSina (a® 4 172).
Da nun fiir’s Gleichgewicht PX — 1 , also X == ﬁ}—f 1st, so

erhalt man, wenn fiir 37 und P die Werthe gesetzt werden, sofort:
et Uy | B

yrimwaSin e Ao s
Liegt der Scheitel des Kreises im Wasserspiegel, so ist
wegen a = » sofort: X =4isr,

wihrend der Schwerpunct des Kreises nur um 4, unter dem
Wasserspiegel liegt (vergl. §. 33%).

*) Bs ist nimlich (Comp. §. 817 und §. 819, 2.):

do (r2— 22t — g(g 7t —a®) ) (r2—g2) + grtare SinZ.
~



