4rm’
Gitt s 289

9=G_§.g?)’ oder auch nahe g = G(l—f‘ig)’

folglich :

so dass also die Schwerkraft dort um den 289sten Theil jhres Werthes
vermindert wird. Da aber 289 das Quadrat von 17 und die Centrifugal-
kraft dem Quadrat der Geschwindigkeit proportional ist, so folgt, dass
wenn die Rotationsgeschwindigleit unserer Erde beilinfig 17 Mal grésser
wire, die Schwere unterm Aequator gleich Null sein wiirde,

Anmerkung 2. Nimmt man auf die allméhliche Abnahme der Centrifugal-
kraft vom Aequator gegen die Pole hin, sowie auch auf die Abplattung
der Erde selbst Riicksicht, so kann man, wenn ¢ die Intensitit oder Be-
schleunigung der Schwere in dem Parallelkreis von der Breite von 45" be-
zeichnet, sofort fiir jeden Ort der Erde, fiir welchen die geographische
Breite = ¢ ist, sehr nahe

9 = ¢’ (1-—-002588 Cos 2¢p)
setzen. So ist z. B. im Metermass g = 980558, folglich fiir Paris wegen
@ = 48°50" 14" nach dieser Formel:
g = 9:80558 X 10003456 = 9-80896 Meter.
Auf den Wiener Fuss bezogen, kann man ¢ — 31-0203 setzen ; folglich
ist fiir Wien, wegen @ — 48°12' 36" die Beschleunigung der Schwere:
g = 310203 X 1-00028938 = 31:02927 Fuss.
Nach den von Pouillet im J. 1854 aus den Gesammt-Beobachtungen
zusammengestellten wahrscheinlichsten Werthen wire fiir das Metermass:
g = 9806055 (1—"00255237 Cos 2 ).

Von dem Momente der Tragheit.

(§. 200.)

135. Schwingt oder rotirt ein materieller Punct von der
Masse m in Folge der Einwirkung einer Kraft mit einer gewissen
Winkelgeschwindigkeit um irgend eine Achse, von welcher er die
Entfernung » besitzt, so wird (§- 200) das Product m#2, aus der
Masse in das Quadrat des Abstandes derselben von der Drehungs-
achse das Moment der Trigheit dieser Masse genannt. Soll
eine andere Masse M, welche in der Entfernung = 1 von der
Drehungsachse angebracht ist, durch dieselbe oder eine gleich
grosse Kraft ebenso bewegt werden, d. i. die nimliche Winkel-
geschwindigkeit wie die erstere Masse m im Abstande erhalten,
so muss [§. 200, Gleich. (1)] diese Masse M X 1%= mr?; d. i
M = m7r* sein, so dass also auch diese letztere Masse M als Mass
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fir das Moment der Trigheit der im Abstande r befindlichen
Masse m gelten kann*).

Dehnt man diese in Bezichung auf einen materiellen Punct
gegebene Definition auf einen Kdrper von was immer fiir Di-
mensionen aus, so versteht man unter dem Moment der Triigheit
eines Korpers in Beziehung auf irgend eine Geerade als Umdrehungs-
achse, die Summe der Producte der Massen aller einzelnen Kle-
mente des Korpers in die Quadrate ihrer Abstinde von dieser
Geraden. Bezieht man die Lage des Korpers, dessen Masse = M

#) Nach der gewdhnlichen Ausdrucksweise setzt jede Masse der bewegenden
Kraft einen Widerstand entgegen, der um so grosser ist, je grosser die
Masse, oder je grosser die Geschwindigkeit ist, welche die Masse erlangen
soll, und in diesem Sinne sagt man auch, dass die im Abstande 1 von der
Drehachse angebrachte Masse M = m»*® der drehenden Bewegung den-
selben Widerstand wie die Masse m im Abstande r entgegensetze. Allein
wir wiederholen hier, dass diese Art sich kurz auszudriicken, wobei man
sich offenbar von dem Gefiihle, welches mit jeder Kraftanstrengung ver-
bunden ist und nur zu leicht mit der Empfindung eines dadurch hervor-
gerufenen Widerstandes von Seite der zu bewegenden Masse verwechselt
wird, keinesweges zu dem falschen Begriff verleiten lassen darf, als ob
sich die Masse als etwas Selbstthiitiges der Bewegung nur mit einem ge-
wissen Widerstreben fiige und sonach in der That einen gewissen Wider-
stand leiste. Decher gebraucht aus diesem Grunde anstatt der Benennung :
Moment der Triigheit, weit zweckmiissiger jene: Moment der Massen.
Wir behalten die erstere als die allgemein iibliche bei, ohne nach den ge-
gebenen Erklirungen und Bemerkungen eine Begriffsverwirrung zu besorgen.
(M. s. 15. in Nr. 1381.)

Mit Beniitzung der lebendigen Kriifte oder Arbeitsgrossen (§. 227) lisst
sich die hier erwihnte Fundamentalgleichung (1) in §. 200 auch von einem
anderen Gesichtspuncte aus, und zwar in folgender Weise entwickeln.

Schwingen zwei in den Puncten B, B einer Geraden A D befindlichen
materiellen Puncte von den Massen M und M’ um einen Punct 4 dieser
Geraden und erlangen sie, wiithrend diese Gerade den Winkel DA D" be-
schreibt, die Geschwindigkeiten » und v’, so sind die zur Erzeugung dieser
Geschwindigkeiten néthigen Arbeitsgriisseﬁ, wenn n#mlich diese Massen
nicht gleichzeitig, sondern jede fiir sich schwingt, beziehungsweise 1+ Mo?
und } M'v'%  Sollen nun diese Arbeitsgrossen einander gleich, d. i sollen
in dieser Beziehung diese beiden Massen M und M’ in den Entfernungen
vom Drehungspunct 4B = @ und AB'=da’ einander gleichgeltend oder
fiquivalent sein, so muss die Gleichung Mv*= M 02 oder wegen viv'=a:da’

’
v

(da die beiden Massen einerlei Winkelgeschwindigkeiten haben, d. i. £= o
sein soll) jene Ma® = M'a’® stattfinden, welches eben die erwihnte Funda-

mentalgleichung (1) in §. 200 ist.
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sein soll, auf drei rechtwinkelige Achsen und nimmt die Um-
drehungsachse fiir die Achse der z, so ist das Moment der Triig-
heit in Bezug auf diese Achse:

M = [(2*4 y*)dM,
wobei dJf die Masse des Elementes oder materiellen Punctes be-
zeichnet, dessen Coordinaten » ¥, 2 sind, und wobei sich das
Integrale auf die gesammte Masse M erstreckt (es steht namlich
hier da7 statt d*37 und J statt fj/). Auf gleiche Weise bezeichnen
die Ausdriicke:
@2 A wd f 2t 2 du

die Tragheitsmomente dieses Kérpers in Bezichung auf die Achsen
der y und «.

136. Kennt man das Moment der Triigheit ecines Korpers
in Bezug auf irgend eine Achse, so kann man dasselbe leicht
auch fiir jede andere, mit der ersteren parallele Achse finden.

Denn nimmt man die erstere Achse oder Gerade zur Achse
der = und legt durch diese und die mit ihr parallele Gerade oder
neue Achse die Ebene der zz, setzt den Abstand dieser beiden
Geraden = a, die Masse des Koérpers = M und bezeichnet das
Moment der Triigheit desselben in Bezug auf die Achse der 2
durch M, sowie in Bezichung auf die neue, mit dieser parallelen
Achse durch 9'; so ist, wie leicht zu sehen:

W= [+ yHdM = [[(e*=a)*+y?]dM
= /(@4 y»dM 4 a2 /dM 2afzdM,
deoddi Em'——*im-}-]l[azi2a,fa'dM,
oder wenn X die Abscisse des Schwerpunctes des Korpers
bezeichnet, also (Nr. 32) XM =/2dM ist, auch
W =M+ Ma2=24 XM,

Liegt der Schwerpunct in der Achse der » selbt, so ist X =0
und Py LDV e (D)
oder, wenn man, da das Moment der Trigheit immer diese Form
annimmt, M = Mk setzt, auch:

W = M2+ a).. Y2)
(vergleiche §. 202, Gleich. 1)k
Anmerkung. Hieraus folgt, dass das Triigheitsmoment in Beziehung auf eine

durch den Schwerpunet gehende Achse kleiner, als in Beziehung auf jede
andere mit ihr parallele Achse ist.
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137. Um das Moment der Trigheit einer materiellen gera
den Linie AB (Fig. 32) zu finden, welche sich um den End-
punct A dreht, sei ihre Lénge A B =1, die auf die Langeneinheit
entfallende trige Masse = m, sowie die iber die ganze Lénge
gleichférmig vertheilte Masse m{= M. Nimmt man nun in dieser
Geraden in dem Abstande 4 M= z ein Element derselben Mm =dz,
so kann man das dieser Linge entsprechende Massenelement
mda = dM als materiellen Punct betrachten und darauf die Grund-
gleichung (2) in §. 200 anwenden, so dass, wenn das Moment
der Tragheit dieses Elementes durch d0t bezeichnet wird, sofort

’
AM = dM.22 = ma®dz, folglich M = m|x2de = }ml® ist. Da

man jedoch in alle Ausdriicke des Tréghei’gsmomentes die sich

drehenden Massen hineinzubringen pflegt, und hier M= m! ist,

so hat man auch fiir das gesuchte Triigheitsmoment den Ausdruck:
M= FMIP2

138. Um das Moment der Triigheit eines Rechteckes AD
(Fig. 33) zu finden, welches sich um ihren Mittel- oder Schwer-
punct O oder eine durch O gehende auf der Ebene des Rechteckes
perpendikulire Achse dreht und dessen Masse = M sein soll,
setze man die beiden Seiten A B =a, BD =150 und ziehe damit
parallel durch den Punct O die Coordinatenachsen der z und y.
Zieht man mit dieser letzteren parallel in den Abstinden OP=wx
und Pp = da die beiden Geraden von der Linge B D, so schliessen
diese ein Rechteck dz ein, welches ein Element des Rechteckes,
also auch dessen Masse M bildet, so dass, wenn die auf die Flachen-
cinheit dieses Rechteckes entfallende Masse wieder durch m be-
zeichnet wird, sofort dM = mbde ist. Schneidet man aber auf
diesem unendlich schmalen Streifen, indem man in den Abstinden
PM =y und Mm = dy mit der Achse der 2 zwei Parallele zieht,
selbst wieder ein Element ab, so bildet dieses neue Rechteck dzdy
das Differenzial der vorigen Fliche, also mdady das Differenzial
der vorigen Masse dM, oder es ist d*M = mda dy. Da nun aber
dieses Element als ein materieller Punct zu betrachten ist, welcher
vom Drehungspuncte den Abstand OM hat, wofir OM 2?1 y?
ist; so hat man nach dem ersten Satze [§. 200, Gleich. (2)] fiir
dessen Moment der Tragheit, welches, wenn man jenes des Recht-
eckes AD mit M, folglich jenes des Rechteckes EF mit dI



bezeichnet, durch d(d9?) = d2m ausgedriickt werden muss, sofort
dai = (@*+ y*) mdady. Wird dieser Ausdruck zweimal, und
zwar, da 2 und y von einander unabhingig sind, einmal nach y
(wobei a als constant) und einmal nach (wobei g als constant
zu nehmen ist) beziehungsweise innerhalb der Grenzen von — 14
bis 415 und — lq bis ~+ % a, oder einfacher von 0 bis 40 und
0 bis }a integrirt und im letzteren Falle jedes Integrale 2 mal
genommen, so erhilt man, da die Ordnung der Integration (Comp.
§. 852) willkiirlich ist:

ta 1b
me= 4mfd.z (x4 y?)dy,
durch die Ausfithrung dieser Integration erhilt man zuerst:
M — 4mf(§iax(%bx2+%.%bs)= 2bmfaitx($2+%gbz),
0

ferner M = 25m (%.-éa‘*—{—%a.%gb"’) =mabd(¥a®+ 50?),
oder da mab = M ist, auch:

M =% M(a® 4 22
[vergl. §. 204, Gleich. (1)].

Anmerkung 1. Dass dieselbe Formel zugleich auch fiir das Moment der
Trigheit eines senkrechten Parallelopipedes gilt, das sich um seine
geometrische Achse dreht und fiir welches das vorige Rechteck AD einen
auf dieser durch O gehenden Achse senkrechten Querschnitt bezeichnet,
wenn man dabei nur unter dem Factor M die Masse des Parallelopipedes
versteht, ist bereits in der Anmerkung zu §. 204 erwiihnt. Tst nédmlich 7
die Liinge oder Héhe des Parallelopipedes und nimmt man die Umdrehungs-
achse zur Achse der z, so ist, wenn man ausser den vorigen mit den
Achsen der @ und y parallel gefiihrten Schnitten (hier Ebenen, welche mit
jenen der xz und yz parallel sind), auch noch mit der Ebene der 2y
(wofiir man die untere Grundfliiche A D des Korpers nehmen kann) in den
Abstinden z und z + d parallele ‘Schnitte fiihrt und dadurch das Korper-
element d"M = dzdydz, ferner damit

M = (2> + y2)mde dy dz, also nach Obigem :

! rtaps4is muii 1
M=m|dz| dx @' Fy)dy = —= (a’+b’)dz=—.mabl(a’+b’),
fo f—,'a —i» lzfo A

oder wegen mabl — M sofort wieder M = 4 M (a4 5.

Noch einfacher ist die Ableitung fiir den Fall, dass sich das recht-
winkelige Parallelopiped, dessen drei zusammenstossende Seiten a, 4, ¢ und
Masse der cubischen Einheit — m sein soll, um die eine Seite oder Kante
z. B. um jene ¢ dreht.

Nimmt man nimlich diese drei genannten Seiten fiir die Achsen der
Z, ¥, z, theilt jede dieser Seiten in unendlich viele unendlich kleine Theile
und legt durch alle Theilungspuncte Ebenen, welche mit den Seitenfliichen



des Parallelopipedes parallel laufen (jene durch die in der Kante c liegen-
den Puncte gelegten Ebenen némlich parallel mit der Seitenfliche ab oder
Ebene der @y u. s. w.), so theilen diese drei Reihen von Ebenen das
Parallelopiped in lauter unendlich kleine Theile, wovon jener, welcher den
Coordinaten «, y, z entspricht, das Volumen dwdydz, also die Masse
mdaxdydz hat, so dass, wenn M die Masse des Parallelopipedes bezeichnet,
sofort d3M = mdedydz ist. Das Moment der Triigheit dieses Korpers
ist daher in Beziehung auf jene Kante, welche man zur Achse der z ge-
nommen hat:

a b c
N = mff (x4 y*) dedy dz = mfdxfdy (2?4 y*) dz= 3mabc(a’+ b?),
0 0 0
oder wegen mabec = M, auch IM = M (a®4-0%).

Anmerkung 2. Nimmt man den Umdrehungspunct 4 fiir das Rechteck BE
(Fig. 34) oder Umdrehungsachse fiir das rechtwinkelige Parallelopiped von
den Grundfliichen B ¥ ausserhalb an, und setzt auf zwei mit BC und
BD parallele Achsen A X, AY bezogen, die Abscissen AP=a, AP'=d
und Ordinaten AQ = b, AQ'—= ', wodurch die beiden Seiten BC =a'—a
BD — b’ — b werden; so erhiilt man nach dem Satze in Nr. 136. [Gleich. (1)]
fiir das Moment der Triigheit auf diesen Punct 4, d.i. einer mit der durch
den Schwerpunct O gehenden parallelen Achse bezogen, wegen

Ut (“ LN “'}2+ (” 2 b')z Bafork:
2 2
— fe M[(@—ay+ B'— )]+ § M[(aFa)*+ G +B),
oder wenn man entwickelt und reducirt:

M = s M(a2+ b+ a"*+ b2+ ad'+ D).

139. Um das Moment der Triigheit eines rechtwinkeligen
Dreieckes ABC (Fig. 35) zu finden, welches sich um eine
durch den Winkelpunct 4 (des rechten Winkels) auf der Ebene
A BC perpendikuliren Achse umdreht, seien die beiden Catheten
AB=a und AC=1". Zieht man in dem Abstande AP = =z
mit AC parallel die Ordinate PN = y' und nimmt darauf in den
Abstand PM =y den Punct M, lisst z um dz und y um dy
zunehmen, um das Flichenelement dzdy oder Massenelement
mdady zu erhalten, welches vom Punct 4 den Abstand A M
besitzt, wofiir A M?= 2+ y*; so hat man wieder wie vorhin:

d2M = (224 y?)mdady, oder M = mfawf%w2+y2) dy,
0 0
wobei jedoch y' von # abhéngig und zwar wegen a:b=(a—a): y
sofort o = g(a—x) ist. Fithrt man die Integration aus, so erhilt

man zuerst: m = dem(w*y/—l- 1y'®)
0
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und wenn man fiir ' den Werth setzt, integrirt und reducirt:
93?=m1(;b(a2+ b%), oder wegen M= lmab auch:
M = M (a2 57
(vergl. §. 205, Gleich. 1).

140. Zur Bestimmung des Momentes der Triigheit eines
gleichschenkeligen Dreieckes A B(C (Fig. 36), welches
sich um eine durch den der Basis gegeniiberliegenden Winkel-
punct C gehende, auf der Dreieckebene perpendikulire Achse dreht
(oder eines senkrechten Prisma, welches dieses Dreieck zur Grund-
flache hat), sei die Basis AB = 24 und das auf dieselbe aus C
gefillte Perpendikel CD = %. Nimmt man auf diesem CP = a
und zieht durch den Punct P mit 4 B die Parallele NN'= 2/,
ferner auf dieser PM =y und lisst wieder z um dy und y um dy
zunehmen, um durch die diesen Puncten entsprechenden, mit 4 B
und CD Parallelen, das Massenelement m da- dy zu erhalten, welches
dem d®M entspricht; so hat man wieder genau wie vorhin:

dzgﬁz(xz-l-yz)mdxdy, oder im:mf’&-z (J:r?/2+3/2)dy
D8 Y =y

h ‘ h
= 2m|da %zg—}—y?)dy: szdl'('z'2.y,+31'$/,3)7

a

oder wegen ' = 7% (aus @:y’= h:a) auch:
~h ¢ 27,2
91&=2mJ %dx(ms—}—%%;ma)=27%‘(ZL+“1_;‘)=%maﬁ(a2+3/ﬁ),
0

oder endlich wegen makh — M auch:
= 2 M(a? 34%).
Will man die Seite 40 = BC' = ¢ hineinbringen, so ist wegen a?= d?— A2
dﬂ

2
auch D¢ — § M(d2+ 272) = M(G— r ;i) (vergl. §. 206) Dreht sich ein

gleichseitiges Dreieck von den Seiten 2¢ um dessen Schwerpunct, so findet
man M = 1 Ma?,

141. Um das Moment der Trigheit eines geraden Cylinders
von kreisformiger Basis zu bestimmen, welcher sich um seine
geometrische Achse umdreht, sei A5 (Fig. 37) eine unendlich
diinne, auf der Achse senkrechte Schichte des Cylinders, dabei
dessen Halbmesser C4 = 7, Liange = I und Masse = M. Zicht
man in dieser Kreisfliche (oder eigentlich unendlich diinnen Kreis-
scheibe) von der Masse m’ = dM mit den Halbmessern CP = o
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und Cp = @ + do aus dem Mittelpuncte C' die concentrischen
Kreise, so schliessen diese ein unendlich schmales Kreisband ein,
dessen Fliche = (¢ + do)*n —2?m = 22wdr 4 wde®= 22xdx
(also ebenso gross wie das Rechteck von der Basis des Umfanges
227 und der Héhe dz) und Masse dm'= 2wmadsz ist. Ist u
das Moment der Trigheit dieser Schichte A B, also du jenes des
schmalen Kreisbandes, so ist nach der Grundformel:
dy' = 2xmadr. 2= 2xpaidr,

. 4 rt

folglich: u = anfazsdx =2mm.

0

die Masse m == mr?z ist. Besteht nun aber der Cylinder aus
n solchen Schichten (wobei n unendlich gross), so ist auch wegen
np = tnm'r2, und ng = M, sowie nm'= M sofort das Moment
der Tragheit des Cylinders : 51)? = + Mr2 (welcher Ausdruck sich
namlich wieder in nichts von jenem g = %«nwz der Kreisflache,
als in der Bedeutung der Factoren 3/ und m’ unterscheidet).

Oder es ist, wenn dz die Dicke dieser Schichte oder des
Cyhnderelementes bezeichnet, auf den Cyhnder bezogen w = dIM
und m' = mr2xdz = dM, folglich dAM = {mrixds und daraus:

mr‘*n’fd = lmriml.r?= } Mr®

Oder noch einfacher fiir m' = dM sofort dM = Lr*dM, also
M= L Mr2 [Vergl. §. 208, Gleich. (1).]

7 .
—mrix.r?=1imr?, weil

142. Ist der Cylinder hohl und sind R und r der fussere
und innere Halbmesser desselben, so darf man das obige Integral
nur anstatt von 0 bis » hier von » bis R nehmen; dadurch erhalt

man: w= 275mf1;3d.z' = ——m(R‘——r“) o= —m(Rz——rz) (R2+r?),

oder da man m(R*—r?)x fiir die Masse m’ der unendlich diinnen
Schichte nehmen kann, auch g = fm'(R2-}r?). Ist wieder N das
Moment der Tragheit des Cylinders, sowie M dessen Masse, so
ist nach dem Vorigen ebenso:

M = F M(R*+ r?).
[§. 209, Gleich. (2)].

Anmerkung. Setzt man fiir einen Radkranz die Breite des Kranzes (in der
Richtung des Radhalbmessers — o und dessen Dicke (in der Richtung der

Achse) = b, sowie den mittleren Radhalbmesser = R, so ist B — R’ g

Burg’s Mechanik. Suppl. 10
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2
und r = R'— g, mithin B2 4 r?=2 (R'z-{- g—) und R*—#*=2aR'. Sub-
stituirt man diese Werthe in der obigen Formel I — b—zf(R’— 72) (R4 72),

so erhdlt man nach einer einfachen Reduction fiir das Moment der Trégheit
des Radkranzes:
2
M=2Rabx (R'L{-Z—),
oder wenn, wie es z. B. hei allen Schwungréidern der Fall, a<<lR,
2 £ ]
also %— <7106 ist, fiir die Anwendung hinreichend genau:
M=2mabR3= MR2.,.(a),
wenn némlich M die Masse des Radkranzes bezeichnet.

143. Um sogleich allgemein das Moment der Tragheit fiir
alle durch Rotation erzeugte Kérper zu bestimmen,
drehe sich die von der Curve NN’ (Fig. 38) den beiden recht-
winkeligen Ordinaten Q NV, Q'N’ und der Abscisse QQ begrenzte
Ebene Q N’ um die Abscissenachse AX; so entsteht ein Korper,
dessen Masse wir mit M bezeichnen, und fiir welchen wir das
Moment der Tragheit M in Beziehung auf diese Achse A X be-
stimmen wollen. i

Setzt man AQ =a, AQ = o und zieht zu den Abscissen
AP =2z und Ap=x + dz die Ordinaten PM und pm, nimmt
auf diesen Pn=y, nw'=dy und zieht durch » und #’ mit der
Abscissenachse die Parallelen, so erhilt man das Flachenelement
nr = dady, welches bei seiner Umdrehung um AX einen Korper,
d. i. einen Kreisring erzeugt, welcher — 2 yndyde ist und sofort
das zweite Differenzial des Volumens, also, wenn man diesen Aus-
druck mit der Masseneinheit m multiplicirt, das zweite Differen-
ziale der Masse des Korpers bildet, so dass also d2/ =2mmydady
ist. Fiir dieses Massenelement ist aber das Moment der Tragheit
d?M = y*d2M = 22my>drdy, und wenn man zweimal integrirt
und die von » abhiingige Ordinate PM — Y setzt:

5.m=21tmf?h z/sdy=21zm 1y %de, d. i
a 0 a

= %ﬂmj;;"‘dw. < (e)]

wobei diese zweite Integration erst dann ausgefithrt werden kann,
wenn die Natur der Curve NV, d. i. ihre Gleichung 3 = f(2)
bekannt ist.
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Beispiele.

144. Dreht sich anstatt der Curve eine mit AX parallele
Gerade, welche von 4 X den Abstand » hat, um diese Achse,
und setzt man @ =0, o’'= 1 gleich der Linge des dadurch er-
zeugten Cylinders, so wird wegen y' = » sofort:

’
M = am|rtde = ymrizl.r®= } Mr®
(vergl. Nr. 141).
145. Geht die Gerade AB (Fig. 39) durch den Ursprung

und ist CB =r der Halbmesser und AC=h die Hohe des
erzeugten geraden Kegels, so ist wegen x:y =h:r sofort
’ v .
= ya, folglich:
hi s

hs

8, s a
matde = fmm . & =Aymr h,
0

oder wegen M = }jmr?zh auch M = 5 M2

M=inm

146. Ist die Curve eine Ellipse von den Halbachsen a
und b, welche sich um die grosse Achse 2¢ umdreht, so erhalt

2
man wegen y2= i—,(a’— #*) (die Abscissen vom Mittelpunct aus

gezihlt, Comp. §. 465) fir das Moment der Tréigheit des ellip-
tischen Spharoides (nach der obigen Formel («) in 143.):

“+az 4 ]
M= %ﬂm[ %;dx (a®—=?)?=2 .%nmzﬁfdx(a"—2a2x2+ z*)
Bl 2
(5 2a° ab 8
=mx ;(a5— gk 5—) = pmmab
Nun ist aber das Volumen dieses Kérpers (Comp. §. 889, 2.)
gleich $ab®x, folglich dessen Masse M = $mab’x, also auch:
M= 2 Mp2
147. Bei der Umdrehung der Ellipse um die kleine Achse

wird ebenso, wenn wieder M die Masse des dadurch entstehen-
den Ellipsoides bezeichnet:
M = 2 Ma
148. Geht die Ellipse in einen Kreis vom Halbmesser
a=b=r iber, so hat man fir die Kugel, welche sich um
einen Durchmesser dreht, aus beiden vorigen Formeln:
W= FHp®
[vergl. §. 210, Gleich. (2)]. e
0
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Ist die Curve eine Parabel und dreht sich diese um ihre geometrische Achse
4 C (Fig. 40), so wird, wenn man AC =7 und OB — r setzt, wegen
¥'*=px und (Comp. §. 889, 1.) M= smrinh=4mmnph® (wegen r* = ph),
wenn % die Hohe des entstehenden Paraboloides ist:

) 7
M = J;mnfp’w’dx = %mnp’?)—,
0
oder auch: M= 1Mph = L Mr2

149. Dreht sich die von dem Kreisbogen AN (Fig. 41)
begrenzte Fliche A NB um die (in der Richtung des Durchmessers
liegende) Achse 4 B, so entsteht ein K u gelsegment mit einer
Grundfliche NAN'B von der Hohe AB. Setzt man den Halb-
messer des Kreises (gleich dem Kugelhalbmesser) = 7, und 4B -
(gleich der Hohe des Kugelsegmentes), so folgt aus der Formel
() in 143. wegen y'2= 272 — 2°:

Mi— %nmfax@rw—m2)2 = 3ma’xw (§7°—ar+ 1 a?)

: = 3oma’n (207*—15ar 4 342),
oder wenn M die Masse des Segmentes, also:
M=3BN*w.a+Lan)m= [%an(2ra—a2)+—é—a3at]m——:ma;i(&"—a)
ist, auch:

M
W= 155 (207*—15ar+ 3a2)..... (o)

[vergl. §. 210, Gleich. D).

150. Besteht cine Pendellinse aus zwei solchen Kugel-
segmenten, deren Grundflichen aufeinander liegen und sich decken,
so ist ihr Moment der Tragheit in Bezug auf ihre geometrische
Achse 4B (Fig. 42) genau durch die vorige Formel (¢) aus-
gedriickt, wenn 2/ die Masse der Linse bedeutet. Bringt man
statt dem Kugelhalbmesser » den Halbmesser € N — @ der Grund-
flachen der beiden Segmente in diese Formel (¢), so erhilt man
a®+o?

a

55~ und damit nach gehériger

wegen 0%=27ra— a2 sofort » —

Substitution und Reduction :
_ M (a'+ 54204 10"

W= (“aurgg,—).. (D).
Anmerkung. Ist die Linse, wie gewthnlich nach der Richtung NN’ durch-
bohrt, um die cylindrische Pendelstange, welche in der Regel aus einem
anderen Materiale als die Linse besteht, durchschieben zu kénnen, so muss
man von dem vorigen Werthe noch das Moment der Trigheit dieser
Bohrung (den hohlen Cylinder als massiv gedacht) abziehen. (Man sehe
Nr. 152., Anmerkung.)




151. Um endlich noch das Moment der Trigheit eines ge-
wohnlichen Cylinders zu finden, welcher sich um eine Achse
dreht, die durch den Schwerpunct des Cylinders geht und auf
dessen geometrischer Achse perpendikulir steht, nehme
man die Achse des Cylinders fiir die Achse der z, den Ursprung
A der drei rechtwinkeligen Coordinatenachsen im Schwerpunct
des Cylinders, sowie die Umdrehungsachse fiir die Achse der y,
so ist, wenn man den Cylinder in den Entfernungen von AC=z
(Fig. 43) und z + dz durch zwei Ebenen parallel mit der Ebene
der 2y durchschneidet, die unendlich dimne Kreisscheibe, welche
dadurch entsteht, ein Element des Cylinders und = dM, wenn
M wieder die Masse des Cylinders, dessen Halbmesser = r
und Liénge = I sein soll, bezeichnet. Sind BB und DD’ die
Durchschnitte der Ebenen der 2z und yz mit dieser Kreisscheibe
von der Dicke dz und legt man in den Entfernungen CP = @
und 2 + dz wieder zwei Ebenen und zwar parallel mit der Ebene
der yz, so erhilt man aus dieser Kreisscheibe als Element der-
selben das Parallelopiped von der Grundfliche dxdz und Linge
mm' = 2y, wenn man namlich die der Abscisse CP =z ent-
sprechende Ordinate des Kreises Pm'= Pm = y setzt. Da nun
dieses Korperelement (gleichsam eine materielle gerade Linie)
d?M = 2my dedz von der Umdrehungsachse Y'Y " den Abstand w
hat, wofiir u? = a?+ 2% ist, so hat man, wenn I das Moment
der Trigheit des Cylinders, folglich d2t jenes der Kreisscheibe
und endlich d?9 jenes des unendlich diinnen Prisma bezeichnet,
nach der Grundformel sofort: d20} = 2my dzdz (224 2*), folglich
wenn man zweimal innerhalb der gehorigen Grenzen integrirt:

M= 2mf—(§,j”lf;r(x2 + 2¥)dz = SmJﬁz ry (z2+ 2?) da.
Wegen y = ]/(;;l—_ar:"‘) wird e
ﬁy (22 + 2%)de =f2:2 dzV/ (r*— 2?) 4 zzfaw]/(r2 — %),
und ‘da (Lehwb, Bd. TIT S. 336, Beispiel £) -
22dz )/ (r2—a?) =} (2?—}r22) )/ (r*—2?) + {;#arcSing,
ferner (S.339) fdw]/(r"‘ —a?) = La )/ (r2—a?) + Lr2are Sz'n%c,
so ist innerhalb der angezeigten Grenzen:

7 s 2
T P 9T A i
jay(w2+z2)dx—%r“.—2+z .7127' §—""1—6'+—4-Z,
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folglich wenn man diesen Werth fiir das zweite Integral substituirt:
g (0 1l p2
M= 8mf0 T (Z +z2)dz — 2mr21rf0 (I+z2}dz

: =2mr21z(%l+2l—;),
oder wegen M = m»2x! endlich:
M =T B2+ 1)... (o).

152. Schwingt eine cylindrische Pendelstange vom Halb-
messer » und der Linge I um ihr oberes Ende, so ist ihr Moment
der Tragheit [Nr. 136., Gleich. CLYJ

M= 3r2412) + M3 =R3r 44,
oder auch: m = M(;-{—g).

Anmerkung. Das in Nr. 150. bemerkte Moment der Tréigheit der Bohrung
der Pendellinse, welches von dem dortigen Ausdrucke (d) abzuziehen kommt,
wire also nach der vorigen Formel (e) wegen I = NN'= 2, (Fig. 42)

(4 2 2
sofort M’ = 11%-(3'r”+ 40®) =M’ (;—:- -+ g—), so dass also das eigentliche
Moment der Triigheit der in 150. betrachteten Pendellinse auf ihre geome-
trische Achse bezogen IM” = I — M’ wiire, wobei I den genannten Werth
in (d) besitzt. Steht endlich der Mittelpunct oder die geometrische Achse
der Linse von der mit ihr parallelen Schwingungsachse um die Grosse o
ab, so muss man statt M setzen:
M (M—M') 0> = W'+ M”32,

wobei M die Masse der massiven, nicht durchbohrten Linse und M’ die
durch das Ausbohren wegfallende Masse, also M” die wirkliche Masse der
Linse bezeichnet.

Theorie der Kurbel in Verbindung mit dem Schwungrade.
(8§ 230—234.)

153. Ist CA = » (Fig. 44) die Héhe des Kurbelkniees, also
ABA'B jener Kreis, welchen die Kurbelwarze beschreibt, d. i.
der Kurbelkreis, M die nach dem Moment der Tragheit [§. 200,
Gleich. (3)] auf den Kurbelkreis reducirte Masse, Q jene Last,
welche auf den Kurbelkreis aufgewunden, den Widerstand vor-
stellt, welcher durch die Umdrehung der Kurbel iiherwunden wer-
den soll, sowie endlich P die constante Kraft, welche, indem sie
dabei bestéindig mit dem Durchmesser A4’ parallel wirkt, die



